6 Cisla racionalni

Racionalni ¢isla jsou takova cisla, kterd, jak uz nazev napovida, lze vyjadrit jako
pomér (z latinského ratio) ve tvaru zlomku ¢, kde a,b € N. Pro obor racionalnich
¢isel pouzijeme oznaceni QQ z némeckého Quotient, které prekladame kvocient nebo
také podil.

O racionalnich cislech se také nékdy mluvi jako o ¢islech souméritelnych. Eu-
kleidés soumétitelné veli¢iny definoval takto: ,,Souméftitelnymi zovou se velic¢iny,
které touz mérou se méri; nesouméritelnymi pak, jimz mira zadna nemiize stati
spolecnou.“ (Servit, 1907, s. 159)

Fine (1907) o zlomcich tvrdi, ze z umélych ¢isel (témi rozumi vSechna ¢isla
kromé prirozenych) jako jediné nevznikly primarné jako abstraktni matematicky
konstrukt, ale proto, ze mély v bézném zivoté své uziti. To doklada tim, zZe se
objevuji nejen v nejstarsich matematickych spisech Babylonani a Egypfant, ale
také Rimanti, kteff se rozvoji matematiky piili§ nevénovali. Zlomky pouzivali také
recti kupci ddvno pred tim, nez byly prijaty matematiky. Pokud byl etalon (jed-
notka [viz pozn. 4]) prilis velky, byl rozdélen na mensi ¢asti. Tyto ¢asti se postupné
staly dalsi jednotkou. Tento princip je patrny naptiklad u penéz, kdy vznikaly
nové druhy minci nizsi hodnoty. Poté doslo k abstrakci od minci a vztah jednotky
k jednotce mensi zacal byt pouzivan obecné i pro jiné predméty. Timto principem
vznikly napifklad zlomky Rimanti. Pouzivali slova pro mince uncia nebo sicilicus,
kterd byla ¢dstmi mince as, jez byla jednotkou. U jinych kultur vsak doslo k posunu
od slov oznacujicich mince k prostému numerickému vztahu. (Fine, 1907)

V matematicky vyspélejsim Egypté zavedli zlomky obecnéji, i se znacenim.
Tento systém je znamy z nejstarsiho matematického textu, Rhindského papyru
(Ahmes, 2000 pr.n.l). Jejich systém vychézel z tzv. kmenovych zlomkia. Kmeno-

vymi zlomky rozuméli takové zlomky, jejichz ¢itatel byl roven jedné. Dalsi zlomky
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pak vyjadrovali pomoci zlomkii kmenovych, az na nékteré vyjimky, které z prak-
- 1 o o v ; . . c1v . v 2 3
tickych divodi mély vlastni symbol, jak je vidét na obrazku 10 (napi. 3,7...).

(Crilly, 2010)
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Obrézek 10: Zlomky Egyptanu (Crilly, 2010, s. 15)

Jak by Egyptané vyjadrili napriklad zlomek %, uvadi Crilly na nasledujicim
prikladu:
5 1 1 1 1

7737178 16

Navic Egyptané pouzivali v souctu kazdy kmenovy zlomek nejvyse jednou. Jak
vidno, neni tento zpusob prakticky a pro svou obtiznost nebyl prilis rozsiteny.

Crilly jesté dodava, ze nékteré zlomky je mozné zapsat vice zpusoby. Napriklad
zlomek % by bylo mozné zapsat také takto:

5 1 1 1

72T
coz je kratsi zptisob. Do dnesni doby neni znam zptsob, jak obecné najit nejkratsi
rozklad na kmenové zlomky. (Crilly, 2010)
Zhruba o 150 let dfive se podobny systém objevil i u Babylonanu (Crilly, 2010).

Na rozdil od Egyptant, jejichz korenové zlomky mély vSechny stejny citatel, Ba-
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bylonané méli zlomky se spolecnou vlastnosti ve jmenovateli, kde vzdy najdeme
néjakou mocninu ¢isla 60. U zlomkt zapisovali pouze citatel, mocnina jmenovatele
zavisela na poradi, ve kterém byl dalsi s¢itanec zapsan. Napriklad % = % + %
bychom podle Babylonant zapsali jako 20 15. (Fine, 1907)

Znovu zde chybélo znaménko operace, a muselo tak byt jasné pouze z nasled-
nosti, ze se jednd o s¢itani (Fine, 1907). Jak Babylonané rozlisili prosty soucet ¢isel
od souc¢tu zlomki, Fine nezminuje.

Systém zlomku v Sedesatkové soustavé byl ve védé vyuzivan az do Sestnactého
stoleti, kdy byl nahrazen soustavou desitkovou. Pro méreni ihli je vSak pouzivan
dodnes. (Fine, 1907)

Stejné jako Rekové rozlisovali mezi ,¢istou geometrif“ a geometrif FeSenou arit-
metickymi metodami, rozliSovali také mezi ,¢istou aritmetikou* a ,uménim vypo-
&tu“. Zlomky spadaly do kategorie uméni vipoéti, jelikoz byly Reky povazovany
za umély konstrukt, ktery nepatii do ¢isté védy. Zlomky se tak objevuji u geome-
tri Archimeda nebo Hera, ani jeden je vSak neuznava jako matematické objekty,
nybrz jen jako prostfedky vypoctu. Zlomek % by zapsali v 3" 8”. (Fine, 1907)

V Eukleidovych Zdkladech (300 pt.n.l.) jsou popsany nékteré vlastnosti zlomki,
naptiklad v néasledujici vété: [ Kdyz je ¢islo ¢isla dilem a jiné jiného je tymz dilem,
téz soucet obou tymz dilem bude souctu, jakym jedno jednoho.* (Servit, 1907,
s.107) nebo také ve vété: [ Kdyz je ¢islo ¢isla dilem, jakym odeétené odecteného,
také zbytek zbytku tymz dilem bude, jakym celek celku.* (Servit, 1907, s. 108).

Fine (1907) ovsem dodéva, Ze Eukleidés zlomky chapal pouze v roli poméru
geometrickych objekti a nezapisoval je, ani s nimi neprovadél aritmetické vypocty
jako s abstraktnimi ¢isly. To provadél az Diophantos (Fine, 1907).

Zlomkovou ¢aru v podobé, v jaké ji dnes zndme, dal svétu Pisansky (Fibonacci)
na pocatku 13. stoleti. Na konci stoleti 16. Stevin presel od zlomki o zakladu

mocniny ¢isla 60 ke zlomkim o zakladu mocniny ¢isla 10. (Crilly, 2010)
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6.1 Konstrukce racionalnich d¢isel

Chceme vytvorit strukturu (Q, -). Motivaci je zkonstruovat takova ¢isla, aby byla
vzdy Tesitelna rovnice:

a-x=0b.

Také chceme, aby pro tato cisla platily aritmetické zékony. (Thurston, 1956)

1. Ukazeme, ze rovnice v tomto tvaru muze mit pouze jedno feseni. To do-
kazeme sporem. Predpokladejme, Ze rovnice ma fesSeni dvé. Oznacme tato

feseni naptiklad p,q € Z : p # ¢:
a-p=b=a-q.
Podle véty 9 zkratime, a dostaneme tak:
pP=q,

coz je spor s predpokladem, ze p # ¢. Rovnice ma tedy pouze jedno reseni.
Resenf je zavislé na a, b, proto by jeho oznaeni mélo zahrnovat a i b. Zave-

deme oznaceni pro feseni 2. (Thurston, 1956)

Vime, 7e nékdy maji rtizné rovnice tohoto typu stejna teseni, naptiklad
2¢ = 10 a 3x = 15. Zajimé nas, kdy se tak déje. Predpokladejme tedy,

ze dvojice rovnic a - x = b a ¢ - x = d ma stejné feSeni x = r. Plati tedy:
a-r=bAc-r=d.
Obé strany rovnosti a - r = b vynasobime d € Z:
(@-r)-d=b-d=b-(c-r).
Vyuzijeme komutativitu a asociativitu ndsobeni (véta 9):
(a-d)-r=(b-c)-r
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Zkratime r podle véty 9 a zjistujeme, Ze jestlize maji rovnice stejné reseni,
pak plati @ - d = b - ¢. (Thurston, 1956)
Naopak plati-li, ze a -d = b - c a r Tesi rovnici a - x = b, tedy a - r = b, pak

tuto rovnost vynasobime c € Z:
(@a-r)y-c=b-c=a-d,
vyuzijeme asociativitu ndsobeni (véta 9):
a-(r-c)=a-d,
zkrétime a pouzijeme komutativitu (oboji véta 9):
c-r=d.

To znamena, Ze r Tesi i rovnici ¢ - x = d. Pro Teseni jsme zavedli oznaceni

g = r. Jak vidno, mezi TeSenimi tedy plati nasledujici ekvivalence:

é:g(@a-d:b-c.
a c

(Thurston, 1956)

Relace = ve vyrazu g = %l je ekvivalenci (ozna¢me tuto relaci ) definovanou

na mnoziné M =7 x (Z — {0}). Plati:

Va,c€Z Vb,d e (Z—{0}): (a,b) = (c,d) <= a-c=0b-d.

. Mnozinu Q racionélnich ¢isel definujme jako rozklad mnoziny M podle ekvi-

valence ~. Ttidy tohoto rozkladu jsou prvky mnoziny Q. Tedy plati:
Q = {T{ap); (a,b) € M}, Tiapy = {(c,d) € M;(a,0) = (¢, d)}.

(Kubinova, Novotné, 1997)
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Tridy rozkladu podle ekvivalence &~ znazornuje obrazek 11. Pferusovana cara
znazornuje tt¥idu ekvivalence a body na ni prvky, které do dané tridy spadaji.

Pocatek pritom nepatii do zadné ze trid, stejné tak jako kazdy bod osy =x.

~

Obrézek 11: Tridy ekvivalence racionalnich ¢isel (vlastni obrazek)

Na mnoziné QQ definujeme operaci nasobeni.

Definice 19. Operaci - na mnoziné QQ zavedeme takto:

Vap), Tiea) € Q: Tap) - Ticd) = Tia-chd)-

(Kubinové, Novotna, 1997)

Pro korektnost definice musi platit, ze:
1) T(a~c,b~d) € Qa
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ii) \V/(ZE, y) € T(a7b),V(u, U) € T(c,d) : (I‘ “U,Y - U) c T(a-c,b-d)-

Podle definice mnoziny racionalnich &sel i) plati. Cisla a, ¢ jsou ze Z a ¢isla
b,d jsou prvky Z — {0}. Tedy i soucin celych ¢isel bude celé ¢islo a soucin

nenulovych ¢isel bude nenulovy. To odpovida definici mnoziny Q.
Pro ovéreni ii) je tfeba zjistit, zda plati:
V(z,y) =~ (a,b),¥(u,v) = (¢,d) : (x-u,y-v) = (a-c,b-d).
Prepiseme predpoklady podle definice relace =:
V(z,y) = (a,b) & x-a=1y-b,
V(u,v) = (¢,d) & u-c=wv-d.

Vynasobime mezi sebou levé a pravé strany rovnosti a dostavame z-a-u-c =
=y-b-v-d. To je podle definice relace =~ a za vyuziti komutativity nasobeni

(x-u,y-v)=(a-c,b-d).

Definice nasobeni na Q je tedy korektni.

. Ukézeme, ze struktura (Q, -) je komutativni monoid. Jeho jednotkovym prvek

je T(l,l)-

Véta 23. Struktura (Q,-) tvori komutativni monoid.

Dukaz. Aby struktura byla komutativni monoid, je zapottfebi, aby byla aso-

ciativni, komutativni a existoval neutralni prvek vzhledem k operaci.

(a) Zacneme diukazem asociativity. Chceme ukézat, ze plati:

VT{ab)s Tiap)s Loy € Q: (Liap) - Tiea)) - Tenr) = Lia) - Licay - Lierp))-

Souciny prepiseme podle definice nasobeni v Q:

Tacpdy - Liey = Ttacepds) = Lap) - T(cedr)-
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Struktura je asociativni.

Ptame se, zda je struktura komutativni. Ukazeme, Ze plati:
VT, Tieay € Q: Tapy - Tiea) = Ticay  Tiap)-
Souciny prepiseme podle definice nasobeni v QQ a ukdzeme, ze plati:

T(a-c,b-d) = T(c-a,d-b)'

Cisla a, ¢ jsou prvky Z a ¢isla b, d jsou prvky Z — {0}. Nasobeni celych
cisel je komutativni, tedy a-c=c-aab-d=d-b. Proto Tig.cpq) =

= T{c.a,a-v)- Nasobeni racionalnich cisel je tedy komutativni.

Nyni ovéiime, Ze prvek T(; ;) je neutralnim prvkem vzhledem k operaci

.. Chceme ukazat platnost tvrzeni:
VT € Q: Tiapy - Tan=T1) - Tiap) = Liap)-
Komutativita operace - byla dokdzana v (b). Staci tedy ukazat, ze plati:
Tapy - T = Tlap)-

Prepiseme levou stranu rovnosti podle definice ndsobeni racionalnich
Cisel:
Tap) T = Tla1p1)-

Chceme ukézat, ze plati:

Protoze ¢isla a,b jsou prvky Z, vime, ze plati a -1 = a a b-1 = b.
Leva strana rovnosti se rovnd pravé, a nasobeni racionalnich cisel tak

ma opravdu neutralni prvek Ti 1.
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Struktura (Q, -) tedy tvoii komutativni monoid. Neutrdlnim prvkem je Ty 1.

O

5. Chceme sestrojit takovou strukturu, aby vzhledem k nasobeni existovaly in-
verzni prvky k nenulovym raciondlnim ¢islim. Oznacime Qg = {T(q) €
€ Q;a # 0}. Existuje ke kazdému prvku z Qg inverzni prvek vzhledem k ope-
raci -7 Ukdzeme, Ze pro kazdy prvek T(,; € Qo existuje inverzni prvek ve

tvaru T, q) € Qo:

Tiap) * Twa) = Tiabpa) = Liabab) = T(1,1)-

Tim je ovéfeno, ze Ty q) je inverznim prvkem pro T{,p). Struktura (Qo,-) je

tedy Abelova grupa.

6. Chceme izomorfné vnorit Z do Q. Mnozinu trid ekvivalence, které maji re-

prezentanta (a, 1), a € Z, ozna¢me Q'. Definujme zobrazeni f takto:

f:(Z,-) = (Q,-), fla) = Tian)-

Zobrazeni f je izomorfismem. Oznacime Q) mnozinu t¥id z Q, které maji
reprezentanta (p, 1),p € Z — {0}. Zazeni izomorfismu na Z — {0} je izomor-
fismem mezi strukturami (Z — {0},-) a (Q'NQy, ).

(Kubinova, Novotna, 1997, s. 153)

6.1.1 Znaceni

Plati f : (Z,-) = (Q',-), f(a) = T4y, je izomorfismus, mizeme tedy prvky ve

tvaru 1{,,1) znacit a.
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Také plati, ze kazdy prvek Q lze rozepsat jako nasledujici soucin:

Tap) = Ttany - Tapy = Ttany - (Topy) " =a-b""

Prvek a~! oznaé¢ime i V dalsim textu T(,3) budeme znacit §.

(Kubinova, Novotna, 1997)

6.2 Operace na mnoziné racionalnich cisel

6.2.1 Vlastnosti operace nasobeni na mnoziné

Operaci - v Q jsme definovali takto:

vT‘a,ba Tc,d S Q : T(a,b) ’ T(c,d) = T(a-c,b-d)~

Pouzijeme-li oznaceni zavedené v kapitole 6.1.1, muzeme tuto definici prepsat

takto:

Véta 24. V4, £ € € Q:

\S)
s
—
SIS
Qlo
—
|
e
/~
Ul
o
—

3) 1-a=a,
H38=t=0

5) #0#((%.32%.?

(SIS

6) 240=3(s) =2,

SalllRS

ST
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(Kubinova, Novotna, 1997)

(komutativita)
(asociativita)

(1 je neutrdlni prvek)
(nula je agresivni proek)
(pravidlo pro krdacent)

(existence inverznich prvki)



Diikaz. 1. Ukazeme, Ze plati § - 5 = & - #. Zacneme upravovat levou stranu:

d d
a cC a-Cc , C-a cC a
b=y a=va-abv a1

*: Vyuzili jsme komutativitu nasobeni celych ¢isel.

L = P, nasobeni racionalnich cisel je tedy komutativni.

2. Chceme ukézat, ze plati (% . g) . ? =% ((91 : ?)

=959 5
3555690

*: Vyuzili jsme asociativitu nasobeni celych ¢isel.

o

L = P, nasobeni racionalnich c¢isel je tedy asociativni.

3. Ovérime platnost % ca = a.

1 v126.1.1
- a —

l-aZa.

1
*: Vyuzili jsme toho, Ze jednicka je neutalni prvek vzhledem k nésobeni na
mnoziné celych ¢isel.

Jednicka je neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni i pro racionalni ¢isla.

4. Dokéazeme platnost ¢ - % =0.

a 0 a - *0
g T )
b1 b1 b Lon=Toey =0

*: V citateli jsme vyuzili toho, ze nula je agresivnim prvkem vzhledem k néso-
beni celych cisel. Ve jmenovateli jsme vyuzili neutralnosti prvku 1 vzhledem
k nasobeni celych ¢isel.

Nula je tedy agresivni vzhledem k nésobeni racionédlnich ¢isel.
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6. Nejprve dokazeme existenci inverznich prvka vzhledem k nasobeni. Doké-
~1
Zeme, Ze pro viechna ¢ € Q — {0} 3(§)~':¢- (%) =1

Necht & € Q — {0}. Ukdzeme, ze (2) " jo L:

ISHIS )
Q
S
Q
S

— = Tiuvas =T = 1.
p— (abab) = T(1,1)

S e
>
IS

Pro kazdy prvek Q kromé nuly existuje inverzni prvek vzhledem k nésobeni.

5. Nyni mizeme dokazat pravidlo pro kraceni. Ukazeme, Ze pro vsechna §, % €
QagecQ—{0}plati (§-5=19-%)=(§==2).

Protoze § # 0, existuje podle 6) inverzni prvek g. Obé strany rovnosti ¢ -

o

¢+ ¢ inverznim prvkem b yynéasobime:
a

SIS

. €
!
b
a

Il
—
| ®

QIO Qlo &lo
|l o~

| ®

Pravidlo pro kraceni tedy plati.

6.2.2 Definice a vlastnosti operace s¢itani na mnoziné Q

Definice 20. S¢itéani racionédlnich ¢isel definujeme takto:

a-d+c-b

v b-d

a &

QIO

a
b Y

(Kubinova, Novotna, 1997)
Zapsano pomoci trid:

Tiap) + Tica) = Tia-drebpd)-

Takto definovana operace + na Q spliuje podminky:
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i) Tia-dtebpa) € Q,
11) \V/(ZL', y) S T(a,b)a V<U, U) S T(c,d) : (JI vt u-y, Y- U) € T(a-d+c~b,b~d)‘

Proto je korektni.

Véta 25. Pro vSechna ¥, 5, ? € Q plati ndsledugjici vliastnosti:

1) 3 +5=5+1, (komutativita)
2) (% + 5) +5=5t (§ + ?), (asociativita)
g) $+8=2, (nula je neutrdlni proek)
4) 3L 5+5 =0, (existence opacnych proki)
5) (% + 5) =55t T (ndsobent je distributioni vzhledem ke scitdni)
Diikaz. 1) Dokazeme, ze plati § + 5 = S+ .

*: Vyuzili jsme komutativitu nasobeni a komutativitu s¢itani celych cisel.

L = P, scitani racionalnich ¢isel je tedy komutativni.

2) Ukéazeme, ze plati (% + 5) +5=%+ (g + ?)

L= (% + 5) o= adieb o (adrebifyebd £ adftobftebd

bd bod f bd f I _p
o . cfted _ adf+(cft+ed)b * a-d ft+cb ftebd '
P=g+(5+5) =+ i = e = e

*: Vyuzili jsme distributivitu a komutativitu celych ¢isel.

L = P, scitani racionalnich ¢isel je tedy asociativni.

83



3)

7~ v s a Q __a
Ukazeme, zZe plati § +7 = 7.

g+9_a-1+0-bia+0_g
b 1 b-1 b b

*: Vyuzili jsme toho, Ze jednicka je jednotkovy prvek a nula agresivni prvek

vzhledem k nasobeni celych cisel.

Nula je neutrdlni prvek vzhledem ke s¢itani racionalnich c¢isel.

DokaZeme existenci opacnych prvki. Necht ¢ € Q. DokdZeme, Ze pro 5% € Q
plati ¢ + 5% =0.

Existence plyne z existence opacnych prvki pro cela cisla. Staci ukdzat, ze =*
je opacné cislo k ¢:

a —a a-b+(-a)-b, O

=0,

b b b-b b-b
*: Vyuzili jsme vlastnosti opacného prvku pro cela cisla.
Plati, ze pro kazdé raciondlni ¢islo existuje opacny prvek vzhledem ke sc¢itani a

—a

: “ 1w a
je pro kazdé cislo § ve tvaru

Dokazeme, ze nasobeni racionalnich ¢isel je distributivni vzhledem ke s¢itani.
4 % 3 a c e {(a1c).e —a. ey c e
Chceme ukdzat, ze pro vsechna ¥, 9, 7 € Q plati (5 + 3) Ty F T A

Upravime kazdou stranu rovnosti zvlast:

_(a _c\.e _ (adtch) e _ (adtcb) e * adetcbe
L‘(b+d) f_(bd)f_ bdf T bdf I_p

e _ aedftcebf * f  adetcbe __ adetcbe

P= 5t e F v T ar= virde — 7 bdf bd ]

& a-e

Q

*: Vyuzili jsme distributivitu nasobeni vzhledem ke séitani na celych ¢islech.
L = P, tedy nasobeni racionalnich cisel je distributivni vzhledem ke scitani.

0J

Pozn. 24. Dukazy vét 24, 25 jsou vlastni. Véty pochazeji ze skript Posloupnosti

a 1ady (Kubinova, Novotnd, 1997).
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6.3 Spocetnost
Véta 26. MnoZina raciondlnich cisel je nekonecnou mnoZinou.

Dikaz. Nekoneéna mnozina 7Z je podmnozinou mnoziny Q. Proto je i mnozina Q

nekonec¢na. O
Véta 27. Mnozina raciondlnich cisel je spocetnd mnozina.

Diikaz. Proto, abychom mohli racionalni ¢isla snadno bijektivné pritadit k priro-

zenym, zapiseme je do matice:

0 1 =1 2 =2
1 1 1 1 1
0 1 =1 2 =2
2 2 2 2 2
0 1 =1 2 =2
3 3 3 3 3
0 1 =1 2 =2
4 4 4 4 4
0 1 =1 2 =2
5 5 5 5 5

Nyni zlomky seradime do posloupnosti tak, jak je zndzornéno na obrazku 12.

Prvky matice tedy rfadime po diagonélach. Posloupnost, kterou dostavame, je:

7 definice 9 vime, ze muzeme-li mnozinu chapat jako posloupnost, je spocetna.

Tedy mnozina racionalnich ¢isel je spocetnou mnozinou.

6.4 Usporadani na mnoziné racionalnich cisel

Pozn. 25. Kazdé racionalni ¢islo § lze zapsat ve tvaru podilu tak, ze b > 0

(Kubinova, Novotna, 1997). Toho vyuzijeme v dukazu véty 28.
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Obréazek 12: Zptusob, jakym fadime racionalni ¢isla z matice do posloupnosti
(Crilly, 2010, s. 30)
Definice 21. Relace < je na Q definovana takto:
a c a c
V-, = b>0):—<-%sa-d<c-b
(Kubinova, Novotna, 1997, s. 153)

Véta 28. Relace < je na Q tranzitivni a trichotomicka.

Diikaz. 1. Nejprve dokazeme tranzitivitu relace <. Chceme ukazat, Ze pro vsechna
a.6¢cQplati [(4<2)A(5<9)] = (4 <) Predpoklidejme také, 7e

b
¢isla b, d, f € Z jsou vétsi, nez nula (viz poznamka 25). Podle definice 21 plati:

(g<g><:)a-d<c-b,

b d
<2<;>(:)c-f<e-d.

Vynasobime prvni nerovnost ¢islem f a druhou nerovnost ¢islem b. Obé cisla

jsou kladna cela. Plati:

(a-d-f<c-b-fyNDb-c-f<b-e-d).
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Cisla a, b, c,d, e, f jsou celd. Pro cel4 ¢isla je relace < tranzitivni (viz. véta 21).
Proto:

a-d-f<b-e-d.
Protoze d je kladné celé ¢islo a proto, ze nasobeni celych ¢isel je komutativni,
plati:

a-f<e-b.
Podle definice 21 pak tedy § < -

Relace < je na mnoziné racionalnich c¢isel tranzitivni.

ii. Nyni ukdzeme, Ze relace < je na mnoziné racionalnich ¢isel trichotomicka.

a ¢

. . . PP . a4 ¢ oa_ c
Chceme ukazat, Ze pro vSechna ¢, 5 € Q plati pravé jedna z moznosti § < &, 7

b - @
b d
Podle véty 21 je relace < trichotomicka pro celd ¢isla. Tedy pro vsSechna
a,b, c,d € Z nastava pravé jedna z moznosti:
(a) a-d=c-b,
(b) a-d<c-b,
(¢c) a-d>c-b.
Proto i na racionalnich ¢islech je relace < trichotomicka.
Relace < je tranzitivni a trichotomickd na mnoziné racionalnich ¢islech. Je tedy

usporadanim na Q. 0

6.5 Racionalni c¢isla jako algebraicka struktura

Definice 22. Algebraickou strukturu (7, +,-) nazveme télesem, jestlize (7', +)
a (T — {0}, ) tvori Abelovu grupu a operace - je distributivni vzhledem k operaci

+.
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Véta 29. Struktura (Q — {0}, +,-) tvori téleso.

Diikaz. Ze struktura (Q, +) je Abelovou grupou, jsme ovéiili ve vété 25. Obdobné
jsme ukazali, ze (Q — {0},-) tvofi Abelovu grupu ve vété 24. Ve stejné vété jsme
dokéazali také distributivitu nasobeni vzhledem ke s¢itani.

Struktura (Q — {0}, +, -) tvori téleso. O
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