8 Komplexni cisla

Poslednim na gymnéziich probiranym oborem je obor komplexnich (imaginarnich)
¢isel. V ucebnici Matematika pro gymndzia, Komplexni ¢isla (Calda, 1994) jsou
komplexni ¢isla definovana takto: ,Komplexnim éislem nazveme vyraz tvaru
a + bi, kde a,b jsou realnd &isla a i je &slo, pro néz i2 = —1. V komplexnim éisle
a + bi se ¢islo a nazyva realna cast, cislo b - nikoli bi - imaginarni ¢ast; ¢islo i
se nazyva imaginarni jednotka.“ (Calda, 1994, s. 12)

Motivaci k zavedeni komplexnich ¢isel je pozadavek na teSeni rovnic typu
22+ 1=0 (Fine, 1907). Historicky vSak potieba zavést komplexni éisla vzesla
z rovnic kubickych. Acheson (2002) na strané 167 demonstruje potiebu komplex-
nich ¢isel na pifkladu 2® = 152 + 4. KdyZ Cardano popsal v Sestndctém stoleti
vzoce pro feSeni kubickych rovnic (viz poznamka 35), dostal se jejich pouzitim ke

tvaru (Acheson, 2002):

r=2 v 12l 42— V12l = {2+ 11V 1+ {2 - 11V/1.

Bez cisel komplexnich bychom nyni ucinili zavér, ze rovnice nema feseni, jelikoz
v/—121 neexistuje. Ovem Cardano si uvédomoval, Ze realné feseni existuje, rovnice
je splnéna pro z = 4. Roku 1572 tento problém vyfesil Rafael Bombelli. (Crilly,
2010; Acheson, 2002).

Bombelli s v/—1 pracoval jako s béznym ¢islem. Pro vyieseni Cardanova pro-
blému umocnil vyraz 2 ++/—1 na tfeti. Tak dostal vyraz 8 +12y/—1—6 —/—1 =
= 2 + 11y/—1. Plat{ tedy, ze (2 4+ +/—1)> = 2 + 11,/—1, a obdobné bychom pro
(2 — v/=1)3 dostali 2 — 11/—1. Plat{ proto:

J2+11v=1+ {2 - 11v—1 = Y2+ v=1p + {2 — v=1)* = 4,

coz je redlnym Tesenim rovnice. (Acheson, 2002)
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Pozn. 35. Rovnice 2° = 152 + 4 m4 jesté kofeny x = —2 4 /3, které bychom
dopoditali bud vydélenim rovnice polynomem (z — 4) a naslednym doresenim kva-
dratické rovnice, nebo také z Cardanovych vzorcu, které jsou uvedeny napriklad

v Mathematical Handbook of Formulas and Tables (Spiegel, Liu, 1968, s. 32).

Na obrazku 17 je vidét, jak Bombelli pracuje s vyrazem odmocnina (zapsanym

jinak, nez jsme dnes zvykli) z 0m 121, kde m zna¢i znaménko minus. (Acheson,

2002)
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Obrazek 17: Bombelli v knize L’Algebra (1572) pracuje s v/—121, (Acheson, 2002,
5. 168)

Euler roku 1777 jako prvnf pro v/—1 pouzil symbol i (Crilly, 2010). Fine (1907)
za prvniho oznacil Gausse.

Rozdéleni ¢isel na realnd a imaginarni neni podle Finea (1907) zcela vhodné.
O dcislech komplexnich 1iké, Ze nejsou o nic vice imaginarni, nez ¢isla zaporna nebo
zlomky. Nézev imaginarni pochazi pravdépodobné z st Reného Descarta. Exis-
tence imaginarnich ¢isel byla otdzkou filosofii, zatimco pro matematiky je kom-
plexni jednotka pouhym znakem, stejné jako napiiklad znaménko minus. (Crilly,

2010; Fine, 1907).
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,Hamilton povazoval komplexni ¢isla za usporddanou dvojici redlnijch cisel (a,b),
¢imz odkryl jejich dvojrozmérng charakter a tajemnou /—1 zbavil kouzla. “ (Crilly,
2010, s. 35)

Hamilton zacal komplexni ¢isla interpretovat jako usporadané dvojice, ¢imz
ukazal, ze znak i je pouhym pozi¢nim znakem, a tedy ni¢im nepredstavitelnym
nebo imaginarnim. (Crilly, 2010)

Témér ve stejné dobé komplexni ¢isla zacali zndzornovat do roviny matema-
tici Gauss a Argand. Proto pri zndroznéni komplexnich ¢isel do roviny mluvime
o Gaussové/Argandové roviné. (Courant, Robbins, 1996; Crilly, 2010; Calda, 1994)

Jako usporadanou dvojici konstruujeme cisla i v nasledujicim zavedeni.

8.1 Konstrukce komplexnich cisel

Definice 33. Mnozinu C = RxR nazveme mnozinou komplexnich ¢isel. Protoze je
C rovno kartézskému soucinu, jsou prvky mnoziny C usporadané dvojice z = (a, b),

kde a,b € R, pro které plati:
Va,b,c,d € R: (a,b) = (¢,d) & (a=cANb=d).

(Kubinova, Novotna, 1996, s. 163)

8.2 Operace na mnoziné komplexnich cisel

Definice 34. Scitat a nasobit komplexni ¢isla budeme takto:

Va,b,c,d € R:(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (c,d)=(a-c—=b-dya-d+b-c).

(Kubinova, Novotné, 1996, s. 163)

107



8.3 Spocetnost a mohutnost mnoziny komplexnich cisel

Véta 38. Mnozina komplexnich cisel je nekonecnd mnoZina.

Dukaz. Mnozina realnych cisel je nekonecnd. Komplexni ¢isla jsou usporadanou

dvojici realnych cisel. Proto jsou také nekonecna. O
Véta 39. MnoZina komplexnich cisel je nespocetnd.

Dikaz. Mnozina redlnych cisel je nespocetna mnozina. Komplexni ¢isla jsou uspo-

radanou dvojici realnych ¢isel. Proto musi byt také nespocetna. O

8.4 Usporadani na mnoziné komplexnich cisel

Pozn. 36. Mnozinu redlnych ¢isel 1ze izomorfné vnotit do mnoziny ¢isel komplex-
nich. Podrobny postup nebudeme pro rozsah prace uvadét. Téleso realnych cisel
ztotoznime se strukturou C' = {z;, z = (a,0),a € R}. Dvojici (a,0) budeme znaéit
a.

Ozna¢me i = (0,1). Pouzijeme definici s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel.

Pak muzeme kazdé komplexni ¢islo (a, b) zapsat ve tvaru (a,0) + (b, 0)i, tj. a + bi.
Véta 40. Mnozinu komplexnich cisel nelze usporadat.

Diikaz. Vétu dokazeme sporem. Predpokladejme, zZe existuje usporadani < na
mnoziné komplexnich éisel. Pro uspofddani plati, Ze je-li a # 0, je a®> > 0. ProtoZe
i # 0, jei? = —1 > 0. Obé strany posledni nerovnosti vyndsobime ¢islem —1
a dostavame 1 < 0. Cislo i? # 0, proto (i%)2 =1 > 0.

Ukézali jsme, ze (1 > 0) A (1 < 0). To je spor s trichotomii.

Mnozinu komplexnich ¢isel nelze usporadat.
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8.5 Komplexni cisla jako algebraicka struktura

Véta 41. Mnozina komplexnich cisel spolu s operacemi + a - tvori teleso.

Dikaz. Musime pro operaci + ovérit nasledujici vlastnosti pro vSechna zq, 29, 23 €

cC:

l.a) 21 + 2z € C, (uzavrenost operace)
2.a) (214 22) + 23 =21 + (22 + 23), (asociativita)
3a) 30eC VzeZ:z2+0=0+2=z2, (ezistence neutrdlniho proku)
4a)VzeC 3F(—2)eC:z+4(—2) =0, (existence opacnych pruki)
b.a) 21+ 29 = 29 + 2. (komutativita)

Pro operaci - musime ovérit nasledujici vlastnosti pro vsechna z1, 29, 23 € C:

1.b) 2z -2 € C, (uzavrenost operace)
2.b) (21 29) 23 =21 (22 23), (asociativita)
3b) 1eC VzeZ:1l-z=2-1=z2, (existence neutrdlniho prvku)
4b) V2eC—-{0} FzteC:z-27'=1, (existence inverznich proki)
5.b) 2129 = 29+ 21. (komutativita)

A navic jesté musime ovérit, ze plati pro vSechna zi, 2o, 23 € C:
l.c) (214 22) 23 =21-23+ 22 23. (ndsobent je distributivni ke scitdani)

Pro dikaz budeme vyuzivat tvaru komplexniho ¢isla jako usporadané dvojice
realnych Cisel, jejichz vlastnosti jiz zname. Necht tedy z; = (a,b), 22 = (¢,d)

a z3 = (e, f), kde a,b,c,d, e, f € R.
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l.a) Chceme ukézat, ze (a,b) + (¢, d) patii také do mnoziny komplexnich ¢isel.

Secteme cisla podle definice 34:
(a,b) + (e, d) = (a+ ¢, b+ d),

¢isla a, b, ¢, d jsou redlnd, tedy i soucty ¢isel a+c a b+d jsou redlna cisla. Proto
podle definice 33 je i soucet komplexnich ¢isel komplexnim ¢islem a operace

+ je vnitini operaci na mnoziné komplexnich ¢isel.

2.a) Znovu vyuzijeme definici 34 a upravime zvlast levou a zvlast pravou stranu

rovnosti:
L= ((a,b)+ (c,d))+(e,f)=(a+c,b+d)+(e,f)=(a+c+eb+d+ f)
R=(a,b)+ ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d+ f) = (a+c+e,b+d+ f)
S¢itani je na mnoziné komplexnich ¢isel asociativni.
3.a) Dokazeme, ze (0,0) je neutralni prvek pro operaci 4. Vyuzijeme k tomu
definici 34:
(a,b) +(0,0) = (a+ 0,b+0) = (a,b),

(0,0) + (a,b) = (0 +a,0+b) = (a,b).

*: Vyuzili jsme vétu 31.

Operace + je na mnoziné komplexnich ¢isel asociativni.
4.a) Dokazeme, ze opacnym ¢islem k ¢islu (a,b) je komplexni ¢islo (—a, —b). Opét
vyuzijeme definici 34:
(a,b) + (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0).
*: Vyuzili jsme vétu 31.

Opacnym prvkem k prvku (a, b) je tedy opravdu prvek (—a, —b). Znacit ho budeme

—Zz.
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5.a) Pro dikaz komutativity znovu vyuzijeme vétu 34. Chceme ukazat, Ze pro
vSechna (a,b),(c,d) € C plati (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b). Upravime kazdou
stranu rovnosti zvlast:

L= (a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+d)
L=P.
R=(c;d)+ (a,b) = (c+a,d+b) = (a+¢,b+d)
*: Vyuzili jsme vétu 31.
Sc¢itani je na mnoziné komplexnich ¢isel komutativni.

1.b) Chceme ukazat, Ze souc¢in dvou komplexnich ¢isel je prvkem mnoziny kom-

plexnich cisel:
(a,b) - (¢c,d)=(a-c—b-dya-d+b-c),
a,b, c,d jsou realna cisla, protoia-c—b-daa-d+b-c jsou podle véty 37 realna

¢isla. Soucin je tedy podle definice 33 prvkem mnoziny C.

2.b) Dokézeme asociativitu nasobeni komplexnich ¢isel. Checeme ukézat, ze pro
vSechna <a7 b)a (Cv d)a (67 f) eC plati ((CL, b) ’ (C7 d)) ) (6, f) = (a7 b) ' ((Cv d) ’ (67 f))

Upravime zvlast levou a zvlast pravou stranu rovnosti. Vyuzijeme definici 34:

L= ((a,b)-(c,d))-(e.f)=(a-c=b-dya-d+b-c)- (e, [) =
=((@a-c—b-d)-(e)—(a-d+b-¢)-fila-c—b-d)-f+(a-d+b-¢c)-e) =
Z(a-ce—b-de—a-d-f—b-c-fa-c-f—b-d-f+a-d-et+b-c-e)=
Z(a-ce—a-d-f—b-c-f—b-d-ea-c-f+a-d-etb-c-e—b-d-f),

R=(a,b)-((c,d)- (e, f)) = (a;b) - (c-e—d- fc- f+d-e)=
—(a-(c-e—=d-f)—b-(c-f+d-€),a-(c-f+d-e)+b-(c-e—d-f)) =
Z(a-ce—a-d-f—b-c-f—b-d-ea-c-f+a-d-e+b-c-e—b-d-f).

*: Vyuzili jsme vétu 32.
x: Vyuzili jsme vétu 31.

L = P. Néasobeni je tedy asociativni na mnoziné komplexnich ¢isel.
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3.b) Dokazeme, ze (1,0) je neutrdlnim prvkem pro operaci -. Vyuzijeme k tomu
definici 34:

(aab)(LO) = (al_boaa0+b1) = (aab>7

(1,0) - (a,b) =(1-a—0-b,1-b+0-a) = (a,b).

*: Vyuzili jsme véty 32 a 31.
Prvek (1,0) je tedy neutralnim prvkem pro ndsobeni komplexnich ¢isel.

4.b) Predpoklddejme, ze inverznim prvkem c¢isla (a, b) vzhledem k nasobeni je

a b ‘v v .
(W’ —aQ—erQ). Dokazeme, ze opravdu je:

(a,b)-( a b >:<a +b —a-b+a~b>;(1’0>'

a2 + 02" a?+ b2 a2+ b2 a2+ b?

*: Vyuzili jsme vétu 31.

Ke kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu najdeme inverzni prvek ve tvaru
(5% _L)
a2+b27 a2+b2 .

5.b) Pro dikaz komutativity nasobeni upravime obé strany rovnosti podle definice

34:

L=1(a,b) - (c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c
(@,0) e d) = ) .
P=(c,d) (a,b)=(c-a—d-bc-b+d-a)=(a-c—b-d,a-d+b-c)

* 1 Vyuzili jsme véty 32 a 31.

Nésobeni na mnoziné komplexnich ¢isel je komutativni.

1.c) Pro diukaz distributivity upravime levou i pravou stranu podle definice 34
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a ukazeme, ze se rovnaji:

L= ((a,b) + (c,d)) - (e, f) = (a+c,b+d) - (e, f) =
=((a+c)-e=(b+d)-f,la+c)- f+(b+d)-e) =
Z(a-etc-e—b-f—d-fia-fH+c-f+b-et+d-e),

P=(ab) (e.f)+(c.d)-(e,f)=(a-e=b-fa-f+b-e)+
+(c-e—d-fic-f+d-e)=(a-e—b-f+c-e—d-

f+b-etc-f+d-e),
=P.
*: Vyuzili jsme vétu 32.
Nasobeni je na mnoziné komplexnich ¢isel distributivni vzhledem ke sc¢itani.
Ukézali jsme, Ze struktura (C, +) tvori Abelovu grupu. Také jsme ukézali, ze mno-

zina (C — {0}, -) tvoii Abelovu grupu a nakonec distributivitu ndsobeni vzhledem

ke scitdni. Struktura (C, +,-) je tedy télesem. O
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