
Chapter I

Lengendreovy a Jacobiho
symboly

I.1 Legendreovy symboly

I.1.1 Definice. Necht’ p ∈ P a n ∈ Z. Legendre̊uv symbol
(

n
p

)
nabývá

pouze tř́ı hodnot, a sice 0, 1, -1. Tento symbol je definován takto:

(1) Jestliže p | n, pak
(

n
p

)
= 0;

(2)
(
n
2

)
= 1 pro každé n liché;

(3) Jestliže p = 2k + 1, k ∈ N, je liché prvoč́ıslo a p - n, pak p | n2k − 1,
n2k− 1 = (nk− 1)(nk + 1) (viz I) a nastává právě jeden z následuj́ıćıch
př́ıpad̊u:

(a) p | nk − 1 a
(

n
p

)
= 1;

(b) p | nk + 1 a
(

n
p

)
− 1.

I.1.2 Proposice. (Eulerovo kriterium). Necht’ n ∈ Z. Potom:
(i) n ≡

(
n
2

)
(mod 2).

(ii) Je-li p = 2k + 1 ∈ P, k ∈ N, pak nk ≡
(

n
p

)
(mod p).

Důkaz. Tvrzeńı plyne ihned z definice I.1.1.

I.1.3 Lemma. Necht’ p ∈ P a n,m ∈ Z jsou takové, že n ≡ m (mod p).

Potom
(

n
p

)
=
(

m
p

)
.

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadno z I.1.1(1), I.1.1(2) v př́ıpadě, že p | n a p = 2.
Ve zbylém př́ıpadě stač́ı použ́ıt I.1.2(ii), nebot’ nk ≡ mk (mod p)

I.1.4 Lemma.
(

nm
p

)
=
(

n
p

)(
m
p

)
pro všechna n,m ∈ Z a p ∈ P.
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Důkaz. Opět můžeme předpokládat, že p ≥ 3, p - n a p - m. Opět stač́ı
použ́ıt I.1.2(ii), nebot’ (mn)k = nkmk.

I.1.5 Lemma.
(

nl

p

)
=
(

n
p

)l
pro všechna p ∈ P, n ∈ Z a l ∈ N.

Důkaz. Tvrzeńı plyne snadnou indukćı z I.1.4.

I.1.6 Proposice. Necht’ n ∈ N, n ≥ 2 a necht’ n = pk11 . . . pkmm je prvoč́ıselný

rozklad č́ısla n (viz I). Pak
(

n
p

)
=
(

p1
p

)k1
. . .
(

pm
p

)km
pro každé prvoč́ıslo p.

Důkaz. Stač́ı použ́ıt I.1.4 a I.1.5.

I.1.7 Proposice. Necht’ p ∈ P a n ∈ Z. Potom:

(i)
(

0
p

)
= 0 a

(
1
p

)
= 1.

(ii)
(
n
2

)
=
(−n

2

)
.

(iii) Je-li p = 2k+ 1 liché, k ∈ N , pak
(
−1
p

)
= (−1)k a

(
−n
p

)
=
(

n
p

)
(−1)k.

Důkaz. (i) a (ii). Tvrzeńı plynou ihned z definice I.1.1.

(iii). Rovnost
(
−1
p

)
= (−1)k plyne ihned z I.1.2(ii) a zbylá rovnost plyne

z I.1.4.

I.1.8 Lemma. Necht’ p = 2k + 1 je liché prvoč́ıslo. Potom nastává právě
jeden z následuj́ıćıch dvou př́ıpad̊u:

(1) p ≡ 1, 7 (mod 8) a 2k ≡ 1 (mod p);
(2) p ≡ 3, 5 (mod 8) a 2k ≡ 1 (mod p).

Důkaz. Př́ıpad p = 3 je zřejmý a budeme tedy předpokládat, že p ≥ 5 (čili
k ≥ 2). Bud’ nyńı r největš́ı celé č́ıslo takové, že r ≤ k. Jistě je 1 ≤ r ≤ k

a 2k · k! = (
r∏

i=1

2i)(
k∏

i=r+1

2i) ≡ (
r∏

i=1

2i)(
k∏

i=r+1

(p − 2i))(−1)k−r (mod p), nebot’

p− 2i ≡ (−1)2i (mod p). Nyńı si uvědomı́me, že (
r∏

i=1

2i)(
k∏

i=r+1

(p− 2i)) = k!.

Vskutku. Je-li j sudé č́ıslo takové, že 2 ≤ j ≤ k, pak j = 2i pro nějaké
i takové, že 1 ≤ i ≤ r. Odtud plyne, že součin všech sudých č́ısel mezi 2 a

k včetně je právě součin
r∏

i=1

2i. Bud’ nyńı j takové liché č́ıslo, že 1 ≤ j ≤ k.

Č́ıslo p− j = 2k + 1− j je sudé a k + 1 ≤ p− j ≤ 2k. Tedy p− j = 2i, kde
r + 1 ≤ i ≤ k. Naopak, je-li r + 1 ≤ i ≤ k, pak p− 2i je liché č́ıslo a máme
1 ≤ p− 2i ≤ k − 1 + (k − 2r) ≤ k.
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Všimneme-li si nyńı, že k− 1 + (k− 2r) je právě nevětš́ı liché č́ıslo menš́ı
či rovné č́ıslu k, vid́ıme též, že součin všech lichých č́ısel mezi 1 a k včetně je

právě součin
k∏

i=r+1

(p− 2i).

Dokázali jsme rovnost k! = (
r∏

i=1

2i)(
k∏

i=r+1

(p − 2i)), z čehož plyne kon-

gruence 2kk! ≡ (−1)k−rk! (mod p). Odtud p | k!(2k − (−1)k−r). Jelikož
však je k < p a k! = 1 · 2 · 3 · · · k, je též p - k!, p | (2k − (−1)k−r) a
2k ≡ (−1)k−r (mod p).

Je-li p = 8l+ 1, pak k = 4l, r = 2l, k− r = 2l a 2k ≡p 1. Je-li p = 8l+ 7,
pak k = 4l + 3, r = 2l + 1, k − r = 2l + 2 a 2k ≡p 1. Je-li p = 8l + 3, pak
k = 4l + 1, r = 2l, k − r = 2l + 1 a 2k ≡p −1. Nakonec je-li p = 8l + 5, pak
k = 4l + 2, r = 2l + 1, k − r = 2l + 1 a opět 2k ≡p −1. Ovšem −1 ≡p p− 1
a naše lemma je dokázáno.

I.1.9 Věta. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Potom:

(i)
(

2
p

)
= 1 právě když p ≡ 1, 7 (mod 8).

(ii)
(

2
p

)
= −1 právě když p ≡ 3, 5 (mod 8).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z I.1.2(ii) a I.1.8.

I.1.10 Poznámka. Předchoźı výsledky lze použ́ıt pro výpočet Legendreova

symbolu
(

n
p

)
. Předevš́ım podle I.1.7 se lze omezit na n ≥ 2. Př́ıpad p = 2

je jasný z definice I.1.1 a lze se tedy omezit na liché prvoč́ıslo p. Je-li n sudé

č́ıslo, n = 2rn1, r = cont2(n) ≥ 1, n1 ≥ 1 liché, pak
(

n
p

)
=
(

2
p

)r (
n1

p

)
podle

I.1.4 a I.1.5 a symbol (2
p
) nalezneme pomoćı I.1.9. Stač́ı tedy umět nalézt

symbol (n
p
) pro liché p a liché n ≥ 3. Je-li n = p1

k1 · · · pmkm prvoč́ıselný
základ č́ısla n, pak pi jsou vesměs lichá prvoč́ısla a vzhledem k I.1.6 stač́ı

znát symboly
(

pi
p

)
.

Samozřejmě vzhledem k I.1.3 se lze omezit na n < p (pak také pi < p).

I.2 Věta o kvadratické reciprocitě

I.2.1 Věta. (Gaussovo kritérium). Necht’ p = 2k+1, k ∈ N, je liché prvoč́ıslo
a necht’ n ∈ N je takové č́ıslo, že n ≥ 2 a p - n. Budiž t počet těch č́ısel r
takových, že 1 ≤ r ≤ k a p | rn + s pro aspoň jedno s, 1 ≤ s ≤ k. Potom(

n
p

)
= (−1)t (čili

(
n
p

)
= 1 pro t sudé a

(
n
p

)
= −1 pro t liché).
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Důkaz. Pro každé r takové, že 1 ≤ r ≤ k, existuje jednoznačně určené č́ıslo
c(r), 1 ≤ c(r) < p, tak, že rn ≡ c(r) (mod p). Je-li c(r) ≤ k, položme a(r) = 0
a b(r) = c(r). Je-li k+ 1 ≤ c(r), položme a(r) = 1 a b(r) = p− c(r). V obou
př́ıpadech je 1 ≤ b(r) ≤ k a rn ≡ (−1)a(r)b(r) (mod p). Př́ımým výpočtem
se přesvědč́ıme, že vzhledem k daným vlastnostem jsou č́ısla a(r) ∈ {0, 1}
a b(r) ∈ {1, 2, . . . , k} určena jednoznačně. Nav́ıc je-li b(r1) = b(r2) pro
1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ k, pak je r2n ≡ ±r1n (mod p), čili budiž p | (r1 + r2)n
nebo p | (r2 − r1)n. Ovšem p - n, čili bud’to p | r1 + r2 a nebo p | r2 − r1.
Ovšem 2 ≤ r1 + r2 ≤ 2k < p, z čehož plyne p | r2− r1. Je však 0 ≤ r2− r1 ≤
k−1 < p, a tak r2 = r1. T́ım jsme dokázali, že b je prostá (nikoliv injektivńı)
transformace intervalu {1, 2, . . . , k}. Tento interval je konečná množina, b je
jej́ı permutace a 1 · 2 · · · k = k! = b(1)b(2) · · · b(k). Dále pak k!nk = 1n ·
2n · 3n · · · kn ≡p (−1)a(1)b(1) · p(−1)a(2)b(2) · p(−1)a(3)b(3) · · · p(−1)a(k)b(k) =
(−1)ak!, neboli p | (nk − (−1)a)k!, kde a =

∑
a(r). Jelikož p - k!, vid́ıme, že

nk ≡ (−1)a (mod p), a tak
(

n
p

)
≡ (−1)a plyne z I.1.2(ii). Vzhledem k tomu,

že
(

n
p

)
, (−1)a ∈ {1,−1}, dostáváme př́ımou rovnost

(
n
p

)
= (−1)a. Zbývá

ověřit, že a = t. Nejprve si uvědomı́me, že a je součet právě těch č́ısel a(r),
kde a(r) = 1. Je-li 1 ≤ r ≤ k takové, že a(r) = 1, pak p | rn + b(r), kde
1 ≤ b(r) ≤ k. Naopak jsou-li 1 ≤ r ≤ k a 1 ≤ s ≤ k taková, že p | rn + s,
pak rn ≡ −1 · s (mod p), a(r) = 1 a b(r) = s. T́ım je d̊ukaz ukončen.

I.2.2 Věta. (Věta o reciprocitě kvadratických zbytk̊u). Necht’ p, q jsou r̊uzná

lichá prvoč́ısla, 2k + 1 = p 6= q = 2l + 1, k, l ∈ N. Potom
(

p
q

)(
q
p

)
= (−1)kl.

Důkaz. Předpokládejme q < p, t.j. l < k. Označ́ıme A množinu těch č́ısel
r, že 1 ≤ r ≤ k a p | rq + s pro nějaké s, −l ≤ s ≤ k. Pro r ∈ A polož́ıme
α(r) = k + 1− r.

I.2.2.1 Lemma α je permutace množiny A a α2 = idA (tedy α je involuce
na množině A).

Důkaz. Pro r ∈ A je zřejmě 1 ≤ α(r) ≤ k. Dále −p | rq + s,−l ≤ s ≤
k,−rq ≡ s (mod p), (k + 1 − r)q ≡p (k + 1)q + s = (k + 1)(2l + 1) + s =
2kl+ 2l+ k+ 1 + s = pl+ k+ l+ 1 + s ≡p k+ l+ 1 + s ≡ l− k+ s (mod p).
Ovšem −l ≤ k− s− l ≤ k a p | ((k+ 1− r)q+ k− l− s) = α(r)q+ k− l− s.
Tedy α(r) ∈ A. Rovnost α2 = idA je zřejmá z definice transformace α.

Položme a = |A|, t.j. a je počet prvk̊u množiny A. Budeme dokazovat,
že (−1)kl = (−1)a.

I.2.2.2 Lemma Je-li 1 ≤ r ≤ k, pak α(r) = r právě když k je liché a
2r = k + 1.
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Důkaz. Ověř́ıme snadným výpočtem.

I.2.2.3 Lemma Necht’ k je sudé. Pak (−1)kl = 1 = (−1)a.

Důkaz. Podle I.2.2.1 a I.2.2.2 je transformace α involuce definovaná na
množině A a involuce α nemá pevný bod. Tedy množinu A lze rozložit na
disjunktńı sjednoceńı dvouprvkových podmnožin vzájemně permutovaných
č́ısel. Odtud a je sudé a (−1)a = 1. Ovšem kl je sudé též a (−1)kl = 1.

I.2.2.4 Lemma Necht’ k je liché a l sudé. Pak (−1)kl = 1 = (−1)a.

Důkaz. Č́ıslo kl je sudé a (−1)kl = 1. Stač́ı tedy dokázat, že involuce α nemá
pevný bod (viz d̊ukaz I.2.2.3). Č́ıslo k + 1 = 2t je sudé, t ∈ N. Vzhledem
k I.2.2.2 je nutné a stač́ı dokázat, že t /∈ A. Ovšem 2tq = (k + 1)(2l + 1) =
2kl + k + 2l + 1 = (2k + 1)l + k + l + 1 = pl + 2v, 2v = k + l + 1 (č́ıslo
k + l + 1 je sudé). Tedy p | 2(tq − v), p | tq − v a tq ≡ v (mod p). Zajisté
l < v ≤ k. Je-li nyńı s takové, že −l ≤ s ≤ k, pak 1 ≤ s+ v ≤ 2k < p, a tak
p+s+v = (tq+s)−(tq−v). Jelikož p | tq−v, zjǐst’ujeme, že p - tq+s. Podle
definice množiny A to znamená, že t /∈ A, což jsme potřebovali dokázat.

I.2.2.5 Lemma Necht’ k i l jsou lichá č́ısla. Pak (−1)kl = −1 = (−1)a.

Důkaz. Máme k+ 1 = 2t a l+ 1 = 2v, kde t, v ∈ N. Opět 2tq = (k+ 1)(2l+
1) = 2kl+ 2l+ k+ 1 = (2k+ 1)l+ k+ l+ 1 = p(l+ 1)− 2s, 2s = k− l (č́ıslo
k− l je sudé. Tedy p | 2(tq+ s) a p | tq+ s. Zajisté −l < 1 ≤ s ≤ k−2 < k a
to znamená, že t ∈ A. Podle I.2.2.2 je t jediný pevný bod involuce α. Takž
a je liché č́ıslo a (−1)a = −1. Součin kl je též lichý a (−1)kl = −1.

Dokázali jsme, že (−1)kl = (−1)a. K dokončeńı d̊ukazu celé věty stač́ı (a

je sudé) dokázat, že (−1)a =
(

p
q

)(
q
p

)
. Pokračujme tedy.

Budiž B množina těch č́ısel r, že 1 ≤ r1 ≤ k a p | r1q + s1 pro aspoň

jedno s1 takové, že 1 ≤ s1 ≤ k. Je-li b = |B|, pak rovnost
(

q
p

)
= (−1)b plyne

z I.2.1. Podobně je-li C množina těch č́ısel r2, že 1 ≤ r2 ≤ l a q | r2p + s2

pro nějaké s2, 1 ≤ s2 ≤ l, pak
(

p
q

)
= (−1)c, kde c = |C|. Dohromady

máme
(

p
q

)(
q
p

)
= (−1)b+c a jak již v́ıme, (−1)kl = (−1)a. Stačilo by tedy

dokázat, že č́ısla a a b+ c maj́ı stejnou paritu. My však dokážme v́ıce. Totiž
ž a = b+ c.

I.2.2.6 Lemma B ⊆ A

Důkaz. Inkluse plyne ihned z definic jednotlivých množin.
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I.2.2.7 Lemma A = B ∪ D, kde D = A \ B. Přitom D je množina právě
těch č́ısel r3, že 1 ≤ r3 ≤ k a p | r3q + s3 pro aspoň jedno s3, −l ≤ s3 ≤ 0
(potom s3 ≤ −1).

Důkaz. Opět stač́ı zvážit definice jednotlivých množin.

Polož́ıme-li d = |D|, pak máme a = b+d. K úspěšnému dokončeńı d̊ukazu
nám zbývá dokázat, že c = d. Za t́ım účelem nalezneme bijekci β : C → D,
tedy vzájemně jednoznačné zobrazeńı β množiny C na množinu D. Začneme
následným př́ıpravným lemmatem:

I.2.2.8 Lemma Necht’ r, t, s ∈ Z jsou taková č́ısla, že 1 ≤ r ≤ l, 1 ≤ s ≤ l
a rp = tq − s. Potom 1 ≤ t ≤ k.

Důkaz. Předně tq = rp + s ≥ p + 1, z čehož ihned plyne t ≥ 1. Bud’ nyńı
v = t − k − 1. Potom máme tq = (k + 1 + v)(2l + 1) = 2kl + k + 2l +
1 + 2lv + v = (2k + 1)l + w = pl + w, kde w = k + 1 + l + v + 2lv a také
rp + s = tq = lp + w a (l − r)p = s − w. Jelikož r ≤ l a s ≤ l, tak s ≥ w a
−k− 1 ≥ s− l− k− 1 ≥ v+ 2lv = vq. Odtud t− k− 1 = v < 0 a t ≤ k.

Bud’ r ∈ C. Podle definice množiny je 1 ≤ r2 ≤ l a r2p = tq − s2,
kde t ∈ Z a 1 ≤ s2 ≤ l. Snadno nahlédneme, že č́ısla t a s2 jsou určena
jednoznačně (plyne z nerovnosti 1 ≤ s2 ≤ l). Podle I.2.2.8 je 1 ≤ β(r2) = t.
Jelikož −l ≤ −s2 ≤ −1, dostáváme β(r2) ∈ D (viz I.2.2.7). Tedy β je dobře
definované zobrazeńı množiny C do množiny D.

I.2.2.9 Lemma Zobrazeńı β je injektivńı (čili prosté).

Důkaz. Necht’ 1 ≤ r ≤ r′ ≤ l, přičemž t = β(r) = β(r′). Tedy rp = tq − s,
r′p = tq − s′, kde 1 ≤ s′ ≤ s ≤ l. Pak ovšem p | (s − s′), kde 0 ≤ s − s′ ≤
l − 1 < p. Odtud s = s′ a r = r′.

I.2.2.10 Lemma Zobrazeńı β je na celou množinu D (čili surjektivńı či
projektivńı).

Důkaz. Máme ověřit, že β(C) = D. Bud’ tedy r3 ∈ D (viz I.2.2.7). To
jest 1 ≤ r3 ≤ k a p | r3q + s3, −l ≤ s3 ≤ −1. Máme vp = r3 + s3,
v ∈ Z a jelikož r3q + s3 ≥ q − l = l + 1 ≥ 2, tak je v ≥ 1. Rovněž
(l+1)p = (l+1)(2k+1) = 2lk+2k+ l+1 > 2lk+2k = kq > r3q+s3 = vp, z
čehož plyne v ≤ l. Celkově máme 1 ≤ v ≤ l, 1 ≤ −s3 ≤ l a r3q = vp+(−s3).
Podle definic množiny C a zobrazeńı β je v ∈ C a β(v) = r3.

Z I.2.2.9 a I.2.2.10 plyne, že β je bijekćı množiny C na množinu D. Tedy

c = d, a = b + d = b + c a
(

p
q

)(
q
p

)
= (−1)b+c = (−1)b+d = (−1)a = (−1)kl.

T́ım je d̊ukaz celé věty nadobro skončen.
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I.3 Jacobiho symboly

I.3.1 Definice. Necht’ n,m ∈ Z, přičemž m ≥ 2 a m = pr11 · · · p
rk
k je

prvoč́ıselný rozklad č́ısla m (kdy ri, k ∈ N a p1, . . . , pk jsou po dvou r̊uzná
prvoč́ısla). Tento rozklad je jednoznačný a my definujeme Jacobiho symbol
předpisem ( n

m

)
=

(
n

p1

)r1

· · ·
(
n

pk

)rk

,

kde
(

n
pi

)
jsou př́ıslušné Legendreovy symboly (viz I.1.1). Opět

(
n
m

)
∈

{0, 1,−1}. Položme ještě
(
n
1

)
= 1 pro n 6= 0 a

(
0
1

)
= 0. T́ım jsme naši

definici rozš́ı̌rili i o č́ıslo m = 1. Můžme psát
(
n
m

)
=
∏
p∈P

(
n

p

)contp(m)

pro

všechna n ∈ Z a m ∈ N, kde bud’to n 6= 0 nebo m 6= 1 (jako obvykle 00 = 1).

I.3.2 Proposice. Necht’ n ∈ Z a m ∈ N jsou taková č́ısla, že NSD(n,m) 6= 1
(t.j. č́ısla n a m jsou soudělná). Pak

(
n
m

)
= 0.

Důkaz. Je m ≥ 2 a existuje p ∈ P tak, že p | m a p | n. Pak
(

n
p

)
= 0 a

rovnost
(
n
m

)
= 0 plyne ihned z definice tohoto symbolu (viz I.2.1).

I.3.3 Proposice. Necht’ n1, n2 ∈ Z a m ∈ N jsou taková č́ısla, že n1 ≡
n2 (mod m). Pak

(
n1

m

)
=
(
n2

m

)
.

Důkaz. Je-li m = 1, pak n1 = n2. Necht’ m ≥ 2 a necht’ p | m, p ∈ P. Jistě

je n1 ≡ n2 (mod p), a tud́ıž
(

n1

p

)
=
(

n2

p

)
podle I.1.3. Zbytek je jasný z

definice Jacobiho symbol̊u I.3.1.

I.3.4 Proposice. Necht’ n1, n2 ∈ Z a m ∈ N. Pak
(
n1n2

m

)
=
(
n1

m

) (
n2

m

)
Důkaz. Opět lze předopkládat, že m ≥ 2. Je-li p ∈ P takové, že p | m. pak(

n1n2

p

)
=
(

n1

p

)(
n2

p

)
podle I.1.4. Zbytek je jasný.

I.3.5 Proposice. Necht’ n ∈ Z a m1,m2 ∈ N. Pak
(

n
m1m2

)
=
(

n
m1

)(
n
m2

)
.

Důkaz. Opět se lze omezit na č́ısla m1 ≥ 2 a m2 ≥ 5 (je
(

0
m

)
= 0 pro každé

m ∈ N). Je contp(m1m2) = contp(m1) + contp(m2) pro každé p ∈ P a zbytek
je již jasný z definice Jacobiho symbol̊u.

I.3.6 Proposice. Necht’ n1, n2 ∈ Z am1,m2 ∈ N. Pak
(

n1n2

m1m2

)
=
(

n1

m1

)(
n2

m2

)
·(

n1

m2

)(
n2

m1

)
.
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Důkaz. Tvrzeńı plyne snadnou kombinaćı I.3.4 a I.3.5.

I.3.7 Proposice. Necht’ n,m ∈ N, n ≥ 2, m ≥ 2 a necht’ n = pr11 · · · p
rk
k

a m = qs11 · · · q
sl
l jsou př́ıslušné prvoč́ıselné rozklady. Potom je

(
n
m

)
=∏( pi

qj

)ri+sj
, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . l.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z I.3.4 a I.3.5.

I.3.8 Proposice. Necht’ n ∈ Z a m ∈ N. Potom:
(i)
(

0
m

)
= 0 a

(
1
m

)
= 1.

(ii) Je-li m = 2k+ 1 liché, k ∈ N0, pak
(−1

m

)
= (−1)k a

(−n
m

)
=
(
n
m

)
(−1)k.

Důkaz. (i) Rovnosti plynou snadno z I.1.7(i) a definice I.3.1.
(ii) Je-li m = 1, pak k = 0 a

(−1
1

)
= 1 = (−1)0. Je-li m prvoč́ıslo, pak

rovnost
(−1

m

)
= (−1)k je dokázána v I.1.7(iii). V obecném př́ıpadě použijeme

indukci prodle m. Je-li totiž m ≥ 9 složné liché č́ıslo, pak m = m1m2, kde
mi = 2ki + 1 jsou menš́ı lichá č́ısla, ki ∈ N. Je k = 2k1k2 + k1 + k2 a(−1

m

)
=
(
−1
m1

)(
−1
m2

)
= (−1)k1 · (−1)k2 = (−1)k1+k2 = (−1)k podle I.3.4.

I.3.9 Proposice. Necht’ t ∈ N. Potom:
(i)
(−1

2t

)
= 1.

(ii)
(−n

2t

)
=
(
n
2t

)
=
(
n
2

)t
pro každé n ∈ Z.

Důkaz. (i) Je
(−1

2t

)
=
(−1

2

)t
podle definice Jacobiho symbolu. Ovšem

(−1
2

)
=

1 podle I.1.1(2).

(ii) Podle (i) a I.3.4 a I.3.5 je
(−n

2t

)
=
(−1

2t

) (
n
2t

)
=
(
n
2t

)
=
(
n
2

)t
.

I.3.10 Proposice. Necht’ m = 2tm1, kde t ∈ N a m1 = 2k + 1 je liché,
k1 ≥ 1. Potom

(i)
(−1

m

)
= (−1)k1 .

(ii)
(−n

m

)
=
(
n
m

)
(−1)k1 pro každé n ∈ Z.

Důkaz. (i)Podle I.3.5 je
(−1

m

)
=
(−1

2t

) (−1
m1

)
. Podle I.3.8 a I.3.7(i) dostáváme(−1

m

)
= (−1)k1 .

(ii) Toto plyne z (i) s použit́ım I.3.4.

I.3.11 Věta. Necht’ m ∈ N.
(i) Je-li m sudé, pak

(
2
m

)
= 0.

(ii) Je-li m = 2k + 1 liché, k ∈ N0, pak
(

2
m

)
= (−1)l, kde 2l = k(k + 1) (či

8l = m2 − 1).

8



Důkaz. (i) Toto plyne ihned z I.3.2.
(ii) Je-li m = 1, pak

(
2
m

)
= 1 = (−1)0, l = 0. Je-li m ≥ 3 (liché)

prvoč́ıslo, pak rovnost
(

2
m

)
= (−1)l plyne snadno z I.1.9. Je-li m složné

liché č́ıslo, m = m1m2, kde m1 ≥ 3 a m2 ≥ 3, pak budeme postupovat
indukćı. Máme totiž (m2− 1)− (m2

1− 1 +m2
2− 1) = m2

1m
2
2−m2

1−m2
2 + 1 =

(m2
1−1)(m2

2−1) = (m1−1)(m1 + 1)(m2−1)(m2 + 1) a toto č́ıslo je dělitelné
č́ıslem 16, čili m2 − 1 = 16t + m2

1 − 1 + m2
2 − 1 = 8(2t + l1 + l2) = 8l, kde

8l1 = m2
1 − 1, 8l2 = m2

2 − 1 a l = 2t+ l1 + l2. Podle indukčńıho předpokladu

je
(

2
m1

)
= (−1)l1 a

(
2
m1

)
= (−1)l2 . Podle I.3.5 je

(
2
m

)
=
(

2
m1

)(
2
m2

)
=

(−1)l1+l2 = (−1)l1+l2+2t = (−1)l, 8l = m2 − 1.

I.3.12 Věta. (Věta o reciprocitě pro Jacobiho symboly. Necht’ n = 2k+ 1 a
m = 2l+1 jsou dvě nesoudělná lichá č́ısla, k, l ∈ N0. Potom plat́ı

(
n
m

) (
m
n

)
=

(−1)kl.

Důkaz. Rozděĺıme jej do bod̊u.
(i) Je-li n = 1, pak k = 0 a

(
1
m

) (
m
1

)
. 1 = (−1)0 = (−1)kl podle I.3.7(i) a

definice symbolu
(
m
1

)
(viz I.3.1). Podobně je-li m = 1.

(ii) Jsou-li obě č́ısla již prvoč́ısla, pak se použije věta I.2.2.
(iii) V obecném př́ıpadě budeme postupovat indukćı podle n + m. Je-li

m prvoč́ıslo složné, pak m = m1m2, kde mi = 2li + 1, li ∈ N a máme

m = 2l+1, l = 2l1l2+l1+l2. Nyńı
(
n
m

) (
m
n

)
=
(

n
m1

) (
m1

n

) (
n
m2

) (
m2

n

)
=

(−1)kl1+kl2 = (−1)k(l1+l2)+2kl1l2 = (−1)kl podle I.3.4, I.3.5 a indukčńı
předpokladu. Př́ıpad složného č́ısla n je symetrický.

I.3.13 Poznámka. Pro úplnost bychom mohli definovat
(
1
0

)
= 1,

(−1
0

)
= −1

a
(
n
0

)
= 0 pro n ∈ Z, n 6= 1,−1. Nic d̊uležitého by to však nepřineslo.

I.4 Trochu př́ıklad̊u

K výpočtu Legendreových a Jacobiho symbol̊u slouž́ı pravidla a rovnosti
odvozené a źıskané v předchoźıch třech sekćıch. Nejlépe bude si spoč́ıtat
něco př́ıklad̊u.

I.4.1 Př́ıklad. Spočtěme Legendre̊uv symbol
(

6
19

)
. Je 19 = 2 · 9 + 1 a my

použijeme Gaussovo kriterium I.2.1. Máme k = 9, 1 · 6 ≡19 6, 2 · 6 ≡19 −7,
3 · 6 ≡19 −1, 4 · 6 ≡19 5, 5 · 6 ≡19 −8, 6 · 6 ≡19 −2, 7 · 6 ≡19 4, 8 · 6 ≡19 −9
9 · 6 ≡19 −3. V I.2.1 označujeme č́ıslo t počet záporných zbytk̊u, což je
v našem př́ıpadě t = 6. Takže

(
6
19

)
= (−1)6 = 1.
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I.4.2 Př́ıklad. Spočtěme
(
11
23

)
. Č́ısla 11 = 2 · 5 + 1 a 23 = 2 · 11 + 1 jsou

lichá prvoč́ısla a podle I.2.2 je
(
11
23

)
= −

(
23
11

)
. Dále 23 = 2 · 11 + 1, čili(

23
11

)
=
(

1
11

)
= 1 podle I.1.3 a I.1.7(i). Celkově je

(
11
23

)
= −1.

I.4.3 Př́ıklad. Spočtěme
(
13
37

)
. Je 13 = 2 ·6+1, 37 = 2 ·18+1 a

(
13
37

)
=
(
37
13

)
podle I.2.2. Dále, 37 = 2 · 13 + 11,

(
37
13

)
=
(
11
13

)
=
(
13
11

)
=
(

2
11

)
= −1 (použij

I.1.3, I.2.2, I.3.12 a I.1.9 (ii)). Tedy
(
13
37

)
= −1.

I.4.4 Př́ıklad. Spočtěme
(

19
257

)
. Opět 19 = 2 · 9 + 1 a 257 = 2 · 128 + 1 jsou

lichá prvoč́ısla. Je
(

19
257

)
=
(
257
19

)
podle I.2.2. Dále, 257 = 13 · 19 + 10, a

tak
(
257
19

)
=
(
10
19

)
=
(

2
19

)
·
(

5
19

)
= −

(
5
19

)
podle I.1.3, I.1.4 a I.1.9(ii). Ovšem(

5
19

)
= −

(
19
5

)
= −

(
4
5

)
= −

(
2
5

)2
= −1 (opět se použije I.2.2, I.1.3 a I.1.4.

Tedy
(

19
257

)
= −1.

I.4.5 Př́ıklad. Spočtěme Jacobiho symbol
(

506
3309

)
(2 | 506 a 3 | 3309).

Nejdř́ıve pomoćı XXX zjist́ıme, že č́ısla 506 a 3309 jsou nesoudělná. Dále,
506 = 2 ∗ 253 a tak

(
506
3309

)
=
(

2
3309

)
·
(

253
3309

)
. Podle I.3.10 je

(
2

3309

)
= (−1)l,

kde 2lje1654 · 1655, čili l = 827 · 1655 (je totiž 3309 = 2 · 1654 + 1). Tedy(
2

3309

)
= −1, neb l je liché, a máme

(
506
3309

)
= −

(
253
3309

)
. Nyńı,

(
253
3309

)
=
(
3309
253

)
podle I.3.11 (neb k = 1654 je sudé), 3309 = 13 · 253 + 20,

(
3309
253

)
=
(

20
253

)
=(

2
253

)2 · ( 5
253

)
=
(

5
253

)
podle I.3.3 a I.3.4. Avšak, podle I.3.11, je

(
5

253

)
=(

253
5

)
=
(
3
5

)
=
(
5
3

)
=
(
2
3

)
= −1 (opět se použije I.3.3 a I.3.11. Dohromady

dostáváme
(

506
3309

)
= 1.

I.4.6 Př́ıklad. Spočtěme
(

713
3511

)
. Jde vlastně o Legendre̊uv symbol, nebot’

3511 je prvoč́ıslo. Ale to nebudeme potřebovat. Je také 713 = 23 ·31, ale ani
to nepotřebujeme vědět. Předně, 3511 = 2 · 1755 + 1 a 713 = 2 cdot356 + 1.
Dále se přesvědč́ıme, že č́ısla 713 a 3511 jsou nesoudělná. Podle I.3.11 je(

713
3511

)
=
(
3511
713

)
. Jelikož 3511 = 5 · 713 + 669, tak je

(
3511
713

)
=
(
669
713

)
. Č́ısla 669

a 713 jsou nesoudělná a
(
669
713

)
=
(
713
669

)
podle I.3.11. Nyńı, 713 = 669 + 44,(

713
669

)
=
(

44
669

)
=
(

2
669

)2 · ( 11
669

)
=
(
669
11

)
=
(

9
11

)
=
(

3
11

)2
= 1. Celkově(

713
3511

)
= 1.

I.4.7 Poznámka. Jacobiho symboly zobecňuj́ı symboly Legandreovy a početńı
pravidla pro jejich výpočty jsou obdobná. Nicméně si všimněme, že při
výpočtu Jacobiho symbol̊u (keré ovšem zahrnuj́ı i Legandreovy symboly)
nepotřebujeme rozkládat daná č́ısla na součin prvoč́ısel, což bývá v př́ıpadě
velkých č́ısel obt́ıžné (srovnej s I.1.10).

Při výpočtech použijeme předevš́ım I.3.3, I.3.4, I.3.5, I.3.9, I.3.3, I.3.10 a
I.3.11.
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