Chapter 1

Cinska véta o zbytcich

I.1

I.1.1 Véta. (Cinsks véta o zbyteich) Nechf ny, ..., ng, k > 2, jsou po dvou

nesoudélnd nenulova celd cisla, m; = naong---ng, Mo = ninzg---nNg, ...,
m; =MnNq - Ni_1Mir1 - Nk, -, Mg = N1 - Ng_1. Potom:
(i) mod(n;,m;) = 1 pro kazdé ¢« = 1,2,...,k a existuji ¢isla b;, ¢; takova,
zel= bznz +c;m;.
(ii) Jsou-li ay,...,ax € Z a a = ajcymy + agcamay + -+ + agcpmy, pak
n; | a —a; pro kazdé i = 1,2,... k.

(iii) Je-li @ € Z, pak n; | a — a; pro viechna i, pravé kdyz n = ning - - ny |
a—d (t. j. d =a (modn)).

Duikaz. (i) Cislo m; je sou¢inem ¢isel nesoudélnych s n;. Tedy i n; je ne-

soudélné s m;. Existence ¢isel b;, ¢; vyplyva z rozsiteného Euklidova algo-

ritmu. Je-li 2k + 1, k£ > 1, liché ¢islo, pak 0,1,...,k,—k,—k+1,...,—1 je
téz uplna redukovand soustava zbytku modulo n. Je-li n = 2k, k£ > 1, sudé
c¢islo, pak takovou soustavu tvori ¢isla 0,1,...,k—1, -k, —k+1,...,—1.

Libovolnd mnozina celych ¢isel je redukovand soustava zbytku modulo 0
a jedind uplna soustava takovych zbytku je celda mnozina Z vsech celych éisel.
Naopak libovolna neprazdnd mnozina celych ¢isel je uplna soustava zbytku
modulo 1 a redukované soustavy zbytki modulo 1 jsou prazdna mnozina a
jednoprvkové mnoziny.

(ii) Ziejmeé n; | m; pro j # i, cili staci verit, ze n; | a;c;m; — a;. Je vSak

a;C;my; = a; — a,bml a a;c;m; — a; = —a,bln,
(iii) Cislan : 1,...,ny jsou po dvou nesoudélnd, ¢ili non(ny, ..., ng) = n.
Zbytek je jasny. O]

1.1.2 Poznamka. Predchozi véta m4 konstruktivni charakter. Jsou-li ddna
¢isla aq, .. . ag, pak ¢islo a lze ziskat pomoci Rozsiteného Euklidova Algoritmu



(viz 77). Céstecné pripady této véty se objevily jiz na konci tfetiho stoleti
v pojednani ,Matematickya piirucka mistra Suna“ jakozto druh hadanky
(viz 1.1.3(ii)). Hlubsi vysledky v tomto sméru byly publikovany v roce 1247
ve spisu ,Matematické pojednani v deviti ¢astech”, které obsahuje v deviti
sekcich po deviti problémech (celkové tedy 81 tematickych okruhu). Tento
spis sepsal ¢insky matematik C'in Ciu-Sao (1202-1261). Také indicti poctaii
se této problematice vénovali (Aryabhata, 476-550, v Sestém stoleti a Brah-
magupta pak v stoleti sedmém). Vétu o zbytcich lze také nalézt v ,Pocetnici®
sepsané roku 1202 Leonardem Bonaccim z Pisy (zndmym téz jako Fibonacci).
Kongruenéni rovnosti lze nalézt jiz u starych Rekil (napf. Nicomachus v
prvnim stoleti).

I.1.3 Priklad. (i) (Hidanka Mistra Suna) Naleznémez celé ¢islo a takové,
zea=1 (mod3),a=2 (modb5)aa=3(modT).
Je tedy ny = 3, ng =5, ng =7, m; = 35, my = 21 a mg = 15. Dale
1=12n1 —my = —4ny+me = —2n3+ms, Cili a = —mq +2my+3ms =
—35 + 42 + 45 = 52. Snadnd kontrola ukazuje, ze 3 | 51 = 52 — 1,
5150 =52—-2aT7]|49 = 52 — 3. Nasim konvergenénim rovnostem
vyhovuji také ¢isla 157 = 52 + 105 a —53 = 52 — 105.

(11) Necht ny = 2, Ng = 3 a nsg = 5. Je m; = ]_5, moy = 10, ms = 6,
1 =—=Tny +mqy = —3ny + my = mgz. Nyni a = 15a; + 10as + 6as.
Napriklad je-li a; = as = ag = 1, pak dostaneme a = 31. Avsak ¢islo
1 =31 — 30 snadno vyhovi

Necht u = 123684 a v = 413456. Potom u = 33 (mod 99), u = 8 (mod 98),
u =9 (mod 97), u = 89 (mod 95), v = 32 (mod 99), v = 92 (mod 98),
v =42 (mod 97), v = 16 (mod 95). Toto vse zjistime postupem popsanym
v dukazu véty ?7?7. Dalsim postupem zjistime, ze u + v = 65 (mod 99),
u+v =2 (mod 98), u+v = 51 (mod 97), v+ v = 10 (mod 95). Nyni
pouzijeme vétu ?77.

Bud n; = 99, ny = 98, ng = 97, ny = 95. Pomoci Euklidova algoritmu
muzeme zjistit, ze ¢isla ny, no, n3, ng jsou po dvou nesoudélna. Nicméneé
tento fakt je ziejmy témét ihned, nebot 99 = 3% - 11, 98 = 2 - 72, 97 je
prvocislo a 95 = 5-19. Déle mame n = ninongng = 89403930, my = 903070,
meo = 912285, mz = 921690, m, = 941094.

Ted vsak potiebujeme nalézt ¢; takové, ze cymy = 1 (mod 99). Je-li vsak
my = t1 (mod 99), kde 0 < t; < 99, pak ¢ty = 1 (mod 99). Euklidovym al-
goritmem zjistime, ze t; = 91. Tedy c¢;my = 903070¢; = 91¢; = 1 (mod 99).
Resfme posledni kongruenéni rovnici a ziskdme ¢; = 37 (I ...). Takze
37my; = 1 (mod 99). Stejnym postupem nachdzime kongruenéni rovnosti
comse = 912285¢, ca = 1 (mod 98) , co = 33, 3bmg = 1 (mod 98),
csms = 921690c3 9cs = 1 (mod 97), ¢35 = 24, 24dm3 = 1 (mod 97),
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my = 941094cy = 24¢y = 1 (mod 95), ¢4 = 4, 4my = 1 (mod 97).

Mame cymy = 37 - 903070 = 33413590, coms = 33 - 912285 = 30105405,
csmsz = 24 - 921690 = 22120560, cymy = 4 - 941094 = 3764396.

Nyni volme a; = 65, as = 2, a3 = 51, ay = 10 (duvod viz vyse) a
spocteme soucet a = ajcymy + ascams + agc3ms + agcymy. Pomoci mechan-
ickych prostiedku (a tieba i ruéné) dostaneme a = 2171883350 + 60210810 +
1128148560 + 37643760 = 3397886480. Ovsem toto ¢islo je velké a my
pocitdme modulo n = 89403930. Po déleni se zbytkem zjistime, ze a =
537140 (mod n). Je totiz a = 38n + 537140.

Podle Cinské véty o zbytcich je u 4 v = 537140 (mod n). Jinak napsano
89403930 | u + v — 537140 a 123684 + 413456 = u + v = 89703930w + 537140
pro vhodné w > 0. Asi hned vidime, ze w = 0 a tak u + v = 537140, coz
jsme mohli ovSem zjistit ruéné v nepatrném case. Avsak predchozi zdlouhavy
postup ilustruje aritmetiku pouzivanou nékterymi mechanickymi prostredky.

I.1.4 Piiklad. Necht k > 2 a necht py,...,pg je k ruznych prvocisel (vy-
branych libovolné). Podle 1.1.1 existuje celé celé ¢islo a takové, ze a =
—i+1 (mod p?) pro kazdé i = 1,2,..., k. Tedy p? | a +i — 1, a tak zaddné z
po sobé jdoucich ¢isel a,a +1,...,a + k — 1 neni bezctvercové (a tim spise
ne prvocislo).

Cisla 8, 9 tvoii prvni dvojici po sobé jdoucich éisel, kterd nejsou bezétvercova.
Dalsi dvojici jsou ¢isla 24, 25. Ted ale naleznéme trojici.

Napiiklad hledejme a takové, ze a = 0 (mod 4), a = —1 (mod 9) a
a = —2 (mod 25). Jen; =4, ng = 9, ng = 25, my = 225, my = 100,
m3 =36al=—4-56+225=-9-114+ 100 = 13-25 —9-36. Takze
a=0—100+18-36 = 548. A hle, 548 = 4-127, 549 = 9-61 a 550 = 25-22 =
25-2-11 (127 a 61 jsou prvocisla). Jesté si vSimnéme, ze 547 je i prvocislo
a 551 = 19 - 29 je bezétvercové. Ctverici jsme tudiz nenagli.

Nejmensi dvojici neobsahujici prvocislo je dvojice 8, 9. Trojice pak 8, 9,
10, ctverice 24, 25, 26, 27 a pétice 24, 25, 26, 27, 28. Nejmensi trojici po
sobé jdoucich kladnich ¢isel, ktera jsou bezctvercova, je trojice 48, 49, 50.

I.1.5 Véta. Necht ng,...,ni, k > 2 jsou nenulové celd ¢isla. Nasledujici
podminky jsou ekvivalentni pro libovolna ¢isla ay, ..., ax € Z:
(i) nsd(n;,n;)a; —a; pro viechna 1 <i,j <k (i # j).
(ii) Existuje ¢islo a € Z takové, ze a = a; (nsd n;) pro vSechna i =
1,2,... k.

Dukaz. (i) implikuje (ii). Budeme postupovat indukef podle k. Bud' nejblize
k= 2. Jer = nsd(niy,ng) = bny + cny pro vhodnd celd ¢isla b, c. Ovsem
a1 — ap =dr, d € Z, ¢ili a; — ay = dbny + deng a polozime a = ay — dbn,. Je
a = as + deng a ihned vidime, ze ny | a —ay any | a — as.
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Nyni bud k& > 2. Podle indukéniho predpokladu existuje o’ € Z takové,
zen; |a—a;proi=1,2....k Prokazdéi=1,2,... k je nsd(n;, nyy1 |
a; — g1, a tudiz nsd(n;, ngyq | @’ —agr. Odtud nsd(nsn(ny, ..., ng), Nk =
nsn(nsd(ny, nks1), ... ,nsd(ng, ngs1)) | @ — agyq.

Nyni podle jiz dokdzaného piipadu (kdy k = 2) existuje ¢islo a € Z tak,
ze a =d' (mod ndn(ny,...,ng)), a = agr1 (mod nyy1). Z prvni kongruenéni
rovnosti ihned plyne a = o’ (mod n;) pro kazdé i = 1,2,...,k. Pak ovéem
a = a; (mod n;) (neb n; | d'a;).

(ii) implikuje (i). Tato implikace je velmi snadna. Je totiz n; | a — a;,
n; | a —a;, a tudiz nsd(n;,n;) | (a —a; | —(a — a;) = a; — a;. O

1.1.6 Poznamka. I predchozi véta mé vlastné konstruktivni dukaz, ktery
dava navod, jak ¢islo a nalézt. Mame ovsem k dispozici i dukazy existenéni.
[lustrujme si to na pripadeé k& = 2.

Necht ny,ns jsou kladna ¢isla, r = nsd(ny,n92) a s = nsn(ny, ny). Podle
?? je rs = nyny = n. Uvazujme K mnozinu usporddanych dvojic ¢isel (i, j)
takovych, ze 0 < i < ny, 0 < j <ngar|i—7j. Chceme se presvédcit o tom,
ze mnozina K obsahuje presné s ruznych dvojic.

Ptedné je ny = t pro néjakd ¢t > 1. Pro kazdé ¢ a v, kde 0 < i < n; a
0 < v < t, polozme b(i,v) = [vr +1],, (viz 7?). Pak ovsem r | i — b(i,v)
(nebot r | ngar | vr) a (i,b(i,v)) € K. Kolik je ale dvojic tohoto typu? To
rychle zjistime.

Necht 1,45 a vy, vy jsou takova ¢isla (s pifslusnymi vlastnostmi), ze skytaji
tu samou dvojici. Tedy (i1, b(i1,v1)) = (ig, b(ig,v2)), z ¢ehoz ihned plyne
ih =iy =1, tr =ng | (v1 —va)r,t | v1 — vg, (V1 —v2) <t awv = ve. Ovérili
jsme, ze il,b(il,vl)) §£ (ig,b(ig,Ug)) Pro (il,Ul) # (iQ,Ug). Celkovy poéet
ruznych dvojic typu (i,b(i,v)) je tedy nit. Jelikoz rs = niny = nirt, je
s = nyt a vidime, ze |K| > s.

Necht (i,7) € K. Je |i —j(| = wr pro néjaké w > 0, a tedy bud'to
7 =1+ wr anebo 5 = ¢ — wr. V prvnim ptipadé je zfejmé w < t a
(¢,7) = (4,b(¢,w)). V druhém piipadé bud v = [—w],. Pak 0 < u < ¢,
tlwtu,ng=tr|(t—w—w)raitur=i+(t+w)r=i—wr=j (modny).
Takze ny | i +wr — j, z éehoz plynou rovnosti j = b(i,u) a (i,7) = (4, b(i,u)).

Nyni vime, Ze mnozina K sestava prosté z dvojic tvaru (7, b(i,u)). Pocet
téchto dvojic je s, a tudiz | K| = s.

Pro k takové, ze 0 < k < s bud C(k) = ([k]n,, [k]n,)- Jelikoz ny | k—[k]n,
ang | k— [k, tak r | [k]n, — [k]n,, & tedy dvojice C(k) € K. Je-li 0 <1 < s
takové, ze C(k) = C(l), pak ny | k — [k]n,, n1 | 1 — [K]ny, Gling | & — L.
Symetricky ny | k — 1 a tudiz k — [ € sn(ny,ne). Pakale s | k—lak=1. Je
tedy jasné, ze C' je injektivni (¢ili prosté) zobrazeni intervalu {0,1,...,s—1}
do mnoziny K. Ta mé ale s prvku, a tak zobrazeni C' je bijekce.



Necht a1, as € Z jsou takova ¢isla, ze r | a;—ag. Potom ([aq],,, [az].,) € K
a existuje a, 0 < a < s tak, ze [a1]n, a [a2]n, = [a]n,, neboli ny | a —a; a
ny | a — as.

I1.1.7 Piiklad. Véta 1.1.5 zobeciiuje Cinskou vétu o zbytcich a lze ji obdobné
pouzivat. Napiiklad by se hodila pfi feseni nasledujici tlohy (srovnej s 1.1.4):

Jest nam nalézti aspon jedno ¢islo a takové, ze 2-9 =18 | a, 2-25 = 50 |
a+2, 249 =98 | a + 4. Tuto tlohu si vyfesime, ale budeme postupovat
primou metodou.

Predné a = 18v. Jelikoz a + 2 = 50u, tak porovnanim dekadickych zapisu
danych ¢isel vidime, ze v = 10k + 1 a nebo v = 10k + 6, £ > 0. Zkusme
stesti a volme v = 10k + 1, a = 180k + 18, a + 2 = 180k + 20 = 0 (mod 50),
3k +2 =0 (mod 5) a k = 10l + 1,6. Opét zkusme k = 10/ + 1. Pak
98 | a+4 = 18014202, 98 | 8201+ 6, 49 | 4100+ 3, 49 | 181+ 3 = 3(6l+ 1), ¢ili
3(6l+1) = 49w = 49-3-z, 6l+1 = 49z. Tato posledni rovnost je vsak splnéna
pro [ = 1 = z. Pak dostaneme a = 8 - 1800 + 198 = 14400 + 198 = 14598.
A vskutku, 14598 = 18 - 811, 14600 = 50 - 292, 14602 = 98 - 149. Nasi uloze
vyhovi také a = 102798 ¢i a = —73602.
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