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Kapitola 1

Aritmetické vektory

1.1 Zakladni pojmy

1, 1.1. Definice. Necht T je téleso, n prirozené ¢&islo. Usporadanou n-tici z =
(z1,22,...,2n), kde x; € T, i = 1,2,...,n, nazyvame n-rozmérngm aritmetic-
kym vektorem nad té€lesem T'. Prvek xz; nazyvame i-tym clenem aritmetického
vektoru x. Mnozinu vSech n-rozmérnych aritmetickych vektori nad 7" budeme
znacit V,(T).

1, 1.2. Umluva. V dalsim textu u této kapitoly budeme - pokud nebude
hrozit nedorozuméni - mluvit pouze o (aritmetickych) vektorech a vynechévat
informace o n a T.

1, 1.3. Definice. Dva aritmetické vektory z, y se sobé rovnaji (piseme z = y),
prévé kdyz x; = y;, i = 1,2,...,n. Soucet z + y dvou aritmetickych vektori x
a y definujeme takto:

z4+y= (1 +y, T2+ Y2, Tn + Yn)-
Pro a € T definujeme a-ndsobek aritmetického vektoru x takto:

ar = (axy, axa, ..., 0Ly).

1, 1.4. Definice. Nulovym aritmetickym vektorem nad télesem T nazyvame
vektor o, jehoz vSechny ¢leny jsou rovny nulovému prvku télesa T, tj. o =
(0,0,...,0).

1, 1.5. Poznamka. Pro operace definované v 1, 1.3 plati tyto zakony [a, b, c €
Vu(T), a, B € TY:
La+b="0b+a,
(2)a+(b+c)=(a+b)+g



(3)(a+ B)a = aa + Ba,

(4)a(a +b) = aa + ab,

(5)a(Ba) = (ap)a,

(6)aa=0< (a=0Va=0),
(Ml.a=a,

(8)(—1).a = —a, kde a + (—a) = o.

1, 1.6. Definice. Necht a4, a,, . . ., a;, jsou prvky z V,,(T'), a1, g, . . ., o, prvky
z T. Aritmeticky vektorovy prostor

T =a10; + Q2ay + ... + Qpay.

nazyvame linedrni kombinact? aritmetickych vektort a;,a,, ..., q; s koeficienty
a1, 09,...,0F.

1, 1.7. Véta. Necht vektor z € V,(T) je linedrni kombinaci vektori
ay,09,...,a;, € Vo(T) a necht kazdy vektor a,, i = 1,2,...,k, je linedrni kom-
binaci vektort by, by, ..., b, € V5,(T). Pak je x linedrni kombinaci by, b,, ..., b,.

1, 1.8. Umluva. Jestlize jsou viechny koeficienty linedrni kombinace vektorti
rovny nulovému prvku 0 z télesa T', nazveme tuto linedrni kombinaci trividin.
Jestlize je alespon jeden koeficient rtizny od 0, mluvime o netrividlni linedrni
kombinaci.

Jestlize pro prvky ai,as,...,ar € T a vektory aq,a,,...,a; € Vi (T) plati

a1a; + agay + ...+ ogay = o,
hovorfime o nulové linedrni kombinaci.

1, 1.9. Definice. Jestlize existuje nulova netrividlni linedrni kombinace vek-
torlt @y, ay, . . .,a; € Vo (T), nazgvime vektory aq, aq, ..., a; linedrné zavislyms.
V opafném piipadé (tj. jedinou jejich nulovou linedrni{ kombinaci je trividlni
linedrni kombinace) mluvime o linedrné nezdvislych vektorech.

1, 1.10. Poznédmka. Linearni nezavislost ¢i zavislost vektorti nezavisi na tom,
v jakém poradi tyto vektory piSeme.

1, 1.11. Véta. Necht a;,ao,...,q; € V,(T).
a) Je-li k =1, je vektor @, linedrné zavisly, pravé kdyz a; = o.
b) Je-li k > 1, jsou vektory a,, a,,. .., a; linedrné zavislé, praveé kdyz existuje in-
dex ¢ takovy, Ze a; Jje linedarni kombinaci zbyvajicich vektort a;,
j=12 .. i—14i+1,... k.
c) Je-li k > n, jsou vektory a,,as,...,a; linedrné zavislé.

1, 1.12. Disledek.
a) Pridame-li k linedrné zavislym vektortim dalsi vektory, dostaneme vektory
linearné zavislé.



b) Ubereme-li z linearné nezavislych vektort nékteré vektory, dostaneme vektory
linearné nezavislé.

c) Je-li mezi vektory a;, as, ..., a; asponl jeden nulovy vektor, jsou tyto vektory
linearné zavislé.

1, 1.13. Véta. Necht gy, a, - .., q; € V,(T). Pak existuje pravé jedno ¢islo A,
0 < h <k, s touto vlastnosti:
a) Je-li h = 0, jsou vSechny vektory aq,a,,...,a; nulové.
b) Je-li 0 < h < k, potom je mozné z vektorii a;,as,-..,q; vybrat h linedrné
nezdvislych vektort. Vybereme-li z vektort a;,a,,...,qa; vice nez h vektort,
jsou tyto vektory linedrné zavislé.
c) Je-li h = k, jsou vektory aq,a,,...,a; linedrné nezavislé.

1.2 ResSené piiklady

1, 2.1. Jsou dény vektory ay,a4,a5 € V3(R), a; = (1,2,-1), ay = (0,—1,5),
a; = (4,1,3). Utvotte jejich linedrni kombinaci s koeficienty 5, —8, 7.

Reseni. Mame najit vektor b € V3(R),b = 5a; — 8a, + Tas. Podle pravidel pro
pocitani s aritmetickymi vektory je

b = 5(1,2,—1) —8(0,—1,5) +7(4,1,3) =
= (5,10,—5) — (0, —8,40) + (28,7, 21) = (33,25, —24).

1, 2.2. Urceme, pro kterd o, 3,7,0 € R plati z = y, je-li
z= (20,5, +7,-6),y = (0,1 f3,35,2y — 14).

Reseni. Rovnost (2a,5,v + 7,—6) = (0,1 — 3,38,2y — 14) nastavé, pravé kdyz
plati
% =0,5=1—f,7+7=36-5 =2y 14.

Z prvnich dvou rovnic dostdavame o = 0, § = —4; tieti a ¢tvrtd rovnice vede na
soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé -, §

vy—30 = -—T,
2v+0 = 14
Odtud dostavame v =5, = 4.

1, 2.3. Ve V3(R) vypocitejme vektor z z vektorové rovnice

S5r —2a =D,



¢}

kde a (=5,1,0),b = (1,5,3),t je redlny parametr. Zjistéme, zda vektory
c= (-3, %, %),d = (-2, % 1) jsou feSeni dané rovnice.

Reseni. Podle pravidel pro poéitani s aritmetickymi vektory plati pro vektor z
postupné

[S2{[Ne}

5 = tb+2a
T = to+2a 2 a+ E b
= 5 5 5
Vektor z je tedy linearni kombinaci vektort a, b s koeficienty %, % Dostévame:

2 2 2
z — 2(.51.0) =(-22
5 Q 5 ( 5’ 3 O) ( 9 5 ) 0)7
t t t 3t
-b = -(1 =(=,t,—
5 = 5 ( ) 5’ 3) (5 T 5 )’

tedy
(—10+t 245t 3t)
z=(—m——,—).
- 5 5 5
Vektory ¢, d budou feseni dané rovnice, jestlize budou existovat realna cisla r,
resp. s tak, ze
—10+7 245 3r

( 5 ) 5 75)7

c

resp.
—10+s 2+ 5s 3s

5 7 5 5

ISH
I

(

Tyto rovnosti plati, pravé kdyz

9 —104+r 7 245 3 3r
= A AN=-=— tj.r=1
5 5 5 5 ‘5 5 " T

).

resp.

—10 2 245
2= 5+3/\3: _; S/\lzg,tj.sneexistuje,

Vektor c je feSenim dané rovnice, vektor d feSenim neni.

1, 2.4. Zjistéme, zda lze vektor = (6, —2, 10) zapsat jako linedrni kombinaci
vektort ¢ = (1,-1,-1),b = (-1,1,-1),¢ = (-1,-1,1). V kladném piipadé
urceme jeji koeficienty.

Reseni. Hledame &isla a, 3,y tak, aby platilo

z=aa+pBb+7g,

tj.
6 = a—ﬁ—%
2 = —a+B-n,
10 = —a-pF+7.



Tuto soustavu upravime na tvar

6 = a—= ﬁ -7
4 = _2’}/’
16 = —23,

odkud 8 = —8,7 = —2,a = —4. Tedy vektor z je linedrni kombinaci vektoru
a, b, ¢ s koeficienty —4, —8, —2, tj.

x = —4a — 8b — 2c¢.

1, 2.5. Rozhodnéme, zda vektory a = (2,5,-3),b = (—1,-3,2),c = (1,2,1)
jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni. Napiseme nulovou linearni kombinaci

aa+Bb+yec=0,

tj.
o(2,5,-3) + B(—1,-3,2) + (1,2,1) = (0,0,0).

Odtud dostavame soustavu linedrnich rovnic pro neznamé «, g3, y:

S5a— 38+ 2y= 0,
—3a+ 268+ ~= 0.

Podrobny navod, jak postupovat pii feSeni soustav linearnich rovnic podame v
kap. 4. Vynasobme prvni rovnici —2, pri¢téme ji ke druhé rovnici a tfeti rovnici
odectéme od prvni rovnice. Dostaneme

a— f = 0,
S5a— 303 0.

a, B vypocitame ze druhé a ze tieti rovnice:
a=0=5a-3a=0=>2a=0=>a=0=3=0.

Z prvni rovnice je potom i v = 0. To vSak znamen4, Ze nulova linedrni kombinace
vektorli a, b, ¢ je nutné trivialni, a tedy vektory a, b, ¢ jsou linedrné nezévislé.

1, 2.6. Rozhodnéme, zda vektory a = (—3,0,1),b = (0,1, —1),¢c = (3,3, —4)
jsou linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni. Postupujeme jako v piikl. 1, 2.5. Dostaneme soustavu

—3a+ 3y= 0,
f+ 3y= 0,
a— [B— 4y= 0.



Pricteme-li druhou rovnici ke tfeti, bude mit soustava tvar

—3a+ 3y= 0,
o — vy= 0,
f+ 3y= 0.

Z prvnich dvou rovnic plyne, Ze a = -y, ze tfeti rovnice § = —3. Soustava ma
feseni pro libovolné v, napt. pro v = 1 dostavame o = 1, § = —3. Dané vektory
a, b, c jsou tedy linedrné zavislé.

1, 2.7. Rozhodnéme, zda jsou vektory
a) (2,5,-3), (1,2,1);
b) (1,7,8),(-3,0,1),(0,1,-1),(3,3,—4)
linearné zavislé nebo nezavislé.
Reseni.
a) Vektory jsou linedrné nezavislé podle dusl. 1, 1.12b) a piikl. 1, 2.5.
b) Vektory jsou linedrné zavislé podle disl. 1, 1.12a) a p¥ikl. 1, 2.6 nebo podle
véty 1, 1.11.c).



Kapitola 2

Matice, hodnost matice

2.1 Zakladni pojmy

2, 1.1. Definice. Necht T je téleso. Obdélnikovou tabulkou prvki z T sestavenych
do m fadkd a n sloupcti nazyvame matici typu (m, n) nad télesem T Je-lim = n,
hovoiime o ctvercové matici n-tého rdadu.

2, 1.2. Pozndmka. Matice A piifazuje kazdé dvojici (i,k), i = 1,2,...,m,
k=1,2,...,n, prvek z T, ktery oznaCujeme a;; a nazyvame prvkem matice A
v i-tém tadku a k-tém sloupci. Matici A zapisujeme

a1, @12, ..., Qin,
A= a1, @22, ..., Q2n,
Amil, Gm2, s, Amn

nebo zkracené

A = (aik)i:1,2,.4.,m; k=1,2,....n
Pokud je z textu zndmo m,n, piSeme pouze A = (a;;). Aritmeticky vektor
(a1, @iz, - .., Gin), se nazyva i-ty fddek, aritmeticky vektor (aig,ask,-..,@mk)
k-ty sloupec matice A. Vedoucim prvkem i-tého Tdadku matice A rozumime jeho
prvni nenulovy prvek. Jinymi slovy: Je-li a;; vedouci prvek i-tého fadku a j < k,
je uz a;; = 0. Nulovy faddek nemé Zz4dny vedouci prvek.

2, 1.3. Definice. Matice A = (a;x) typu (m,n) a B = (bix) typu (r,s) se
sobé rovnaji, pravé kdyz plati: m = r, n = s, a;x = b;r pro vSechna ¢ =
1,2,....m, k=1,2,...,n.

2, 1.4. Definice. Transponovand matice k matici A = a;; typu (m,n) je
matice A7 = (b;1,) typu (n,m), pro kterou plati

aixk =bri, 1=1,2,....m, k=1,2,... n.



, . . 4T . “
2, 1.5. Poznamka. Transponovanou matici A® dostaneme z matice A tak, ze
vzajemné vyménime Ffadky a sloupce v matici A.

2, 1.6. Definice. Necht A = (a;x) je matice typu (m,n). Aritmeticky vektor
(a11,a22, ..., ar), kde = min (m,n), se nazyva (hlavni) diagondla matice A.
Prvky a;;, i =1,2,...,7, se nazyvaji diagondlni proky.

2, 1.7. Definice. Jsou-li vSechny nediagondlni prvky matice A = (a;;) nulové
(tj. a;x = 0 pro vSechna i # k), ikdme, Ze A je diagondlni matice.

2, 1.8. Definice. Matice A = (a;x) typu (m, n) se nazyva zobecnénd trojihel-
nikovd matice, pravé kdyz
a) ma pouze nenulové Fadky,
b) jsou-li a;x, a,s vedouci prvky takové, ze i < r, pak k < s.

2, 1.9. Pozndmka. Vlastnost b) z def. 2, 1.8. ¥ika, Ze s rostoucim faddkovym
indexem se vedouci prvek kazdého dalsiho fadku vyskytuje stale vice vpravo.

2, 1.10. Definice. Zobecnénd trojihelnikovitd matice A typu (m,n) se nazyva
redukovand trojuhelnikovd matice, pravé kdyz
a) kazdy vedouci prvek je roven 1,
b) nad kazdym vedoucim prvkem jsou ve sloupci pouze 0.

2, 1.11. Poznamka. V literatufe se uvadi také tyto pojmy: Matice A typu
(m,n) se nazyva horni, resp. dolni trojuhelnikovitd matice, pravé kdyz vSechny
prvky leZici pod diagonalou, resp. nad diagonélou jsou nulové (tj. a;x = 0 pro
vSechna i > k, resp. i < k).

2, 1.12. Definice. Rddkovym prostorem matice A rozumime podprostor vek-
torového prostoru V,,(T') generovany vSemi fadky matice A.

2, 1.13. Definice. Elementarni radkovou, resp. sloupcovou upravou matice A
rozumime nékterou z téchto tprav:
a) zménu poradi Fadkd, resp. sloupclt matice A;
b) nahrazeni fadku, resp. sloupce matice A jeho a-ndsobkem, kde a € T', av # 0
c¢) nahrazeni fadku, resp. sloupce matice A jeho souctem s a-nasobkem, o € T,
jiného Ffadku matice A;
d) vynechani ¥adku, resp. sloupce, ktery je linedrni kombinaci ostatnich fadkd,
resp. sloupcil.

2, 1.14. Véta. Elementarni fadkové tpravy neméni fadkovy prostor matice.

2, 1.15. Definice. Dvé matice jsou ekvivalentni, pravé kdyz lze jednu z druhé
ziskat kone¢nym poctem elementarnich uprav radka.

2, 1.16. Véta. Kazda matice je ekvivalentni aspor s jednou zobecnénou troj-
uhelnikovitou matici a asponl s jednou redukovanou trojihelnikovitou matici.



2, 1.17. Definice. Hodnosti matice A = (a;x;) typu (m,n) nazgvame dimenzi
jejiho fadkového prostoru. Piseme h = hod A.

2, 1.18. Véta. (Gaussova metoda vypoc¢tu hodnosti matice.) Hodnost matice
A je rovna poctu radki zobecnéné trojuhelnikové matice B ekvivalentni s A.

2, 1.19. Véta. Plati hod A = hod AT

2, 1.20. Definice. Ctvercova matice A n-tého fadu se nazjvéa reguldrni, resp.
singularni, jestlize hod A = n, resp. hod A < n.

2.2 Resené priklady

2, 2.1. Zjistéme, zda se rovnaji matice A, B, jestlize

-1, 2, 1/2, —2/2,  6/3, 2/4,
T 3, |, B= e, 2mw/2, 3ele,

A: €, ’
V12, V4, V18 2v/3, 2, 3v2

Reseni. Obé& matice jsou stejného typu, jsou to étvercové matice tietiho Fadu.
Protoze plati
a;r = bj, pro vSechna i,k =1,2,3,

jsou si matice rovny.

2, 2.2. Urceme hodnost matice

37 _25 17 Oa
4) 0; 27 737
11, -4, 13, -1,
2, -1, 5 1

A:

Reseni. Pomoci elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav pfevedeme matici
A na ekvivalentni zobecnénou trojuhelnikovou matici:

37 _Qa 17 07 _15 27 57 17
4, 0, 2, -3, || -2, 3, 1, 0, |®
11, —4, 13, -1, | ~ 0, 4, 2, -3, |~
2, -1, 5 1 4, 11, 13, -1
_17 2a 5a la _17 27 57 17
(b) 0, -1, -9, -2 (c) 0, -1, -9, =2, (d)
~ 0, 4, 2, -3 |~ 0, 0, —34, —11, | ~
0, 5 11, -1 0, 0, —34, -11
(d) b 27 57 lu
~ Oa _17 _9a 2)



Provedli jsme tyto tpravy:

(a) Ctvrty fadek jsme napsali jako prvni a druhy sloupec jako prvni;

(b) ke ¢tvrtému fadku jsme pricetli (-2)-ndsobek druhého fadku a k druhému
fadku jsme pficetli (-2)-ndsobek prvniho fadkuy;

(c) ke tfetimu Fadku jsme pricetli ¢tyfndsobek druhého Fadku a ke ¢tvrtému
tfadku jsme pricetli pétindsobek druhého radku;

(d) vynechali jsme ¢tvrty fadek, ktery se rovna t¥etimu fadku.

Hodnost matice A je 3.

2, 2.3. Urceme hodnost matice

L, 2, 3, 4
A=12 4, 0, 5,
3, 6, 3,

Reseni. Postupujeme jako v piikl. 2, 2.2:

1
2,
3,

3

3, 4
0, 5
3

)

) ~ 07

2
4
6

=
oo
||
oo
I w
w !
2
N
o=
oN
N ow
—_
~_

Hodnost matice A je 2.

2, 2.4. Pro kterd ¢ € R mé matice

_27 07 17
A= 1, 2, 1,
0, 3, c

hodnost 27
Reseni. Postupujeme analogicky jako v ptikl. 2, 2.2:

_27 Oa 1a _Za 07 17 _27 07 la
1, 2, 1, | ~ 0, 4, 3, | ~ 0, 4, 3,
0, 3, c 0, 3, c 0, 0, 4c—9

Aby méla matice A hodnost 2, musi platit

9
4c—-9 =0, tj. = —.
c , t.oe=7

Pro ¢ = % mé matice A hodnost 2, pro ¢ # % hodnost 3.
2, 2.4. Zjistéme, zda jsou vektory

a=(1,-2,5), b=(3,-1,2), ¢ =(2,-9,23)

linearné zavislé nebo nezavislé.

11



Reseni. MtZeme postupovat stejné jako v kap. 1. UkaZeme zde jinj postup.
Vektory a, b, c zapiseme jako radkové vektory matice a zjistime jeji hodnost h.
Bude-li h = 3, jsou vektory a, b, c linedrné nezavislé, bude-li i < 3, jsou linedrné
zavislé.

17 725 55 1a 72a 5a
3, -1, 2 |~ (o0 5 -13
9, —9, 23 0, —5 13

ProtoZe v posledni matici je t¥eti fadek (-1)-ndsobkem druhého Fadku, je hod-
nost h = 2, a vektory a, b, ¢ jsou tedy linedrné zavislé.

12



Kapitola 3

Operace s maticemi

3.1 Zakladni pojmy

3, 1.1. Definice. Matici O = (0;) typu (m,n), kde 0;r = 0 pro vSechna i =
1,2,...,m, k=1,2,...,n, nazyvame nulovou matict typu (m,n).

3, 1.2. Definice. Jednotkovou matici n-tého Tddu nazyvame diagonalni matici
E = (e;;) n-tého fadu, pro niz plati e;; = 1 pro vSechna i =1,2,... n.

3, 1.3. Definice. Necht jsou dény matice A = (a;x), B = (bjx) téhoz typu
(m,n) nad tymz télesem T. Soucétem matic A a B nazyvime matici C = (c¢;x)
typu (m,n) definovanou pfedpisem

Cik =ik + bk, 1=1,2,....m, k=1,2,...,n.
Piseme C = A + B.

3, 1.4. Véta. Pro soucet matic plati (A, B, C jsou matice stejného typu, O
je nulovd matice téhoZz typu):
a) A+ B=DB+ A,
b) A+ (B+C)=(A+B)+C,
) A+O0=0+A=A,

d) (A+B)T =A"+B",

e) —A = (—a;x), kde —a;;, je opaény prvek k a;, v télese T, je matice opacné k
matici A, tj. plati A+ (—4) = 0.

3, 1.5. Pozndmka.
a) Z véty 3, 1.4 a), b), ¢), e) plyne, Ze mnozina vSech matic daného typu (m,n)
nad télesem T tvoii komutativni grupu.
b) Misto A+ (—B) piSeme kratce A— B a mluvime o rozdilu matic A, B (v tomto
pofadi).
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3, 1.6. Definice. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad télesem T.
Soucinem proku « € T a matice A (a-ndsobkem matice A) nazyvadme matici
C = (cir) typu (m,n) definovanou predpisem

Cik =aaik, 1=1,2,....m, k=1,2,...,n.

Piseme C = aA.

3, 1.7. Véta. Pro nasobeni matice prvkem z T plati (A, B jsou matice téhoz
typu, a, f libovolné prvky z T, 1 jednotkovy prvek v T):
a) (A+ B) = aA +aB,
b) (a+ B)A = A+ BA,
c) a(fs ) (aB)A,
d)
)

1A=
(ad)” —aAT

[

3, 1.8. Poznamka. Matice typu (1,7n) nad télesem T jsou vlastné n-rozmérné
aritmetické vektory nad T'. V tomto pfipadé s¢itani matic a nasobeni matice
prvkem z T odpovida pfisluSnym operacim s aritmetickymi vektory.

3, 1.9. Definice. Matice A se nazjvé symetrickd, jestlize plati A = AT Matice
A se nazyvé antisymetrickd, jestlize plati A = —AT.

3, 1.10. Véta. Pro kazdou ¢tvercovou matici A je A + AT symetricka matice
a A— AT antisymetrickd matice.

3, 1.11. Pozndmka. Kazdou ¢tvercovou matici A lze pséat jako soucet symet-
rické a antisymetrické matice, nebof napt. A = %(A + AT) + %(A — AT).

3, 1.12. Definice. Necht je ddna matice A = (a;) typu (m,n) a matice
B = (bir) typu (n,p), obé nad tymz télesem T. Soucinem matic A, B (v tomto
pofadi!) nazyvame matici C = (¢;x) typu (m, p) definovanou predpisem

Cik. = ;101 +aiobop+. .. +ainbnr = Zaijbjk7 1=12,....m, k=1,2,...,p.
j=1

Piseme C = A B.
3, 1.13. Poznédmka. Podminku pro typy matic pfi nasobeni si mizeme zapa-
matovat pomoci formalniho vztahu
(m,n)(n,p) = (mvp)‘

3, 1.14. Véta. Necht jsou dany matice A, B, C nad télesem T a prvek a € T.
Pak plati:
a) a(AB) = (aA)B = A(aB),

b) A(BC) = (AB)C,
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c) AB+C)=AB+ AC,
4) (A +B)C=AC+BC,
e) (AB)T =BTAT
kdykoliv je alespon jedna strana prislusné rovnosti definovana;
f)AE=A, EA= A4,
8 AO=0,04=0,

kdykoli je soucin na levé strané prislusné rovnosti definovan.

/-\

3, 1.15. Pozndmka. Nasobeni matic neni komutativni. Oba sou¢iny ABi B A
jsou definovany, pravé kdyz A je typu (m,n) a B je typu (n,m). Je-li m # n,
nemuze nastat rovnost AB = B A. Ani pro ¢tvercové matice neplati obecné
AB=BA.

3, 1.16. Definice. Matice A, B, pro které plati AB = B A, se nazyvaji zd-
menne.

3, 1.17. Definice. Necht A je ¢tvercova matice n-tého fadu nad télesem T
Matici B, pro niz plati
AB=BA=E

nazyvame inverzni matici k matici A a znacime ji A7

3, 1.18. Véta.
a) K dane mat1c1 existuje nejvyse jedna inverzni matice,
b) E
) (A” ) — 4
d) (AB)"'=A"'B",
jakmile je alespon Jedna strana prislusné rovnosti definovana;
e) jestlize pro matice A, B plati A B = E, jsou matice A, B navzajem inverzni.

o

3, 1.19. Definice. Reguldrni matici nazyvame ctvercovou matici n-tého fadu,
jejiz hodnost je rovna n. V opa¢ném pfipadé hovofime o singuldrni matici.

3,1.20. Véta. Necht A, B jsou étvercové matice n-tého fadu nad tymz télesem
T. Pak plati:
a) Je-li alespon jedna z matic A, B singuldrni, je i souc¢in A B singulérni,
b) jsou-li obé matice A, B regularni, je i sou¢in A B reguldrni.

3, 1.21. Véta. Necht A je étvercova matice. Pak k ni existuje inverzni matice
A™Y pravé kdyz je A regularni.

3, 1.22. Poznamka. Metody vypoctu inverzni matice k dané regularni matici
uvedeme v kap. 4 a v kap. 7.
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3.2 Resené priklady

3, 2.1. Vypocitejme 3A — 2B, jestlize

1, -1, 2, 3

A: 07 17 _1a 1 752 17 _17 17 -1
2, 2, 1, 15 0, 1, —1, —16
3, -3, 6, 9 0, 2, —4, -2
sA=|0, 3 -3 3 |,2B=|[2 -2 2 -2
6, 6, 3, 45 0, 2, -2, —32

6, 4, 5, 717

3, 2.2. Vypocitejme matici X z maticové rovnice 2X — 34 = E, kde

5 4
2a-(43)
Reseni. Nejprve vyjadiime z rovnice matici X, pak dosadime A:

1
X= §(E+ 34).

15, 12 [ 16, 12
3A(—18, 9>’E+3A(—18 1o>’

)

Pritom

tedy

3, 2.3. Vyjadfeme matici

-3, 4, 9
A= 6, 0, 7
5 —11, 10

jako soucet symetrické a antisymetrické matice.
Reseni. Podle pozn. 3, 1.11. plati

1 1
A=B+C, kde B=_(A+A"), C=(A-4A")
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Dostavame

-3, 6, 5 -3, 5 7 0, -1, 2
At=| 4 0 -1 |, B=| 5 0 -2 |C=| 1 0 9
9, 7, 10 7, —2, 10 -2, =9, 0
3, 2.4. Vypoditejme soucin matic A, B, je-li
—2
2, 1, 3 o )
a)A(O, 57 _1>aB 2))
0
2, -1, 5 1, 0
b) A= 0, 3, 3|, B= 2, 1 |;
2, 0, 1 ~1, 3
2, 2 (-2 1
C)A:<17 1)’3_( 2 —1)'
Reseni. a) Matice A je typu (2,3), matice B typu (3, 1), matice C = A B tedy

bude typu (2,1). Pfitom
11 = 2.(=2) + 1.2+ 3.0 = —2,
o1 = 0.(=2) + 5.2+ (—1).0 = 10,

tedyC—<_12>.

b) A je typu (3,3), B typu (3,2), C = A B bude typu (3,2):

c11 =21+ (=1).2+5.(-1) = -5,
c12 =2.04 (-1).145.3 = 14,

-5
o1 =0.14+32+3.(—1) =3, B ’
Cos = 0.0 +3.1+3.3 =12, tedy € = _g’

C31 — (—2)1 + 02 + 1(—1) = —3,

¢) A, B jsou druhého fadu, C' bude také druhého fadu:

C11 = 2(—2) + 2.2 = 0,
C12 = 2.1 + 2(—1) = 0,
Co21 = 1(—2) + 1.2 = 0,
Coo = 1.1+ 1(71) = 0,

tedy C = 0.

14
12
3

Poznamka. A, B jsou nenulové matice, jejich soucin je nulova matice.

. 0, 5 [ -3,

3, 2.5. Jsou matice A = ( 13 ) , B= ( .
Reseni. Plati

- 0, 5 -3, 2\ 0.(-3)+5.1,
as=( )T o)-(

(-3, 2 0, 5\ [ (=3).0+2.(-1),
BA_( 1, 0)(—1, 3)_< 1.0+ 0.(-1),
Protoze A B # B A, nejsou matice A, B zdménné.
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3, 2.6. Dokazme, Ze tyto podminky jsou ekvivalentni:
AB=BA4;

a) A;

b) (A+ B)? = A> + 2A B + B

Reseni. Nejprve dokazeme a)<b):

a)=b): (A+ B)(A+ B) = A> + AB+ BA+ B*

b)=-a): Z rovnosti A2+ AB+ BA+ B?= A%+ 2AB + B? dostavame
AB+BA=AB+AB, tj. BA=AB.

Analogicky dokézeme a)<c):

a)=c): (A—B)(A+B)=A*~-BA+AB—-B*=A>- B’

c)=a): Z rovnosti A’ - BA+ AB— B?> = A% — B? dostavame

~BA+AB=0, tj BA= AB.

18



Kapitola 4

Soustavy linearnich rovnic

4.1 Zakladni pojmy

4, 1.1. Definice. Soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych nad télesem T’
nazyvame soustavu

a11T1+  apTat+ ...+ a1z, = b,

a1+ agpTot ...+ GT, = by, (+)
.

Am1T1+  AmaXe+ ...+ Ampdn = bma

kde a11,-.-,@mn,b1,-..,by jsou prvky z T. Symboly z;, ¢ = 1,2,...,n, se

nazyvajl nezndmé, prvky a;k, ¢ = 1,2,....m, k = 1,2,...,n, koeficienty u
neznamych, prvky b;, 1 =1,2,...,m, pravé strany rovnic.
4,1.2. Definice. Rekneme, Ze n-rozmérny aritmeticky vektor r = (r1,79,...,7,) €

Vi (T), je fesenim i-té rovnice soustavy (x), jestlize plati
a;1r1 + aiere + ... + @iy = b;.

Resenim soustavy (x) nazyvame kazdy n-rozmérny aritmeticky vektor r =
(r1,7r2,...,1mn) € Vo (T), ktery je FeSenim vSech rovnic soustavy.

4, 1.3. Pozndmka. Oznaéime-li A = (a;;) matici typu (m,n) tvofenou koefi-
cienty u neznamych, piSeme soustavu (*) maticové ve tvaru

Az" =0T,

kde z = (z1,...,2,) je vektor nezndmgch, b = (by,...,by) € Vyu(T) vektor
pravych stran soustavy (). Matici A nazyvame matici soustavy (). Matici A,
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typu (m,n+1), kterd vznikne z matice A tak, ze do (n+1)-ho sloupce zapiSeme
vektor b7, tj.

a1, G12, ..., Q1n | b1
o a1, G2, ..., Q2n | b2

A, — )
Am1, Gm2, ---, GOGmn b

nazyvame roz§ifenou matict soustavy (x).

4, 1.4. Frobeniova véta. Soustava Az7 = b7 ma4 feseni, pravé kdyz hodnost
matice A je rovna hodnosti rozsifené matice A,.

4, 1.5. Véta. Necht hod A = hod A, = h,n je pocet neznamych.
a) Soustava Az = b7 m4 jediné feseni, pravé kdyz plati h = n.
b) Soustava AxT = b? m4a nekoneéné mnoho Feseni, pravé kdyz plati h < n.

4, 1.6. Definice. Soustava Az” = b’ se nazyva homogenni, resp. nehomo-
genni, je-li b = o, resp. b # o.

4,1.7. Véta. Homogenni soustava mé vzdy alespon jedno feSeni, tzv. trivialni
feSeni 0 = (0,0,...,0).

4, 1.8. Véta. Pro homogenni soustavu rovnic Az” = o” plati: Je-li hod A =
h, ma tato soustava m — h linedrné nezavislych feSeni. Mnozina vSech feSeni
obsahuje pravé vsechny linearni kombinace téchto n — h feseni.

4, 1.9. Véta. Viechna feseni nehomogenni soustavy Az’ = b7 miizeme vyja-
dfit jako soucet jednoho libovolného feseni této soustavy a vSech feseni prislusné

homogenni soustavy Az’ = ol.

4, 1.10. Definice. O dvou soustavach linearnich rovnic fekneme, ze jsou ekvi-
valentni, jestlize maji stejné mnoziny feseni.

4, 1.11. Véta. Necht jsou ddny dvé soustavy linearnich rovnic nad tymz
télesem T’
Az" =v", Ca" =d"

takové, ze rozsifena matice C,. vznikla elementarnimi fadkovymi upravami z ma-
tice A,. Pak jsou obé soustavy ekvivalentni.

4, 1.12. Poznamka. Pfi konkrétnim vypoctu je né€kdy ucelné provést jed-
noduche tupravy i se sloupci. Pozor | Vyménime-li vSak i-ty slopec matice A
s jejim j-tym sloupcem, vymeéni se ve vektoru feseni jeho -ty a j-ty ¢len. Vyna-
sobeni ¢-tého sloupce nenulovym prvkem « € T piedstavuje vynasobeni ¢-tého
¢lenu feseni prvkem o~ !. Posledni slopec matice A, nesmime pii elementarnich
sloupcovych tupravach pouzivat.
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4, 1.13. Gaussova elimina¢ni metoda FeSeni soustav. Resme soustavu A 27 =
bT. Matici A, pievedeme elementarnimi fadkovymi Gpravami (pfip. jednodu-
chymi tpravami se sloupci - viz 4,1.12) na ekvivalentni zobecnénou trojihel-
nikovou matici C,. Ulohu nalézt vSechna FeSeni soustavy Az” = b7 jsme tak
prevedli na tlohu fesit soustavu s rozsifenou matici C,., kde

pbi1, P12, ---5 Pihy, ---5 Pin q1
0, p22, ..., DP2ny .-+, D2n q2
Co=|
0, 0, y  DPhh, y Phn qn
07 07 ) 07 ) 0 dh+1

Je-li gn41 # 0, nemd soustava FeSeni, je-li ¢,+1 = 0, mizeme libovolné volit
n — h nezndmych a pomoci nich vypocitat zbyvajicich A neznamych.

4, 1.14. Postup pfi vypoctu inverzni matice . Matici A pievedeme ekviva-
lentnimi fadkovymi tpravami na jednotkovou matici a zaroven tytéz apravy
provadime s jednotkovou matici stejného fadu. Na konci procesu ziskame z A
jednotkovou matici E a z jednotkové matice E matici A~'. Schematicky za-
pséano:

(A|E) ~ (E|ATY).

4,1.15. Pozndmka . Popsané Gpravy ”dvojmatice” (A | E) vedouci k inverzni
matici provadime pouze s Fadky matice. Sloupce zde totiz znamenaji koeficienty
u neznamych v soustavach rovnic, jejichz pravé strany jsou aritmetické vektory
s jednim prvkem rovnym jednotkovému prvku z T a ostatni nulovému prvku
z T. Zménami sloupctl bychom zménili vyznam neznamych - viz 4, 1.12.

4.2 Resené piiklady

4, 2.1. Naleznéme vsSechna feSeni soustavy rovnic

r1— o+ T3— 214 = 0,
Tot+ 2x3— x4= -1,

21‘1+ To— Tr3— 3:134 == ].,
—T1— X2+ 2(E4 = 0.

Reseni . Soustavu budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou. Na rozsifenou
matici soustavy A, provedeme postupné vhodné elementarni fadkové tpravy:

1, -1, 1, =2] o 1, -1, 1, =2] o
0, 1, 2, -1|-1 0, 1, 2, -1|-1
2, 1, -1, =3 1 || o 3 -3 1| 1|~
-1, -1, 0, 2| 0 0, -2, 1, 0] 0

)
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1, -1, 1, -2] 0 1, -1, 1, -2 o0
0, 1, 2, -1|-1 0, 1, 2, -1|-1
“lo o -9 4| 4| | o o0 -9 4| 4
0, 0, 5 -—2|-2 00 0, 0 2| 2

Protoze hod A =hod A, =4, n = 4, mé soustava pravé jedno feseni. Ekviva-

lentni soustava je

r1— o+ T3— 2x4 = 0,
Tot+ 2x3— x4= -1,

— 93— 4z, = 4,

Ty = ].,

odkud postupné dostaneme (vypocet za¢indme od ¢tvrté rovnice)
$4:1,$3:0, $2:0,£1=2.
Jedinym feSenim je vektor
r= (23 07 07 1)

4, 2.2. Naleznéme vsechna feSeni soustavy

T1+ 2T2— T3+ 25 = 4,
To+ T3— T4 = 1,
1+ 4dxo+ x3— 24+ 225 = 60.
Reseni . Postupujeme analogicky jako v piikl. 4, 2.1
1, 2, -1, 0, 2| 4 1, 2, -1, 0, 2| 4
0, 1, 1, =1, 0| 1 |~ O, 1, 1, =1, 0| 1 |~
1, 4, 1, -2, 2|60 0, 2, 2, =2, 0156
1, 2, -1, 0, 2| 4
~1 0, 1, 1, -1, 0| 1
0, 0, 0, 0, 0156
Protoze hod A = 2, hod A, = 3 nem4 soustava FeSeni.
4, 2.3. Naleznéme vsSechna feSeni soustavy
r1— T2 —+ 21‘47 Ty — 1,
To— Ir3— {E4+ 2(E5 = 1,
1+  x2— 23— + 3z5= 3,
—r1+ 29— r3— 3xu+ 3x5= 0,
Reseni .
1, -1, 0, 2, —1]|1 1, -1, 0, 2, —1]|1
0, 1, -1, -1, 2|1 0, 1, -1, -1, 2|1
1, 1, -2, 0, 313 0, 2, =2, =2, 412
-1 2, -1, -3, 310 0 1, -1, -1 211
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Ctvrty fadek je roven druhému, tfeti Ffadek je dvojnasobek druhého, proto je
hod A = hod A, = 2, n = 5. Soustava ma nekonecné mnoho feseni, 5 —2 =3
neznamé jsou volitelné. Ozna¢me napf.

T3 =1, x4 = U, Ts = 0.

7 druhé rovnice ekvivalentni soustavy

r1— T2t 24— w5 = 1,
To— X3— X4— 2x5= 1
pak dostaneme
. o —t—u+2v=1,
t].

To=14+1t+u—2v,
a z prvni rovnice
1 =24+t—u—w.

Libovolné feseni soustavy mtzeme tedy psat ve tvaru
r=02+t—u—v,1+t+u—2vtu,v).
tj.

r=1(2,1,0,0,0)+t =(1,1,1,0,0)+u = (-1,1,0,1,0)+v = (—1,-2,0,0,1),¢,u,v € R.

4, 2.4. Re$me soustavu nehomogennich linearnich rovnic danou rozsifenou
matici
1, -1, 1] 4
1, a, 2| =7
a+3, 6, -3] 3

a provedme diskusi feSeni vzhledem k parametru a € R.

Reseni . Matice soustavy obsahuje parametr a. Je vyhodné vymeénit prvni a tieti
sloupec (ve tfetim sloupci se nevyskytuje parametr a). Na vyménu sloupct pak
nesmime zapomenout pri feSeni matice.

1, —1, 1] 4 1, -1, 1] 4
2,  a, 1-7 |~ 0 a+2 —-1|-15 |~
-3, 6, a+3]| 3 0, 3, a+6/| 15
1, -1, 1] 4
~ | o, 3, a+6| 15 | ~
0, a+2, —1|-15
1, -1, 1 4
~ | 0 3 a+6 15

0, 0, 3+ (a+6)(a+2) |45+ 15a+ 30
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Pro hodnost matic A a A, je ziejmé rozhodujici tieti fadek posledni matice.

Plati:
hod A =2 < 3+ (a+6)(a+2) =0,tj.a* + 8a + 15 = 0;

kofeny této kvadratické rovnice jsou
a1 = 75,(12 =-3.

Pro a € R, a; # —5, as # —3, je hod A = 3. Vypocitame hod A4, :

a) Proa = -5 je 45+ 15a + 30 = 15(a + 5) = 0, tj. hod A, = 2.

b) Pro a = —3 je 15(a + 5) # 0, tedy hod 4, = 3.

c) Proa# —5,a# —3 je hod 4, = 3.

Ad a). Plati hod A = hod A, = 2, n = 3, soustava mé tedy nekoneéné mnoho
feSeni, jedna neznadmé je volitelna. Reseni m4 obecné tvar (nesmime zapomenout

na zameénu sloupci)

1 4
~t,9—-t),t€R.

3 3 )

Ad b). Protoze hod A = 2, hod A, = 3, nema soustava FeSeni.

Ad ¢). Plati hod A = hod A, = 3, n = 3, soustava ma pravé jedno feseni

f:(tvf)_

15 _ 15 4a—18
a+3 a+3 a+3

).

r=(

4, 2.5. Rozhodnéme, zda je matice

0, 1, -3
A= 2 2 1
4, 0, -1

regularni. V kladném piipadé vypocitejme matici AL
Reseni . Postupujeme podle 4, 1.14. V pribéhu vypoctu ziskdme i hodnost ma-
tice A:

0, 1, -3[1, 0, 0 2, 2, 1]0, 1, 0
2, 2, 1]0, 1, 0 |~ o0 1, 3|1, 0, 0 |~
4, 0, —1]0, 0, 1 4, 0, —-1]0, 0, 1
2, 2, 1|0, 1, 0 2, 2, 1]0, 1, 0
~(o0 1, =3/1, 0 0 |~[0 1, -3[1, o0 0 |~
0, -4, —-3/0, -2, 1 0, 0, —15|4, -2, 1
30, 30, 0] 4, 13, 1
~ 0 -5 0|-1, -2, 1 |~
0, 0, -15| 4, -2 1
30, 0 0]-2 1, 7
~ 0 -5 0|-1, -2, 1 |~
0, 0, —15| 4, -2 1




1, 0, 0|-1/15, 1/30, 7/30
~l o0 1, o 1/5,  2/5, —1/5
0, 0, 1|-4/15, —2/15, —1/15

Z pfedposledni matice je vidét, ze A je regularni matice (hod A = 3). Z posledni
matice dostédvame

L2 LT
1o — 6, 12, —6
0\ g 4 —2
Zkouska:
L [0 L -3 -2, 1, 7 L (30, 0 0
AA*:% 2, 2, 1 6, 12, —6 =35 0, 30, 0 | =E.
4, 0, -1 -8, 4, —2 0, 0, 30

4, 2.6. Naleznéte matici X, pro kterou plati A X B = C, kde

1

, —2 (1,0 (3, 2
(52 e(b ) e (2 1)

Resen{ . V maticové rovnici je povoleno piicist (odecist) k obéma strandm tutéz
matici, obé strany nasobit prvkem « € T, # 0. P¥i nasobeni a vytykani matic
nesmime zapomenout, ze nasobeni matic neni komutativni. V nasem ptikladé
dostavame postupné:

XB=A"'C,

X=A"CB,

pokud A7, B! existuji.
Elementarnimi radkovymi ipravami dostaneme

1, —2|1, 0 1, —2[1, 0 1, 0[-3 -2
—2, 3]0, 1 0, —1]2, 1 0, 1| 2, 1
1, 0]-3 -2 (-3 =2\
N(o, 1] -2, 1>’tedy’4 _(2, 1)’

, 0[1, 0 1, 0] 1, 0 [ 10
(2, 110, 1)N<07 1] -2, 1>’tedyB _(—27 1>'

Nakonec vypocitame soucin

-3, -2 3, 2 1, 0\ (5 -8
(5 )0 ) (w005 3)

Zkouska:

—_
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4, 2.7. Naleznéte matici X, pro kterou plati AX = B+ X A, kde

2, 5 (0 1
= (3 5)2=(0 o)

Reseni . Na rozdil od piikl. 4, 2.6 zde nelze vyjadfit matici X pifmo, protoze
rovnice je ekvivalentni rovnici

AX-XA=2B,

7Z niz nelze matici X vytknout. Proto oznacime
X: ( 1, T2 )
xr3, T4
a budeme hledat 1, xs, 3, x4 tak, aby platilo
27 ) Ty, X2 o Ty, X2 25 5
0, 4 T3, T4 T3, X4 0, 4
Po tpravé dostaneme
5£E3, —5{E1 — 2£U2 + 5.%4 _ 0, 1
2%37 —51‘3 o 0, 0 ’

Tato rovnost bude splnéna, jestlize budou x1, x2, x3, x4 vyhovovat soustaveé rov-
nic

5333 = 07

*51’17 21’2 + 5:64: 1,
6(E3 = 0,

— 5(E3 = 0.

Resme tuto soustavu Gaussovou elimina¢ni metodou:

0, 0, 5 0]0

-5, =2, 0, 5|1 | (-5 -2 0, 51
0, 0, 6, 00 0, 0, 5 0[]0/
0, 0, -5 00

Protoze hodnost matice soustavy i rozsifené matice soustavy je 2, ma soustava
nekonecné mnoho feSeni; dvé neznamé mizeme volit libovolné. Z posledni rov-
nice je
T3 = 0,
tedy, zvolime-li napf. x; = s,x2 = t, bude
5x4 =14 5s + 2t,
tj.
2

1
_Z 2t
Ta=p sty
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Tedy

Zkouska,
( 2s,

')

1 2 8t €R.
g—i—s-l-gt

bs+4t+1 _
145+ 8t ) =BT X4
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Kapitola 5

Vektorovy prostor

5.1 Zakladni pojmy

5, 1.1. Definice. Necht T je téleso, V mnozina. Uspofadanou trojici (V, +,.), kde
+ je vnitini operace na V (tj. zobrazeni V. x V — V), . vnéjsi operace na V
nad T (tj. zobrazeni T x V — V), nazveme vektorovgym prostorem nad télesem
T, jestlize:
a) (V,+) je komutativni grupa,
b) vnéjsi operace . spliiuje tyto podminky:

bl) Va € TVa,b eV : a.(a+b) = a.a + a.b,

b2) Vo, € TVa eV : (a+ 3).a =a.a+ B.a,

b3) Vo, € TVa € V : (af).a = a.(B.a),

b4) Va € T : 1.a = a (1 je jednotkovy prvek v T).
Prvky z mnoziny V nazyvame vektory, prvky z télesa T' skaldry.

5, 1.2. Poznamka. Aritmeticky vektorovy prostor V,,(T") (kap. 1) je vektorovy
prostor nad 7" podle def. 5, 1.1.

5, 1.3. Oznadeni. Protoze (V,+) je grupa, existuje nulovy vektor, oznacime
ho o, a ke kazdému a € V existuje opacny vektor, oznac¢ime ho —a. Misto vek-
torovy prostor (V,+,.) budeme psat pouze V(T'), pfip. V, pokud nebude moci
dojit k nedorozumeéni. Misto a + (—b) budeme struéné psat a —b. Je-li V = {o},
nazyvame vektorovy prostor ({o},+,.) nad télesem T nulovym vektorovym pro-
storem a piSeme {0}, v ostatnich pfipadech mluvime o nenulovjch vektorovyjch
prostorech.

5, 1.4. Véta. Ve vektorovém prostoru V(T') plati:
a) Va € V : 0.a = o (0 je nulovy skalar),
b)VaeT: a.0=o,
c)VaeTVa€eV :aa=0& (a=0Va=o),
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d)VaeV:—a=(-1).a.

5, 1.5. Definice. Necht W je neprdzdna podmmnozina vektorového prostoru
(V,+,.). Uspotadanou trojici (W, +, .) nazveme (vektorovym) podprostorem pro-
storu V(T'), jestlize plati:
a)Va,be W:a+beW,
b)Vae TVaeW :a.a e W.

5, 1.6. Pozndmka. Usporddand trojice (W, +,.) s operacemi +,. stejnymi
jako ve (V,+,.) tvofi vektorovy prostor.

5, 1.7. Véta. Necht U,V jsou podprostory vektorového prostoru V(T'). Pak
U NV je také podprostor prostoru V(7).

5, 1.8. Definice. Necht a1, as, . . ., a, jsou vektory z V(T). Rekneme, Ze vektor
a je linedrni kombinact vektort a1, as, . . ., a,, jestlize existuji ay, g, ..., €T
tak, ze
a4 = 1.041 +02.a9 + ...+ Qp.Qy.

Skalary ai,as, ..., q, nazyvame koeficienty této linedrni kombinace.

5, 1.9. Véta. Necht aq,aq, ..., a, jsou vektory z vektorového prostoru V(7).
Pak mnozina

M ={aj.a1 + ag.as + ... + ap.an; @1,09,...,a, €T}
tvofi podprostor prostoru V(T).

5, 1.10. Definice. Mnozinu M z véty 5, 1.9 nazyvame podprostorem generova-
nygm vektory ay,as,...,a, (linedrnim obalem vektort aq,as,...,a,) a znac¢ime
[a1,as2,...,a,]. O mnoziné {ay, ag, ..., a,} Fikdme, Ze generuje mnozinu M nebo
Ze je to mnozina generdtory podprostoru M.

5,1.11. Véta. Necht aq, as, . . ., a, jsou vektory z vektorového prostoru V,,(T'),
M = [a1,aq,...,a,]. Provedeme-li na skupinu vektord ai, as, ..., a, nékterou
z nasledujicich zmén, dostaneme novou skupinu vektorti, kterd generuje stejny
podprostor M:
a) zména poradi vektort,
b) nahrazeni libovolného vektoru z M jeho a-ndsobkem, kde o € T, v # 0,
c¢) nahrazeni libovolného vektoru z M jeho souctem s linedrni kombinaci ostat-
nich vektoru z M,
d) vynechani vektoru, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektort,
e) ptidani vektoru, ktery je linedrni kombinaci vektort z M.

5,1.12. Véta. Necht ay, as, . . ., a, jsou vektory z vektorového prostoru V,,(T).
Vektor b € V je linearni kombinaci vektort ay, as, ..., a,, pravé kdyz

[a1,a2,...,an,b] = [a1,az,...,a,)].

29



5, 1.13. Umluva.
a) Necht aq,as,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V(7). Jestlize jsou
vSechny koeficienty linearni «y.a1 + as.as +. . . + oy .a, rovny nulovému skalaru,
nazveme danou linearni kombinaci trividini. V opa¢ném pripadé mluvime o ne-
trividlni linedrni kombinaci.
b) Jestlize plati
o1.a41 + Q.09 + ... + Qp.Qp = O,

nazyvame tuto linearni kombinaci nulovou.

Poznamka. Definice a véty tykajici se linearni zavislosti a nezavislosti jsou
zobecnénim piislusné teorie z kap. 1.

5, 1.14. Definice. Necht a1, as,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru
V(T). Jestlize existuje nulova netrividlni kombinace vektort ay, as, ..., a,, na-
zyvame tyto vektory linedrné zdvislymi, v opacném pripadé linedrné nezdvislymi.

5, 1.15. Véta. Necht ay, asg, . .., a,, jsou vektory z vektorového prostoru V(T).
Pak plati:
a) Je-li n = 1, je vektor ay linedrné zavisly, pravé kdyz a; = o.
b) Je-li n > 1, jsou vektory aj,as,...,a, linedrné zavislé, pravé kdyz existuje
index i, 1 <4 < n, takovy, ze vektor a; je linedrni kombinaci ostatnich vektort.

5, 1.16. Steinitzova véta. Necht vektory a1, as, ..., a, generuji vektorovy pro-
stor V(T'). Necht vektory by, be, ..., b z V(T') jsou linedrné nezavislé. Pak plati:
a) k <n,

b) existuje n—k vektori a; z {a1,as,...,a,}, které spolu s vektory by, bo, . .., by
generuji V(T).

5, 1.17. Definice. Vektorovy prostor V(T') nazveme konecnérozmérnym,
jestlize existuji vektory aj,as,...,a, € V(T) takové, ze V(T) = [a1, az, . . ., an].
Vektorovy prostor, ktery neni koneénérozmérny, se nazyva nekonecnérozmérny.

5, 1.18. Definice. Necht V(T') je koneénérozmérny prostor. Podmnozinu
{a1,a2,...,a,} C V(T) nazveme bdzi vektorového prostoru V(T'), jestlize plati:
a) a1, asg, ..., a, jsou linedrné nezavislé,

b) [a1,az,...,a,] =V (T).

5, 1.19. Véta. Necht V(T') je kone¢nérozmérny vektorovy prostor. Potom
v8echny baze prostoru V(T') maji stejny pocet prvki.

5, 1.20. Definice. Necht V(T') je kone¢nérozmérny vektorovy prostor. Dimenzi
nenulového prostoru V(7T') nazyvame pocet prvki nékteré jeho baze. Dimenze
nulového vektorového prostoru je 0. Dimenze nekone¢nérozmérného vektorového
prostoru je co. Dimenzi vektorového prostoru V(T') znacime dim V(T').
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5, 1.21. Véta. Necht dim V(T') = n. Pak plati:
a) Jsou-li by, b, ..., by € V(T) linedrné nezdvislé vektory, lze je doplnit na bazi
prostoru V(T),
b) vektory aj,as,...,a, € V(T) tvori bazi V(T), pravé kdyz jsou linedrné
nezavislé,
c) vektory ai,ag,...,a, € V(T) tvofi bazi V(T'), pravé kdyz generuji V(T'),
d) vektory as, az,...,a, € V(T) tvofi bazi V(T'), pravé kdyz vektor b € V(T') lze
vyjadrit pravé jednim zpusobem jako linearni kombinaci vektort aq, as, .. ., ap,
e) vektory ay,as, ..., an, kde m > n, jsou linedrné zavislé.

5, 1.22. Definice. Ozna¢me B skupinu vektort {a1, as, . .., a,} v tomto pofadi
a necht B je baze vektorového prostoru V(T'), a € V(T). Uspofadanou n-tici
skalart (o, ag, ..., q,) takovou, Ze plati

a4 = 1.a41 +02.a9 + ...+ Qp.Qp,
nazyvame souradnicemsi vektoru a vzhledem k bdzi B. PiSeme

ag = (a1, 02, ..., 00).

Poznadmka. Kdykoliv budeme v dalsim vykladu hovofit o soufadnicich vek-
toru vzhledem k bazi, budeme mit vzdy na mysli usporadanou n-tici vektori.
Nebude-li tfeba soutadnice vektoru a vzhledem k béazi B vypisovat, budeme psét
pouze ag.

5, 1.23. Véta. Necht U, W jsou podprostory vektorového prostoru V(T'). Po-
tom mnozina U + W = {a+ b;a € U,b € W} je podprostorem vektorového
prostoru V(7).

5, 1.24. Definice.
a) Necht U, W jsou podprostrory vektorového prostoru V(T'). Podprostor U+ W
nazyvame linedrnim souctem podprostoru U, W.
b) Necht U N W = {o}. Potom linearni souc¢et U + W nazyvame direktnim
souctem podprostora U, W a piseme U & W.

5, 1.25. Véta. Necht
U=lai,a2,...,a,], W =[b1,ba,...,bg]
jsou podprostory vektorového prostoru V(7). Pak plati:
U+W =lay,a2,...,a4,,b1,ba, ... bl

5, 1.26. Véta. Necht U, W jsou podprostory kone¢nérozmérného vektorového
prostoru V(T). Pak plati:

dim U + dim W = dim (U + W) + dim (U N W).
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5, 1.27. Véta. Necht U, W, Z jsou podprostory kone¢nérozmérného vektoro-
vého prostoru V(T'). Pak jsou néasledujici podminky ekvivalentni:
a) Z = U @ W7
b) Z=U+W adim Z =dim U + dim W,
c) je-li {a1,aq,...,a,} baze U, {b1,ba,..., b} baze W, pak je {a1,az,...,an,
bl, b2, ey bk} béaze Z,
HUVCZ UNV ={o}adim Z=dim U +dim V.

5.2 Resené priklady

5, 2.1. Zjistéme, kterd z nésledujicich mnozin tvori vektorovy prostor nad téle-
sem R:

a) V1 je mnozina vSech redlnych funkci definovanych na intervalu I;

b) V3 je mnozina vSech funkci tvaru y = ax? + bx + ¢, a,b,c € R, definovanych
v R;

¢) V3 je mnozina vSech redlnych funkei definovanych na intervalu I a proché-
zejicich bodem [2,1]. Ve v8ech p¥ipadech jsou operace + a . definovény témito
predpisy:

(f +9)(@) = f(2) + g(),
(af)(z) = a.f(z), a € R.
Reseni . Ve viech piipadech musime ovéfit, zda jsou splnény podminky z def. 5,

1.1.
a) Nulovym vektorem je funkce o definovana pfedpisem

o(x) = 0 pro vSechna z € I; pfitom o € Vy;
opa¢nym vektorem k vektoru f je funkce — f definovana predpisem
(=f)(z) = —f(z) pro vSechna z € I; pfitom — f € Vi;

s¢itani funkci definovanych na I je zifejmé vzdy definované, asociativni a komu-
tativni, tvori tedy dand mnozina s operaci + komutativni grupu. Vlastnosti b1)
az b4) jsou zfejmé splnény také. (V1,+,.) tedy tvori vektorovy prostor nad R.
b) Analogicky se ukaze, ze (Va,+,.) tvofi vektorovy prostor nad R.
c) Operace + neni neomezené definované. Je-li totiz f,g € V3(R), plati pro
f+g

(f+9)@2)=f(2)+9(2)=1+1=2+#1,

tedy f+g ¢ Vs. (V3,+,.) tedy netvofi vektorovy prostor.
5, 2.2. Zjistéme, kterd z nésledujicich mnozin s uvedenymi operacemi +, .

tvori vektorovy prostor nad R:
a) mnozina orientovanych tseéek v roviné s poéateénim bodem umisténym do
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spolecného bodu O, se s¢itanim vektori a nasobenim realnym ¢islem definova-
nym zpusobem znamym ze stiedni skoly;

b) mnozina R vSech kladnych realnych &isel s operacemi @, ® definovanymi
predpisy a ®b=ab, a ®a=a" a,bc R, a € R.

Reseni . V obou piipadech se ukéze, Ze se jedna o vektorovy prostor:

a) Nulovym vektorem je orientovand usecka, jejiz pocatecni i koncovy bod sply-
vaji s bodem O; opa¢ny vektor k orientované tisecce s koncovym bodem B je
orientovana usecka s koncovym bodem C, kde C' je bod soumérné sdruzeny k
bodu B podle O.

b) Nejprve ukazeme, ze (RT, @) je komutativni grupa (a,b,c € RT):

a®b=ab=0ba=>bd a,
®b)@c=(ab)c=a(bc)=a® (bBc),
®1=al=a (1jenulovy vektor),
L=al=1 (opatny vektor k a je 1);

déle ovéfime vlastnosti bl) az b4) (o, 3 € R, a,b € RT):

a®(a®b) =(ab)* =a*b* = (a@a)® (¢ ©b),
(a+B)0a=a""P =a%P = (a®a)®(BOa),
(@f) ®a=a" = (a*)’=F0 (@O a),
l1oa=a'=a.

5, 2.3. Rozhodnéme, ktera z nasledujicich mnozin tvori podprostor vektoro-
vého prostoru V3(R):
a) Wi = {(x,y,O) € VS(R)}v
b) Wy = {(z,y,7) € Vs(R) };
(V:) Ws3 = {(x’y7 1) € ‘/B(R)}
Reseni . Musime ovéfit podminky def. 5, 1.5.
a)
(0,0,0) eW, =W, 7£ @,
(1,91,0) + (22,92,0) = (1 + x2, 1 + 12,0) € W1,
a(z,y,0) = (az,ay,0) € Wi, a € R,
tedy Wi tvoii podprostor vektorového prostoru V3(R).
b)
(0,0,0) e Wy = W, 7£ Q,
(1,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (21 + 22, Y1 + Y2, x1 + T2) € Wo,
alz,y,x) = (az,ay,ax) € Wi, a € R,
tedy Ws tvoii podprostor vektorového prostoru V3(R).
c)
(070,1) e W3 = W;s 7£ Q,
(r1,91,1) + (22,92, 1) = (z1 + 22,91 + y2,2) & W3,
tedy W3 neni podprostor vektorového prostoru V3(R).
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5, 2.4. Rozhodnéme, zda matice

1, 0 1, -1 0, 0
A: 27 1 75: 07 0 aQ: 17 1
0, 0 2, 1 1, 1

jsou linedrné zavislé nebo nezavislé ve vektorovém prostoru Mss(R) matic typu
(3,2) nad R, kde je definovan soucet matic a a-nasobek matice, « € R, podle
kap. 3.

Reseni . Aby matice A, B, C byly v M3,(R) linearné nezavislé, musi byt rovnost

aA+pBB+~vC =0, a,8,7€R,

splnéna pravé jen pro a = f = v = 0. Po dosazeni méme rovnost

1, 0 -1, -1 0, 0 0, 0
al 2, 1 |+ 0, 0O )+~ 1, 1 | =0, 0 |,
0, 0 2, 1 1, 1 0, 0
tedy
o — ﬂa _6 07 0
al 2a+v, a+y | =10, 0
284+, B+~ 0, 0
Tato rovnost bude splnéna, pravé kdyz «, 3,y budou vyhovovat soustavé rovnic
a — = 0,
- ﬂ = Oa
20 + v= 0,
a + v= 0,
26 + ~v= 0,
g+ v= 0

kterd ma jediné feSeni a = 3 = v = 0. Matice jsou tedy v Ms32(R) linedrné
nezavislé.

5, 2.5. Necht jsou vektory a,b,c,d € V(T') linedrné nezéavislé. Rozhodnéme
o line4rni nezavislosti
a) vektoru a;
b) vektori a + b+ d, b, a+ b, c — a.
Reseni .
a) Protoze vektory a,b, ¢, d jsou linedrné nezavislé, musi byt vSechny rtzné od
nulového vektoru. Tedy a # o a podle véty 5, 1.15 a) je linedrné nezavisly.
b) Utvofme nulovou linedrni kombinaci vektorti a +b+d, b, a + b, ¢ — a:

ala+b+d)+6b+v(a+b)+d(c—a)=0, a,08,7,0 €T,
t.
(a+v—=¥8a+ (a+B+7)b+dc+ad=o.
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Protoze a, b, c,d jsou linedrné nezavislé vektory, musi platit

o+ y— 4= 0,
a+ B+ v = 0,

o= 0,
o = 0.

Odtud dostavame o = =~v =9 =0, tedy a+b+d, b, a+b, ¢ — a jsou linedrné
nezavislé.

5, 2.6. Rozhodnéme, zda polynomické funkce f1, f2, f3, f4 definované v R
jsou linearné zavislé nebo nezavislé v prostoru vsech realnych polynomickych
funkci definovanych v R, jestlize

(@) =2 +at, folw) = 2° —32%, fy(a) =a® + 22, fala) =2 — .

Reseni . Opét sestavime nulovou linearni kombinaci af; + Bf2 + v fs +6fs =0
(o je nulova funkce, viz piikl. 5, 2.1), tj.

afi(z) + Bf2(x) + vf3(x) + 0 fa(x) = 0 pro vSechna z € R.
Po dosazeni a upravé dostavame rovnici
(a4 B +~v4+06)z° +az* — 3823+ 2y2? —6x =0, z € R.

Tato rovnost je splnéna, rovnaji-li se koeficienty u pfislusnych mocnin x na obou
stranach rovnice, tj.

a + B+ v + 6=
«

5

4.

3. — 30
2.

1

|
cocoooo

2y

8 8 8 8 8

- 5=
odkud a = 8 = = § = 0. Funkce jsou linedrné nezavislé.

5, 2.7. Zjistéme, zda funkce f(x) = 2+ x — 2% pat¥i do podprostoru [f1, fa],
fi(x) = 1—222, fo(x) = 1 —x, vektorového prostoru vSech realnych polynomic-
kych funkci definovanych v R.

Reseni . Funkce f € [f1, f2], jestlize existuji a, 3 € R tak, ze

f=afi+ B
tj.
2+2—22=a(l-22%)+6(1—-1x), zcR.

Tato rovnost bude splnéna pro «, 8 ktera vyhovuji soustavé rovnic

22 — 2 = -1,
xt: - g = 1,
2 a + [ = 2.
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Z prvnich dvou rovnic dostavame o = %, B8 = —1, pro tato a, 8 vSak tfeti rovnice
splnéna neni. Cisla a, 3 vyhovujici nasi podmince tedy neexistuji a f ¢ [f1, fa]-

5, 2.8. Zjistéme, zda vektory
Ql = (17 0? 25 5)7 Q2 = (27 3a la 1), Q?, = (57 _la Oa 2)7 Q4 = (17 1a la 1)

tvori bézi aritmetického vektorového prostoru V4 (R).
Reseni . Mame zjistit, zda libovolny vektor x = (1, z2, 23, 74) z V4(R) miZzeme
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektorii a;, as, a3, a4, tj. zda existuji o, 3,7, 6 €
R tak, Ze
z = aa; + fay + vaz + 0ay,
tj.
(21,22, 23,24) = @(1,0,2,5) + £(2,3,1,1) + v(5,—1,0,2) + §(1,1,1,1).

Po Gpravé dostaneme soustavu rovnic

a + 28 4+ 5y + 6= =z,
3ﬁ - Y + = T2,

20 + + 6= z3,
S5a + B 4+ 2y + d= uz4.

Resme ji Gaussovou eliminaéni metodou (viz 4, 1.13), napt.

1, 2, 5, 1|z 1, 2 5 1|
0, 3, —1, 1|as 0, 3, -1, 1|uas
2, 1, 0, 1|as [~ 0 -3 —10, —1|23-221 |~
5, 1, 2, 1|ay4 0, —9, —23, —4|x4—5x
1, 2 5 1|
0, 3, —1, 1 Zo
1 o0 0 -11, 0|xy+a3—22 |~
0, O, 7, —1| x4+ — 323
1, 2, 1, 5| a1
0, 3, 1, -1 xTo
1 o, o0, -1, 7| 24+ 21 — 323
0, 0, 0, —11|zo+ 25— 22

Hodnost matice soustavy i matice rozsifené je 4 pro libovolné x1, z2, x3,24 € R,
soustava mé proto vidy FeSeni. Vektory a;,as,as,a, generuji V4(R). Soucasné
jsme ukazali, Ze jsou linedrné nezavislé, a proto {a,, as, as, a,} tvoii bazi V4(R).

5, 2.9. Uréeme dimenzi [f1, fa, f3, f4] ve vektorovém prostoru vSech relnych
polynomickych funkci definovanych v R, jestlize

fi(z) = 2%+, fo(z) = 2%4 32 —2, f3(x) = 2® 22+, fi(x) = 2% —42*4-22.

36



Reseni . Funkce f1, fa, f3, fa generuji [f1, fo, f3, fa]. Musime z nich vybrat ma-
ximélni pocet linedrné nezavislych funkci. Necht plati rovnost

afi+Bfa+fs+dfs=0, 8,70 €R
tj.
a(xb4+a)+8(2% 432t —2) +y (25— 22 +2) 46 (2 —42*+22) = 0 pro vSechna = € R.
Po tpraveé dostavame
(a+B+~v+ 82t + (a+38 — 2y —48)z* + (—F+ v+ 28)z =0,
odkud
+ v + 4= 0,

a + p
a + 33 — 2y — 46= 0,
- B8 4+ 4 + 26= 0.

Resme tuto homogenni soustavu rovnic:

1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1
1, 3 -2 -4 |~|o0 2 -3 -5 |~[0 2 -3 -5
0, -1, 1, 2 0, -1, 1, 2 0, 0, -1, —1

Tato soustava ma netrivialni feSeni, napf.
a=-1,0=1,v=-1, § =1.

Plati tedy
—fitfo—fat+fa=o,
.
fi=fo—fs+ fa a [fi, fa, f3, fa] = [f2, f3, fa]-

Analogicky bychom ukézali, Ze funkce fs, f3, f4 jsou uZz linedrné nezavislé, tedy
{fa, f3, fa} tvori bazi linedrniho obalu [f1, f2, f3, f4]. Dimenze prostoru je tedy 3.

5, 2.10. Vektory a; = (1,1,1), a, = (1,2, 3) dopliime na bézi prostoru V3(R.).
Reseni . PouZzijeme Steinitzovu vétu 5, 1.16. Vektory standardni béaze {e; =
(1,0,0),e5 = (0,1,0),e5 = (0,0,1)} generuji V5(R), vektory a;, a, jsou ziejmé
linedrné nezavislé. Proto 1ze z vektori e, e,, €5 vybrat jeden, kterym doplnime
mnozinu {a;, a,} na bazi. Vyjdeme z mnoziny M = {a;,a,,€;,€5,¢5}, 0 které
vime, Ze generuje V3(R), a postupem analogickym jako v piikl. 5, 2.9 z ni
vytvofime bazi prostoru V5(R) obsahujici vektory a,, as. Nejprve zjistime, které
lineadrni kombinace vektor a;, as, €;, €5, €5 jsou nulové:

aay + Bas + e, +0eq +ee5 = o,
(a+f+va+28+06a+36+€¢ = (0,0,0),
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tj.

a + B+ 9 = 0,
a + 28 + é = 0,
a + 38 + e = 0.
Upravme matici soustavy:
1, 1, 1, 0, O 1, 1, 1, 0, 0 1, 1, 1, 0, 0
1, 2, 0, 1, 0 |~ O, 1, -1, 1, O |~ O, 1, -1, 1, 0
1, 3, 0, 0, 1 0, 2, -1, 0, 1 0, 0, 1, -2, 1

)

Matice soustavy mé hodnost 3, po¢et neznamych je 5, soustava méa nekonecné
mnoho feSeni; dvé nezndmé muzeme volit libovolné. Polozme ¢ = 1,5 = 0.
Dostaneme v = —1,06 = —1,a = 2, tedy

2a; —ay — €4 +e3 =0,

odkud
€3 = _2Q1 +ay +e;.

Vektor e; mizeme podle véty 5, 1.11 d) z mnoziny M vynechat. Polozme nyni
e =0,6 =1. Dostaneme v =2,8 =1, = —3, tedy

*321 +ay, + 2@1 +e, =0,

odkud
€o = 3@1 — Q9 — 2§1-

Z mnoziny M muzeme tedy vynechat i vektor e,. Snadno ukazeme, ze vektory
a;,a,e; jsou linedrné nezdvislé. Protoze [a,,a,,e,] = V3(R), tvoii podle véty
5, 1.21 mnozina {a,, a,, e, } bazi prostoru V3(R).

5,2.11.Necht’J1<(1)>,J2((1)),A1<_§),A2<_}>.

Oznaéme By = {J;, 5}, B2 = {4, A5}

a) Ovéfme, zda By, By jsou baze vektorového prostoru Ms; (R) matic typu (2, 1)
nad R;

b) V kladném p¥ipadé naleznéme soufadnice matice Up, = (2, —3) v bézi B;.
Reseni .

a) By je zfejmé skupina linedrné nezavislych matic, kterd generuje Mo (R),
proto tvoii bézi. Protoze By obsahuje dva prvky, sta¢i podle véty 5, 1.21 b)
ovéfit, zda jsou matice A;, A, linedrné nezavislé. Necht

CVA1+6A2:Q7 Oc,ﬁGR,
(3)e(2)-(3)
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po lpraveé
—2a+p8 Y\ _ (0
3a—03 ) \0 )"

—2a + [ = 0,
30 — 268 = 0

Soustava rovnic

mé pouze trividlni feSeni @ = § = 0, matice A;, A, jsou tedy linedrné nezavislé
a By tvori bazi.
b) Protoze Up, = (2, —3), plati podle def. 5, 1.22

Q = 241 - SAQ,

tj.

Odtud dostavame
U——7( . ) +9< ) > — T, +9J,.

QBl == (_7, 9)

tedy

5, 2.12. V prostoru V4(R) jsou dany podprostory

U = {($1,$2,$37$4); T +m2_2$3+1‘4:0}’
W = {(171,1:2,:53,334); 3$1+2x2—x4 :O}
Urceme aspon jednu bazi U N W a uréeme jeho dimenzi.

Reseni . Vektor (21, 29,73, 24) patii do UNW, pravé kdyz patif sou¢asné do U
ido V, tj. kdyz plati soucasné

xr1 + To — 23 + x4 = 0,
3r1 + 219 — xy = 0.

Tato soustava ma nekonec¢né mnoho feseni, dvé nezndmé jsou volitelné. Zvolme
napi. x1 = s,x2 = t, s,t € R. Pak

3
T4 =35+ 2t,x3 :23—|—§t.
Tedy
3
($1,$2,$3,$4) = 5(1707273) + t(Ov 1a 572)7 Sat €R.

Podprostor UNW je tedy generovan linedrné nezavislymi vektory a = (1,0, 2, 3),
b=(0,1,2,2), je tedy {a,b} jeho baze a dim (UNW) = 2.

’» 92
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5, 2.13. Ur¢eme dim (U 4+ W) pro podprostory U, W z piikl. 5, 2.12.
Reseni . Podle véty 5, 1.26 plati
dim U + dim W = dim (U + W) + dim (U N W).
Z piikl. 5, 2.12 vime, ze dim (U N W) = 2. Uréeme dim U a dim W. Podle véty
4, 1.8 je dimenze prostoru feseni rovnice

x1+xr9—2x3+24 =0

rova 3 (poet nezndmych je 4, hodnost matice soustavy 1), tedy dimU = 3.
Analogicky dim W = 3. Proto

dim (U4 W) =dimU + dimW —dim(UNW) =3+3 -2 =4.

5, 2.14. Zjistéme, zda je aritmeticky vektorovy prostor V3(R) linedrnim, pfip.
direktnim souc¢tem svych podprostort U, W, jestlize
a) U =[(1,1,1)], W =[(1,0,2),(1,4,3), (3,4,2)];
b) U =][(1,2,3)], W=1[(0,2,1),(1,1,1),(2,0,1)].
Reseni .
a) Podle véty 5, 1.25 plati

U+W =[(1,1,1),(1,0,2), (1,4,3), (3,4,2)].

Uréeme dim (U+W), tj. maximdlni pocet linedrné nezévislych vektord z uvedené
mnoziny generdtori (hodnost matice, jejiz fadky tvoii dané vektory, viz kap. 2):

1, 1, 1 1, 1, 1
1, 0, 2 0, -1, 1 (1)’ _1’ 1
1, 4, 3 0, 3, 2 o o s
3, 4, 2 0, 1, -1 o

) )

Tedy dim (U + W) = 3, a proto V3(R) = U + W. Plati dimU =1, dim W = 3,
tedy
dim(UNW)=dimU +dimW —dim (U + W) =1,
proto V5(R) neni rovno U & W.
b) Postupujeme analogicky jako v a):

1, 2, 3 1, 1, 1 1, 1, 1
0, 2, 1 0, 2, 1 0, 2, 1 (1)’ ; }

1, 1, 1 1, 2, 3 0, 1, 2 o o 3]
2, 0, 1 2, 0, 1 0, -2, —1 T

) )

tedy dim (U + W) =3 a U+ W = V3(R). Zfejmé dimU = 1. Urceme jesté
dim W:



tedy dim W = 2. Odtud
dim(UNW)=1+2-3=0,

proto V3(R) =U & W.
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Kapitola 6

Vektorové prostory se
skalarnim soucinem

(Euklidovské vektorové
prostory)

6.1 Zakladni pojmy

6, 1.1. Definice. Vektorovy prostor (F,+,.) nad R nazyvame euklidovskym vek-
torovym prostorem, jestlize existuje zobrazeni g : F x E — R takové, Zze pro
libovolné vektory a,b,c € E a libovolné realné ¢islo « plati:

a) g(a, b) = g(b, a’)7

b) g(a+b,c) = g(a,c) + g(b,c),

¢) g(aa,c) = ag(a,c),

d) g(a,a) >0, g(a,a) =0< a=o.

Zobrazeni g nazyvame skaldrnim soucinem.

6, 1.2. Umluva.
a) Euklidovsky vektorovy prostor (E,+,.) se skalarnim sou¢inem g budeme v
dalsim textu znacit (E, g). Nékdy budeme pfi zépisu skaldrniho soudinu vyne-
chavat znak g a misto g(a,b) budeme pséat pouze (a,b).
b) Snadno se ovéf, Ze v aritmetickém vektorovém prostoru V;,(R) je predpisem

g(a,b) = arby + azby + ... + anby,
kde a = (a1,a2,...,ay), b = (b1,ba,...,b,), definovan skaldrni souéin. Tento

soufin budeme v dalsim textu znacit ab. Nebude-li v prostoru V;,(R) zaveden
jiny skalarni souéin, budeme pracovat vzdy se skalarnim soucinem a b.
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6, 1.3. Definice. Necht (F,g) je euklidovsky vektorovy prostor, a,b € E.
Délkou (velikosti, normou) vektoru a nazyvame realné ¢islo

llall = V/g(a, a).

Velikost ¢ uhlu mezi vektory a,b definujeme takto:

i proaz o btope (0w,
cos @ = pro a = onebo b = o.

jestlize plati cos ¢ = 0, nazyvame vektory a, b kolmgmi (ortogondlnimsi) a piSeme
alb.

6, 1.4. Véta. V euklidovském vektorovém prostoru (F, g) plati (a,b € E, « €
R):
2) llaall = la [lal,

b) [la][ = 0, ||a]| = 0 < a = o,

c) lg(a,b)| < ||al| ||bl] (Schwartzova nerovnost),

d) |la +b|| < |lal| + ||b]| (trojihelnikovd nerovnost).

6, 1.5. Definice. Necht (E, g) je euklidovsky vektorovy prostor, M podmno-
zina E. Ortogondlnim dopliikem mnoZiny M nazyvame mnozinu

M*={a€cE;Ybe M: alb}.

6, 1.6. Véta. Necht (E, g) je euklidovsky vektorovy prostor, M, N podmno-
ziny a U,V podprostory vektorového prostoru E. Potom:
a) M~ je podprostor vektorového prostoru F,
b) je-li M C N, je N* c M+,
c) U+t =U+rnv+t,

6, 1.7. Definice. Necht aq,as,...,ax jsou vektory z euklidovského vektoro-
vého prostoru (E,g). Vektory aj,as,...,ar nazyvame ortogondlnimi, jestlize
a;la; pro vSechna ¢ # j. Vektory ai,as,...,ar nazyvame ortonormdinimi,
jestliZe jsou navzajem ortogondlni a ||a;|| =1, 1 <14 < k.

6, 1.8. Véta.
a) Nenulové navzajem ortogonalni vektory v euklidovském vektorovém prostoru
jsou linearné nezavislé.
b) Necht a,b jsou vektory v euklidovském prostoru (E, g). Pak

alb < |la+b]|? =||al|® +|[b]|* Pythagorova véta.

6, 1.9. Definice. Necht (F, g) je n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor,
B = {a1,as9,...,a,} jeho baze. Jsou-li vektory aj,as,...,a, navzijem ortogo-
nalni, resp. ortonormalni, nazyvame B ortogondini, resp. ortonormdlni bdzi.
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6, 1.10. Gramtv-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces. Je to postup, ktery umoz-
fiuje v linedrnim obalu linedrné nezavislych vektoru aq,asg,...,am (m > 2) v
prostoru (E, g) najit navzajem ortogonaln{ nenulové vektory by, ba,. .., by,.

1. krok. Polozime by = a; (b1 # o, protoZe aj,as,...,a, jsou linedrné neza-
vislé).

2. krok. Hleddme vektor bs ve tvaru by = as + a1by (odtud vime, Ze bs # 0) a
koeficient a1 € R ur¢ime z podminky

0= g(b2,b1) = g(az, b1) + a21g(b, b1).
Protoze (b1, b1) # 0, dostaneme odtud

or — _9laz;b1)
21 = — -
g(b1,b1)
k-ty krok. Mame jiz nenulové ortogonalni vektory by, bo, . . ., bx_1, které patii do
[a1,a2,...,ak_1]. Vektor by hleddme ve tvaru by = ap+apibi+. .. +ag p—1br—1

(odtud by # 0) a koeficienty ay; € R uréime z podminek
glbe,bi) =0,i=1,2,... k— 1.

Vektory by, ba, . .., by—1 jsou ortogonalni (tedy g(b;, b;) = 0 pro i # j) a nenulové
vektory, proto dostavame

0 = g(bk, bi) = g(ar, b;) + aurig(bs, b;),

odtud
g(aka b’L)

- Li=1,2... k-1
g(bi7bi)

g =

6, 1.11. Véta. Necht U je podprostor kone¢nérozmérného euklidovského vek-
torového prosoru. Pak v U existuje ortonormaélni baze.

6, 1.12. Véta. Necht U je podprostor koneénérozmérného euklidovského vek-
torového prosoru (E, g). Pak pro libovolny vektor a € E existuje pravé jeden
vektor b € U a vektor ¢ € Ut tak, Ze a + b = c.

6, 1.13. Definice. Vektor b z véty 6, 1.12 se nazyva ortogondlni prumeét vektoru
a do podprostoru U.

6, 1.14. Véta. Necht U,V jsou podprostory konecnérozmérného euklidov-
ského vektorového prosoru (E, g). Pak plati:
a) E=U @ U+ (direktni soudet podprostort, viz kap. 5),
b) (U)* =1,
) (UNV):=U+4+V+

6, 1.15. Véta. Necht (F, g) je n-rozmérny euklidovsky vektorovsky prostor,
B jeho béaze. Necht b, ¢ jsou libovolné vektory z E, b = (by,be,...,b,)5, ¢ =
(c1,¢2,...,cy)p. Pak plati:

g(b,c) =bicy + baca + ... + bye, < B je ortonormélni.
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6.2 ResSené priklady

6, 2.1. Zjistéme, zda néasledujici zobrazeni g je skalarni soucin v prislusném
vektorovém prostoru:

a) g : Va(R) x V3(R) — R, g(a,b) = 2a1b1 + asbs + 3aszbs + asbs, kde a =
(a1,a2,a3,a4), b = (b1, b2, b3, bs);

b) g : V3(R) x V3(R) — R, g(a,b) = 3a1by + 2a1b2 + a2b; + 3azbs, kde a =
(a1,a2,a3), b= (b1,ba,b3);

c) g:C{a,b) x C(a,b) = R, g(f1, f2) ff1

Reseni . Musime ovéfit podminky kladene na zobrazeni g v 6, 1.1.
a)

g(a,b) = 2a1b1 + agbs + 3azbs + asbs =
= 2bjay + baas + 3bsas + bgas = g(b7 g),
gla+bc) = 2(ay+b1)er + (a2 +b2)ea + 3(asz + bz)es + (ag + by)eg =

= (2&161 + asco + 3azcs + a4C4) + (2b161 + bocoy + 3bzes + b4C4) =

g(a,c) +g(b, o),

glaa,c) = 2(aar)er + (aag)es + 3(aas)es + (aaq)cs =
a(2a1c1 + azcs + 3ascs + asca) = ag(a, c),
g(a,a) = 4a?+a3+9d3+ai >0,
g(a,a) = 0&a=(0,0,0,0);
g je skalarni soudin.
b)
g(a,b) = 3aiby + 2a1by + agby + 3azbs,
g(bv Q) = 3bla1 + 2b1a2 + b2a1 + 3b3a37

tedy g(a,b) # g(b, a); g neni skaldrni soucin.
c)

b

g(fi, f2) = [ fil@)fe(z di?—ffz (z) dz = g(fa, f1),

a

g(fi+ fo. fs) = [Jfi(@) + fo(x)]f3(x) do =

f1(z) f3() d$+ff2 f3(x) dx = g(f1, f3) + g(f2, f3),

a

Qe R —

b b
glafi,fo) = [lafi@)]fa(z) dv = o [ fi(z)f2(2) dz = ag(fi, f2),
g(f. f) = fo dz > 0,

glf. f) = O@f( ) = 0 pro vSechna z € {(a,b), tj. f = 0;

g je skalarni soucin.
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6, 2.2. V euklidovském vektorovém prostoru V5(R) naleznéme vSechny vek-
tory z kolmé k vektoru a = (2, 3).
Reseni . Oznaé¢me z = (1, 72). Potom m4 platit

2
xa=2x1+3x2 =0, tj. x2 = —gxl.
Hledané vektory jsou tedy tvaru
2 .
z = (21, —gxl), z1 € R, neboli z = k(3,-2), k € R.
6, 2.3. V euklidovském vektorovém prostoru V4(R) vypocitejme délku vek-

toru a = (5,—1,0,v/23).
Reseni . Podle def. 6, 1.3 je

lal| = V(za) = /(25 +1+0+23) =49 = 7.

6, 2.4. V euklidovském vektorovém prostoru V5 (R) vypoéitejme tihel vektort
a=(1,-1,0,2,1),b=(1,1,-4,3,1).
Reseni . Pro tihel ¢ vektort a, b plati podle def. 6, 1.3
ab 1-14046+1
lall o]l /O +1+0+4+1)/A+1+16+9+1)

cos p =

tj. ¢ =

= T
2’ 3

6, 2.5. Ve V3(R) zvolme vektory a = (—1,2,1), b = (3, —2,2). Ureme g(., b),
[la|], ||b]| & rozhodnéme, zda vektory a, b jsou ortogonélni, jestlize
a) g(a,b) = a1by + azbs + asbs;
1?) g(g, b) = 10a1b1 + 3a1bs + 3asby + 2asbs + asbz + asbs + asbs.
ReSeni .
a) gla,b) = —3—4+2 = -5,
lal| = vVI+4+1=+6, [b]| =VI+4+4=1T.

b) Musime ovéfit, ze g je skuteéné skaldrni soucin. Prvni t¥i podminky 6, 1.1
jsou zfejmé, posledni plyne z tohoto vypoctu:

g(a,a) = 10a? + 6ajas + 2a§ + 2aza3 + a3 =
= (\/ECH + \/%M) + (a2 + a3)2 + QCL% — %a% — a% =
= (\/Em + \/%az)Q + (az + az)? + {503
Je tedy g skaldrni soucin. Plati

g(a,b) = —30+6+18 —8+4—2+2=—10,
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la|l = VIO — 12+ 8+ 4+ 1 = V11,
||b]] = V90 — 36 + 8 — 8 + 4 = V/58.

Vektory nejsou ortogondlni ani v jednom piipadé.

6, 2.6. V euklidovském vektorovém prostoru V;(R) naleznéme ortonormalni
bazi podprostoru

U=1(1,-2,20),(1,-2,2,3),(-1,1,0,0)].

Reseni . Pouzijeme Gramtiv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces, viz 6, 1.10. Snadno
se ukéze, ze vektory a; = (1,-2,2,0), a5 = (1,-2,2,3), a3 = (—1,1,0,0) jsou
line4rné nezavislé. Tvoii tedy bazi podprostoru U. Jeho dimenze je 3. Hledame
nejprve ortogonalni bazi B = {b;, by, bs}.

1. krok. Polozime b; = a; = (1,-2,2,0).

2. krok. Hledame vektor by, = a5 + a21b; s podminkou byb; = 0:

by =1(1,-2,2,3) + ao1(1,-2,2,0) = (1 + o1, —2 — 20001, 2 4 20021, 3),

QQQl = (l+0[21) . 1+(—2—20&21) . (—2)+(2+20121) .2+3. 0:9a21+9:
0, tj. ag; = —1.

Dostali jsme vektor b, = a, — by = (0,0,0,3).

3. krok. Hleddme vektor b; = ag + as1b; + assby s podminkami b3, = 0,
bsby = 0: Analogicky jako ve 2. kroku vypocitame, ze

by = (=1 + asz1,1 — 231, 2031, 3a32),

b3b1 = (—1 + 0[31) .14+ (]. - 2&31) . (—2) + 20[31 .2+ 30[32 .0=-3+ 90[31 =
0, tj. ag1 = 3,

b3b2 = (—1+a31) . 0—}—(1—20&31) .042a31 . 0+3as2 . 3 =9a32 =0, tj. aze = 0.
Dostali jsme vektor by = a5 + 1b; = (=2, 4,2,0).

Jedna ortogonalni baze B je tedy

21 2
{(11_23270)7(0707073)7(_3737330)}'

Jak ziskdme z ortogondlni baze B ortonormalni bazi D? Staci kazdy vektor b,
nasobit ¢islem 1/]|b;|| a vysledné vektory ¢y, ¢y, c5 budou mit délku 1. Protoze
[1b1]] = 3, ||bs]| = 3, ||bs]| = 1, je hledané ortonormalni baze

1 22 212
D={(>-22 1), (-2,2,2 :
{(3’ 37370)7(0707Oa )v( 3737370>}

6, 2.7. V euklidovském vektorovém prostoru V;(R) mdme dany vektory a; =
(1,0,1,0), ay = (—1,-3,0,2). Necht W = [a,, a,]. Naleznéme ortogonélni béaze
prostortt W a W,

Reseni . Nejprve hledame ortogonalni béazi {c,,c,} podprostoru W Gramovym-
Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem. Dostaneme

1 1 1
21221:<1a07170>7 22:Q2+521: _57_37572 .
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Béazi {¢;, ¢y} doplnime na ortogonalni bazi prostoru V4(R). MiZzeme postupovat
napf. tak, Ze vektory ¢;, ¢, doplnime na bazi prostoru V4(R) a na tu opét prove-
deme Gramuv-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces. Je vSak vyhodné postupovat
i jinak.

Najdeme libovolny nenulovy vektor ¢, takovy, aby cslcq, c3lcy. Oznacme
¢ = (c31, 32, ¢33, c34). Pro Cisla c3; dostaneme z podminek kolmosti soustavu
rovnic

31+ C33 =0,
—3c31— 3zt eszt 2034 = 0.
To je homogenni soustava dvou rovnic pro ¢tyfi neznamé, za c, zvolime libovolné
jeji feSeni, napt. ¢; = (0,2,0,3). Podobné z podminek ¢, l¢q, ¢4Ley, cyley
dostaneme homogenni soustavu t¥i rovnic pro ¢tyfi neznamé cg;:

ca+ C43 =0,
—3Ca— 3caot Feazt 2044 =0,
2¢40+ 3cqq = 0.

MiiZzeme volit napi. ¢, = (13, —3, —13,2). Ortogonalni bazi prostoru W+ je tedy
napt. {c3, ¢y}, tj.
{(07 23 07 3)7 (137 73; 713, 2)}

6, 2.8. V euklidovském vektorovém prostoru V4(R) jsou dédny podprostory
U=1[(1,3,3,5),(1,3,-5,-3),(1,-5,3,-3)], W = [(1, -1, —1,1)]. Dokazme, ze
W = U+ a naleznéme ortogonalni priimét vektoru b = (2, —5,3,4) do U.
Reseni . Snadno nahlédneme, Ze generatory podprostoru U jsou linearné neza-
vislé, tvori proto bazi prostoru U. Déle plati

(1,-1,-1,1)(1,3,3,5) = 1-3-3+5 = 0,
(1,—-1,-1,1)(1,3,-5,-3) = 1-3+5-3 = 0,
(1,—-1,—1,1)(1,-5,3,-3) = 1+45-3-3 = 0,

je tedy W = U+ (diikaz faktu, Ze k tomu, aby vSechny vektory z W byly kolmé
ke vSsem vektortim z U, staci, aby tato vlastnost byla splnéna pro vektory bazi
obou podprostort, ponechdvame jako snadné cvideni ¢tenafi).
Protoze V4(R) = UBU, tvoii mnozina B = {(1,3,3,5), (1,3, -5, -3), (1,-5,3,-3),(1,—-1,—1,1)}
béazi prostoru V4 (R). Nalezneme soufadnice vektoru b vzhledem k bézi B. Ozna¢me
hledané soufadnice (b, b, b3, by)s. Cisla b; musi zfejmé vyhovovat soustave rov-
nic, jejiz rozsirend matice je

1,

3, 3, -5 —1]|-5
3, -5 3, —1]| 3
5 -3, -3, 1| 4
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Pomoci elementarnich fadkovych tprav prevedeme tuto soustavu napt. na ekvi-
valentni soustavu s rozsifenou matici

i

)

) ) )

S O O
O O o
S 0 O =
— O =
N W W N

9 ) )

odkud postupné vypocitdme bz = (i,—g,%,Q). Tedy b = ¢+ d, kde ¢ =
1(1,3,3,5) — 2(1,3,-5,-3) + 3(1,-5,3,-3) e U, d = 2(1,-1,-1,1) e W =
U+. Ortogonalni primét vektoru B do podprostoru U je proto vektor ¢ =
(07_375a2)'
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Kapitola 7

Permutace, determinanty a
jejich uziti

7.1 Zakladni pojmy

7, 1.1. Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Potadim prvki 1,2,...,n rozumime kaz-
dou uspofadanou n-tici (iy,42,...,4,) prvka 1,2,...,n, kde se kazdy z prvkl
1,2,...,n vyskytuje pravé jednou.

7, 1.2. Definice. Inverzi v potadi (i1, 12, . . ., iy ) rozumime kazdou dvojici ¢&isel
ir,1s takovou, Ze r < s a zdroven i, > is (tj. vétsi Cislo se v poradi vyskytuje
pred mensim ¢islem).

7, 1.3. Definice. Permutaci m mnoziny {1,2,...,n} rozumime kazdou bijekci
mnoziny {1,2,...,n}. Permutaci 7 zapisujeme pomoci matice typu (2,n) tvaru

il) i?a R Zn

- - - )

Jis J2y --+5  n
ve které prvni fadek nazyvame poradim vzoru, druhy fadek poradim obrazi a
pro kazdé = € {1,2,...,n} je w(iz) = jr. MnoZinu v8ech permutaci mnoziny
{1,2,...,n} znac¢ime S,. Inverzni zobrazeni 7—! k permutaci 7 nazyvdme in-

verzni permutaci k permutaci 7. Rikdme, Ze permutace je v zdkladnim tvaru,
jestlize potradi vzori je (1,2,...,n).

Pozndmka. Inverzni permutaci 7! k permutaci 7 ziskdme snadno zdménou
poradi vzort a poradi obrazi, tj. vyménou Ffadk v odpovidajici matici.

7, 1.4. Definice. Znaménkem permutace T rozumime celé &islo (—1)**™ kde

k je pocet vsech inverzi v poradi vzord a m pocet vSech inverzi v pofadi obraza.
Znaménko permutace 7 znacime sign 7.
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Pozndmka. Znaménka permutaci 7 a 7~ ! jsou stejné.

7, 1.5. Definice. Transpozici prvki v < s mensSich nez n rozumime permutaci
ve tvaru

1, 2, ..., r—1, », r+1, ..., s—1, s, s+1, ..., n
, 2, ..., r=1, s, r+1, ..., s—=1, r, s+1, ..., n )’

ve které se kazdy prvek rizny od r, s zobrazuje sdm na sebe, r se zobrazi na s
asmnar.

Poznamka. Znaménko kazdé transpozice je vzdy rovno —1. Kazdou permu-
taci lze vzdy zapsat jako slozeni koneéného poctu transpozic.

7, 1.6. Véta. Pro libovolné dvé permutace m, n mnoziny {1,2,...,n} plati
sign (w on) = sign 7 .sign 7.

7, 1.7. Definice. Bud A = (a;;) ¢tvercova matice n-tého fadu nad télesem T
Determinantem matice A rozumime prvek det A z télesa T, pro ktery plati:

. 1L, 2, .. n
det A = E sign ’ ’ ’ A1y G2sy - - - Ans,, s
$1, S2, ...y Sn
TESy
1, 2, ..., n . " , ‘
kdenw = .Jsou-ligy, as, .. ., a, Fadkové (resp. sloupcové)
S1, 82, ..., Sn
vektory matice A, piSeme misto det A téz det (aq,a,,...,a,)-
Poznamka.

a) Determinant matice A je soufet soudinti; v kazdém soucinu se vyskytuje z
kazdého tadku i sloupce praveé jeden prvek. Na druhé strané kazdy prvek fadku
¢i sloupce se vyskytuje aspon v jednom scitanci.

b) Plati det A = det A”.

7, 1.8. Véta. Determinant trojihelnikovité ¢tvercové matice A je roven sou-
¢inu prvki na diagonale.

7,1.9. Véta. Vznikne-li matice B ze ¢tvercové matice A n-tého fadu vyménou
dvou Fadki, resp. sloupci, potom det B = —det A.

Poznamka. Determinant ¢tvercové matice A, kterd mé stejné aspon dva
radky, resp. sloupce, je vzdy roven nule.

7, 1.10. Definice. Minorem (subdeterminantem) M;; z ¢tvercové matice A

prislusnym prvku a;; rozumime determinant matice, ktera vznikne z matice A
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.
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7, 1.11. Definice. Je-li A ¢tvercova matice, a;; libovolny jeji prvek, potom
algebraickym dopliikem A;; prvku a;; rozumime prvek

Aij = (—1)i+jMij.

7,1.12. Véta (o rozvoji determinantu podle i-tého fadku, resp. j-tého sloupce).

det A = Z(—l)Hjai,jMij = Z(—l)Hjai.jMi‘
j=1 i=1

7, 1.13. Véta (o souc¢tu determinantit).

det (Q17Q27~--7Qi717gi+bi79i+1a--~ a ):

» Cn

=det (ay,...,a;...,a,)+det (ay,...,b

ey )

7, 1.14. Véta (o vytykani konstanty ze fadki).

det (ay,a9,...,0; 1,00;,0; 1,...,a,) =

» En

= a.det (917927 te 7@1'717@1'7@1'4»13 te 7Qn)

7, 1.15. Véta (o souéinu dvou determinantt). Budte A B ¢tvercové matice
téhoz fadu n. Potom plati:

det (AB) = det A.det B.

7, 1.16. Véta. Hodnota determinantu se nezméni, jestlize k danému fadku,
resp. sloupci pfi¢teme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich tadkd,
resp. sloupci.

7, 1.17. Dtsledek. Determinant regularni matice je vzdy rtzny od nuly, de-
terminant singuldrni matice je vzdy roven nule.

7, 1.18. Véta (Cramerovo pravidlo). Necht je ddna soustava n linedrnich rov-
nic o n neznamych

1171+ Q122+ ...+ Q1pTn = c1,

a21T1+  Q22%2+ ...+ Q2pTn = Cg
.

Ap1T1+  Ap2Z2+ ...+ Gppdp =  Cp,

ve které je matice soustavy A regularni. Potom soustava maé jediné feSeni x =
(z1,x2,...,2,), pro kterd plati:
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Oznacime-li sloupcové vektory matice A po fadé by,bs,...,b, a jeli ¢ =
(c1,¢2,...,¢y), potom pro kazdou slozku x; Teseni z je

_ det (blab27"'7@7;7172797;4»17"'7977,)
- det (by,by,-..,b,)

»Yn

X

7, 1.19. Véta (o vypocltu inverzni matice pomoci determinantt). Necht A je

regulérni matice n-tého ¥adu. Potom pro inverzni matici A~' = (z;;) (n-tého
fadu) plati (A;; viz def. 7, 1.11):

SCZ‘j =

det A°

7.2 ResSené priklady

7, 2.1. Urceme pocet vSech inverzi v poradi:

(2,7,3,8,4,6,1,5).

Reseni . Pii hleddni inverzi (viz def. 7, 1.2) musime volit takovy zptisob feSeni,
abychom na zadnou inverzi nezapomnéli. Budeme postupovat odleva: Cislo 2 je
prvni, inverzi miize tvofit pouze s ¢islem 1 a to je napravo (1 inverze). Cislo 7
je druhé nejvétsi, inverzi proto kromeé cisla 8 tvori s kazdym dalsim, které je od
ného napravo (5 inverzi). Cislo 3 tvoi{ inverzi pouze s ¢fslem 1 (1 inverze). Cislo
8 je nejvétsi, proto tvoii inverzi se vSemi ¢isly napravo (4 inverze). Za &islem
4 jsou ¢isla 6, 1, 5 a ¢islo 4 tvori inverzi pouze s ¢islem 1 (1 inverze). Napravo
od ¢&isla 6 jsou éisla 1, 5 a obé s 6 tvoii inverze (2 inverze). Cislo 1 je nejmenst,
zddnou inverzi nemuze tvofit (0 inverzi). Za ¢éislem 5 uz napravo zadné dalsi
¢islo neni, posledni ¢islo inverze tvofit nemiuze. Celkovy pocet inverzi je proto

1+5+1+4+14+2+0=14.

7, 2.2. Bud k libovolné pfirozené ¢islo. Uréeme pocet inverzi v poradi
(2k,2k —2,...,2,2k+ 1,2k —1,...,1).

Reseni . Poradi obsahuje sestupnou fadu sudjch ¢isel, za kterou nasleduje se-
stupné fada lichych cisel. Libovolné sudé ¢islo tvori inverze se vSemi mensimi
sudymi ¢isly v prvni skupiné a se vSemi mensimi ¢isly lichymi - tedy kazdé mensi
Cislo je urcité napravo od uvazovaného sudého cisla a tvori s nim inverzi. Libo-
volné liché ¢islo utvori inverze pouze s lichymi mensimi ¢isly, ktera lezi napravo
od néj. Proto celkovy pocet inverzi uréime ve dvou skupinéch - zvlast u sudych
a zvlast u lichych éisel.

a)
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’ Cislo \ Pocet inverzi, které tvoii

2k 2k —1
2k —2 2k —3
4 3
2 1

Pocet inverzi tvofenych sudymi ¢isly je dan souctem k sc¢itanca 1+ 3+ ...+
(2k — 1) = 2Ek — 2,

b)
’ Cislo \ Pocet inverzi, které tvori ‘
2k+1 k
2k —1 k-1
5 2
3 1

Pocet inverzi tvorenych lichymi Cisly je dan souc¢tem k séitanct 1+2+...+k =
k(k+1)
—

Poéet inverzi v daném poradi je tedy k2 + @

2, 3, 6, 7, 5, 1, 4
3, 4, 5, 1, 7, 6, 2)
Reseni . Miizeme postupovat dvéma zptisoby. Bud uréime pocet inverzi v poradi
vzori a v poradi obrazili, nebo nejprve zapiSeme permutaci v zédkladnim tvaru.
Ukéazeme oba zpisoby.

a)

7, 2.3. Urceme znaménko permutace <

Inverze v poradi vzori Inverze v poradi obrazii

| Cislo [ Pocet inverzi | | Cislo [ Poéet inverzi |
2 1 3 2
3 1 4 2
6 3 5 2
7 3 1 0
5 2 7 2
1 0 6 1

’ Celkem \ 10 ‘ ’ Celkem \ 9 ‘

Znaménko permutace je (—1)109 = —1.

L 2, 8 4, 5 6 7Y,
6, 3, 4, 2, 7, 5 1)~

fadi vzort nemé zadnou inverzi, stac¢i proto urcit pocet inverzi v potradi obrazii:

b) Permutace zapi§me v zdkladnim tvaru: (
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’ Cislo \ Pocet inverzi
6 5

QY | DN | W
N NN

Celkem je v potadi obrazii 13 inverzi a znaménko permutace je (—1)!3 = —1.

7, 2.4. Urceme, s jakym znaménkem se v determinantu 7. fadu vyskytuje
¢len ajzazsassaseasrasiars.
Reseni . Znaménko ¢lenu je ddno znaménkem permutace

1, 2, 3, 4, 5 6, 7
3, 4, 5 6, 7, 1, 2 )’
ktera je v zékladnim tvaru. Sta¢i proto urcit pocet inverzi v poradi obrazt

- téch je celkem 10. Proto znaménko této permutace i prislusného séitance v
determinantu je 1.

7, 2.5. Vypocitejme podle definice determinant matice A 4. fd4du nad R,
jestlize

0, 0, 0, 1
0, 0, 2, 3
A=10 4 5 ¢
7,8, 9, 10

Reseni . Determinant 4. ¥a4du obsahuje celkem 4! s¢itancii. Protoze vSak matice
ma velky pocet nul, budeme hledat pouze ty s¢itance, které nebudou rovny nule.
V prvnim fadku je nenulové pouze ¢islo 1 v poslednim sloupci. Proto dalsi ¢initel
sCitance v determinantu uz nemiize byt z posledniho sloupce. Ze druhého radku
proto mtizeme do soucinu vzit pouze ¢islo 2, aby vysledek mohl byt rizny od
nuly. Ve tfetim fadku uz nemtzeme pouzit prvky z poslednich dvou sloupci -
muZeme proto nasobit bud nulou, nebo ¢tyfkou. ProtoZe chceme ziskat nenulovy
sCitanec determinantu, musime vybrat ¢islo 4 ze druhého sloupce. V poslednim
rfadku pak zbyva pouze moznost nasobit ¢islem 7. Z tvah vyplyva, Ze pouze
jediny s¢itanec v determinantu je rizny od nuly. Je jim scéitanec

. 1, 2, 3, 4 B o
51gn(4, 3 2 1>.1.2.4.7 = 56 (pocet inverzi je 6).

7, 2.6. Vypocitejme determinant matice A, jestlize

1, 3, 5
A= 5 3 1
2, 0, 4
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Reseni . Determinant mtizeme poéitat bud z definice, nebo pomoci dovolenjch
uprav.
a) Vypocet podle definice:

. 1, 2, 3 . 1, 2, 3
51gn<1 2, 3).1.3.4—1—51gn<37 1, 2).5.5.0—i—

)

. 1, 2, 3 . 1, 2, 3
—|—51gn<27 3, 1).3.1.2—&—51gn<37 2, 1).5.3.2—1—
. 1, 2, 3 . , 2
—1—51gn(27 1, 3>.3.5.4+51gn( o3 2

=12 +0+6 —30 —60 —0= —T72

—_ =

w
~
—
—_
o
I

b) Vypodet pomoci dovolenych tprav (volba dovolenych tprav zavisi znaéné na
zkuSenosti fesitele): Cilem je vytvorit ve sloupci ¢ fadku vétsi pocdet nul a snizit
fad determinantu pomoci véty o rozvoji determinantu (véta 7, 1.12).

1, 3, 5 1, 3, 5

5 3, 1|=|4, 0, -4 |=

2, 0, 4 2, 0, 4

4, —4 1, 5 1, 5
_1\1+2 9 _1)2+2 ) _1)3+2 9 —
(-1)'**.3. ’ 9 4 ’+( 1) .0.‘2’ 4 ‘+( 1) .0.’4’ _4’
1, -1
=(=3).4.2. | 5 |=-24.2-(-1)]=-72

Pfi vypoctu byly provedeny tyto tGpravy: pricteni linedrni kombinace ostatnich
Fadkd k druhému (determinant se nezméni), rozvoj deteminantu podle druhého
sloupce, vytknuti ¢isla 4 z prvniho a ¢isla 2 z druhého radku.

1, 2, -1, -2
oy . » 1, 4, 1, 4
7, 2.7. Vypocitejme determinant 4. fadu 1 8 _1 -8

)
1, 16, 1, 16

Reseni . Determinant vypoc¢itame tak, Ze pomoci tiprav a rozvoje pfevedeme
ulohu na vypocet determinantu nizsitho fadu. Upozoriujeme vsak, ze vybér
uprav mize byt i jiny, nebot zéalezi na cili iprav a zkuSenosti FeSitele. Zvolime
takové apravy, abychom v prvnim sloupci ziskali co nejvétsi pocet nul. Toho mi-
zeme dosdhnout nap¥. tak, Ze prvni fadek odec¢teme od vSech ostatnich. Zde v8ak
budeme postupovat tak, ze od daného radku odecteme vzdy rfadek predchozi:

1, 2, -1, -2 1, 2, -1, -2 1, 2, -1, -2
1, 4, 1, 4| |1, 4 1, 4| [1, 4 1, 4|
1, 8 -1, -8 1, 8 -1, -8 | |0, 4, -2, -12|°
1, 16, 1, 16 0, 8 2, 24 0, 8 2, 24

) )
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—12 |[+0+0+0=

‘12

)

L, 2, -1, -2 2 2 6

0, 2, 2, 6 141
= (—1) 1.]4, -2

0, 4, -2, —12 s 5 o

0, 8 2, 24 ’ :

2, 2, 6 6, 0, —6
=14, =2, —12 |=| 4, -2, —12 | =(-1)>T%(-2).

8, 2, 24 12, 0, 12

1, -1
=(-2).6.12. | | |=(-144) . (1+1)=-288.

Mizeme postupovat i po sloupcich (pfi¢teme druhy ke ¢tvrtému, prvni ode¢teme
od tfetiho) a déle dle Gvahy tak, aby se vypocet co nejvice zjednodusil:

1, 2, -1, -2 1, 2, 0 0 1, 2
L, 4, 1, 4| |1, 4, 2, 8| |1, 4,
, 8 -1, =8| |1, 8 0, 0| |1, 8,
1, 16, 1, 16 1, 16, 2, 32 0, 12,

1, 2, 0
=(=1)*3 . 2.1, 8 0|=(=2).(-1)*3.24
0, 12, 24
= (—48) . (8 —2) = —288.

7, 2.8. Vypocitejme determinant n-tého radu

a, b, b, ..., b
b, a, b, ..., b
b’ b’ a’ bl b
b7 b7 b7 b a/

(n > 2 je pfirozené ¢islo, a, b jsou redlnd ¢isla).

Reseni . Je-li a = b, ma determinant alesponi dva fadky stejné, a proto je roven
nule. Pfedpokladejme tedy, ze a # b. Podle véty o rozvoji determinantu 7, 1.12
je nas determinant roven determinantu (n + 1)-ho fadu (pfidany Fadek umozni

odedist vétsinu ¢isel b)

1, b, b, , b 1, b, b,
0, a, b, , b -1, a-—©b, 0,
0, b, a, ..., b|=| —1, 0, a-—b,
0; bu bu y @ _17 07 0’

Nyni mazeme k prvnimu sloupci pfi¢ist linearni kombinaci ostatnich sloupct
s koeficienty ﬁ (tim bude v determinantu v prvnim sloupci nenulovy pouze
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jediny prvek a pod diagonalou samé nuly):

1+nﬁ, b, b, , b
0, a—b, 0, ... 0 )
0, 0, a=0b, ..., 0 :(1+na_b>(a—b)".
0, 0, 0, , a—2>b

1, 1, ..., 1, n
1, 1, ..., n, 1
7, 2.9. Vypocitejme determinant n-tého fadu | ....................
1, n, , 1,1
n, 1, 1, 1

Reseni . Postupujeme napi. tak, ze k prvnimu fadku pfic¢teme linedrni kombinaci
ostatnich s koeficientem 1 u kazdého radku:

2n—1, 2n—1, ..., 2n—1, 2n-—1
1, 1, , n, 1
17 ) ) ]-7 1
n, 1, , 1, 1
1, 1, A | 1, 1, ..., 1, 1
1, 1, ., on, 1 0, 0, , n—1, 0
=Cn—1)| .o R P =
1, n, , 1, 1 0, n—1, , 0, 0
, 1, L, 1,01 n—1, 0, , 0, 0
. 1, 2, ey n—l, n N n—1 . _
—s1gn(n’ n-1 ... 9 1 ) (n=1)"2n-1)=

=(2n—1)(n-— 1)n*1(_1)n(n71>/2

Totéz lze ziskat pFimo odec¢tenim prvniho fadku od ostatnich a pfi¢tenim prvnich
n — 1 sloupcii k poslednimu:

1, 1, ..., 1, n 1, 1, o 1, 2n+1
0, 0, , n—1, 1-—n 0, 0, ., n—1, 0
0, n—1, , 0, 1—n 0, n—1, , 0, 0
n—1, 0, , 0, 1—n n—1, 0, , 0, 0
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7, 2.10. Vypocitejme determinant (2n)-tého fadu

1, 0, 0, , 0, 0, , 0, 0, in
0, 3, 0, , 0, 0, , 0, 4n-—2, 0
0, 0, 5, , 0, 0, . dn—4, 0, 0
0, 0, 0, . 2n—1, 2n+2, , 0, 0, 0
0, 0, 0, , on, 2n+1, , 0, 0, 0
0, 0, 6, , 0, 0, ., 4n—5, 0, 0
0, 4, 0, , 0, 0, , 0, 4n—3, 0
2, 0, 0, , 0, 0, , 0, 0, 4n—1

Reseni . Determinant mé urcitou ,symetrii“. Pii blizsim pozorovani zjistime, ze
se jen nepatrné lisi prvni fadek od posledniho, druhy od ptredposledniho atd.
Pokusme se proto vzdy odedist i-ty fadek shora od i-tého fadku zdola (prvnich
n Fadkd se nezméni):

1, 0, 0, ..., 0, 0, , 0, 0, 4n
0, 3, 0, , 0, 0, , 0, 4n—2, 0
0, 0, 5, , 0, 0, , 4n —4, 0, 0
0, 0, 0, , 2n—1, 2n+42, , 0, 0, 0
0) 07 07 ) 17 _17 ) Oa 07 0
07 Oa 17 ) 07 07 ) _15 07 0
Oa 13 07 ) 07 07 ) Oa 71’ 0
]-a ) 07 ) 07 07 ) 0; 07 -1

Po této upravé se nabizi vyuziti obdobné tupravy pro sloupce. Pfi¢teni j-tého
sloupce zprava k j-tému sloupci zleva povede k tomu, Ze pod diagonalo budou
uz samé nuly:

dn 4+ 1, 0, 0, , 0, 0, , 0, 0, 4n
0, 4n-+1, 0, ..., 0, 0, ..., 0, 4n—2, 0
0, 0, dn+1, ... 0, 0, ..., 4n—4, 0, 0
0, 0, 0, , 4dn+1, 2n+ 2, ) 0, 0, O
07 07 07 ) 07 _17 ) Oa 07 0
07 07 07 ) 07 07 ) _15 07 0
07 07 07 ) 07 07 ) Oa 717 0
07 07 07 ) 07 07 ) 07 07 -1

Protoze pod diagonalou jsou nuly, je determinant roven souc¢inu prvka na dia-
gondle: (4n + 1)"(—1)".
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7, 2.11. (Rekurentni metoda vypoctu determinanti.) Vypocitejme determi-
nant D,, n-tého fadu pro libovolné n € N, jestlize

0, 0, ..., 0, 3 1
0, 0, ..., 3, 1, 4
D, |0 0 140
3, 1, ..., 0, 0, 0
]" ) b 0’ 07 0

Reseni . V prvnim fadku jsou pouze dva nenulové prvky. Je proto vyhodné
pouzit vétu o rozvoji determinantu podle 1. fadku (véta 7, 1.12 pro i = 1):

0, 0, ..., 0, 0, 3, 4
0, O, , 0, 3 1, 0
Dn =3. (71)1+n71 07 07 ) 37 17 4a 0 +
3, 1, , 0, 0, 0, O
L4, , 0, 0, 0,0
0, 0, ;0 0,3, 1
0, 0, ;3 1, 4
_|_1.(_1)1+n 07 07 9 ]-7 47 O
3, 1, , 0, 0, 0
1, 4, , 0, 0, 0

Oba determinanty jsou (n—1)-f4du. Druhy z nich je stejného typu jako pivodni
determinant - mdzeme ho proto oznacit D,,_;. Prvni determinant lze rozvinout
podle posledniho sloupce. Dostaneme:

0, 0, , 0, 0, 3, 4 0, 0, , 0, 3, 1

0, 0, , 0, 3 1, 0 0, 0, .03, 1, 4

07 Oa ) 37 17 47 0 =4 . (71)1+n71 07 01 ccy ]-7 4: 0 —

3, 1, , 0, 0, 0, 0 3, 1, .0, 0, 0

1, 4, , 0, 0, 0, 0 1, 4, , 0, 0, 0
= 4. (=1)"Dy_s.

Dosadime-li do rovnice pro D,,, dostavame rekurentni formuli
D,=3.(-1)".4.(-1)"D,_o+ (-1)""'D,,_1 =12D,,_5 + (-1)""'D,,_;.

Jestlize si uvédomime, ze Dy = 1, Dy = 11, potom D3 = 12Dy + (—1)2Dy = 23
(a 1ze pocitat dale Dy, D5 atd.).

7, 2.12. Pomoci Cramerova pravidla naleznéme feseni soustavy

z + 3y + 5z = -1,
2 — 3y + 4z = -5,
5 4+ 3y + =z = 7.
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Reseni . Aby bylo mo7né fesit soustavu pomoci Cramerova pravidla, musi byt
determinant D soustavy rtzny od nuly.

1, -1

1, 3,5 1, 3, 5 5 9
D=2 -3 4|=[3 0 9 |[=3.(-1)2 . _4’=
57 37 1 4, O, _4 ’
1, 3
=(-3).3.4. = (—36). (-1 —-3) =144

Muzeme tedy pouzit Cramerovo pravidlo a soustava bude mit jediné FeSeni
(2,9, 2). Pro nezndmou x musime nejprve vypocitat determinant D,., ve kterém
je prvni sloupec matice soustavy nahrazen sloupcem pravych stran:

-1, 3,5 -1, 3, 5 6 o
Dy=| -5 =3, 4|=|-6, 0 9|=3. (=) ) ‘=144.
7, 3, 1 2, 0, 5 ’

)

Tedy x = D,/D = 1. Obdobné pro vypocet nezndmé y nejprve musime vy-
pocitat determinant D,, ve kterém je druhy sloupec matice soustavy nahrazen
sloupcem prvych stran:

)

1, -1, 5 I, 0 0 . e
D,=|2 -5 4|=|2 -3 —6 —’ o _24’—
5, 7,1 5 12, —24 ’
-1, -2
3.12.‘ ) _2‘144.

Proto je y = D,/D = 1. Konecné je tieba vypocitat determinant D, ktery
vznikne z matice soustvy nahrazenim tfetiho sloupce sloupcem pravych stran:

1 1 5 6
D,=|2 -3 -5|=|3 0 —6|=3.(-1" 2 ’:
5 3, 7 7, 0, 2 ’

L, -2
=(-9) . ‘ P

tedy z = D, /D = —1. Soustava m4 jediné feSeni, a to vektor (1,1, —1).

7, 2.13. Vypocitejme hodnotu nezndmé x; ze soustavy

r1 + Tro + r3 + ... + z, = 1,
r1 + 2z + r3 + ... + T, = 2,
r1 + Tro + 31‘3 + ... + Ty = 3,
cey

xr1 + To + x3 + ... + nx, = n.
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Reseni . Determinant soustavy je riizny od nuly, nebot

1, 1, 1, ..., 1 1, 1, 1, , 1
1, 2, 1, 1 0, 1, 0, , 0
1, 1, 3, ..., 1|=]0, 0, 2, , 0|=(n-1)
1, 1, 1, . n 0, 0, 0, . n—1

Mtutzeme tedy pouzit Cramerovo pravidlo. Determinant D,, vypocitdme z ma-
tice, kterd vznikne nahrazenim prvniho sloupce v matici soustavy sloupcem
pravych stran:

1, 1, 1, ..., 1 1, 1, 1, ..., 1
2, 2,1, ..., 1 1, 1, 0, , 0
Dy, =13, 1, 3, ..., 1]|= 2, 0, 2, , 0
n, 1, 1, ,n n—1, 0, O, , n—1

Nyni ode¢teme od prvniho sloupce linedrni kombinaci ay + a5 + ... + a,, (g;

oznaduje i-ty sloupec posledniho determinantu); pod diagonalou dostaneme uz
samé nuly:

1—(n—1), 1, 1, ..., 1
0, 1, 0, ) 0
D,, = 0, 0, 2, , 0(=2-n)(n—-1)!
0, 0, O, , n—1
Proto 5 N
SO [V B
(n—1)!
Soustava ma jediné feSeni (z1,xa,...,x,), jehoZ prvni slozka 1 = 2 — n.

7, 2.14. Ukazme, ze matice A je reguldrni a pomoci determinantd vypodi-
tejme inverzni matici A™* k matici A, jestlize

1, 3, 5
A= 2 3, 6
5 3, 1
Reseni .
1, 3, 5 1, 3, 5 . .
2, 3, 6|=|1, 0, 1|=3.(-1)'"%.4 ‘1’ _1‘_24,
5 3, 1 4, 0, —4 ’
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_ (=DM

. 1 , . . ..
Pro prvky a,;; matice A™" plati a;; = dot 4 (viz 7, 1.19). Musime tedy urdit

celkem devét determinantu 2. radu:

M = g (15 =3-18=-15 = aj; = (-1 (—éi):—g,
May = g: Dl=3-1=m12 = ap= (- (‘Z :%;
M3y = g: 2 —‘g: ?’—3 = a13:(—1)1+3%7é;

Mz = é ? =1-25=-24 = ap=(-1)"" (_§i>:—1;
M =| ) g =0m10= 0 = e = 0 () =
Mlg‘ g 3‘6159 = a31(1)3+1<2i):;
M23=‘ é: 2‘23—15:—12 = a32—(_1)3+2<_;i>:;;
M33:’§Z 3’:3‘6=—3 = a33=<—1>3+3(‘z?2):—§;

—5/8, 1/2, 1/8
A= 7/6, —1, 1/6
-3/8, 1/2, —1/8
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Kapitola 8

Linearni zobrazeni,
izomorfismus vektorovych
prostoru

8.1 Zakladni pojmy

8, 1.1. Definice. Necht V(T'), V' (T') jsou vektorové prostory (nad stejnym télesem
T). Zobrazeni ¢ : V — V' se nazyva linedrni zobrazens, jestlize pro libovolné
a,beV, a €T plati:

a) p(a+b) = p(a) + p(b) (zobrazeni je aditivni)

b) p(aa) = ag(a) (zobrazeni je homogenni).

8, 1.2. Poznamka. Z def. 8, 1.1 plyne, zZe obraz linedrni kombinace vektori z
V je roven linedrni kombinaci jejich obrazt se stejnymi koeficienty (odtud nazev
linedrni zobrazeni).

8, 1.3. Véta. Necht {a1,as,...,a,} je baze prostoru V(T), by, ba, ..., b, libo-
volné vektory z V/(T). Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V.— V'
takové, ze

@(al) = b17 (P(ag) = bg, RN Qp(an) =b,.

8, 1.4. Definice. Necht V(T') je m-rozmérny vektorovy prostor, V'(T) n-
rozmérny vektorovy prostor, necht A = {aj,aqs,...,a,} je baze vektoru V,
B = {b1,ba,...,b,} baze vektoru V', ¢ : V. — V' linearni zobrazeni. Matici
A, g typu (m,n), kterd ma v i-tém fadku (i = 1,2,...,m) vektor soutadnic
obrazu ¢(a;) (i-tého vektoru z baze A) v bazi B, nazyvime matict zobrazeni ¢
vzhledem k bazim A, B.
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8, 1.5. Véta. Necht V(T'), V'(T), V"(T) jsou vektorové prostory, ¢ : V. — V'
1 : V' — V" linedrni zobrazeni. Pak sloZené zobrazeni n = pot : V — V" je
linedrni zobrazeni. Je-li dim V = m, dim V’/ =n, dim V" = p, A baze prostoru
V', B baze prostoru V', C baze prostoru V", je matice A, 4 ¢ typu (m,p) a plati

Ay ac=A, aAyBe

8, 1.6. Véta. Necht ¢ : V(T') — V'(T) je linedrni zobrazeni. Necht existuje
inverzni zobrazeni ¢! : V| — V. Pak je zobrazeni ¢_; line4rni. Je-li dim V =
dim V' = m, A baze prostoru V, B baze prostoru V', plati pro matici A -1 5 4
m-tého fadu
A, ipa= (Atp,.A,B)il'

8, 1.7. Véta. Necht A = {ay,az,...,an} je baze vektorového prostoru V(T),
@ : V(T) — V'(T) linedrni zobrazeni. Pak plati:
a) Zobrazeni ¢ je injekce, pravé kdyz o(a1), ¢(az2), ..., @(an) jsou linedrné ne-
zévislé vektory (ve V'(T)).
b) Zobrazeni ¢ je surjekce, pravé kdyz [¢(a1), p(az),...,p(am)] =V
c) Zobrazeni ¢ je bijekce, pravé kdyz {¢(a1),p(az2),...,p(am)} je baze pro-
storu V.

8, 1.8. Definice. Necht ¢ : V(T) — V'(T) je linearni zobrazeni. MnoZina
Ker ¢ = {a € V; ¢(a) = o} se nazyva jddro zobrazeni ¢, mnozina Im ¢ = {b €
V' 3a € Vi ¢(a) = b} se nazyva obraz zobrazeni .

8, 1.9. Véta. Ker ¢ je podprostor prostoru V(T), Im ¢ je podprostor
prostoru V'(T).

8, 1.10. Véta. Necht ¢ : V(T) — V'(T) je linearni zobrazeni a V' je kone¢né-
rozmérny prostor. Pak plati:

dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) = dim V.

8, 1.11. Dusledek. Necht ¢ : V(T') — V'(T) je linearni zobrazeni a V' kone¢-
nérozmérny prostor. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
a) ¢ je prosté,
b) Ker ¢ = {o},
¢) dim (Im ¢) = dim V.

8, 1.12. Definice. Prosté linedrni zobrazeni ¢ vektorového prostoru V(T') na
vektorovy prostor V/(T') se nazyvé izomorfismus. Vektorové prostory V, V', pro

¢ existuie iz Vs Sivail i ’
které existuje izomorfismus V — V', se nazyvaji izomorfni

8, 1.13. Véta. Necht V(T'), V'(T') jsou koneénérozmérné vektorové prostory,
dim V = dim V’. Pak jsou prostory V, V' izomorfni.
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8.2 Resené priklady

8, 2.1. Zjistéme, zda zobrazeni ¢ je linearni, jestlize

a) p: Va(R) = Vi(R), ¢(a) = a1, a = (a1,a2);

b) ¢ : V3(R) — V3(R), ¢(a) = (2a1,0,a1 + 3), a = (a1,a2,as).

Reseni . Ovéfime, zda zobrazeni ¢ ma obé vlastnosti z 8, 1.1.

a) Necht @ = (a1,a2), b = (b1,b2), a € R; plati [v dalsim textu piSeme ¢(a1, az)
misto ¢((a1, az))]:

<p(g+b) = w(a1+b1,a2+b2):a1+b1:
= (a1, a2) + (b1, b2) = ¢(a) + ¢(b),
plaa) = ¢laar,aas) = aay = ap(ar,as) = ap(a).

Zobrazeni ¢ je linearni.
b) Necht a = (a1, a9,a3), b = (b1, b2,b3), @ € R; plati:

pla+b) = (a1 +bi,a2 +ba,a3 +b3) = (2(ar +61),0,a1 + b1 +3),
QD(Q)-FQO(Q) = (2a1,0,a1+3)+(2b1,0,b1+3):(2(a1+bl),0,a1+b1+6)7

tj. p(a+b) # ¢(a) + ¢(b). Zobrazeni ¢ neni linearni.

8, 2.2. UkaZme, Ze zobrazeni ¢ vektorového prostoru V(R) vSech oriento-
vanych usefek v roviné s poc¢ateénim bodem v daném bodé P do V(R), které
zobrazuje orientovanou usecku na jeji zrcadlovy obraz podle dané pfimky pro-
chézejici bodem P, je linearni.

Reseni . SpInéni podminek z def. 8, 1.1 plyne ze shodnosti trojthelnikt (nakres-
lete si pfislusny obrazek).

8, 2.3. Zjistéme, zda existuje linedrni zobrazeni ¢ : V3(R) — P4(R) [P4(R)
je vektorovy prostor redlnych polynomickych funkei stupné nejvyse 4 nad R]
takové, ze

0(1,2,3) ==z + 23, ©(1,2,0) =1 + 2% + 24, ©(1,0,0) = x>,

V kladném piipadé uréeme o(—3,4,6).

Reseni . Vektory (1,2,3), (1,2,0), (1,0,0) jsou linedrné nezévislé, tvoii tedy bazi
V3(R). Proto podle véty 8, 1.3 zobrazeni ¢ existuje. K ureni ¢(—3,4,6) po-
tfebujeme vyjadrit vektor (—3,4,6) jako linedrni kombinaci vektortu (1,2,3),
(1,2,0), (1,0,0). Hleddme tedy a1, as, a3 € R tak, aby

(73743 6) = 051(17 23 3) + a?(la 2,0) + 043(1,0, 0)

Resenim pfislusné soustavy rovnic

oy + as + az3 = -3,
200 + 29 = 4,
30&1 = 6
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dostavame oy = 2, as = 0, g = —5. Protoze ¢ je linearni, je

©(—3,4,6) = 20(1,2,3) — 5p(1,0,0) = 2(x + 2%) — 52® = 22 — 325,

8, 2.4. Zobrazeni ¢ : V3(R) — V2(R) je dano pfedpisem
¢(a) = (a1 + az,a3), a = (a1, az,as).

Zjistéme, zda je toto zobrazeni linedrni. V kladném piipadé urceme matici zob-
razeni ¢ vzhledem ke standardnim bazim

A= {(la 0,0)7 (Oa 1, 0)7 (07 0, 1)}; B= {(L 0)7 (07 1)}

Reseni . Analogicky jako v piikl. 8, 2.1 se ukaze, ze ¢ je linearni zobrazeni (diikaz
ponechévame Ctenafi jako cviceni). Hleddme matici Aso a5+ V i-tém Tadku této
matice bude podle def. 8, 1.4 vektor soufadnic obrazu i-tého vektoru baze A
vzhledem k bazi B:

90(17070) - (130)53 QD(Ov 170) - (170)57 SD(anv 1) = (07 1)3

Proto
1, 0
AQ,AB = 1, 0
, 1

8, 2.5. Necht ve vektorovém prostoru V(T) je ddna baze A = {a1, as,as}, ve
vektorovém prostoru V/(T) baze B = {by1,bs,b3}. Necht u; € V, resp. v; € V',
i = 1,2,3 maji tyto soufadnice vzhledem k béazi A, resp. B: u; = (1,2, -2) 4,
Uy = (07231)«47 Uz = (LO)O)Av v = (1’_171)57 Uy = (_1717_3)3’ U3 =
(=1,1,1)5. Naleznéme matici linedrniho zobrazeni ¢ : V. — V' vzhledem k
bazim A, B, jestlize

o(u)) =v;, 1=1,2,3.
Reseni . Snadno se ovéii, ze vektory i, us,us jsou linedrné nezavislé, proto je

{u1,uz2,us} baze prostoru V a zobrazeni ¢ existuje. K sestaveni matice A, as
potiebujeme znat souradnice vektort ¢(a;) vzhledem k bazi B. Plati

u1:a1+2a2—2a37 ’U1:b1—b2+b37
uz = 2as + as, vy = —by + by — 3bg,
us = ay, v3 = —by + by + b3.

Protoze ¢ je linedrni zobrazeni a p(u;) = v;, i = 1,2,3, dostdvame soustavu
rovnic pro nezndmé ¢(ay), ¢(az), p(as):

pla1) + 2¢p(a2) — 2p(az) = by — by +  bs,
20(a2) + plag) = —by + by — 3bg,
v(a1) = —b; + by + by
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Tato soustava ma TeSeni

pla) = — b + by + by = (-1,1,1)p,
90(042) = - b3 = (070771)53
plas) = — b + by — b3 = (-1,1,-1)5.

Hledana matice tedy je

1, 1, 1
AW‘AB = 07 07 -1
-1, 1, -1

)

8, 2.6. Zobrazeni ¢ : V3(R) — V4(R) necht je ddno pfedpisem
©(1,0,0) =(3,1,2,1), ©(0,1,0) =(2,2,3,1), ©(0,0,1) = (4,2,1,4).

Naleznéme alespon jednu bazi Ker ¢ a alespon jednu bazi Im .
Reseni . Aby vektor (a1, as,as3) lezel v Ker o, musi pro néj podle def. 8, 1.8
platit

v(a1,as2,a3) = (0,0,0,0).

Protoze
((11,(12,&3) == al(]-aovo) + a2(0a 1,0) + a3(03 0; 1)

a ¢ je linearni, dostavame odtud
50(0‘17 az, (7,3) = al@(ly 07 0) + G‘ZSD(Ov 17 0) + G,3<,0(0, 07 1)3
tj.
(11(3, 13 2; ]-) + (12(2, 23 33 1) + 0,3(4, 27 13 4) - (07 07 03 0)
Po tpravé miizeme tuto rovnici pro aritmetické vektory prepsat na soustavu
¢tyT rovnic pro t¥i neznamé

3(11 —+ 2(12 —+ 4a3 = 0,
ar + 2a2 + 2a3 = 0,
207 4+ 3as + az = 0,
a; + ay + 4daz = 0.

Hodnost matice soustavy je 3, proto mé soustava pouze trividlni feSeni a =
(0,0,0). Tedy Ker ¢ = {o}.
Podle véty 8, 1.10 plati

dim V3(R) = dim (Im ¢) + dim (Ker ¢),

tj.
3 =dim (Im ¢) + 0 = dim (Im ¢) = 3.

Vektory (3,1,2,1), (2,2,3,1), (4,2,1,4) jsou linedrné nezavislé, proto tvoii hle-
danou bazi prostoru Im .
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8, 2.7. Necht ¢ : V3(R) — V2(R) je linearni zobrazeni definované pfedpisem
p(a) = (a1 — az,a1 + az), a = (a1,a2,a3),
¥ : Vo(R) — V4(R) linearni zobrazeni definované pfedpisem
P(b) = (0,b1,b1 + ba, by — 2ba), b= (b1,b2).

Naleznéme matici slozeného zobrazeni 7 = po1) vzhledem ke standardnim bazim
A={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a B = {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1) }.
ReSeni . PouZijeme vétu 8, 1.5. K tomu je vyhodné najit matice Asacy Ayen
kde C = {(1,0),(0,1)} je standardni baze prostoru V2(R). Plati

©(1,0,0)¢ = (1,1), 1, 1
80(07 170)6 = (_1,0), tedy ALP.AC = _]_7 0
©(0,0,1)c = (0,1), 0, 1
Analogicky
¥(1,0)5 = (0,1,1,1), /001, 1, 1
(0, 1)5 = (0,0,1,-2), W Aves={ g 0 1, -2 )
Proto
1, 1 0, 1, 2, -1
Apae= |~ 0 ( 87 (1)’ 1 —; > =10 -1, -1, -1
0 1 ) I ) 0, 0, 17 _2

8, 2.8. Jsou prostory V4(R) a P5(R) (prostor redlnych polynomickych funkei
stupné nejvyse 3 nad R) izomorfni?
Reseni . Podle véty 8, 1.13 budou prostory V4(R) a Ps(R) izomorfni, pravé kdyz
bude dim V4(R) = dim P3(R) (oba prostory jsou koneénérozmérné). Vime, ze
dim V4(R) = 4. Naleznéme aspoti jednu bézi prostoru P3(R). Libovolny poly-
nom f € P3(R) mé tvar

f(z) =az® +b2® +cx+d, a,b,c,d € R.
Polynomy fi(z) = 1, fo(z) = z, f3(x) = 22, fa(z) = 2® tedy generuji P3(R).
Rovnost oy f1 + aa fo + azfz + aufs = o, tj.
a1 f1(x) + az fo(x) + as f3(x) + as fa(xz) = 0 pro viechna = € R,

je zfejmeé splnéna praveé jen pro a; = as = agz = a4 = 0, polynomy f1, fo, f3, fa
jsou tedy linedrné nezévislé, proto tvori bazi prostoru P3(R). Tedy dim P3(R) =
4 = dim V4 (R) a oba prostory jsou izomorfni.

8, 2.9. Naleznéme alespoii jeden izomorfismus ¢ pro prostory V4(R) a P3(R)
z prikl. 8, 2.8.
Reseni . Podle véty 8, 1.3 existuje pravé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V4(R) —
P;3(R) definované piedpisem
#(1,0,0,0) =1, ©(0,1,0,0) =z, ¢(0,0,1,0) = 2%, (0,0,0,1) = 2.

Podle véty 8, 1.7 c) je toto zobrazeni bijekci, je to tedy hledany izomorfismus.
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