Definice. Usporadanou dvojici (P, <), kde < je ¢dstecné neostré usporadani na P, nazyvame
posetem (zkratka z anglického nazvu partially ordered set). MnoZinu P nazyvdme nosi¢em
posetu (P, <).

Priklady (odGvodnéte jednotliva tvrzeni):

(1) M je mnozina, S(M) mnoZina vsech rozklad(i mnoziny M. Relace , byt ziemnénim“ na S(M)
je definovana takto: S; <S,< kazdy blok z S; je podmnoZinou néjakého bloku z S,.
(5(M), <) je poset.

(2) M je mnoZina, E(M) mnoZina vSech ekvivalenci na M. (E(M), <), kde < znadi relaci , byt
podmnozinou“, je poset.

(3) (N, |), kde | je relace byt ,,délitelem*”, je poset. (Z, |) poset neni.

(4) Uzlovy graf na obrazku je grafem posetu:
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(5) M je mnoZina redlnych funkci definovanych na <0, 1>. Relaci < na M definujme takto:

FL<G & Vx e <0, 1>: F(x) < G(x).

Definice. Necht (P, <) je poset. Relace pokryti na mnoziné P je definovana takto: y pokryva x
(fikdme také, Ze x je pokryto y, x bezprostredné predchazi pred y, x je dolni soused y apod.),
jestlize plati

x<yan(VaeP:x<a<y =a=y).

Pomoci relace pokryvani tvofime tzv. Hasseovy diagramy (viz téz
class.pedf.cuni.cz/jancarik/download/Pre-algebra5.ppt), tak Ze z uzlového grafu vypustime
vsechny ,nadbytecné” hrany (tj. hrany, které plynou pfimo z definice posetu).
Hasselv diagram posetu (P, <) vytvorime takto: Kazdému prvku z P pfifadime bod (uzel
v roviné) podle téchto pravidel:

0 Je-li x<y, umistime x nize nez y.

0 Uzly x, y spojime hranou, pravé kdyz y pokryva x.

Jsou tedy vypustény smycky a vSechny hrany, které vyplyvaji z tranzitivnosti.

Priklady:
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Samostatnd prdce:
0 Pro priklady Hasseovych diagramu popiste prislusnou relaci vyétem prvk.
0 Vytvorte Hassellv diagram pro poset (P(M), <), kde P(M) je mnozZina vSech
podmnozin mnoziny M = {a, b, c}.



0 Jak se zméni Hasselv diagram posetu (P, <), jestlize v novém posetu pouZijeme
inverzni relaci k <?
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Hasselv diagram posetu (A={1, 2, 3, 4,5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}, |):
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Definice: Necht (P, <) je poset. Poset (A, <1) se nazyva podposet posetu (P, <), jestlize AcPa
zaroven relace <; je zUZeni relace < na mnoZinu A.

Definice. Necht (P, <1) a (P,, <;) jsou posety. Zobrazeni F: P1— P,se nazyva izotonni, jestlize
plati: Vx, y € P1, x <1y: F(x) <; F(y). Zobrazeni F: P, — P, se nazyva posetovy izomorfismus,
jestlize je F vzajemné jednoznaéné zobrazeni, F je izotonni a F1je izotonni.

Definice. Necht (P, <) je poset, a, b € P.

{x € P: a < x < b} nazyvdme otevreny interval a zna¢ime (a, b);

{x € P: a £ x < b} nazyvdme uzavieny interval a znacime <a, b>;

{x € P:a<x<b}, resp. {x € P: a <x< b}, nazyvame polootevieny (polouzavieny) interval a
znac¢ime (a, b>, resp. <a, b).

Samostatnd prdce:
0 V posetu
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urcete, které prvky patfi do intervalli <b, 1>, (b, 1>, <b, 1), (b, 1),



Definice. Necht (P, <) je poset, M # J, M < P, a € M. Prvek a nazveme nejmensim, resp.
nejvétsim prvkem mnoziny M, jestlize Vx € M: a <x, resp. Vx € M: x<a. Pokud M =P,
mluvime o nejmensim, resp. nejvétsim prvku posetu.

Poznamky:

a) Nejmensi prvek posetu se také nazyva nula a znaci 0, nejvétsi prvek posetu jednotka a
znadi 1.

b) Nejmensi a nejvétsi prvek mnoziny musi byt porovnatelny se vsemi jejimi prvky.

Véta: Necht (P, <) je poset, M # J, M — P. Pak v M existuje nejvySe jeden nejmensi a nejvyse
jeden nejvétsi prvek.

Definice. Necht (P, <) je poset s nulou, resp. jednotkou. Kazdy horni soused nuly se nazyva
atom, kazdy dolni soused jednotky koatom.

Samostatnd prdce:
0 \Vyberte z Hasseovych diagram( uvedenych vyse ty, které (a) maji, resp. nemaji nulu,
(b) maji resp. nemaji jednotku. Pro ty, které maji jednotku, najdéte vSechny jejich
atomy, pro ty, které maji jednotku, vsechny jejich koatomy.
0 Nakreslete priklad Hasseova diagramu, jestlize ptislusny poset nema ani nulu ani
jednotku.

Definice. Poset (P, <) se nazyva dobfe uspofadana mnozina, jestlize ma kazda jeho
neprazdna podmnozina nejmensi prvek.

Definice. Necht (P, <) je poset, M = J, M < P, m € M. Prvek m nazveme minimalnim, resp.
maximalnim prvkem z M, jestlize v M neexistuje prvek x < m, resp. m < x. Pokud M =P,
mluvime o minimalnim, resp. maximalnim prvku posetu.

Poznambky:
a) Mnozina mlZe mit vic neZ jeden minimalni, resp. maximalni prvek.
b) Ma-li mnoZina nejmensi, resp. nejvétsi prvek, je tento prvek minimalni, resp. maximalni.

Definice. Necht (P, <) je poset, M = P, d € P. Prvek d nazveme dolni zdvorou mnoziny M,
jestlize Vx € M: d < x. Jestlize v mnoziné dolnich zavor mnoziny M existuje nejvétsi prvek,
pak se nazyva infimum mnoziny M.

Definice. Necht (P, <) je poset, M = P, h € P. Prvek h nazveme horni zadvorou mnoziny M,
jestlize Vx € M: x < h. Jestlize v mnoziné hornich zavor mnoZiny M existuje nejmensi prvek,
pak se nazyva supremum mnoZiny M.

Samostatnd prdce:
0 Zapiste definice infima a suprema mnoZiny M pomoci matematickych symbold.



Priklady (odGvodnéte jednotliva tvrzeni):

(1) Poset (N, |), M={12, 8, 20}. Dolni zavory jsou 1, 2, 4 (spolecni délitelé), inf {12, 8, 20} =4
(nejvétsi spolecny délitel), horni zavory jsou 120, 240, 360, ..., 2 400, ... (spolecné
nasobky), sup {12, 8, 20} = 120 (nejmensi spolecny nasobek).

(2) Poset (P(M), <), X P(M). inf X=Nyex 4, sup X = Ugex A.

Véta: Necht (P, <) je poset, M # J, M c P. Pak existuje nejvyse jedno infimum a nejvyse

jedno supremum mnoZziny M.

Samostatnd prdce:
0 DokaZte pfedchozi vétu.



