
1

TOPOLOGIE

X je normovaný prostor, S, T ⊂ X , S, T 6= ∅. Rozhodněte, jestli následuj́ıćı
tvrzeńı plat́ı nebo ne, dokažte nebo uveďte protipř́ıklad:

• A ∈ S◦ ⇒ A /∈ S
• S ⊂ T ⇒ ∂S ⊂ ∂T

• S ⊂ T ⇒ S◦ ⊂ T ◦

• S ⊂ T ⇒ S̄ ⊂ T̄

• S◦ ∩ S̄ = ∅
• S je otevřená v X ⇔ ∂S ∩ S = ∅
• S je otevřená v X ⇔ ∂S ∩ S̄ = ∅
• S je uzavřená v X ⇔ ∂S ∩ S = ∅
• S je uzavřená v X ⇔ ∂S ∩ S̄ = ∅
• ∂S = ∂(X − S)

• S ∩ S◦ = S◦

• S ∩ S̄ = S

• ∂(S◦) = ∂S

• S je otevřená v X ⇔ ∂S = ∅
• A /∈ S̄ ⇒ A /∈ S◦

• (S̄)◦ = S

• ∂̄S = ∂S

• S◦ = ∅ ⇒ ∂S = ∅
• S je otevřená v X ⇒ S neńı uzavřená v X

• A ∈ S̄ ⇒ A hromadný bod S

• A ∈ S̄, A /∈ S◦ ⇒ A ∈ ∂S

• S souvislá ⇒ S konvexńı
• S úplná ⇒ S konvexńı

• S kompaktńı ⇒ S separabilńı

• S souvislá ⇒ X − S souvislá

• S kompaktńı ⇒ S souvislá

LINEÁRNÍ FORMY A OPERÁTORY

Označme

C(〈0; 1〉) funkce definované a spojité na 〈0; 1〉

C◦(〈0; 1〉) funkce f definované a spojité na 〈0; 1〉, pro něž f(0) = f(1) = 0

P (〈0; 1〉) polynomy uvažované na 〈0; 1〉

P◦(〈0; 1〉) polynomy f uvažované na 〈0; 1〉, pro něž f(0) = f(1) = 0

Pn(〈0; 1〉) polynomy stupně n uvažované na 〈0; 1〉

Pn
◦ (〈0; 1〉) polynomy f stupně n uvažované na 〈0; 1〉, pro něž f(0) = f(1) = 0

a dále

‖f‖C = sup
x∈〈0;1〉

|f(x)| ‖f‖L =

∫ 1

0

|f(x)| dx .
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Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı formy ϕ a zobrazeńı Φ lineárńı, surjektivńı,
injektivńı, spojitá a vypoč́ıtejte normu ‖ϕ‖ nebo ‖Φ‖:

• ϕ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R : f 7→
∫ 1

0 f(x) dx

• ϕ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R : f 7→
∫ 1

0 f(x) dx

• ϕ : P◦(〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R : f 7→
∫ 1

0
f(x)√

x
dx

• ϕ : P 2
◦ (〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R : f 7→

∫ 1

0
f(x)√

x
dx

• ϕ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R : f 7→ f(1
2 )

• ϕ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R : f 7→ f(1
2 )

• ϕ : P 2
◦ (〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R : f 7→ f(1

2 )

• ϕ : P 2
◦ (〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R : f 7→ f(1

2 )

• ϕ : P (〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R : f 7→ 1
2

∫ 1

0 (f ′(x))2 dx

• ϕ : P (〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R : f 7→ 1
2

∫ 1

0
(f ′(x))2 dx

• Φ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ C(〈0; 1〉), ‖ · ‖C : f 7→ Φf(x) =
∫ x

0 tf(t) dx

• Φ : C(〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ C(〈0; 1〉), ‖ · ‖L : f 7→ Φf(x) =
∫ x

0
tf(t) dx

• Φ : P (〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ P (〈0; 1〉), ‖ · ‖C : f 7→ f ′

• Φ : P (〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ P (〈0; 1〉), ‖ · ‖L : f 7→ 1
2

(

d
dx

(

∫ 1

0 f ′(x) dx
)2

)

• Φ : P (〈0; 1〉), ‖·‖C −→ P (〈0; 1〉), ‖·‖C : f 7→ řešeńı rovnice y′ = y·f(x)
s podmı́nkou y(0) = 1

• Φ : P 1(〈0; 1〉), ‖ · ‖C −→ R
2 : f 7→ (f(0); f ′(0)), zjistěte Φ−1

• Φ : P 1(〈0; 1〉), ‖ · ‖L −→ R
2 : f 7→ (f(0); f ′(0)), zjistěte Φ−1

ORTONORMALITA

• Zjistěte ortonormálńı množinu složenou z polynomů na intervalu 〈0; 1〉
- tzv. Čebyševovy polynomy.

• Ortogonalizujte funkce 1, x a x2 na intervalu 〈0; 1〉.
• Ortogonalizujte funkce 1, sinx a cosx na intervalu 〈−π; π〉.
• Zjistěte ortogonálńı projekci funkce x3 do prostoru funkćı

{1, 2x − 1, 6x2 − 6x + 1} .

• Zjistěte ortogonálńı projekci funkce sin(2x) do prostoru funkćı

{1, sinx, cosx} .


