
LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

L(X, Y )

‖F‖L = sup
‖x‖≤1

‖Fx‖ ( = sup
‖x‖=1

‖Fx‖ = sup
x 6=o

‖Fx‖

‖x‖
)

F spojitá ⇔ F omezená

⇔ ∀ omezená M F (M) omezená

⇔ ∀ otevřená G F−1(G) otevřená

F otevřená ⇔ ∀ otevřená G F (G) otevřená

F kompaktńı ⇔ ∀ omezená M F (M) relativně kompaktńı

úkoly:promyslete vlastnosti následuj́ıćıch zobrazeńı

F : C(0; 1), f ′ ∈ C(0; 1) → C(0; 1) : f 7→ f ′ (nespojité, otevřené)

F : c0 → c0 : xn 7→ 1
n
xn (spojité, neńı otevřené)

F : {x1, x2, . . . } 7→ {x2, x3, . . . }l∞ → l∞

l1 → l1

F : {x1, x2, . . . } 7→ {0, x1, x2, . . . }l2 → l2

úkoly:prostudujte následuj́ıćı dvě věty
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• Banachova věta o otevřeném zobrazeńı:

F : X → Y lineárńı, spojité, surjektivńı, X , Y Banachovy prostory ⇒ T otevřené

dk:

I. ∃ǫ > 0 FB(0, 1) ⊃ B(0, ǫ):

Y = ∪nFB(0, 1
2 ) úplný (Baireova věta) ⇒ B(0, 1

2 ) neńı ř́ıdká

FB(0, 1
2 ) má vnitřńı bod ⇒ ∃x ∈ FB(0, 1

2 ) ǫ > 0 B(x, ǫ) ⊂ FB(0, 1
2 )

B(0, ǫ) ⊂ FB(0, 1)

II. FB(0, 1) ⊃ B(0, 1
2ǫ):

libovolné y ∈ B(0, 1
2ǫ)

y ∈ B(0, 1
2ǫ) ⊂ FB(0, 1

2 )
B(y, 1

4ǫ) okoĺı y

}

⇒ exituje y1 ∈ B(y, 1
4ǫ) ∩ FB(0, 1

2 ) 6= ∅

existuje x1 ∈ B(0, 1
2 ) Fx1 = y1

y − y1 ∈ B(0, 1
4ǫ) ⊂ FB(0, 1

4 )
B(y − y1,

1
8ǫ) okoĺı y − y1

}

⇒ exituje y2 ∈ B(y − y1,
1
8ǫ) ∩ FB(0, 1

4 ) 6= ∅

existuje x2 ∈ B(0, 1
4 ) Fx2 = y2

y − y1 − y2 ∈ B(0, 1
8ǫ) ⊂ FB(0, 1

8 )
B(y − y1 − y2,

1
16ǫ) okoĺı y − y1 − y2

}

⇒ exituje y3 ∈ B(y − y1 − y2,
1
16ǫ) ∩ FB(0, 1

8 ) 6= ∅

existuje x3 ∈ B(0, 1
8 ) Fx3 = y3

. . .

‖xn‖ ≤
1

2n
zn = x1 + · · · + xn Cauchyovská zn → z ‖z‖ ≤ 1

z ∈ B(0, 1) Fz = y proto y ∈ FB(0, 1)

(v d̊ukazu už́ıváme x ∈ M ⇒ kx ∈ kM pro k > 0)
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• Banach-Steinhausova věta:

Fn : X → Y lineárńı, spojité, X Banach̊uv prostor, Y normovaný prostor

∀x ∈ X sup
n

|Fn(x)| < ∞ ⇒ sup
n

‖Fn‖ < ∞

dk:(sporem)

předpokládejme ‖Fn‖ → ∞ označ́ıme s(x) = sup
n

|Fn(x)| < ∞

zkonstruujeme posloupnost xn

n libovolné
1

2
‖Fn‖ < ‖Fn‖ = sup

x∈B(0,1)

|Fn(x)| existuje xn ∈ B(0, 1) 1
2‖Fn‖ < Fn(xn)

zkonstruujeme vybranou posloupnost xnk

n1 1 <
1

6 · 4
· ‖Fn1

‖

n2 2 +
1

4
· s(xn1

) <
1

6 · 42
· ‖Fn2

‖

n3 3 +
1

4
· s(xn1

) +
1

42
· s(xn2

) <
1

6 · 43
· ‖Fn3

‖

. . .

nk k +
1

4
· s(xn1

) +
1

42
· s(xn2

) + · · · +
1

4k−1
· s(xnk−1

) <
1

6 · 4k
· ‖Fnk

‖

x0 =
∞∑

k=1

1

2k
· xnk

∈ B(0, 1) (úplnost)

k libovolné

Fnk
(x0) =

1

4
· Fnk

(xn1
)

︸ ︷︷ ︸

≥−s(xn1
)

+
1

42
· Fnk

(xn2
)

︸ ︷︷ ︸

≥−s(xn2
)

+ · · ·+
1

4k−1
· Fnk

(xnk−1
)

︸ ︷︷ ︸

≥−s(xn
k−1

)

+
1

4k
· Fnk

(xnk
)

︸ ︷︷ ︸

≥ 1
2
·‖Fn

k
‖

+

+
1

4k+1
· Fnk

(xnk+1
)

︸ ︷︷ ︸

≥−‖Fn
k
‖

+ · · · +
1

4m
· Fnk

(xnm
)

︸ ︷︷ ︸

≥−‖Fn
k
‖

+ · · · ≥

≥ −

(
1

4
· s(xn1

) +
1

42
· s(xn2

) + · · · +
1

4k−1
· s(xnk−1

)

)

︸ ︷︷ ︸

< 1

6·4k
·‖Fn

k
‖−k

+
1

2
· ‖Fnk

‖−

− ‖Fnk
‖ ·

(
1

4k+1
+

1

4k+2
+ · · · +

1

4m
+ . . .

)

︸ ︷︷ ︸

= 1
3
· 1

4k

≥

≥ −
1

6
·

1

4k
· ‖Fnk

‖ + k +
1

2
·

1

4k
· ‖Fnk

‖ −
1

3
·

1

4k
· ‖Fnk

‖ ≥ k

pro k → ∞ fnk
(x0) → ∞ spor

3


