55. roénik matematické olympiady Reseni klauzurni &éasti skolniho kola kategorie A

1. Z tvaru dané rovnice ihned plyne, ze x > y = 0 (nebof 6v/5 — 10 > 0). Pro takova
x, y muzeme umocnit obé (kladné) strany rovnice na druhou a provést dalsi ekvivalentni
upravy:

V5 — 24/5zy + yv5 = 635 — 10,
x—QN/xy—l—y:6—2\/g,
x+y—6:2(‘/xy—\/g). (1)

Umocnénim a dalsi upravou dostaneme, ze pro hledana celé ¢isla z, y musi platit

(z+y—6)*=4(zy — 21/5zy +5),
8v/bxy = 4(xy +5) — (z +y — 6)%. (2)

Z posledni rovnice plyne, ze hodnota /5y je racionalni, a tedy celé ¢islo,! takze 5y je
druh4 mocnina nezdporného celého &isla, jez je ziejmé délitelné péti.? Plati tedy 5xy =
= (5k)? neboli xy = 5k2, kde k je nezdporné celé ¢islo. Uz ted je vyhodné dosadit ne do
rovnice (2), ale rovnou do rovnice (1). Dostaneme totiz rovnici

m+y—6:2(\/5k2—\/g) neboli x +y—6=2(k—1)V5,

odkud diky iracionalité ¢isla /5 vyplyva, Ze ke splnéni rovnice (1) je nutné a stadi, aby
platily ob€ rovnosti k =1 a x + y — 6 = 0. Ze soustavy rovnic

xy=5k=5 x+y==6

snadno zjistime, ze {z,y} = {5,1}, tedy x =5 a y = 1, nebot x > y podle tivodni Gvahy.
Hledana dvojice (z,y) je jedin, a to (z,y) = (5,1).

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za prvni a 2 body za druhé z obou umocnéni. Zndmé poznatky

o druhych odmocninach a mocninach uvedené v obou poznamkéch pod ¢arou mohou fesitelé uzit pfimo,

aniz je formuluji (¢i dokonce dokazuji) jako pravidla (tj. v obecné podobé). Pokud v jinak Uplném Ffeseni

neni vylouéena dvojice (z,y) = (1,5) nebo neni zminéna podminka = > y a chybi zkouska pii dusledkové
upravé umocnénim (kterd v predvedeném feseni neni potieba), udélte jen 5 bodi.

2. Oznacme P, Q, R vrcholy vzniklého trojihelniku. Protoze kazda z os tsecek M A,
M By a M (1 je kolmé na odpovidajici stranu trojuhelniku ABC, sviraji kazdé dvé ze stran
trojuhelniku PQR tuhel 60 stupni, takze se jedna o rovnostranny trojuhelnik (obr.).

I Druh& odmocnina nezdporného celého ¢isla je bud ¢islo celé, nebo ¢islo iraciondlni.
2 Je-li n celé a n? je délitelné péti, je i n délitelné péti.



