49. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh $kolni &asti I. kola kategorie A

1. Prvni rovnice je splnéna, prave kdyz plati x = y+p nebo x = y — p. Po dosazeni do
druhé rovnice dané soustavy dostaneme po apraveé v prvnim pripadé kvadratickou rovnici

3py* + 3p*y +p* — 16 = 0,
v druhém piipadé pak kvadratickou rovnici
3py? =3’y +p*+16=0

o neznamé y. Dana soustava rovnic bude mit pravé jedno reseni v oboru realnych disel,
pravé kdyz jedna ze dvou predeslych kvadratickych rovnic bude mit jediny (dvojnésobny)
kofen a druh& z nich nebude mit zddny realny koren nebo bude mit stejny dvojnasobny
kofen jako rovnice prvni (muzeme predpokladat, Ze p # 0, protoze pro p = 0 dané soustava
ziejmé& nem4 feseni). Prvni kvadratickd rovnice ma diskriminant D; = 3p(64 — p?), druh4
m4 diskriminant Dy = —3p(64 + p3). Hleddme tedy ta p # 0, pro né% je jedno z &isel D1,
D5 rovno nule a druhé zéporné (ptipad D; = Dy = 0 pro p # 0 totiZ nenastane).

Je-li D1 =0,jep=4a Dy <0. Pokud Dy =0, je p=—4 a D; < 0. Hodnoty p =4
a p = —4 jsou tedy jediné, které maji pozadovanou vlastnost.

Dana soustava rovnic ma pritom pro obé uvedené hodnoty parametru p jediné realné
feSeni (x,y) = (2, —2).

Jiné fesSeni. Z prvni rovnice mame |z — y| = |p|, z druhé rovnice vSak vidime, ze
23 > 43 coz je ekvivalentni s nerovnosti > y (je #° — y® = (x — y)(2% + 2y + y?)
a 22 + xy + y*> > 0 pro libovolnd realné x, y s vyjimkou ptipadu =z = y = 0). Je tedy
z = y+ |pl|, [p] > 0. Po dosazeni do druhé rovnice soustavy (pro jednoduchost pisme ¢
misto |p|) dostaneme pro y kvadratickou rovnici

3¢y + 3%y +¢* —16=0

s diskriminantem D(q) = 3q(64—¢®) = 3q(4—q)(16+4q+¢?). Mé-li dana soustava v oboru
redlnych cisel jediné feseni, je nutné diskriminant D(q) ptedeslé rovnice roven 0, tj. musi
platit (4 — q)(16 + 4q + ¢?) = 0 (vime, Ze ¢ = |p| > 0). Protoze pro libovolné realné q je
16 + 4q + ¢*> > 0, musi byt ¢ = |p| = 4, tj. p = 4 nebo p = —4. Zaroveti hned dostéavame,
2ey:—%q:—2ax:y+4:2.

Danéa soustava rovnic ma pravé jedno realné feseni, prave kdyz p = 4 nebo p = —4,
ato (z,y) = (2,-2).

Za plné feseni udélte 6 boda. V piipadé postupu analogického 1. feseni strhnéte 2 body, neni-li ovéfeno,
ze druhé kvadratickd rovnice nema zadné feseni.

2. Z rovnosti obsahi trojuhelnikit AMU a KCU plyne rovnost obsahil trojihelniki
AMC a AKC'. Body K, M maji tedy stejnou vzdéalenost od pfimky AC. Odtud plyne, Ze
CA || MK a ¢tyiahelnik CAMK je tedy lichobé&znik. Podobné dokazeme, Ze ¢tyiuhelnik
BCLM je rovnéz lichobéznik, kde BC' || LM. Trojahelniky AML a ABC, resp. BKM
a BCA jsou tedy stejnolehlé a plati (obr. 1)

|AL| = kb, |AM| = ke, |BM|=(1-k)e, |BK|=(1-k)a
a déle

ICK

= ka, |CL| = (1 — k)b, kde k € (0;1).



