
Orbitaly atomu vod́ıku

Tento materiál obsahuje úkoly a problémy, které by Vám měly pomoci si lépe představit
a porozumět kulovým funkćım a orbital̊um atomu vod́ıku. K jejich vypracováńı budete
potřebovat speciálně připravené aplikace, které si můžete stáhnout z webové adresy:
http://kdf.mff.cuni.cz/∼koupilova/orbitals/download.php.
Na této stránce naleznete i návod na instalaci.

1. Než začnete řešit

V tomto pracovńım sešitě jsou uvedeny jak zadáńı úkol̊u, tak vysvětleńı a výklad malých
kousk̊u teorie. Doporučuji Vám pracovat postupně a neč́ıst si dopředu vysvětleńı. Svá
řešeńı, výsledky, hypotézy a nápady si vždy zapisujte a kreslete a nebojte se dělat
chyby, upravovat svoje řešeńı, použ́ıvat

”
jednoduchá slova“, kterým rozumı́te, snažit se

zformulovat i nepřesné představy. I když je to časově náročněǰśı, zkušenost ukazuje, že t́ımto
zp̊usobem se toho nauč́ıte a pochoṕıte mnohonásobně v́ıce než po rychlém prolistováńı a
přečteńı tohoto materiálu.

Pokud chcete postupovat rychleji, můžete vynechat celou 2. kapitolu věnovanou sférickým
souřadnićım (samozřejmě pokud jim dostatečně rozumı́te) a v daľśıch kapitolách úlohy
označené • (jedná se o úlohy podobné předcházej́ıćım, rozšǐruj́ıćı nebo obt́ıžněǰśı). Můžete
se k nim vrátit později. Jedná se totiž i o úlohy zaj́ımavé, které by vám měly dopomoci
k hlubš́ımu pochopeńı.

2. Sférické souřadnice

Pro řešeńı stacionárńı Schrödingerovy rovnice atomu vod́ıku je d́ıky
”
kulatosti“ (sférické

symetrii) elektrostatického pole jádra velmi výhodné použ́ıt sférické souřadnice. Věnujme
ted’ pár minut tomu, že si připomeneme jejich vlastnosti.

definice: x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

2.1.) Nakreslete obrázek, který odpov́ıdá této definici sférických souřadnic a vyznačte do něj
souřadnice x, y, z, r, θ, ϕ. Slovně popǐste význam sférických souřadnic r, θ, ϕ a určete, jakých
hodnot nabývaj́ı.

2.2.) Pro tuto kapitolu je připravena aplikace s názvem 3D poloprimka.exe. Nejprve si
vyzkoušejte a popǐste, co tento program zobrazujte.

Úlohy můžete řešit úvahou a uvedený program použ́ıt pro kontrolu. Také je možné úlohy
řešit př́ımo pomoćı něj. Zkusmo nastavte pohyblivou polopř́ımku do požadované pozice a
odečtěte hodnoty úhl̊u. Řešeńı některých úloh jsou uvedena v závěru pracovńıho sešitu.
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2.3.) V kartézských souřadnićıch je osa x popsána podmı́nkou, že y = 0 ∧ z = 0. Jak bude
tato podmı́nka vypadat ve sférických souřadnićıch? Popǐste takto všechny tři kartézské osy.

• 2.4.) Podobně jako v předchoźım úkolu popǐste následuj́ıćı roviny:
a) rovina xy (tj. rovina daná podmı́nkou z = 0)
b) rovina xz
c) libovolná rovina obsahuj́ıćı osu z

2.5.) Jaký geometrický útvar tvoř́ı všechny body, které
a) maj́ı stejnou (pevně zadanou) souřadnici r, ale lǐśı se ve θ, ϕ?
b) maj́ı stejnou (pevně zadanou) souřadnici θ?
c) maj́ı stejnou (pevně zadanou) souřadnici ϕ?

• 2.6.) a) Jestliže nějaká (skalárńı) funkce prostorových souřadnic nezáviśı na r, co to pro
ni znamená? Jak vypadaj́ı mı́sta, kde má tato funkce stejnou funkčńı hodnotu?
b) Řešte předchoźı úlohu i pro funkci nezávislou na θ, ϕ, resp. nezávislou na obou úhlech.

Pokud jste se svými řešeńımi úloh v této kapitole spokojeni, porovnejte je s výsledky na
konci sešitu.

3. Vlnové funkce stacionárńıch stav̊u atomu vod́ıku

Vlnová funkce popisuj́ıćı stacionárńı stav elektronu v atomu vod́ıku se dá napsat jako součin
tř́ı funkćı, přičemž každá záviśı pouze na jedné sférické souřadnici, tj.

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Θlm(ϑ)Φm(ϕ). (1)

Jak je vidět z předchoźıho zápisu, tak jednotlivé stacionárńı stavy jsou
”
č́ıslovány“ pomoćı

trojice kvantových č́ısel n, l,m. Pro jejich hodnoty plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

n = 1, 2, 3, ... l = 0, 1, 2, ...n− 1 m = 0,±1,±2, ...± l. (2)

Význam jednotlivých část́ı vlnové funkce

• Radiálńı část vlnové funkce má tvar

Rnl(r) =

(
2r

na

)l

Lnl

(
2r

na

)
e−

r
na , (3)

kde a = 5, 3·10−11 m je tzv. Bohr̊uv poloměr a Lnl je polynom.1 Vid́ıme, že pro velké hodnoty
r vlnová funkce exponenciálně klesá.

1Jedná se o tzv. Laguerr̊uv polynom stupně n+ 1 a řádu 2l+ 1, což se obvykle zapisuje L2l+1
n+1

(
2r
na

)
. Tyto

polynomy, podobně jako ostatńı pojmenované systémy polynomů, můžeme naj́ıt ve vhodné literatuře, např.
v Rektorysově Užité matematice nebo v anglické Wikipedíı. Nalezneme zde nejenom definičńı vztahy, jejich
vlastnosti, ale také tabulky konkrétńıch tvar̊u polynomů pro ńızké hodnoty index̊u. V tomto př́ıpadě vid́ıme,
že do konkrétńıho polynumu je třeba za x dosadit x = 2r

na .
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• Součin obou úhlových část́ı můžeme často naj́ıt pod názvem kulová funkce Ylm(θ, ϕ):

Ylm(θ, ϕ) = Θlm(θ)Φm(ϕ), (4)

Θlm(θ) = Plm(cos θ), (5)

Φm(ϕ) = eimϕ = cos(imϕ) + i sin(imϕ), (6)

kde Plm(x) jsou tzv. přidružené Legendrovy polynomy.

Jak vid́ıme, závislost vlnové funkce na ϕ je velmi jednoduchá. Jedná se o jedinou část vlnové
funkce, která neńı reálná (vnáš́ı komplexnost), ale jej́ı absolutńı hodnota se pro všechny hod-
noty ϕ rovná 1. To znamená, že pokud budeme poč́ıtat hustotu pravděpodobnosti výskytu
(tj. spočteme |ψnlm|2) závislost na ϕ vymiźı docela.

V následuj́ıćıch úkolech se seznámı́te s t́ım, jak jednotlivé funkce vypadaj́ı a jak vytvářej́ı
celkovou hustotu pravděpodobnosti.

4. Legendrovy polynomy

Nejprve se budeme zabývat tou část́ı vlnové funkce, která záviśı na úhlu θ.

Při řešeńı úkol̊u v této kapitole se použ́ıvá aplikace s názvem Legendre 2D.exe. V ńı se
kvantová č́ısla nastavuj́ı vlevo nahoře a nepovoĺı nastavit nedovolenou kombinaci těchto č́ısel.
Po změně hodnot program překresĺı všechny grafy (pozor, m̊uže to chviličku trvat, protože
uvedené funkce se poč́ıtaj́ı a vykresluj́ı bod po bodu). Pro ńızké hodnoty kvantových č́ısel
se zobraźı i analytický tvar vykreslované funkce.

4.1.) Pohrajte si s programem, vyzkoušejte r̊uzné hodnoty l,m. Vytvořte vlastńı hypotézy,
jak jednotlivé grafy interpretovat, jak spolu souviśı. Pro ńızká kvantová č́ısla

”
zkontrolujte“

správnost grafu dle analytického tvaru funkce. Všechny své nápady poznamenejte. Nečtěte si
následuj́ıćı vysvětleńı, ale pokuste se nejprve zformulovat vlastńı pohled (nejlépe ṕısemně!).

1 2 3
4 5 6

Program zobrazuje stejný polynom ve třech dvojićıch r̊uzných typ̊u
grafu. Aby se nám o nich lépe hovořilo, oč́ıslujeme si grafy podle
schématu vlevo.

Popis jednotlivých graf̊u

Následuj́ıćı text si pečlivě přečtěte a promyslete. Označte jeho části, které jste odhalili sami.

Graf 1 je klasický kartézský graf, ve kterém je zakreslena př́ıslušná funkce. Všimněte si, že
proměnná θ opravdu nabývá hodnot od 0 do π.

V grafu 2 je osa z svisle. Úhel θ měř́ıme (neorientovaně) mezi osou z a vybraným směrem
(polopř́ımkou vycházej́ıćı z počátku). Hodnota polynomu pro daný úhel θ je vyjádřena

”
in-

tenzitou“ (sytost́ı, jasnost́ı) barvy, jakou je př́ıslušná polopř́ımka nakreslena. Kladné hodnoty
jsou vykresleny červeně, záporné hodnoty modře.
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Při konstrukci grafu 3 (tzv. polárńı graf) vynáš́ıme hodnoty polynomu opět na př́ıslušné po-
lopř́ımky vycházej́ıćı z počátku. Na polopř́ımku pro dané θ vyneseme od počátku souřadného
systému úsečku, jej́ıž délka odpov́ıdá funkčńı hodnotě pro tento úhel. Protože je vynášená
funkce spojitá, vytvoř́ı koncové body všech úseček pěknou hladkou křivku. Barvy zde fun-
guj́ı podobně jako v grafu 2. Všechny body na polopř́ımce maj́ı stejný úhel θ, tedy
stejnou funkčńı hodnotu!

Spodńı řada graf̊u (grafy 4, 5, 6 ) přesně odpov́ıdá té horńı, pouze je ve všech grafech vy-
kreslena druhá mocnina daného polynomu.

4.2.) Zaměřme pozornost ještě jednou na grafy 2 a 3. Zkuste se zamyslet nad t́ım, proč je
využita jenom p̊ulka prostoru, který jim je vymezen.

Vysvětleńı

Úhel θ nabývá hodnot od 0 do π, což přesně odpov́ıdá polovině
”
kruhu“. Svislá osa těchto

graf̊u odpov́ıdá ose z prostorového souřadného systému a vodorovná např. ose x (nebo y).
Ale pro každý úhel θ najdeme v této rovině dvě r̊uzné polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku
souřadnic. Tyto polopř́ımky jsou zrcadlově symetrické v̊uči ose z. Nic nám nebráńı v tom,
vykreslit naši funkci i na polopř́ımky v levé části grafu (stiskněte tlač́ıtko Zrcadlenı́).
Neźıskáme t́ım sice žádnou

”
novou“ informaci o dané funkci, ale výsledný obrázek bude

lépe odpov́ıdat jejimu
”
skutečnému prostorovému pr̊uběhu“.

• 4.3.) Pozor – při zapnutém zrcadleńı, nezobrazuj́ı grafy 2 a 3 pr̊uběh daného polynomu
pro θ od 0 do 2π, jak by se mohlo zdát, ale opravdu

”
zrcadĺı“ pr̊uběh funkce od 0 do π podle

osy z. Zkuste naj́ıt vhodnou funkci Θlm(ϑ) = Plm(cos θ), na které lze rozlǐsit zrcadleńı od
zobrazeńı pr̊uběhu funkce v intervalu od 0 do π.

4.4.) Ověřte všechny uvedené vlastnosti graf̊u na zobrazeńı několika r̊uzných polynomů –
tj. zobrazte si několik r̊uzných polynomů a prozkoumejte jednotlivé grafy, zda opravdu od-
pov́ıdaj́ı tomu, co bylo napsáno výše. Speciálně se zaměřte na to, jak poznat minima, maxima
a nulové hodnoty v jednotlivých typech graf̊u a zda si vzájemně odpov́ıdaj́ı.

K řešeńı daľśı úlohy budete potřebovat tužky dvou barev, ideálně modrou a červenou.
Pokud použijete jiné dvě barvy, poznamenejte si, která hraje roli jaké barvy. Vpravo nad
každým grafem je malé tlač́ıtko, kterým lze vypnout a zapnout jeho zobrazováńı. Nav́ıc
nahoře vpravo jsou tlač́ıtka, kterými lze vypnout či zapnout všechny grafy najednou. Před
řešeńım daľśıho úkolu zapněte zrcadleńı a vypněte zobrazeńı všech graf̊u.

4.5.) a) Nastavte tyto hodnoty kvantových č́ısel: l = 4,m = −1. Potom zapněte pouze
graf 1. Nakreslete (na paṕır), jak budou vypadat ostatńı grafy. Pro kresleńı je vhodné si
nejprve načrtnout

”
mř́ıžku“ uvedenou ńıže. Snažte se správně zachytit barvu i intenzitu

barvy (např. hustotou šrafováńı). Až budete mı́t vše zakresleno, zkontrolujte si správnost
zapnut́ım všech graf̊u.
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b) Opět vypněte všechny grafy, nastavte l = 4,
m = 2. Zapněte tentokrát pouze graf 2 a nakreslete
ostatńı. Po načrtnut́ı si nezapomeňte své výsledky
zkontrolovat.
c) A posledńı varianta. Vypněte opět všechny
grafy, nastavte l = 3,m = 2, zapněte pouze graf 3,
dokreslete ostatńı a zkontrolujte své výsledky.

Pokud jste v tomto úkolu udělali v́ıce chyb nebo si nejste jist́ı t́ım, že podle jednoho typu
grafu správně vytvoř́ıte jiný, vyřešte si ještě několik podobných úloh dle svého výběru. Je
d̊uležité si nejenom ř́ıci, jak bude funkce vypadat, ale opravdu se pokusit ji zachytit na paṕır,
protože t́ım jste nuceni přemýšlet o výběru barvy, intenzitě šrafováńı, velikosti

”
kopečk̊u“ a

lépe odhaĺıte, jak moc jste se trefili.

4.6.) Při kresleńı a prohĺıžeńı pr̊uběh̊u funkćı do jednotlivých typ̊u graf̊u jste si možná
povšimli daľśım, jemněǰśıch detail̊u, v čem se funkce proměňuj́ı, např.

”
protažeńı maxim“,

změna tvaru, ... Poznamenejte si je.

• 4.7.) S grafem 1 se běžně pracuje v hodinách matematiky i fyziky na SŠ, zbylé dva typy
se použ́ıvaj́ı velmi zř́ıdka (nejenom na SŠ). Aniž byste si znova četli jejich vysvětleńı, zkuste
zformulovat vlastńımi slovy na základě zkušenost́ı źıskaných v předchoźı úloze, co vyjadřuj́ı
(např. jak byste vysvětlili někomu, kdo je vid́ı poprvé, jak jim rozumět). A hlavně na co si
dát při jejich použ́ıváńı pozor.

4.8.) Zkuste porovnat výhody a nevýhody jednotlivých typ̊u zobrazeńı (grafy 1, 2, 3). Napadá
vás něco z praktického života, co by se dalo dobře kreslit pomoćı méně běžných graf̊u?

• 4.9.) Otázka sṕı̌se fyzikálńı. Proč nás zaj́ımá druhá mocnina Legendrova polynomu?

5. Kulové funkce

V této kapitole se budeme zabývat celou úhlovou část́ı Yml(θ, ϕ) vlnové funkce (tzv. kulovými
funkcemi). Už v́ıme, že část závislá na ϕ (tj. Φm(ϕ)) je poměrně jednoduchá a jako jediná
část vlnové funkce je komplexńı.

5.1.) Připomeňte si, jak to dopadne s komplexnost́ı a závislost́ı na obou úhlech, pokud
spoč́ıtáme |Yml(θ, ϕ)|2?
5.2.) Na |Yml|2 se budeme d́ıvat jako na funkci všech tř́ı prostorových proměnných r, θ, ϕ.
Jaký tvar maj́ı mı́sta, kde má d́ıky nezávislosti na r a ϕ určitě stejnou funkčńı hodnotu?

• 5.3.) Na základě řešeńı předchoźı úlohy zkuste vymyslet, jaké hodnoty má druhá mocnina
kulové funkce na polopř́ımkách, které nelež́ı v rovině obrazovky, resp. paṕıru? Jaký maj́ı
tvar oblasti, ve kterých bude mı́t funkce stejnou hodnotu? Jak lze z 2D graf̊u z předcházej́ıćı
kapitoly źıskat 3D grafy?
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Pro tuto kapitolu je připravena aplikace Legendre 3D.exe, ve kterém
se seznámı́me i s prostorými možnostmi zobrazeńı. Je podobná té
předcházej́ıćı. Grafy si opět oč́ıslujeme, aby se nám o nich lépe hovořilo.

1 2
3 4

5.4.) Pohrajte si s programem, vyzkoušejte r̊uzné hodnoty l,m. Vytvořte vlastńı hypotézy,
jak spolu souviśı plošné a prostorové grafy. Prośım nečtěte si vysvětleńı, které následuje, ale
opravdu se pokuste to nejprve zformulovat sami.

Oběma prostorovými grafy lze pomoćı myši otáčet, zvětšovat a zmenšovat je. Pokud se ztrat́ıte v tom, jak

máte obrázek natočený, restartujte program. Vrát́ı se do p̊uvodńıho nastaveńı, ve kterém je osa z svisle.

Vysvětleńı 3D graf̊u

Připomeňme si, že v celé této kapitole vykreslujeme druhé mocniny kulových funkćı (resp.
Legendrových polynomů) a naše funkce záviśı jen na θ. Grafy 1 a 2 již známe z předchoźı
kapitoly.

Graf 3 je prostorovou analogii grafu 1. Protože ted’ už ale nemůžeme nakreslit všechny
polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku, protože by se nám vzájemně za sebou schovávaly, oř́ızli
jsme celý prostor a ponechali jen kouli kolem počátku souřadnic, takže vid́ıme jen barvy
pr̊useč́ık̊u polopř́ımek a této koule (barvy

”
konc̊u úseček“, které lež́ı na kouli).

Graf 4 je prostorovou analogii polárńıho grafu (graf 2). Konstruován je úplně stejně. Na
každou polopř́ımku si vyneseme od počátku úsečku, jej́ıž délka vyjadřuje hodnotu. Protože
je funkce krásně spojitá, vytvoř́ı nám takto źıskané body krásnou hladkou plochu, která je
na tomto grafu znázorněná.

5.5.) Prostorové grafy 3 a 4 vzniknout tak, že plošnými (1 a 2) nějak pohybujeme. Jak? Jak
ř́ıkáme této symetrii?

5.6.) Tento úkol je podobný jako v předchoźı kapitole. Vypněte vždy zobrazeńı všech
graf̊u. Nastavte uvedené hodnoty kvantových č́ısel, zapněte daný graf, nakreslete zbylé a
pak si vše zkontrolujte. Je jasné, že kresleńı prostorových obrázk̊u je náročné, ale pokuste se
na paṕır zachytit alespoň podstatné rysy dané plochy (nebo použijte plasteĺınu :-) ).
a) l = 3,m = 2, zapněte graf 1
b) l = 4,m = 2, zapněte graf 3
c) l = 2,m = 0, zapněte graf 4

Pokud jste v tomto úkolu udělali v́ıce chyb nebo si
nejste jist́ı t́ım, že podle jednoho typu grafu správně vy-
tvoř́ıte ostatńı, vyřešte si ještě několik podobných úloh
dle svého výběru.

• 5.7.) Aniž byste si znova četli vysvětleńı, zkuste zformulovat vlastńımi slovy na základě
zkušenost́ı z předchoźıho úkolu, co vyjadřuj́ı 3D grafy (např. jak byste popsaly pr̊uběh funkce
někomu, kdo takovýto zp̊usob zakresleńı vid́ı poprvé).

5.8.) Popǐste výhody a nevýhody jednotlivých typ̊u zobrazeńı (rovinného a prostorového,
intenzitou barvy a polárńım grafem) a porovnejte je.
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6. Radiálńı část vlnové funkce

V této kapitole se dostáváme k radiálńı části vlnové funkce. Tato část udává, jak se měńı
vlnová funkce v závislosti na vzdálenosti od počátku r.

Celá vlnová funkce je dána součinem radiálńı a úhlové části. Hustota pravděpodobnosti
výskytu elektronu je dána druhou mocninou vlnové funkce, resp. přesněji

|ψnlm(r, θ, ϕ)|2 = |Rnl(r)Yml(θ, ϕ)|2 = R2
nl(r)P

2
ml(cos θ)

A právě tuto funkci se budeme snažit zobrazovat v této části.

6.1.) Pro tuto kapitolu je připraven program 3D orbitaly.exe. Než se pust́ıme do daľśıho
výkladu a práce, pust’te si ho a vyzkoušejte, co zobrazuje.

Zavedeme si opět oč́ıslováńı graf̊u. Grafy 1 a 2 již znáte z předchoźıch část́ı
(zobrazuj́ı druhou mocninu velikosti kulové funkce, tj. |Y |2), graf 4 vlevo
dole zobrazuje druhou mocninu radiálńı části vlnové funkce, tj. R2

nl. Grafy
3 a 5 se snaž́ı zachytit celkovou hustotu pravděpodobnosti |ψnlm|2 nalezeńı
elektronu v daném stacionárńım stavu.

1 2 3
4 5

6.2.) Zkuste přij́ıt na to, jak spolu souviśı grafy 3, 5 a ostatńı grafy. Pomoci vám může modrý
posuvńık vlevo dole a druhý vpravo nahoře. Než budete č́ıst dál, napǐste své postřehy.

Vysvětleńı graf̊u

Jak již bylo napsáno výše, grafy 3 a 5 zobrazuj́ı hustotu pravděpodobnosti výskytu elek-
tronu pomoćı intenzity červené barvy. Graf 3 ukazuje řez libovolnou rovinou, která obsahuje
osu z (ta je umı́stěna svisle). Dı́ky nezávislosti |ψnlm|2 na ϕ jsou všechny tyto řezy stejné.
Prostorovou závislost źıskáme tak, že tento graf roztoč́ıme kolem osy z (tj. kolem svislé osy).

Poznámka: Hustota pravděpodobnosti je ve většině mı́st velmi malá, tak malá, že tmavě červená téměř

nejde odlǐsit od černé. Graf 3 se tedy zdá skoro celý černý. Tyto méně zřetelné oblasti s nenulovou hustotou

pravděpodobnosti si můžete zvýraznit t́ım, že posunete dol̊u modrý posuvńık na barevné škale vpravo od

tohoto grafu. Mı́sta, ve kterých je hustota pravděpodobnosti vyšš́ı než odpov́ıdá aktuálńı poloze tohoto

posuvńıku, se vykresĺı b́ıle. Pro hustotu pravděpodobnosti nižš́ı se využije opět celá škála černá-červená, a

proto se zvýrazńı i mı́sta, která byla předt́ım
”
př́ılǐs málo červená“.

V grafu 5 je hustota pravděpodobnosti zobrazena na povrchu koule se středem v počátku
souřadnic. Poloměr koule se nastavuje posuvńıkem vlevo dole. O velikosti poloměru nás
informuje poloha žluté úsečky v grafu 4 a kružnice v grafu 3. Z d̊uvodu pěkného zobrazeńı
se koule (i když reálně měńıme jej́ı rozměry) vykresluje stále stejně velká. Kouĺı lze otáčet a
přesvědčit se tak o symetrii hustoty pravděpodobnosti v̊uči ose z.

6.3.) Zkuste si vytvořit a popsat nějaký postup, jak z graf̊u, na kterých je samostatně za-
chycena úhlová část (grafy 1 a 2) a radiálńı část (graf 4), vytvořit graf celkové hustoty
pravděpodobnosti (graf 3).
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6.4.) Pomoćı malého tlač́ıtka v pravém horńım rohu grafu 3 ho vypněte. Nastavte následuj́ıćı
hodnoty kvantových č́ısel a pokuste se nakreslit, jak bude graf 3 vypadat. Potom si své
výsledky zkontrolujte.
a) n = 3, l = 0,m = 0 b) n = 4, l = 3,m = 1 c) n = 4, l = 2,m = 1

6.5.) Porovnejte obě zobrazeńı hustoty pravděpodobnosti (grafy 3 a 5), jejich názornost,
vhodnost, výhody a nevýhody.

A ted’ ještě dvě úložky fyzikálńı, ve kterých se zaměř́ıme pouze na radiálńı část:

6.6.) Někdy je hodnota radiálńı části vlnové funkce pro r = 0 nulová, někdy ne. Zobrazte si
několik r̊uzných vlnových funkćı a najděte jednoduché pravidlo, kdy to nastane.

6.7.) Opět si zobrazte několik radiálńıch část́ı, ale tentokrát se zaměř́ıme na počet nulových
bod̊u. Pozor: nebudeme započ́ıtávat př́ıpadnou nulovost pro r = 0 (tj. v počátku) a pro
r →∞. Zkuste naj́ıt

”
vzoreček“, jak z hodnot kvantových č́ısel určit počet těchto nulových

bod̊u.

Poznámka o radiálńı hustotě pravděpodobnosti

Možná vás v úloze 6.6. překvapilo, že pro některé stacionárńı stavy (např. pro základńı stav
n = 1, l = m = 0) má radiálńı funkce svoje maximum v počátku soustavy souřadné – tj. že
je nejpravděpodobněǰśı naj́ıt elektron uprostřed atomu.

U úvah tohoto typu – jak je pravděpodobné naj́ıt elektron někde – si muśıme dát po-
zor, zda nás zaj́ımá opravdu konkrétńı mı́sto, nebo (což je častěǰśı) nás zaj́ımá pouze
skutečnost, zda elektron nalezneme v zadané vzdálenosti od středu atomu. Pokud nám jde
pouze o vzdálenost mluv́ıme o tzv. radiálńı hustotě pravděpodobnosti. Tu źıskáme tak,
že

”
vyintegrujeme“ hustotu pravděpodobnosti přes povrch koule (oblast, kde má elektron

požadovanou vzdálenost). Pro l = 0 nezáviśı vlnová funkce na úhlech a hledaná radiálńı hus-
tota pravděpodobnosti by byla ρ(r) = povrch koule · |ψ|2 ≈ r2R2. Stejný vztah dostaneme
i v př́ıpadě l 6= 0.2 Vid́ıme, že člen r2 nám spolehlivě

”
vynuluje“ ρ(r) pro r = 0, tj. velmi

malé vzdálenosti elektronu od jádra nejsou př́ılǐs pravděpodobné.

Hustota pravděpodobnosti ve velkých vzdálenostech klesá, ale povrch koule, na které hledáme
elektron naopak roste, takže výsledná radiálńı hustota záviśı na tom, jak dopadne po-
rovnáńı těchto dvou protich̊udných vliv̊u. Naštěst́ı exponenciálńı pokles R je dostatečně

”
silný“, takže v opravdu velkých vzdálenostech od jádra se elektrony vyskytuj́ı s velmi ma-

lou pravděpodobnost́ı.

Hustota pravděpodobnosti výskytu elektronu a radiálńı hustota pravděpodobnosti
se velmi často nesprávně zaměňuj́ı!

2Pro libovolné l dostáváme pro radiálńı hustotu pravděpodobnosti ρ(r) vztah

ρ(r) =

∫ 2π

0

∫ π

0

|R|2nl(r)|Y |2lm(θ, ϕ)r2 sin θ dθ dϕ = r2|R|2nl(r)
∫ 2π

0

∫ π

0

|Y |2lm(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = r2|R|2nl(r).

Při výpočtu jsme využili toho, že kulové funkce tvoř́ı ortonormálńı systém při integraci přes plný prostorový
úhel, tj. že jsou normované na povrchu jednotkové koule.
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6.8.) Pomoćı tlač́ıtka nad grafem 4 si můžete zobrazit i radiálńı hustotu pravděpodobnosti
(vykresĺı se zeleně, zvolit můžete ze dvou variant – se společnou škálou nebo s rozd́ılnými
svislými škálami tak, aby obě funkce měly

”
podobně vysoké kopečky“). Pozorujte a popǐste

vliv členu r2 v radiálńı hustotě pravděpodobnosti ρ(r).

7. Orbital

7.1.) Pokuste se popsat, co je podle vás orbital. Nejde o to dohledat a citovat přesnou definici,
ale popsat třeba i velmi mlhavou vlastńı představu.

Vysvětleńı

Pojem atomový orbital se použ́ıvá ve dvou rozd́ılných významech. Někdy se pod pojmem
orbital mysĺı př́ımo hustota pravděpodobnosti nalezeńı částice v daném stacionárńım stavu.
Častěji se ale pod orbitalem mysĺı

”
prostor“, kde je pravděpodobnost nalezeńı elektronu

”
velká“. Bud’ požadujeme, aby byla větš́ı než nějaká hodnota, nebo je tato oblast vyme-

zena požadavkem, že celková pravděpodobnost nalezeńı elektronu v této oblasti má být
např. 95 %.

Tvar orbitalu si můžete zobrazit v programu 3D orbitaly.exe pomoćı grafu 3. Posunováńım
posuvńıku vpravo od grafu se nastavuje limit pro velikost hustoty pravděpodobnosti. Mı́sta,
kde je tato hodnota vyšš́ı, se vykresĺı b́ıle a tvoř́ı orbital (v tomto významu). Prostorový
obrázek bychom, jak již dobře v́ıme, źıskali roztočeńım tohoto řezu kolem osy z (svislé osy).
Takže je vidět, že se často jedná o několik nesouvislých oblast́ı.

Na tomto mı́stě bych vás chtěla d̊urazně varovat před obrázky v některých
učebnićıch či jiných textech. Často se za hustotu pravděpodobnosti nalezeńı
elektronu vydává prostorový polárńı graf kulové funkce, což neńı správně! Nav́ıc
velmi často nejsou tyto prostorové grafy nakresleny správně – nerespektuj́ı válcovou
symetrii. Také jsou často př́ıslušné obrázky kresleny jen

”
od ruky“, č́ımž se sice

zachová poloha minim a maxim, ale již ne přesný tvar těchto funkćı.

8. A co na to chemici?

Celou dobu jsme pracovali s jednou množinou stacionárńıch stav̊u – báźı prostoru všech
vlnových funkćı popisuj́ıćıch stavy, ve kterých se elektron v atomu vod́ıku může nacházet.
Protože energie záviśı pouze na kvantovém č́ısle n (v̊uči kvantovým č́ısl̊um l a m je degenero-
vaná), je každá povolená energie n2-krát degenerovaná. (Dokažte!) Každá lineárńı kombinace

”
našich“ stacionárńıch stav̊u se stejným n má také dobře definovanou hodnotu energie a je

také stacionárńı. To znamená, že lze vytvořit i jiné
”
stejně dobré“ báze.

Např́ıklad chemici při vysvětlováńı podstaty chemické vazby často pracuj́ı s jiným systémem
stacionárńıch funkćı. Proto při prohĺı̌zeńı obrázk̊u v chemických učebnićıch je třeba jisté
opatrnosti.
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Výsledky některých úloh

2.1.) a) r ∈< 0,∞) b) θ ∈< 0, π) c) ϕ ∈< 0, 2π)

2.3.) a) θ = π/2, ϕ = 0 nebo ϕ = π b) θ = π/2, ϕ = π/2 nebo ϕ = 3π/2 c) θ = 0 nebo θ = π

2.4.) a) θ = π/2 b) θ libovolná, ϕ = 0 nebo π c) θ libovolná, ϕ = ϕ0 ∈ (0, π) nebo ϕ = ϕ0 + π

2.5.) a) povrch koule b) plášt’ kužele s vrcholem v počátku c) polorovina, osa z tvoř́ı jej́ı hranici

2.6.) a) polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku b) polokružnice se středem v počátku a krajńımi body na ose z;
kružnice v rovinách kolmých na z se středem na ose z; povrch koule

5.1.) Výsledek bude reálný a zcela zmiźı závislost na ϕ, tj. |Yml(θ, ϕ)|2 = L2
ml(cos θ).

5.2.) povrch kužele se středem v počátku

5.5.) roztočit kolem osy z, rotačńı nebo válcová symetrie

6.6.) pro l = 0

6.7.) n− l − 1

Závěrečný dotazńıček

Na závěr si dovoĺım ještě dotazńıček, abych věděla, jak se vám s t́ımto materiálem pracovalo:

Na škále od 2 (perfektńı) do -2 (horor) ohodnot’te
a) srozumitelnost úkol̊u a výkladu
b) př́ınosnost
c) zábavnost a zaj́ımavost práce s programy

Prośım okomentujte tento materiál i slovně.

Napadá Vás ještě nějaké daľśı zobrazeńı hustoty pravděpodobnosti nebo jednotlivých část́ı vlnové funkce,
které by vám pomohlo vytvořit si představu, jak tyto funkce vypadaj́ı?

Napadá vás ještě nějaký jiný typ úkolu, který by mohl sloužit k lepš́ımu pochopeńı nebo ověřeńı správné
interpretace jednotlivých typ̊u grafu?

Jakékoli daľśı poznámky:

Na závěr bych vám moc ráda poděkovala za prostudováńı těchto pracovńıch list̊u, splněńı a vyplněńı úkol̊u.
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Konkrétńı tvary část́ı vlnové funkce:

Radiálńı část Rn,l(ρ), ρ = r
a , kde

a = 5, 3 · 10−11 m je tzv. Bohr̊uv poloměr
Legendrovy polynomy s argumentem cos θ, tj.
Pl,m(cos θ)

R1,0(ρ) = 2e−ρ P0,0(θ) = 1
2

1√
π

R2,0(ρ) = 1√
2

(
1− ρ

2

)
e−

ρ
2

R2,1(ρ) = 1
2
√
6
ρ e−

ρ
2

P1,−1(θ) = 1
2

√
3
2π sin θ

P1,0(θ) = 1
2

√
3
π cos θ

P1,1(θ) = − 1
2

√
3
2π sin θ

R3,0(ρ) = 2
3
√
3

(
1− 2

3ρ+ 2
27ρ

2
)
e−

ρ
3

R3,1(ρ) = 8
27
√
6
ρ
(
1− 1

6ρ
)
e−

ρ
3

R3,2(ρ) = 4
81
√
30
ρ2e−

ρ
3

P2,−2(θ) = 1
4

√
15
2π sin2 θ

P2,−1(θ) = 1
2

√
15
2π sin θ cos θ

P2,0(θ) = 1
4

√
5
π

(
3 cos2 θ − 1

)
P2,1(θ) = − 1

2

√
15
2π sin θ cos θ

P2,2(θ) = 1
4

√
15
2π sin2 θ

R4,0(ρ) = 1
4

(
1− 3

4ρ+ 1
8ρ

2 − 1
192ρ

3
)
e−

ρ
4

R4,1(ρ) = 1
16

√
5
3 ρ
(
1− 1

4ρ+ 1
80ρ

2
)
e−

ρ
4

R4,2(ρ) = 1
64
√
5
ρ2
(
1− 1

12ρ
)
e−

ρ
4

R4,3(ρ) = 1
768
√
35
ρ3e−

ρ
4

P3,−3(θ) = 1
8

√
35
π sin3 θ

P3,−2(θ) = 1
4

√
105
2π sin2 θ cos θ

P3,−1(θ) = 1
8

√
21
π sin θ

(
5 cos2 θ − 1

)
P3,0(θ) = 1

4

√
7
π

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
P3,1(θ) = − 1

8

√
21
π sin θ

(
5 cos2 θ − 1

)
P3,2(θ) = 1

4

√
105
2π sin2 θ cos θ

P3,3(θ) = − 1
8

√
35
π sin3 θ
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