
1. Matematika kvantové mechaniky

Muśıme si uvědomit, že zat́ımco chováńı nejmenš́ıch částic nelze jedno-
značně popsat obvyklým jazykem, řeč matematiky je i nadále postačuj́ıćı. . . (Werner
Karl Heisenberg)

1.1 Komplexńı č́ısla

Zopakujte si teorii:

• r̊uzné zp̊usoby zápisu (algebraický, goniometrický, exponenciálńı) a
přechody mezi nimi, výpočet velikosti a argumentu

• operace (sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı, mocnina, odmocnina) s kom-
plexńımi č́ısly v r̊uzných tvarech, Moivrova věta

• grafické znázorneńı č́ısla a prováděńı operaćı graficky

• komplexńı sdružeńı (znač́ıme hvězdičkou!), sdružeńı součtu a součinu,
součet, rozd́ıl a součin sdružených č́ısel

• komplexńı funkce (rozd́ıl mezi komplexńı funkćı reálné proměnné a
funkćı komplexńı proměnné)

1.1.) Převed’te do všech tvar̊u (v základńım tvaru), určete velikost a argu-
ment, č́ıslo komplexně sdružené a zakreslete vše do Gaussovy roviny
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1.3.) Spočtěte, zjednodušte
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1.4.) Maj́ı nějaký speciálńı tvar či hodnotu následuj́ıćı výrazy?
a) z + z∗, b) z − z∗, c) zz∗

1.5.) Napǐste co nejv́ıce zp̊usob̊u, jak vyjádřit velikost, reálnou a imaginárńı
složku komplexńıho č́ısla z.
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1.2 Vztahy pro Kronecker̊uv a Levi-Civit̊uv symbol

Definice: δij = 1⇔ i = j, jinak δij = 0

Plat́ı: δij = δji, δii = 3, δijδjk = δik

Definice: ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε132 = ε321 = ε213 = −1,

v ostatńıch př́ıpadech εijk = 0

Plat́ı: εijk = −εjik, εiik = 0, εijkεijk = 6, εijkεijl = 2δkl,

εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl

1.3 Operátory, komutátor, hermitovské sdružeńı

Teorie: definice operátoru, rovnost operátor̊u (včetně definičńıch obor̊u),
skládáńı operátor̊u, asociativita a komutativita operátor̊u, definice lineárńıho
operátoru, komutátor, definice hermitovsky sdruženého operátoru a hermi-
tovského operátoru

1.6.) Které z následuj́ıćıch operátor̊u jsou lineárńı:

a)Âf = cf , kde c ∈ C b) B̂f = f 2 c) Ĉf = f ∗ (komplexńı

sdružeńı) d) D̂f = df
dx

e) Êf = d2f
dx2

f) F̂ f = 1
f

1.7.) Vynásobte (Â, B̂ jsou lineárńı): (Â− B̂)(Â+ B̂)

1.8.)
”
Odvod’te vzorečky“ (z definice komutátoru):

[Â, Â] = [B̂, Â] = [Â+ B̂, Ĉ] =

[ÂB̂, Ĉ] =

1.9.) Pomoćı vztah̊u odvozených v předchoźı úloze zjednodušte (tak, aby
v komutátorech nebyly složené operátory):

[Â, Â2] = [Â, Ân] =

[Â, B̂Ĉ] = [ÂB̂Ĉ, D̂] = [ÂB̂, ĈD̂] =

[Â, B̂2] = [Â, B̂n] =

1.10.) Z definice komutátoru spočtěte:
[x, d

dx
] =

[x̂, p̂] = , kde x̂ = x, p̂ = −i~ d
dx

(tzv. kanonická komutačńı relace)

1.11.) Spočtěte: [x̂, p̂n], [x̂n, p̂], [ŷ, p̂x].
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1.12.) K̂ = (x d
dx

)2, L̂ = ( d
dx
x)2. Plat́ı K̂ = L̂?

1.13.) Najděte hermitovsky sdružené operátory k operátor̊um x̂, Â = d
dx

, p̂.

1.14.) a) Dokažte (Â+ B̂)† = Â† + B̂† a (ÂB̂)† = B̂†Â†.

b) Spočtěte: (ÂB̂Ĉ)† =

1.4 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Teorie: matice, vektor, determinant, rovnice pro hledáńı vlastńıch vektor̊u,
charakteristická rovnice, vlastńı č́ıslo, vlastńı vektor, násobné vlastńı č́ıslo,
degenerace, podprostor vlastńıch vektor̊u

1.15.) Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

A =

(
3 2
4 1

)
B =

(
3 −1
1 1

)
C =

(
0 1
1 0

)

M =

 1 2 1
0 3 1
0 5 −1

 N =

 1 1 1
0 2 1
0 0 1


1.16.) O matici G řádu 2 v́ıme, že má vlastńı č́ıslo g1 = 3, kterému př́ısluš́ı

vlastńı vektor

(
4
3

)
, a vlastńı č́ıslo g2 = 2, kterému př́ısluš́ı vlastńı vektor(

1
1

)
. Zkuste naj́ıt danou matici (nebo alespoň postup nalezeńı).

1.17.) Rozhodněte o správnosti či nesprávnosti následuj́ıćıch výrok̊u, všechny
se týkaj́ı matice M řádu n, vektoru ~v a č́ısla λ, některé chybné výroky jdou
malou úpravou upravit:

a) Vlastńı č́ıslo matice je č́ıslo, které se vyskytuje v matici nejčastěji.
b) Vlastńı č́ısla jsou č́ısla na diagonále př́ıslušné matice.
c) Pro vlastńı č́ıslo λ matice M plat́ı M = λ~v.
d) Pro vlastńı č́ıslo λ matice M plat́ı M~v = λ~v.
e) Pro vlastńı č́ıslo λ matice M plat́ı det(M) = λ~v.
f) Vlastńı č́ısla hledáme pomoćı rovnice M~v = λ~v.
g) Vlastńı č́ısla hledáme pomoćı rovnice det(M) = λ.
h) Každý násobek vlastńıho č́ısla je zase vlastńım č́ıslem.
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Do následuj́ıćıch výrok̊u je vždy třeba něco doplnit, aby byly správné:

i) Každý násobek vlastńıho vektoru je zase vlastńım vektorem.
j) Nedegenerované vlastńı č́ıslo má pouze jeden vlastńı vektor.
k) Vı́cenásobné vlastńı č́ıslo má v́ıce vlastńıch vektor̊u.
l) Pokud uvažujeme dva vlastńı vektory téže matice, potom součet dvou
vlastńıch vektor̊u je opět vlastńım vektorem.

1.5 Skalárńı součin

Teorie: definice skalárńıho součinu, resp. vlastnosti skalárńıho součinu obecně,
definice a vlastnosti skalárńıho součinu dvou vektor̊u a jeho výpočet v kartézských
souřadnićıch, rozd́ıl mezi skalárńım součinem nad reálnými a komplexńımi
č́ısly

Pozn.: Skalárńı součin dvou prvk̊u x a y budeme značit 〈x | y〉

1.18.) Rozvažte, zda zobrazeńı, které dvěma komplexńım funkćım f(x) a g(x)
reálné proměnné x přǐrad́ı č́ıslo předpisem:

〈f(x) | g(x)〉 =

∫ ∞
−∞

f ∗(x)g(x)dx

je skalárńı součin, tj. jedná se o definitně pozitivńı bilineárńı formu.

1.19.) Uvažujme skalárńı součin na prostoru spojitých funkćı jedné reálné
proměnné na uzavřeném intervalu [A,B] (uvažujte prostor nad tělesem kom-
plexńıch č́ısel) dané předpisem

〈f(x) | g(x)〉 =

∫ B

A

f ∗(x)g(x)w(x)dx,

kde w(x) je funkce spojitá na intervalu [A,B] (tzv. váhová funkce). Pozn.:
A, B mohou být i nekonečna.
a) Rozvažte, zda uvedený předpis vyhovuje definici skalárńıho součinu. Roz-
myslete si, co se změńı, pokud by se jednalo o reálné funkce a uvažovali jsme
prostor nad reálnými č́ısly.
b) Uvažujme w(x) = 1 a [A,B] = [−1, 1]. Spočtěte 〈1 | x〉, 〈x | x2〉, 〈x | expx〉.
Pokuste se naj́ıt trojici navzájem kolmých funkćı.
c) Rozmyslete, zda systém funkćı 1, x, x2, x3, x4, ... je ortogonálńı. Pokud ne,
proved’te jeho ortogonalizaci (tzv. Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı pro-
ces).
d) Řešte úkoly b) a c) pro w(x) = exp(−x2) a [A,B] = [−∞,∞].
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Poznámka: Pojmenované systémy ortogonálńıch polynomů, které vzniknou
ortogonalizaćı 1, x, x2, x3, x4, .... Zvýrazněné jsou ty, které během přednášky
potkáme.

polynomy interval [a, b] w(x)

Čebyševovy polynomy 1. druhu [−1, 1] (1− x2)− 1
2

Čebyševovy polynomy 2. druhu [−1, 1]
√

1− x2
Gegenbauerovy polynomy [−1, 1] (1− x2)α− 1

2

Legendrovy polynomy [−1, 1] 1
Jacobiho polynomy (−1, 1) (1− x)α(1 + x)β

Laguerrovy polynomy [0,∞) xαe−x, α < −1

Hermitovy polynomy (−∞,∞) e−x
2
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