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1. Uvod

Operace nasobeni tradi¢né patii k zdkladnim aritmetickym poznatklim. U¢itelé, s nimiz
jsme o cilech vyucovani tohoto tématického celku diskutovali, méli shodny nazor, ze
hlavnim cilem je naucit Zadka malou nasobilku a pisemné nasobeni vicemistnych ¢isel.

Nas nazor je odlisny. Vytvofili jsme si jej na zaklad¢ experimentti, studiem literatury a
zejména béhem dlouhodobého experimentélniho vyucovani na ZS. Podle nas hlavnim
cilem tohoto celku nejsou dovednosti, ale porozuméni. Porozuméni dvojiho druhu:
sémantické a strukturalni. Reeno podrobngji, jde o to zvySovat schopnost zaka:

a) rozeznat Zivotni situace, v nichz je operace nasobeni piitomna;

b) porozumét operaci nasobeni jako organické ¢asti aritmetické struktury.
Netvrdime, Ze nacvik pisemného ndsobeni je tieba z osnov vypustit. Naopak, v kapitole
7 zdivodnujeme, pro¢ doporucujeme tuto dovednost cvicit i nadale. Diraz ale klademe
vice na porozuméni nez na nacvik. Jsme presvédceni, ze zak, ktery nasobit neumi, ale
nasobeni rozumi, je na tom podstatné 1épe nez ten, ktery umi skvéle nésobit, ale
podstaté operace nerozumi.

Uvedené stanovisko se pokusime vylozit v dialogu se ¢tenafem. Budeme jej vybizet ke
kritickému hodnoceni naSich nazorti. Ctenar, ktery najde padné argumenty svédcici o
nepiesnosti nékterych naSich tvah nebo pfedstav, bude mit ze ¢teni vétsi potéSeni.

Text je urcen uciteli, ktery chce na sob¢€ pracovat. Lze jej Cist tak, jak je napsan, ale Ize
jej Cist i na preskacku. Naptiklad ¢tenar, ktery rad fesi zajimavé ulohy, mize zadit
kapitolou 4. Nebo zacit kapitolou 9, ve které formulujeme nas nazor na edukacni styl.

2. Pohled do historie

V pribéhu poslednich Ctyf tisicileti vymysleli lidé mnoho zpiisobti pisemného
nasobeni. Kazdy z téchto zplisobli miize byt pro nas, ucitele, inspirativni. Dva zptsoby
ukdzeme. V ilustracich pracujeme s nasi ¢iselnou soustavou, nikoli s tou pivodni.

Egyptské nasobeni. Ve starovékém Egypté neznali nasobilku, jak ji pouzivame dnes.
Nasobili pomoci zdvojovani. Naptiklad soucin 17 x 5 pocitali tak, ze ¢islo 5 rozlozili
na 1 +4 acislo 17 zdvojovali: 17 x 2 =34, 17 x 4 =34 x 2 = 68. Pak secCetli 68 + 17 =
85.

Struéné to lze psat: 17 x5=17x4+1)= 17x2x2+1)=17x2x2+17=285.

Uvedeme i slozit&j§i vypodet, napiiklad 314 x69. Cislo 314 314

budeme zdvojovat a ¢islo 69 rozlozime na soucet 64 + 4 + 1. b
Pocitame pomoci tabulky 1. Ve druhém sloupci jsou mocniny 628 2
dvojky: 1,2, 4, 8, 16, 32 a 64. V prvnim sloupci zdvojovanim 1256 4 +
najdeme prislusné nasobky ¢isla 314. Jsou to 628 =2 x 314, 2512 8
1256 =4 x 314 =2 x 628, 2512=8 x 314 =2 x 1256 atd. 5024 16
Ted’ z tabulky 1 vybereme ty fadky, které vstoupi do vypoctu. 10048 3
Tyto fadky jsme oznacili znakem ,,+*. Je totiz 69 = 1 + 4 + 64.

Cisla prvniho sloupce téchto fadki jsou 314, 1256 a 20096. 20096 64 +
Jejich soucet da vysledek: 314 + 1256 + 20096 = 21666. Tedy Tab. 1

314 x69 = 21666

V tfindctém stoleti se v Evrop¢ nasobilo stejné, jako ve starém Egypté. Moje babicka,
ktera zékladni vzdélani ziskala v Uhersku, ¢asto pouzivala tento zptisob nasobeni.
Rikala mu ,,duplicirka® a naucila se jej ve tieti tfid¢ (tenkrat se psal rok 1887).
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3 1 4 Indicky (brahminsky) zpiisob pisemného nasobeni se vice
1 0 P podoba nasemu zptisobu, ale pouziva formu tabulky. Postup
2 3 6 4 6 ilustrujeme opét na soucinu 314 x69. Cislo 314 zapiseme do
horni fadky tabulky 2 a Cislo 69 do pravého sloupce. Kazdé

1 2 7 0 9 3 5 9  okénko jadra tabulky rozdélime thlopti¢né na dvé ¢asti. Do
okénka zapiSeme soucin piislusného horniho a pravého tu¢né
6 6 6 psaného ¢isla. Napiiklad do pravého horniho okénka jadra

Tab. 2 tabulky zapiSeme ¢islo 4 x 6 = 24 a to tak, ze 2 napiSeme do
horni a 4 do dolni ¢asti okénka. KdyZ je vSech Sest okének
jadra tabulky zaplnéno, s¢itdme tato Cisla ve sméru dokreslovanych uhlopticek a
vysledek piseme do dolni fadky a levého sloupce kolem jadra tabulky. V fadu jednotek
se ,,s¢ita* jen Cislo 6. V fadu desitek je to soucet 4 + 3 + 9, ve stovkachjeto2 + 6+ 0 +
7, v tisicich 0 + 8 + 2 a v desetitisicich jen ¢islo 1. Tedy:
6+10x(4+3+9)+100x(2+6+7)+1000x (8+2)+10000 % 1=21666.

4. Ulohy pro &tenaie

Pozname dva efektivni zptisoby, jak ziskat vhled do jisté problematiky. Prvnim je
feSeni uloh, druhym je tvoteni uloh pro zdky z dané oblasti. Nize uvedeny soubor 8
naro¢nych uloh pomiize uciteli hloubéji proniknout do problematiky nasobeni. Mtize
mu slouzit i jako inspirace k tvorbé naro¢nych tloh pro zdky. Komentéte k uloham
najde ¢tenar v kapitole 5.

Uloha 1. Pam&tové pocitani. Najdéte soucet 98 + 4 a soucin 12 x 25. Zapiste, jak jste
pii feSeni postupoval(a).

Uloha 2. Zadani stejné jako v predchazejici iloze. Bez pisemné opory vypocitejte
a) 88 x5,b) 16 x35,¢)36 x 11,d)4 x 7 x25,e) 8 x7x25,1) 101 x 74,
g) 1001 x47,h) 12 x 11 x 25,1) 16 x 125,j) 11 x 620, k) 22 x 125,1) 7 x 11 x 13.

Uloha 3. Jen pomoci ¥imskych &isel vynasobte a) XII x X, b) XI x XII, ¢) XXII x XV,
d) CCLXII x XVII, e) XV x IV, f) XIX x XVII, g) CXCIV x XVI, h) XCVI x XIV.

Komentaf. Pfredpokladame, Ze ¢tendr je sezndmen s fimskymi ¢isly. Z didaktickych
divodt zde mirn€ uvolnime pravidla pro zachézeni s fimskymi ¢isly. Pfipustime i
takové zapisy Cisel, které jsou jinak zakdzany. Napiiklad: psat IIIII namisto
standardniho V, nebo XXXX namisto standardniho XL, nebo CCCCLL, namisto D
apod. Tedy pocet stejnych znaki C, X, I neomezime na tii a pocet stejnych znaki V, L
a D neomezime na jediny. Mizeme jich psat tolik, kolik potfebujeme. Na druhé strané
nekdy pouzijeme zapis Gspornéjsi, nez je standardni. Naptiklad cislo 1049 budeme psat
MIL i MXLIX a ¢islo 449 budeme psat i CDIL a nejen CDXLIX.

Uloha 3a (doplitujici). Reseni ulohy 3. predpoklada, Ze fesitel umi v ¥imskych &islech
sCitat i odcitat. Neumi-li to, nauci se to feSenim této ulohy. Najde soucty: a) LX + VII,
b) LV + XVII, ¢) XIV + LV, d) CXCIV +IL, e) DIC + CCVC, arozdily f) LVII - VI,
g) LXIV - VI, h) LXII - VL, i) L - XL, j) CXCVII - VL, k) DXCI — LXIX,

1) MCM -V, m) MXMIII — CLIX, n) MXCIV — LDIX.

Uloha 4. Kdyz ve vypoétu 473x 62 = 29 326 ¢&islice nahradime pismeny, dostaneme
napis ABC x DE = EF CED, kterym je vypocet zakddovéan. Takovy zapis nazyvame
algebrogram. Uloha , feste algebrogram ABC x DE = EF CED* 74d4, abychom kazdé
z pismen A, B, C, D, E, F nahradili jednou cislici tak, aby vznikl spravny vypocet.
Stejna pismena musime nahradit stejnymi ¢islicemi, rtizna pismena, riznymi ¢islicemi.
Uvedeny algebrogram je velice naro¢ny. My budeme fesit algebrogramy leh¢i:




3/

a) Ax A=A, b) A x A=B, c) A x A=BA,
d) AB x AB = ABB, e) AA x AA = ABA, f) AA x AA=CBC,
g) AA x B=BBC, h) AA x AA =CCBB, i) AA x B=CCD,
j) AB x CB =DCB k) AB x BA=ACA 1) ABA x BAB=CCCDB
Uloha 5. Reste algebrogramy a), b) a ¢) s indickym nasobenim
a) A B by A c) A B C
F C D E D D
F D B B B s B B K B (o C
E E E E G D
F C D C B T C D D a B B
G D F J F E
Tab. 3a Tab. 3b Tab. 3¢

Uloha 6. Dany jsou 4 &islice (napiiklad 2, 5, 7, 8). Z nich vytvoiime dvé dvoumistna
¢isla a najdeme jejich soucin (napt. 57 x 82 = 4674). Jaké nejvétsi a jaké nejmensi Cislo
tak mizeme ziskat, jestlize dané 4 Cislice jsoua) 1,2, 3,4;b) 2,5,7,8;¢)2,6,6,9 ?
Pokuste se ulohu fesit obecné — najit pravidlo, jak se takova ¢isla sestavi, jestlize dana
Ctvetice jednomistnych ¢isel je A <B <C <D.

Uloha 7. Méte kalkulagku, na které lze zobrazit pouze 8-mistné ¢islo. Potiebujete najit
soucin a) 503 729 x 843, b) 503 729 x 84 316, c) 269 107 x 843 556. Jak to udélate?

Uloha 8. Dany jsou dvé &isla: # = 100...002 a v =300...004. V ¢&isle u je m nul, v &isle
v je n nul. Kolik nul je v ¢isle u x v?

5. Komentaie k tloham, néktera reSeni

Ul. Pii pisemném s&itani 98 + 4 seéteme 8 + 4 = 12, zapiSeme 2 a | si zapamatujeme;
pak se¢teme 9 + 1 = 10 a zapiSeme; vysledek je 102. Vypocet miizeme ud¢lat Sikovnéji:
Cislo 4 rozlozime na 2 + 2 a poc¢itdme 98 +4 =98 +2 +2 =100 + 2 = 102.

Soucin 12 x 25 byva pocitan postupem 12 x 25 =10 x 25 +2 x 25 =250 + 50 = 300.
Neékdy téz postupem 12 x 25 =12 x 20 + 12 x 5 =240 + 60 = 300. Oba postupy jsou
blizké pisemnému nasobeni. Méné¢ Casto se setkdme s postupem, ktery je zaloZen na
rozkladu Cisla 12 na 3 x 4. Tedy 12 x25= (3 x4)x25=3 x (4 x25)= 3 x100=
300.

Podobné jako u ulohy 98 +4 = ? jeiulohy 12 x 25 = ? posledni zptsob Sikovng;jsi.
V obou ptipadech se jedna o stejnou myslenku: jedno z ¢isel je vhodné rozlozeno, a tim
je vypocet zjednodusen. Resitel, ktery rozklad pouzije, dokazuje sviij vhled do operace.

U2. V péti vypodtech lze vhodné rozlozit sudé &islo: a) 88 x 5 =44 x 2 x 5 = 440;

b) 16 x35=8%x70=560;d)4 x7x25=T7Tx4x25=7x100=700;e) 7*x8x25=
14 x 100 = 1400; 1) 16 x 125 =4 x 4 x 125 =4 x 500. Navic v ulohach d) a e) jsme
vyuzili komutativnost nasobeni (tj. 4 x 7 =7 x 4) a v tloze 1) jsme vyuzili i to, ze si
pamatujeme soucin 4 x 125 = 500.

V dalsich tfech tlohach vidime vysledek pfimo: ¢) 36 x 11 =396, protoze 3 + 6 =9,

f) 101 x 74 =7474, g) 1001 x47 = 47047.

Kombinaci uvedenych triki najdeme h) 12 x 11 x 25 =33 x 100 = 3300, j) 11 x 620 =
11 x62x10=682x 10=6820, k)22 x 125 =11 x 250 =275 x 10 =2750.

Konecné vysledek 1) 7 x 11 x 13 = 1001 je dobré zapamatovat si. Ma mnoha vyuziti.
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U3. Reseni predpoklada, ze fesitel mé dostateéné zkuSenosti se s¢itdnim a od¢itdnim
pomoci fimskych ¢isel. Neni-li tomu tak, doporuc¢ujeme nejprve vyiesit ulohu 3a, ktera
¢tenaii pomuze potiebné zkusenosti nabyt.
K nasobeni fimskymi ¢isly je vhodné pouzivat zapis pomoci tabulky.
a) Do horni fadky tabulky 4a napiSeme Cislo XII, do posledniho

sloupce

¢islo X. Dv¢ prazdné okénka doplnime béznym zptsobem. Dopsana
¢isla C a XX seCteme. Dostaneme vysledek: CXX.

Dalsi vypocty: b) (Tab. 4b), ¢) (Tab. 4c) a d) (Tab. 4d)

X | IT
C | XX | X
Tab. 4a

X | Secteme 4 Cisla jadra | XX | 11 Secteme 4 ¢isla jadra:
C X x | tabulky 4b: cC | xxx | x CC+XXX+LL+
XX | 1 I C + X+ XX +1I. L VvV vV VvV = CCCX’XXXV
Vysledek: Upravime a mame
Tab.4b cxxxII Tab. 4c CCCVL
Jadro tabulky 4d tvoii 12 okének. Nejnarocnéjsi je CC L X | I
nasobeni: L x V= L x IIIll = LLLLL = CCL. MM D C XX | X
Secteme 12 cisel jadra tabulky 4d a dostaneme
MMDDDCCCCCCCLLLLXXXXVVIIIL co po DD | CCL | L VvV IV
upraveé da vysledek MMMMCCCCLIV. CCCC | LL | XX |1 | 11
Slozit¢jsi situace vznikne, kdyz mame nasobit Tab. 4d
naptiklad ¢islem IV, ve kterém se jednotka I odcita.
V takovém ptipad¢€ se vSechna cisla této ,,minus fadky* nebo X
,»minus sloupce* od vysledku odecitaji. Uvedeme 3 ilustrace. v
-X S\ |
e) Prostiedni fadek v tabulce 5 je ,,minusovy“. Vysledné Cislo
dostaneme, kdyz od souctu L + XXV = LXXV odecteme soucet L | XXV |V
X+ V=XV.Tedy LXXV - XV =LX. Vysledek: LX Tab. 5
X X f) Kdyz v tabulce 6a od plusového Cisla XX -1
D L1 D L DPLLX)’(XX = M’LLXX,XVIHII odecteme DD 1L
minusové LVII, mame vysledek:
L -V | L | V| MLXXXIII LL -V |V
XX | -IT | XX | IT | Vypocet urychlime seskupenim plusovych XXXX | -1I | 1T
sloupcti. To je uvedeno v tabulce 6b.
Tab 6a Tab 6b
g) (Tab. 7). Cislo CXCIV rozdélime na &ast kladnou cC A
CCV a zépornou XI. Dva plusové sloupce dame vlevo, | MM L C|-X|X
dva minusové sloupce vpravo. Od kladné ¢asti
MMDDCCLXXV odeteme zépornou CLXXVI. DD | XXV | -L | -V 1V
Dostaneme vysledek: MMMCI. CC vV | -X| T |1
Tab. 7

Nejslozitéjsi situace nastane, kdyz se minusova ¢ast

vyskytne v obou ¢islech souc¢inu. Zde dochazi k odebrani z odebraného, co je vlastné

pfidani. Jestlize mi n€kdo odebere 50 K¢ a pak z tohoto odbéru odebere 20 K¢ (a vrati
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mi je), znamend onéch 20 K¢ pro mne vlastné ptidani. Pfipad odbéru z odbéru ilustruje
nasledujici uloha.

h) Cislo XCIV rozdé&lime na ¢ast kladnou CV a zapornou XI. Do tabulky 8 dame dva
sloupce plusové, pak dva minusové. Stejné rozdélime ¢islo XIV na ¢ast kladnou XV a
zépornou 1. Do tabulky 8 nahoru dame dva plusové fadky a minusovy dame dolu.

Od kladné c¢asti jadra tabulky 8 tj. od ¢isla MDLXXXVI C A\ X | I

odecteme zapornou ¢ast tj. ¢islo CXVV. Vysledek je M L ClXx|x

MCCCXVL

U3a (doplitujici). a) LX + VII = LXVIL;

b) LV + XVII = LXVVII = LXXII (nebot VV = X);

¢) XIV+LV =(odsouctu X+V +L+V =LXX nutno
odebrat ) = LXX — [ = LXIX;

d) CXCIV + IL = (od sou¢tu C+ C + V + L = CCLV odebereme X + 1+ 1= XII) =
CCLV — XII = (misto ¢isla L piSeme XXXXX a misto ¢isla V piSeme IIIII, aby bylo
mozné odebirat) = CCXXXXXIIII — XII = (ted’ X a II odebereme) = CCXXXXIII;

e) DIC+ CCVC=(od D+ C+ C+ C+ C odebereme V + I) = DCCCC — VI = (jedno C
»rozménime* na LXXXXVIIII) = DCCCLXXXXVIII — VI = DCCCLXXXXIIII;

f) LVII - VI=L]I;

g) LXIV - VI=LXV - VIl = LX — 11 = LVIII, (nebot ¢islo I v ¢isle LXIV je odebrani);
h) LXII — VL = (¢islo V je odebrani z mensitele, tedy piidani) = LXVII - L = XVII;

1) L — XL = (¢islo X je odebrani z mensitele, tedy ptidani) = LX - L = X;

j) CXCVII - VL = (do vysledku pfispiva kladné¢ CCVII z menSence a V z menSitele a
zaporn¢ X z mensence a L z menSitele) = CCVVII - LX = CCII - L = CLII;

k) DXCI - LXIX = DCII — LXXX = DLXXXXXII — LXXX = DXXII;

1) MCM -V = MM - CV = MDCCCCLXXXXVV - CV = MDCCCLXXXXV;

m) MXMIII — CLIX = MMIII — CLXX = MDCCCCLXXXXXIIII — CLXX =
MDCCCXXXIIII = MDCCCXXXIV;

n) MXCIV — LDIX = MCLVI - DXXI = DDCXXXXXVI - DXXI = DCXXXV.

U4. V Sesti ptipadech existuje jediné feseni: d) A=1, B =0, tj. 10 x 10 = 100;
e)A=1,B=2, tj. 11 x11=121;f) A=2,B=4,C=8, tj. 22 x 22 = 484; dale
uvedeme jen Ciselné feSeni: h) 88 x 88 = 7744, k) 12 x 21 =252; 1) 151 x 515 =77765.
Ve ctytech piipadech existuji dvé feSeni: a) A=0aA=1,t.0x0=0a 1 x1=1;
b)2x2=4a3x3=9;¢c)5x5=25a 6x6=36;j)26x16=416a26 % 36=936.
Ve dvou ptipadech existuje 8 feSeni: g) A =1, B je kterdkoli z Cislic 2, 3,4, 5,6,7,8 a
9, C=0,1)55%x2=110,55x4=220,55 % 6=330,55 x 8=440,22 x 5=110,
44 x 5=220, 66 x 5 =330, 88 x 5 =440.

Us. a) Existuje jediné feseni: A=6,B=5,C=2,D=0,E=1,F=3,G=8.

b) Ctyfi feseni. Ve viechjeB=1aD=0.Daleje A=6,C=9,E=5,F =4, nebo
A=7,C=6,E=4,F=2,ncboA=8,C=4,E=3,F=2,neboA=9,C=3,E=2,F
=17.

c¢) Jediné feseni: A=7,B=3,C=4,D=1E=2F=6,G=0,H=9,]=6,K=8.
U6. Nejvétsi mozné ¢&islo je a) 41 x 32 = 1312, b) 82 x 75 = 6150, ¢) 92 x 66 = 6072.
Obecné pravidlo: DA x CB.
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Nejmensi mozné Cislo je a) 13 x 24 =312, b) 27 x 58 = 1566, c¢) 26 X 69 = 1794.
Obecné pravidlo: AC x BD.

Komentaf. Ulohu jsme ptedkladali zakéim &tvrtych roénikd, které jejich uéitelé oznadili
jako tvorivé a matematicky vyspélé. Sledovali jsme, jak jednotlivi Zaci odhalovali obé
uvedena pravidla. Asi 10% testovanych 74kt jiz po vyfeSeni prvni Glohy s konkrétnimi
¢isly umélo formulovat obecné pravidlo. Asi 30% Zakl naslo obecné pravidlo pii feSeni
druhé konkrétni ulohy. Dosti ¢asto se objevila nésledujici chyba: zak objevil pravidlo
pro nejvetsi ¢islo (tedy DA x CB) a u prvni konkrétni tilohy, kterou fesil pro nejmensi
Cislo, psal ihned vysledek ve tvaru AD x BC. VSichni testovani zaci bez vyjimky
oznacili tyto ulohy za velice zajimavé.

U7. Velké ¢islo rozlozime na soucet a kazdou ¢ast nasobime zvlast. V piipad¢ a) je to

503 729 x 843 = (503000 + 729) x 843 =503 x 843 x 1000 + 729 x 843 =424 029 000
+ 614 547 =424 643 547.

U vétsich soucinil je vhodné pouzit indicky zapis. V tabulkach 9. a 10. jsou souciny
b) 503 729 x 84 316 =42 472 414 364 a ¢) 269 107 x 843 556 = 227 006 824 492.

503 729 269 107
42 | 42 61 84 207 | 226 90 843
252 236 767 201
472 | 158 230 316 006 | 14° 59 556
948 364 564 492
414 364 824 492
Tab. 9 Tab. 10

U8. Oznaéme p poéet nul v &isle u x v. Za¢neme experimentovat. Nejprve polozime

n =0 (tj. ¢islo 34 bude bez nul) a ménime m =0, 1, 2, 3, ... Dostaneme: 12 x 34 =408,
102 x 34 =3468, 1002 x 34 = 34068, 10002 x 34 = 340068, 100002 x 34 = 3400068,
atd. Vidime, Ze v soucinu je o jednu nulu mén¢, nez v prvnim souciniteli. Tedy: je-li

n =0, pak p = m — 1; vyjimku tvofi ptipad m = 0, kde p = 1.

Stejnou uvahu zopakujeme pro n = 1. Mame 12 x 304 = 3648, 102 x 304 = 31008,
1002 x 304 = 304608, 10002 x 304 = 3040608, 100002 x 304 = 30400608, 1000002 %
304 = 304000608, atd. Vidime, Ze v soucinu je stejny pocet nul jako prvnim souciniteli.
Tedy: je-li n =1, pak p = m. Vyjimkou je ptipad m = 1, kde p = 2.

Uvahu zopakujeme pro n = 2. Je 12 x 3004 = 36048, m

102 x 3004 = 306408, 1002 x 3004 = 3010008, 10002

x 3004 = 30046008, 100002 x 3004 = 300406008,
1000002 x 3004 = 3004006008, atd. Tedy: je-lin =2,

pak p = m + 1; vyjimku tvofii ptipad m = 2, kde p = 4.

Popsanym postupem najdeme podobné vysledky pro n

m =13, 4, ...atd. Pak v§echna pozorovani zapiSeme do

W N =S
WRIN ==
AW O] -
DN R~ =N
NN | W] W

tabulky 11. Z ni vidime naptiklad, ze prom =3 an=2

je p = 4. Tabulka je skoro pravidelna, fidi se vztahem
p=m+n-1
jedin¢ pro m = n plati jiny vztah: je-lim =0jep=1,je-lim >0 je p =2m.
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8. Individualni pristup k nadanym zakim

Nadani zaci s nevoli délaji stereotypni vypocty, kdyz maji dojem, Ze jim tato prace nic
nepiinasi. Proto je potfebné ndsobeni vlozit do motivacné pfitazlivych tloh. Uvedeme
Ctyti takové série tiloh. V prvnich tfech je dano ¢islo nebo skupina ¢isel (nebo ¢Eislic) a
pravidlo, jak se tvofi dals$i ¢isla. M4 se najit posloupnost, ktera spliuje jistou podminku.

8.1. Prvni série

Ilustrace. Zvolim trojmistné ¢islo, naptiklad 735. Z jeho &islic 3, 5, 7 vytvotim jedno
dvoumistné a jedno jednomistné &islo, napiiklad 35 a 7. Cisla vynasobim: 35 x 7 = 245.
Ziskané ¢islo rozlozim na cislice 2, 4, 5. Z nich vytvofim jedno dvoumistné a jedno
jednomistné &islo, naptiklad 52 a 4. Cisla vynasobim: 52 x 4 = 208. Z &islem 208
pokracuji stejné. Naptiklad 80 x 2 = 160. Dalsi ¢islo bude 10 x 6 = 60. Uz mam pouze
dvé cislice 0, 6. Vynasobenim téchto ¢isel dostanu nulu a hra kon¢i. Moje posloupnost
tedy zacala Cislem 735 a méla jesté dalSich 5 Clent: 245, 208, 160, 60, 0.

Posloupnost kon¢i, kdyz dospéjeme k jednomistnému c¢islu, nebo kdyz se v ni objevi
nékteré Cislo dvakrat. Prikladem takové posloupnosti je 618, 128, 168, 128. (Podrobné:
618,16 x 8 =128,21 x 8 =168, 16 x 8 = 128). Cislo 128 je druhym i &tvrtym a
poslednim ¢lenem posloupnosti. Tato posloupnost ma 4 Cleny. Ted’ ti1 tlohy.

Uloha A. Najdéte viechny posloupnosti, které za¢inaji &islem 123.

Uloha B. Najdéte posloupnost, ktera za¢ina &islem 357 a konéi &islem a) 5, b) 2, ¢) 8,
d)4,¢e)6,0)7,2)9.

Komentat. Soubor vypocti mizeme psat prehledné v tabulce 16. Z ni vidime, Ze z Cisla
357 umime vytvortit 371 1 171, z ¢isla 371 umime vytvotit 51, 37,217,213 1 91, atd.

51 — 5
37 —» 21 - 2
371 217 — 27 — 14 — 4
213 - 23 —> 6
91 9
357
77 —-> 49 - 36 — 18 — 8
171 71 - 7
17 - 7

Tab. 16
Uloha C. Najdéte posloupnost, ve které jdou po sobé dvé stejna trojmistna &isla.
Uloha D. Najdéte posloupnost, ktera za¢ina ¢islem 375 a ma vice neZ 8 &isel.

Komentaf. Zak experimentuje. Jeho &innost ma pfinejmensim tfi diileZité vrstvy:
Organizacni — jak z daného Cisla vytvofit ¢islo dalsi; jak ziskana ¢isla posloupnosti
skladovat, jak hledat posloupnost delsi nez je ta nalezena.
Vypocetni — ndcvik pisemného nasobeni; Zaklim je mozné povolit pouziti kalkulacky
(pouziti kalkulacky Ize omezit pravidlem, Ze pfi feSeni jedné posloupnosti miize zak
kalkulacku pouzit nejvyse ttikrat).
Objevitelskou — nalezeni zakonitosti, ptitomnych v procesu. Napiiklad:
e Ze tii riiznych Cislic A, B, C lze o vytvofit 6 ¢isel: AB x C, BA x C, AC xB,
CA x B, BC x A, CB x A; jsou-li dvé z ¢islic stejné, 1ze o vytvofit pouze 3 Cisla,
jsou-li vSechny tii Cislice stejné, 1ze vytvoftit pouze jedno Cislo.
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e Jsou-li dvé z ¢islic A, B, C nuly, posloupnost kon¢i v nasledujicim kroku nulou.

e Je-li jedna z ¢islic A, B, C nula a jedna jednotka, posloupnost kon¢i v néasledujicich
dvou krocich.

ReSeni tloh

U A. Je to Sest posloupnosti. VSechny zacinaji ¢islem 123

21x3 =63, 6x3 =18, 8x1 =8; 12x3 =36, 6x3 =18, 8x1 =8;
31x2=62,6x2 =12, 2x1 =2; 13x2 =26, 6x2=12,2x1 =12;
23x1=123,2x3=6; 32x1=32,2%x3 =6.

U B. Kazdy piipad mé vice fedeni. Zde uvadime pouze jediné.

a)53x7=371, 17x3=51, 5x1=5;

b)53 x7=371, 37x1=37, 7x3=21, 2x1=2;

c)57x3=171, 11 x7=77, 7x7=49, 4x9=36, 3x6=18, 1x8=8§;
d)53x7=371, 31 x7=217, 27x1=27, T7x2=14,1%x4=4;

e)53x7=371, 71 x3=213, 23 x1=23, 2x3=6;

H57x3=171, 17x1=17, 1x7=7;

g)53x7=371, 13x7=91, 1x9=9.

U C. Naptiklad: 636, 36 x 6 =216, 21 x 6 =126, 21 x 6 = 126, konec.
Nebo 917, 17 x9 =153, 51 x3 =153.

U D. Priklad posloupnosti, kterd mé 12 ¢lend: 375, 53 x 7 =371, 31 x7 =217,
21 X7 =147,41 x7 =287, 28 x7=196, 91 x 6 =546, 54 x 6 =324, 42 x 3 =126,
12x6=72,7%x2=14, 1 x 4 =4, konec. D4 se najit jesté delsi posloupnost?

8.2. Druha série

Ptedchozi situaci zobecnime. Misto trojmistnych Cisel pracujeme analogickym
zpisobem s Cisly ¢tyf- nebo vice-mistnymi.

Ilustrace. Zvolim naptiklad ¢islo 74 911 a tvotim posloupnost ¢isel 4 171 x 9 =37 539,
9533x7=66731,1673 x6=10038, 3008 x1=3008,300x 8= 2400,400 x 2=
800, 80 x 0 = 0. Vytvofena posloupnost ma 8 ¢lenti: 74 911, 37 539, 66 731, 10 038,

3 008, 2 400, 800, 0. Lze najit posloupnost zacinajici ¢islem 74 911, ktera skonci po 7
krocich, nebo dokonce po 6 krocich?

Uloha A. Najdgte posloupnost, ktera za¢ina ¢islem 7 624 a jejiz &tvrty &len je &islo 125.

Uloha B. Najdéte posloupnost, ktera za¢ina ¢islem 1 426 a prvnich pét &lenti této
posloupnosti roste; tj. druhy ¢len je vEtsi nez prvni, treti ¢len je vétsi nez druhy,...

Uloha C. Vymyslete takové sedmimistné &islo neobsahujici ani jedinou nulu, Ze z ngj
nelze vytvoftit posloupnost obsahujici vice nez 9 Cisel.

Reseni aloh

UA. 674 x2=1348, 138 x 4=1552,25 x 5=125

UB.241 x 6=1446,416 x 4=1 664, 416 x 6 =2496, 426 x 9 =3 834
UC. Tim &islemje 1 111 111.

8.3. Treti série

Zvolte jedno-, nebo dvojmistné ¢islo n. To bude prvni Cislo a; nasi posloupnosti. Druhé
¢islo a; bude posledni dvojcisli ¢isla n x a;. Tteti €islo as bude posledni dvoj¢isli Cisla
n X a, atd. Dodejme, Ze zde Cislo 04 chapeme jako 4, ¢islo 07 jako 7 a ¢islo 00 jako 0.
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llustrace. Zvolimn=a;=4.Najduay =nxa;=4x4=161a3=nxa;=4x16 =
64. Protoze n x az; =4 x 64 = 256 je Cislo trojmistné, je as = 56. Dale 4 x 56 =224,
tedy as = 24, dale 4 x 24 = 96, tedy a¢ = 96. Stejnym zpiisobem najdeme a; = 84, ag =
36, ag = 44, an = 76, ain = 4. Vldime, 7€ ay =dan, pI'OtO bude djp=az, a13=4az, di4 =
a4, atd. Prvnich 10 ¢&isel se bude déle periodicky opakovat. Rekneme, Ze délka periody
posloupnosti je 10.

Uloha A. Najdéte posloupnost, ktera za¢ina ¢islem a) 5, b) 6, ¢) 7, d) 10, ¢) 9, f) 2, g) 3,
h) 11,1) 12,j) 8, k) 13,

Uloha B. Zjistéte, jaké jsou délky period i piedperiod posloupnosti, které za&inaji &isly
21,31,41, ...,91 icisly 16, 26, 36, ..., 96.

Uloha C. Hledejte zakonitosti u nékterych z téchto posloupnosti.

ReSeni tiloh

UA.a)a; =5, a,=25,a3=as,=as = ... 25. Délka periody posloupnosti je 1.

b) a; =6, a; =36, a3 = 16, as, =96, as = 76, ac = 56, a;, = 36, ... Délka periody této
posloupnosti je 5. Struéné budeme uvedené feSeni psat jen pomoci ¢isel takto:

6 — 36, 16, 96, 76, 56, (5). Prvni ¢islo, 6, se v posloupnosti vyskytne jen na zac¢atku a
pozdéji se neopakuje. Nazveme jej predperiodou. Nasleduje pét Cisel, které tvori
periodu a na zavér v zavorce je délka periody. V uvedené posloupnosti je to ¢islo 5.
c)7,49,43,1(4);d)10-0(1);¢e) 9, 81, 29, 61,49, 41, 69, 21, 89, 1 (10);

f) 24,8, 16, 32, 64, 28, 56, 12, 24, 48, 96, 92, 84, 68, 36, 72, 44, 88, 76, 52 (20);
2)3,9,27,81,43,29, 87, 61, 83, 49,47,41, 23,69, 7, 21, 63, 89, 67, 1 (20);

h) 11, 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91, 1, (10);

1) 12, 44, 28, 36, 32, 84, 8, 96, 52, 24, 88, 56, 72, 64, 68, 16, 92, 4, 48, 76 (20)

j) 8, 64,12,96, 68, 44, 52, 16, 28, 24, 92, 36, 88, 4, 32, 56, 48, 84, 72, 76, (20)

k) 13, 69,97, 61, 63,9, 17, 21, 73,49, 37, 81, 53, 89, 57, 41, 33, 29, 77, 1 (20)

)17, 89, 13, 21, 57, 69, 73, 41, 97, 49, 33, 61, 37, 29, 93, 81, 77, 9, 53, 1 (20)

U B. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 17. Zde  je prvni &islo posloupnosti, D.p. je
délka periody a D. pp. je délka predperiody.

n 21 |31 |41 |51 |61 |71 |81 |91 |16 |26 |36 |46 |56 |76 |86 |96

Dp. [5 [10]5 [2 |5 |10|5 JI0O|S |1 |5 [S5 |5 |1 [5 |5

D.pp |0 |0 /O |]O |O JO |O [O JO |1 [O |1 JO [O0 |1 |O

Tab. 17

U C. Dvoumistné &islo n oznaéme dj (d = desitky, j = jednotky). Naptiklad pro n = 13

jed=1,j=3.Pron=54jed=5,j=4,pron=8jed=0,j=28, apod .

Uvedeme pét zdkonitosti, zaci jisté najdou jest€ vice dalSich

e Kdyzjej=1, (j = 6) pak ma kazd¢ ¢islo této posloupnosti posledni ¢islici 1 (6).

o Kdyz jej cislo liché (sudé) jsou posledni Cislice vSech Cisel posloupnosti ¢isla licha
(suda).

e Posloupnost zac¢inajici ¢islem 11 je mozné popsat pomoci s¢itani: nasledujici Clen je
ptedchozi ¢len plus 10.

e V posloupnosti zacinajici ¢islem 9 plati, @) + ey =az + as=as +as=a; + ag=ay +
an = 90.

eV posloupnosti zacinajici Cislem 4 plati, a; + as=a, + a7=a3 + as=as + a9 = as +
an = 100.

8.4. Ctvrta série
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Ctvrta série uloh se odehrava na &tvere¢kovaném papiie. Kreslime sitové
pravouhelniky — obdélniky a ¢tverce. Strany téchto ¢tyfuhelnikt lezi v pfimkach sité,
které¢ nazyvame vodorovné a svislé. Zajimame se o obvod a obsah téchto utvara.
Protoze prvni pismeno obou téchto termind je stejné, vypljcime si slova anglické a
obvod budeme znagit P (perimeter), obsah A (area). Ctyfuhelnik o rozmérech m x n
budeme znacit (m,n). Tedy P(5,2) = 14 znaci, Ze obvod ctytuhelnika (5,2) je 14 a A(5,5)
= 25 znaci, ze obsah Ctverce (5,5) je 25. Obecné je P(a,b) = 2(a + b) pro obvod a A(a,b)
= a.b pro obsah.

Nize uvedené tlohy mohou zédkim vyrazné ptispét k budovani strukturdlniho chapani
matematiky, nebot’ propojuji geometrii, aritmetiku a trochu i teorii Cisel.

Ilustrace. Najdéte pravouhelnik (x,y) tak, aby bylo P(x,x) = y a souc¢asné A(x,y) = 36.
Cislo y zde vystupuje jednou jako délka, jednou jako obsah.

Reseni. Protoze obsah pravouhelnika (x,y) je 36, nastava téchto deset moznosti:

(x,y) =(1,36), (2,18), (3,12), (4,9), (6,6), (9,4), (12,3), (18,2), (36,1). Ze vztahu

P(x,x) =y vime, Ze 4x = y. Ten pfipad nastava, praveé kdyz (x,y) = (3,12). To je hledany
pravouhelnik. Skute¢né, jeho obsah je 36 a obvod ¢tverce o strané 3 je 12.

U A. Kolik existuje navzajem rtiznych pravouhelnikii s obvodem rovnym a) 14, b) 15,
¢) 56, d) n, kde n je libovolné ptirozené Cislo? Poznamka: pravouhelniky (x,y) a (y,x)
jsou shodné, tedy nejsou riizné.

U B. Dva pravouhelniky maji stejny obvod, ale rozdil jejich obsahti je 1. Najdéte ty
pravouhelniky, jestlize obvod je a) 20, b) 28, c) 30. Pokuste se llohu zobecnit. Rozdil
obsaht zménite. Misto ¢isla 1, budete uvazovat o rozdilu 2, nebo 3, nebo obecné r.

U C. Nakreslete étverec (20,20) a oznadte jej AUQV. Nakreslete viechny sitové
pravouhelniky ABCD takové, Ze bod B lezi na tsecce AU, bod C na tsecce UV a bod
D na tise¢ce AV. Ktery z téchto pravouhelnikli méa nejvétsi/nejmensi obvod/obsah?

ReSeni tloh

U A. a) jsou tfi: (1,6), (2,5), (3,4); b) zadny, obvod sitového pravotihelnika musi byt
sudé ¢islo, ) je jich 14: (1,27), (2,26), (3,25),...(12,16), (13,15), (14,14); d) kdyz je n
¢islo liché, zadny pozadovany pravouhelnik neexistuje; kdyz je n dé€litelné 4, pak
pozadovanych pravouhelniki je n/4; kdyz zbytek pii déleni n:4 je 2, pak pozadovanych
pravouhelnikd je n/4 — .

U B. a) Je to dvojice (5,5) a (6,4); b) Je to dvojice (7,7) a (8,6); ¢) Hledana dvojice
pravouhelnikt neexistuje. Do uvahy ptichéazi pravouhelniky (1,14), (2,13), ..., (6,9), a
(7,8). Jejich obsahy jsou 14, 26, 36, 44, 50, 54, 56. Rozdil zddnych dvou neni 1.

Situaci 1ze zobecnit. Hledanych dvojic pravouhelniki je nekone¢né mnoho. Kdyz
zvolim jakékoli prirozené Cislo n > 1, pak (n,n) a (n-1,n+1) je takova dvojice. Skutecné,
P(n,n) = P(n-1,n+1) =4n. A t¢z P(n,n) - P(n-1,n+1)=nxn—(nxn—-1)=1.

Zobecnéni. Necht' r = 2. Dvojice pravouhelnikl se stejnym obvodem a obsahem liSicim
se o 2 jsou naptiklad (4,1) a (3,2), nebo (5,2) a (4,3), nebo (6,3) a (5,4), atd. I zde je
hledanych dvojic nekone¢n¢ mnoho. Je-li n libovolné ptirozené Cislo, pak dvojice
(n+3,n) a (n+2,n+1) je hledanou dvojici.

Ctenaf, ktery bude fesit Glohu pro =3, r =4, ... si miiZe svoje vysledky provéfit
pomoci tabulky 18. Zde n je libovolné kladné ptirozené ¢islo.

r | hledané dvojice r | hledané dvojice r | hledané dvojice

1| (nt2,n) a (nt+l,nt+l) 4 | (nt5,n) a (nt+4,n+1) 7 | (n+8,n) a (nt+7,n+1)

2 | (nt3,n) a (nt2,ntl) 5| (nt+6,n) a (n+5,nt+1) 8 | (nt9,n) a (n+8,n+l)
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13| (ntan)a(nt3ntl) | | 6] (nt7n)a(mt6ntl) | |9 | (n+t10.n) a (nt9,n+1) |

Tab. 18

Dodejme, Ze tabulka 18 uvadi jen n¢které vysledky. Kdyz je » prvocislo, pak vysledky,

které uvadi tabulka 18 jsou vSechny. Kdyz je r ¢islo slozené, pak kromé dvojice

uvedené v tabulce, existuji jesté dalsi dvojice. Naptiklad:

pro » =4 je hledanou dvojici pravothelnikl i dvojice (n+4,n) a (n+2,n+2);

pro » = 6 je hledanou dvojici pravothelniki i dvojice (n+6,n) a (n+3,n+2)

pro » =24 existuje dokonce Ctyfi typy hledanych dvojic; jsou to (n+10,n) a (n+6,n+4) a

téz (n+11,n) a (n+8,n+3) a téz (n+14,n) a (n+12,n+2) a téz (n+25,n) a (n+24,n+1).

U C. Obvod viech tdchto pravouhelniki je 40, pro jejich obsah plati A(19,1) = 19,
A(18,2) =36, A(17,3) =51, A(16,4) = 64, A(15,5) =75, A(14,6) = 84, A(13,7) =91,
A(12,8) =96, A(11,9) =99, A(10,10) = 100. Tedy nejmensi obsah ma pravouhelnik
(19,1) a nejvétsi ma ctverec (10,10).

Resenim podobnych uloh Zaci objevi dilezity izoperimetricky zakon pro
pravouhelniky: ze vSech pravouhelnikli s danym obvodem pravé ctverec ma nejvetsi
obsah. Zakon ziistane v platnosti, i kdyZ zde misto slova ,,pravouhelniky* dame slovo
»Ctyftahelniky*.
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Dodatek

Prvni tii ulohy vytvofili Zaci tfetiho roéniku ugitelky J. Michnové (ZS Neratovice):
1. Vyfies

a) AA+A=12 e) AA+B=39 i) CC-C.C=18

b) AB+ A =22 HDAA+2.A=52 j))DD=80+D

c)AB+AB=50 g)AA=50+A k) EE + E =96

dA.A+A.A=50 h) B:B+B.B=17 1) EF +F =44

2. Vyfes

A)AA-A=30 d)AA+A=60 g)AB-A=24
B)A.B+A.B=16 e)AB+A=26 h)AB+B=38
)AB+AB=56 f)AB+A=16 i)AB+B=80

3. Vyfes
a)GH+HH=50 c¢)BB+BBB=244 ¢)AA.BA=231
b) AA+ AB =107 d)CG+CG-AG=T75

4. S&itani

a)AA=30+A  d)DD+D+D=65 g) HG + H = 41
b)BB=50+B e)EE+E+E=39 h)KI+J=52
¢)CC+C=24 f)FF+F+F=52 {)LM+L=17

5. Vyfes

a)A.A=A+A, b)B.B=B+B+B, ¢)C.C=C+C+C+C
d)D.D=30+D,e)E.E=30-E, )F.F=35+G,g)HH=H.H+30
hJI=J.J+J1+]

6. Vyfes

a) AA=36-A, e)H.H+HH=42 )00 +0.0=100+P
b)BB=40-C, )JJJ-JJ=100 j)QQ+R.R=20+S
¢)DD=50-E gK.K+L.L =10 k)TT+U.U=40-V
d)FG +F=78 H)M.M+N.N =20 ) XX+Y.Y=40+Z

7a. Re$ algebrogramy, u nichz nékteré Cislice znas. Hledej vice feseni.
A

B A|B A|B A|B
+ 1712 + 16 |3 + 15 |4 + (4|5
B A B |A B A B A
a) b) c) d)
A|B A|B A|B A|B
+ 13 16 + 12 |7 + |1 |8 +10 19
B A B A B A B A

e) f) g) h)

7b. Re§ algebrogramy
a) AB—BA =72;b) AB—-BA =63;c) AB—BA =54;d) AB—BA =45.
e) AB—-BA =36;f) AB-BA=27;g) AB-BA=18;h) AB-BA=09.



