x
1849
ZAPADOGESKA
|| P> univERZITA
y V PLZNI
087 R““ NI
I 5

%,
Y

ZAKLADY DISKRETNI
MATEMATIKY

Michael Kubesa

Text byl vytvoren v ramci realizace projektu Matematika pro inZenyry

21. stoleti (reg.¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0332), na kterém se spolecné po-

dilela Vysoka skola banska — Technicka univerzita Ostrava a Zapado-
ceska univerzita v Plzni

N -.
* X % U
* * o
- * * L J
* *
evronsky [EECHIN
socialni MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP Vzdélavani

fond v CR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Michael Kubesa
Zéklady diskrétni matematiky

(© Michael Kubesa, 2011
ISBN



Predmluva

Véazeni ctenafi, tento ucebni text je a bude dynamicky, tzn. bude prabézné do-
plinovan, opravovan a vylepsovan. Autor Vam bude vdécen, pokud jej jakymkoliv
moznym zpusobem upozornite na pripadné chyby, mozné doplnéni a vylepSeni.

Zéaroven se autor omlouva, Ze text neni zatim vybaven obrazky. Bude napraveno!

V Ostrave 28.8. 2011 Michael Kubesa
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Kapitola 1

Uvod

Pojem diskrétni matematika neoznacuje jakousi taktni, ohleduplnou ¢i Setrnou mate-
matiku, ale matematiku nespojitou. Jiz od pradévna lidé pti zkoumani okolni reality
pouzivali dva zcela odlisné filozofické pristupy. Oba shodné pracovaly s predstavou,
ze Svét se skldda z néjakych zakladnich (déle nedélitelnych) Castic, pficemz prvni
pristup rikal, ze v jakémkoliv okoli (sebemensim) libovolné zékladni ¢astice je vzdy
néjakd jind zékladni castice (spojitd nebo-li kontinudlni predstava Svéta) a druhy,
ze ke kazdé zakladni ¢astici umime najit takové okoli, Ze v ném zadna dalsi zakladni
Céstice neni (nespojita predstava Svéta). Je tieba dodat, ze tyto dva pristupy si pii
zkouméni objektivni reality (pokud existuje) neodporuji, ale naopak se doplnuji.

Pohled spojity je v dnesni technické praxi uplatnovan pii tvorbé tzv. analogovych
pristroju, zatimco nespojity v pripadé digitdlnich. Protoze Zijeme v dobé bourlivé
se rozvijejici digitalizace, je prirozené, ze nespojita predstava Svéta nabyva vrchu.

......

vojem digitalni poc¢itacové techniky, jenz probiha od poloviny 20. stoleti do dnesnich
dni.

Uvédomme si, ze matematika pti zkoumani Svéta nahrazuje jednotlivé objekty
¢isly a k tomu si vytvorila rizné ¢iselné mnoziny. Zopakujme si je. MnoZinu priroze-
nych ¢isel budeme znacit N, kde N = {1,2,3,... }. Na tomto misté si ihned feknéme,
ze v diskrétni matematice casto pridavime do mnoziny prirozenych ¢isel nulu, tako-
vou mnozinu budeme znacit Ny. Déle zndme mnozinu celjch cisel Z,kde Z = {...—
—3,-2,-1,0,1,2,3, ...}, mnoZinu raciondlnich c¢isel Q, kde Q = {§ :p € Z,q € N}
a mnozinu redlnych cisel R, kde R = QUT, pticemz I je mnozina iracionalnich ¢isel,
to jsou ta, kterd nelze vyjadiit ¢islem racionalnim (napi. v/2,/3,m e = 2,7812...).
Zmitime jesté mnoZinu komplexnich ¢isel C, kde C = {a + bi : a,b € R,i* = —1}.

Jisté jste si vsimli, ze ¢iselné mnoziny N a Z vlastné charakterizuji Svét nespo-
jity a proto jsou témeér vSechna zkoumani v diskrétni matematice popsatelna pravé
témito Cisly. Zatimco naptiklad matematickd analyza (kontinudlni matematika) se
pri svych vyzkumech neobejde bez ¢isel realnych.
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1.1 Mnoziny, podmnoziny a operace s nimi

Jiz v ivodu jsme pouzivali pojem mnozina, aniz by byl, byt intuitivné, definovan.
Mnozinou rozumime néjaky souhrn vzajemné rozlisitelnych objektt, pricemz objek-
tim, které mnozina obsahuje, fikdme prvky mnoziny. Mnoziny obvykle oznacujeme
velkymi pismeny A, B, M, V, U, X,Y ... a prvky mnoziny malymi a, b, e, u,v,z,y....
Skutecnost, ze prvek x do mnoziny M nalezi, zapisSeme x € M, zatimco pokud prvek
x do mnoziny M nepatii, zapiseme x ¢ M. Prizdnou mnoZinu (mnozina bez prvki)
ozna¢ime symbolem 0.

Mnoziny zadavame bud vyctem proki nebo-li tazativné (napt. M = {5,7,9,11})
nebo charakteristickou vlastnosti (napt. M = {x € N : 5 =< & < 11,z je liché }
nebo M = {2k + 1 : k = 2,3,4,5}). Predesly zapis muzeme také prepsat takto:
M={zeN|5=x<11Azjeliché } nebo M ={2k+1|k=2,3,4,5}. V obou
pripadech ale prvni zapis ¢teme M je mnoZina vsSech prirozenych cisel x, pro kterd
plati (tak ¢teme : nebo |), Ze jsou lichd a vétsi nebo rovna 5 a mensi nebo rovna 11
a druhy ¢teme M je mnoZina vsech cisel 2k + 1, kde (tak ¢teme : nebo |) k projde
vsechny celociselné hodnoty od 2 do 5. Vidime, ze logicka spojka ,a soucasné* se pri
zapisu mnoziny charakteristickou vlastnosti mize zaménit carkou.

Poradi prvku v mnoziné nehraje roli, plati tedy {5,7,9,11} = {7,11,9,5}.
V predchozi vété jsme pouzili rovnost dvou mnoZzin, je prirozené, ze dvé mnoziny
se rovnaji prave tehdy, kdyz obsahuji tytéz prvky. Z vyse uvedeného také plyne, ze
kazdy prvek mnoziny se v mnoziné vyskytuje presné jednou (rozlisitelnost), proto
napiiklad souhrn prvka {b,a,d,c} je mnozinou a souhrn {b,a,d,a} neni mnozi-
nou. Protoze v matematice obcas potfebujeme neusporadany souhrn prvki, kde se
nekteré prvky opakuji, zavedeme pojem multimnoziny. Multimnozina je tudiz ne-
usporadany souhrn prvku, pricemz se prvky mohou opakovat, nerozlisSitelnym prv-
kiim fikame kopie. Multimnoziny budeme v tomto textu znacit velkymi pismeny
s hvézdickou napt. X*. Mnoziny i multimnoziny mohou byt konecné i nekonecné,
v diskrétni matematice prevazné pracujeme s mnozinami konecnymi.

Obecnou kone¢nou neprazdnou mnozinu X zpravidla zapisujeme X = {x1, zo,
..., Tpn}, kde n je libovolné prirozené ¢islo. V seznamu prvku tedy vypiSeme prvni
dva prvky, pak horizontalni trojtecku a prvek posledni. Dodejme, Ze uvedeny zapis
znamend pron = 1, ze X = {z1} apron = 2, ze X = {x, x2}. Obecnou nekonec¢nou
neprazdnou mnozinu zapiseme X = {z1,29,...,2,,...} nebo X = {1, 29,...},
pokud neni obecny n-ty prvek jednoduse vyjadritelny.

Pocet prvki mnoZiny X zapisujeme |X|. V pripadé nekoneéné mnoziny pouzi-
vame obvykle misto pojmu pocet prvki mnoziny pojem mohutnost mnoziny (znaceni
zistava stejné). Vidime, ze pro X = {1, z2,...,2,} je |[X| = n a |0] = 0. Pokud
mame obecnou koneénou multimnozinu X*, ktera obsahuje n; kopii prvku xq, no
kopif prvku z, atd. az n,, kopif prvku z,, pak |[X*| =ny +ng+ -+ + n,.

Mnozina X je podmnozinou mnoziny Y, jestlize pro kazdé x € X plati x € Y,
coz zapisujeme X C Y. Pokud X C Y a existuje prvek y € Y, ktery nepatti do
X, pak tikame, ze X je vlastni podmnozZinou Y a zapiseme X C Y. Snadno lze
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vypozorovat, ze X =Y prave tehdy, kdyz X C Y a Y C X. Pripomenme jesté, ze
pokud X C Y, pak tomuto vztahu fikdme inkluze mnozin X,Y. Podobné lze také
definovat podmultimnozZinu dané multimnoziny.

Jsou-li prvky dané mnoziny také mnoziny, pak hovorime radéji o systému mnozin
a ne o mnoiné mnozin. Systém vsech podmnoZin mnoZiny X budeme znacit 2%
a budeme mu ffkat potencni mnoZina mnoziny X. Pokud je X = (), pak 2% = {(}.
Viimnéte si, ze {#} # (). Pro kone¢né mnoziny X obecné plati, |2%| = 2/¥I. Tento
vztah dokazeme v Kapitole 4.

Priklad 1.1. M&me mnozinu M = {x € Z : 22® 4+ 32® — 32 — 2 = 0}. Urcete
taxativné mnozinu 2.

Reseni. Mnozinu M mame zadanu charakteristickou vlastnosti, pokusime se ji vyja-
dfit vy¢tem prvki. Musime tedy najit vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice 223 + 322 —
— 3x — 2 = 0. Protoze jde o rovnici tretiho radu, bude nutné jeden z kotent odhad-
nout. Neni tézké si uvédomit, ze jeden z nich je ¢islo 1. Proto z; = 1. Pak ovSem
mus{ platit, Ze polynom 223+ 322 — 3z — 2 jsme schopni zapsat ve tvaru (z—1)- P(z).
Resenfm rovnice 22° 4+ 322 — 37 — 2 = (v — 1) - P(x) = 0, jsou kromé jednicky také
feSeni rovnice P(z) = 0, pficemz P(x) = (223 +32* -3z —2)/(x — 1) = 22>+ 5z +2.
Diskriminant rovnice P(z) =0 je D = 5> —4-2-2 =9, pak oviem z, = =22 =1
—5-3

a x3 = =~ = —2. Proto M = {-2,1}, nebot nas zajimaji pouze celociselna

feSeni. Nyni je jiz jasné, ze 2M = {0,{-2},{1},{—2,1}}. Pozor, nesmime psat
2M = {(),—2,1,{-2,1}}, protoZze podmnozinou M je jednoprvkovd mnoZina s pro-
kem —2 resp. 1, ne prvek —2 resp. 1! Snadno také ovéifme, ze |2V | = 4 = 22 = 2IM],

A

Pfi praci s mnozinami, je dobré zavést pojem universa ¢i univerzdlni mnoziny
U. Potom plati, ze kazdd mnozina, kterda ptichdzi v uvahu (s kterou pracujeme) je
podmnozinou U, pri¢emz mnozina U charakterizuje néjaky prirozeny celek. Pojem
universa je tudiz relativni. V matematické analyze jim je ¢asto mnozina redlnych
¢isel R, zatimco v diskrétni matematice to byva obvykle N, Ny nebo Z.

S mnozinami muzeme provadét riizné operace, coz znamena, ze jedné ¢i vice
mnozinam jednoznacné priradime néjakou dalsi mnozinu. Nejjednodussi operaci je
doplnék (komplement) mnoZiny v mnoziné U. Doplnék mnoZiny A znaéime A nebo
Ay aplati A = {x € U : v ¢ A} (v A jsou viechny prvky universa, které ne-
patii do mnoziny A). Doplnék mnoziny je zndzornén na obrazku 77 tzv. Vennovym
diagramem.

Jiz ze stfedni skoly zname prinik AN B, sjednoceni AU B a rozdil A\ B mnozin
A, B. Vime, ze plati ANB = {x € U : x € AAx € B} (v ANB jsou vSechny spole¢né
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prvky mnozin A, B), AUB={x €U :x€ AVx € B} (viz obr.??) (v AU B jsou
vSechny prvky z prvni nebo druhé mnoziny) a A\ B={r € A: 2 ¢ B} (v A\ B
jsou vsechny prvky mnoziny A, které nepatii do B)(viz obr.??).

Nasledujici priklad je prvni ukdzkou, jak vést v matematice obecny dikaz. VSim-
néte si, ze probiha v jednotlivych krocich, pricemz spravnost kazdého kroku musi
byt obhdjena néjakym jiz zndmym (tudiz uz dokdzanym) pravidlem. Matematickym
dtkazim se budeme peclivé vénovat v Kapitole 4.

Pi#iklad 1.2. Dokazte, De Morganova pravidla ANB=AUBaAUB=ANB.

Reseni. Pokud X C Y a soucasné Y C X, pak X = Y. Této myslenky vyuzijeme
v nasledujicim dikazu. Necht x je libovolny prvek z mnoziny A N B. Potom plati,
zex € Uax ¢ ANB. Vyrok z ¢ AN B lze prepsat —~(x € AN B), kde symbol —
znamend negaci vyroku (opak vyroku) v zavorce. Vime, ze pokud x € AN B, pak
x € ANz € B. Dostavame tudiz vyrok =(x € A Az € B). Z vyrokové logiky je
znamo, ze vyrok =(z € ANz € B) je ekvivalentni s vyrokem —(z € A) V —(z € B),
coz je vyrok x ¢ AV z ¢ B. Protoze x € U, muzeme predesly vyrok prepsat
r € AV € B, z ¢ehoz plyne x € AU B. Dokézali jsme, e kazdy prvek mnoziny
ANB je prvkem mnoziny AU B, proto ANB C AU B.

Nyni predpoklddejme, ze + € AU B. Potom # € AV z € B a odtud =(z € A)V
—(x € B). Predesly vyrok je ekvivavalentni s vyrokem —(z € AAz € B), coz
Ize prepsat =(z € AN B). Cili prvek = patii do U, ale nepatii do A N B, proto
r € ANDB. V tuto chvili mame prokazano, ze kazdy prvek z A U B je prvkem
ANB. Tudiz AUB C AN B.

Ovétili jsme platnost obou mnozinovych inkluzi AN B C AUB a AUB C AN B,
proto musi platit A N B = AUB. Diikaz druhého De Morganova pravidla ponechame
jako cviceni.

A

Prinik resp. sjednoceni vétsitho po¢tu mnozin Aq, As, ..., A, budeme zapisovat

ﬂ A; resp. U A;. Tudiz

i=1 i=1

n n
(A=AnAn.. N4, a (JA4=A4UAU. . UA,
i=1 =1
Pokud chceme z n mnozin vybrat jen néjakych k, k < n, pak dolni indexy
vybranych mnozin obecné oznacime iy, 1, ..., 0, kde iy, d9,... 0 € {1,2,...,n}.
Prinik a sjednoceni téchto vybranych mnozin pak mizeme zapsat
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(|l A=4.n4,n...N4, a U 4,=4,u4,u...u4

je{ivyin, . in} J€{in iz, in}

Predeslé mnozinové operace prifazovaly jedné ¢i vice mnozindm mmnozinu, jez
byla podmnozinou téhoz universa jako mnoziny ptuvodni. Nasledujici operace tuto
vlastnost nemayji.

Kartézsky soucin mnozin Ay, A, ..., A, budeme znacit Ay x Ay x ... x A, a plati

A1><A2><...XAnz{(al,ag,...,an):aieAi,izl,Q,...,n}.

Kartézsky soucin mnozin Ay, As, ..., A, v tomto poradi je tedy mnozina vSech
usporadanych n-tic, kdy prvni prvek (také muzeme ¥ici prvek na prvni pozici) je
z prvni mnoziny, druhy z druhé a tak dale, az n-ty z n-té mnoziny. Navic plati, ze

AxDP=0xA=0.

Dodejme, ze zapis i = 1,2, ..., n znamena, ze index ¢ projde vSechna ¢isla 1,2, . ..
..., m, zatimco zapis i € {1,2,...,n} fikd, ze index ¢ je nékteré z ¢isel 1,2,...,n.
Plati-li Ay = Ay = --- = A, = A, pak kartézsky sou¢in A x A x...x A=A"

nazyvdme n-tou kartézskou mocninou mnoziny A. Dodejme, ze Al = A a AY = {(}.
V Kapitole 4 dokazeme platnost vztahu |A x B| = |A]| - | B|. D4 se také dokazat
zobecnény vztah [A; X As X ... X An| = |Aq] - |Ag| -+ Ay

Piiklad 1.3. Necht A = {A,0}, B=1{1,3,5} a C = {&}. Uréete mnoziny A x B,
CxB,BxC,BxCxA, B>a A3.

Reseni. A x B je mnozina viech uspofadanych dvojic, kde na prvni pozici je pr-
vek z A a na druhé prvek z B. Abychom na zadnou dvojici nezapomnéli, je dobré
postupovat systematicky. Nejdiive vezmeme prvni prvek z A a na druhou pozici
k nému budeme postupné pridavat vSechny prvky mnoziny B. Dostaneme dvojice
(A1), (A, 3), (A, 5). Pak totéz provedeme pro druhy prvek z A a dostaneme dvojice
(0,1),(0,3),(0,5). (Pokud by v A existovaly dalsi prvky, budeme takto pokracovat
dél.) Tudiz A x B = {(A,1),(A,3),(A,5),(0,1),(0,3),(d,5)}.

Podobné, C' x B = {(&,1),(d,3),(d,5)} a Bx C = {(1,&),(3,&),(5,&)}.
Vsimnéte si, ze C' x B # B x (', tedy kartézsky souc¢in neni komutativni. V nasem
ptipadé dokonce plati (C' x B) N (B x C') = () (mnoZiny nemaji ani jeden spolecny
prvek).

Pfipomerime, Ze jestlize pro dvé mnoziny X,Y plati X NY = 0, pak X,Y
nazyvame disjunktni mnoziny.
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B x C x A je mnozina vsech usporadanych trojic, kde 1. prvek je z mnoziny
B, druhy z C a tfeti z A. Budeme opét systematic¢ti. Na prvni pozici dame 1.
prvek z B, na druhou prvni prvek z C' a na tfeti postupné vsSechny prvky z A.
Dostaneme (1, &, A), (1, &, ). Na prvni pozici ponechame 1. prvek z B a na druhou
bychom dali druhy z C. Ten ovsem neexistuje, proto dame na prvni pozici druhy
prvek z B, na druhou jediny prvek z C' a na treti postupné vsechny prvky z A.
Dostaneme usporadané trojice (3,d, A), (3, b, ). Nakonec ddme na prvni pozici
posledni prvek z B a celou proceduru opakujeme. Dostaneme (5,é, A), (5, &, ).
Proto Bx C x A={(1,&,A),(1,&,0),(3,& A), (3 & 0), (5 & A), 5 &)}

Protoze kartézské mocniny jsou specialnimi pripady kartézskych soucini, mu-

Vv

B* ={(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5), (5,1), (5,3), (5,5)}

A = (AN D), (A, AD),(A,D,A),(A,D,D),
(O, A, A), (O,A,0),(0,0,A), (O,0,0)}

Vsimnéme si, ze plati [Ax B| =6 =2-3=|A|-|B|,|CxB|=3=1-3=|C|-|B| =
=|B|-|C| =|BxC|, |BxCxAl=6=3-1-2=|B|-|C|-|4]|, |B*|=9=3%=|BJ?
a A3 =8=2%=A].

A

Piiklad 1.4. Urcete taxativnd mnoZinu 2%, pokud X = (A x B) \ B> a A =
={zreN:2*-32°+22r=0}aB={zcR:zx=1}.

Reseni. Za¢néme tim, Ze si mnoziny A i B vyjadiime taxativné. V pfipadé mnoziny
A hleddme pfirozena éisla, kterd splituji rovnici 2° — 322422 = 0. Nalezneme vSechny
kofeny této rovnice a vybereme pouze ty, které jsou pfirozenymi &sly. Protoze a3 —
— 32? + 22 = z(2? — 3z + 2) = 0, tak jeden z kofenti, feknéme 1, je 0 a zbyvajici
dvé feseni xo, x5 jsou koieny kvadratické rovnice 22 — 3z +2 = 0.

Pro hledani celoéiselnych kofenii normované kvadratické rovnice (pied z? je jed-
nicka) 2% + pr + ¢ = 0 miZeme s uspéchem pouZit Vietovu vétu, kterd ¥ikd, Ze pro
koteny x1, x5 musi platit x1 +x9 = —p a x1 - x5 = ¢. V nasem pripadé tudiz hledame
dvé cela cisla, ktera v souctu davaji trojku a v souc¢inu dvojku. Ale takova ¢isla jsou
1 a 2. Proto A = {1,2}, nebot 0 neni prirozené ¢islo.

Dodejme jesté, ze Vietova véta v obecném znéni hovori o vztahu kofenti a koefi-
cientt obecné algebraické rovnice n-tého fadu, tj. rovnice ap,z"™ + a2t + -+ +
+ ayx + ag = 0, pricemz a; jsou realna ¢isla pro vSechna ¢ =1,2,... n.

V pripadé mnoziny B hledame redlna cisla, ktera se rovnaji své prevracené hod-
noté. Takova ¢isla jsou pouze dvé, a to —1,1. Proto B = {—1,1}, A x B = {(1,—
_1>7 (17 1)7 (27 _1)7 (2’ 1>} a B? = {(_17 _1)7 <_1v 1)’ (17 1)7 (17 _1)}'

Chceme-li ur¢it mnozinu X = (A x B) \ B?, pak hleddme prvky mnoZiny A x B,
které nejsou obsazeny v B? (Pozor, prvky jsou tentokrat uspofddané dvojice!). Tudiz
X =(AxB)\ B*={(2,-1),(2,1)}.



1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

Jesté zbyva nalézt mnozinu 2%, coz je systém vsech podmnozin mnoZiny X
(prvky jsou podmnoziny mnoziny X). Proto 2% = {0, {(2,—-1)},{(2,1)},{(2,—1),
(2,1)}}.

Uvédomte si, ze zapisy {(2,1)} a {2, 1} neznamenaji totéz! Prvni oznacuje jedno-
prvkovou mnozinu, kde prvkem je usporadand dvojice (2, 1), zatimco druhy oznacuje
dvouprvkovou mnozinu, kde prvky jsou cisla 2 a 1.

A

V zavéru podkapitoly jesté zavedeme pojem celociselného intervalu. Symbolem
[z,y], kde x,y € Z,x < y, budeme oznacovat mnozinu vsech celych ¢isel, kterd jsou
mensi nebo rovna y a vétsi nebo rovna x. Takové mnoziné budeme tikat celociselny
interval od x do y. Plati tedy [z,y]| ={a €Z: xS aSyANz,y € ZNz < y}.

1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

Kazdou koneénou mnozinu ¢ multimnozinu muzeme dplné (linedrné) usporddat,
tzn. urc¢ime jednoznacné, ktery prvek je prvni, ktery druhy... atd. Uréime tudiz jed-
noznacné poradi kazdého prvku v mnoziné. V takto pevné usporadané mnoziné
oznac¢ime prvni prvek a;, druhy prvek as az obecny n-ty prvek a,. Dostaneme tedy

usporadanou n-tici (a1, as, ..., a,), kde a; pro i =1,2,... n jsou vsechny prvky za-
dané mnoziny. Takovou usporddanou n-tici (ay, as, . . ., a,) budeme nazyvat konecnd
posloupnost a muzeme ji také zapsat (a;)!,. Prvek a;, i € {1,2,...,n}, nazyvame

1-ty clen posloupnosti, poptipadé clen posloupnosti. Podobné muzeme také uspora-
dat nekonecné mnoziny a multimnoziny, ¢imz dostaneme nekonecné posloupnosti.
Nekonecéné posloupnosti zapisujeme bud (aq,as, ..., ay,,...) nebo (a,as,...) nebo
(@)

Dodejme jesté, ze pripoustime existenci prdzdné posloupnosti, tj. posloupnosti
bez jakéhokoliv ¢lenu.

Konkrétni posloupnosti mizeme zadavat riznymi zplisoby. Naptiklad tak, ze vy-
piseme vsechny jeji prvky v daném poradi, naptiklad (1,1,2,3,5,8,13,21) (méme-li
na mysli konecnou posloupnost) nebo (1,1,2,3,5,8,13,21,...) (mdme-li na mysli
nekonecnou posloupnost). V obou piipadech fikdme, Ze jsme zadali posloupnost ta-
zativné nebo-li vyctem prokid. Takové zadani je v pripadé posloupnosti s mnoha c¢leny
velmi obtizné a v pripadé nekonecné posloupnosti dokonce nemozné (Co nésleduje
za Cislem 217).

Dalsi moznost, jak zadat posloupnost, je rekurentné. Coz znamena, ze zadame
predpis pro vypocet n-tého ¢lenu a,, z ¢lent predchozich, pricemz musime znat do-
stateény pocet prvnich ¢lent posloupnosti. Jako priklad ndm poslouzi Fibonacciho
posloupnost, kterd byva zadavana nasledovné: ay = as =1 a a, = a,_1 + a,_o pro
n = 3.

Jisté jste si vSimli, ze vyse uvedend posloupnost (1,1,2,3,5,8,13,21,...) by
mohla byt Fibonacciho posloupnost.



Uvod

Také muzeme urcit posloupnost vzorcem pro n-ty clen (predpis, jak vypocitat

a,, pokud zname n). Jako pifklad uvedme a, = == ((H28) — (%5)") Je velmi

VAN
zajimavé, ze pokud by jste pouzili tento vzorec pro n = 1,2,... dostali by jste
posloupnost (1,1,2,3,5,8,13,21,...). Jde tudiz opét o Fibonacciho posloupnost!
Vypocty jednotlivych ¢lent ze zadaného vzorce jsou docela zdlouhavé, proto zkusme

ovérit (pro zdjemce) alespon, ze napiiklad ag je rovno 8.

Pro zajemce:

Vypocet provedeme bez pouziti binomické véty, nebot v jejim zapise jsou pouzita kombi-

L (1556 -

nac¢ni ¢isla s kterymi se seznamime az v nasledujici kapitole. Vime, ze ag = 7
— (1%@)6) Provedme substituci a = v/5 a uvédomme si, ze (1 +a)% = (14 a)? - (1 + a)?
a(l1—a)b=(1—-a) (1—a)?, piicemz (1+a)® =1+a+a®+a*a (1—a)’=1—-a+a®—a’.
Po roznasobeni vidime, ze ag je

(14 6a + 15a% + 20a® + 15a* + 6a° + a®) — (1 — 6a + 15a% — 20a> + 15a* — 6a® + a®)
26.q

7 cehoz po upravach dostaneme

4a(3 + 10a® + 3a*)

ag —

4a - 24
2 4
Po vykraceni a zpétné substituci mame ag = 3+10(\/5%4+3(\/5) = 3+10'254+3'25 = % =
7
=2 =25=38.

Na zavér poznamenejme, ze urcit vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti neni
jednoduché, a tato problematika presahuje moznosti tohoto textu. Celé odvozeni muzete
najit v [MaNe].

Pomérné casto se stéava, ze chceme vSechny ¢leny posloupnosti (a;)! ; se¢ist nebo
vynasobit. Soucet budeme oznacovat symbolem suma >, a soucin symbolem produkt
[]- Pro oznaceni je pouZito velké fecké sigma a velké fecké pi podle pocatecnich
pismen obou slov. Soucet a soucin vsSech ¢lenti posloupnosti lze tedy zapsat takto

n

n
a1+a2+~--+anzg a; a al-ag---an:Hai.
i=1 i=1

Pokud chceme secist nebo vynésobit pouze vybrané ¢leny posloupnosti a;,, a;,,
S a;,, kde i; € {1,2,...,n} pro kazdé j =1,2,...,k a k < n, pak piSeme

k

k
E a;; mebo ||a,~j.
Jj=1

Jj=1

Je vSak mozny i jiny zapis, naptiklad



1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

Z a; nebo H a;.

Jc{1,2,...,n},jeJ Jc{1,2,...,n},jeJ
Priklad 1.5. Vypodcitejte > 7" (i + 2).

Reseni. Nejdifve rozepiSeme sumu > (i42) = (142)+(2+2)+(3+2)+ - -+(n+2).
Soucet (142)+(2+2)+(3+2)+---+ (n+2) je soucet prvnich n clent aritmetické
posloupnosti, kde a1 = 1+ 2 = 3, a,, = n + 2 a diference d = 1. Pripomenme, zZe
vzorec pro soucet s, prvnich n clentl aritmetické posloupnosti je s, = 5(a1 + an).

Odtud Y0 (i +2) = 2(3 +n +2) = 22t

Jiné Teseni. Protoze konecny soucet je asociativni a komutativni, mizeme psat
n

S +2) = Q2424+ 2+ (1 +2+ - +n) =2n+2(1 +n) = "0

n

Priklad 1.6. Vypocitejte [];_,(2-4).

Resend. Opét si produkt nejdifve rozepifeme [, (2-i) = (2-1)-(2-2)---(2-n).

Protoze je nasobeni asociativni a komutativni mizeme psat (2-1)-(2-2)---(2-n) =

=(2-2---2)(1-2---n). Vime, 26 2-2---2 =2"a 1-2---n = n!, kde symbol n!
— —

n n
¢teme ,n faktorial“. O n faktoridlu budeme podrobné hovotit v Kapitole 2. Proto

TT,(2-9) =2"-nl.
A

Priklad 1.7. Vypocitejte > ;e cpppzo—a—0} (2 T 9) & [ Licperp2ro—o—0y (2 - 9).

Resend. Vidime, 7e mnozina hodnot indexu i je ddna charakteristickou vlastnosti.
Bude lepsi, pokud ji vyjaddifme taxativné. Snadno zjistime, Ze rovnici 2% + 1 — 2 =
= 0 spliiuji pouze ¢isla 1 a —2, proto {z € R | 22 +z —2 = 0} = {-2,1}.
Odtud Zie{rER|x2+x—2:0}(2 + Z) = Zie{—?,l}(Q + Z) = (2 + (_2)) + (2 + 1) =3
a [licgony(2-9) = (2-(=2))-(2-1) = =8.

A

Zustanme jesté u priklada 1.5 a 1.6. Zfejmé plati > (1 +2) = (>0 1) +
+O-r 2y alll,(2-9) = (I1, 2) - (IT, 9) (Suma souctu je soucet sum a produkt
soufint je souéin produktil). Vime, ze > " (i+2) = @ = 2n+%(1+4n) = @4_
+2n (pifklad 1.5), piicemz Y1 i = "2 Proto S 2 =20 =2+24 - 4 2.

Obdobné []7_,(2-i) = 2" -n! (ptiklad 1.6) a [, ¢ = n!l. Proto [[_, 2 = 2" =
—92.9...9

n
Pokud tedy s¢itame nebo nasobime vyrazy, které nejsou funkei indexu i (i pro-
chazi n riznych hodnot), jsou vici proménné ¢ konstantni, pak takovy soucet resp.
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soucin chapeme jako soucet nebo soucin n s¢itancii resp. n Cinitell, pricemz kazdy
z nich je ona konstanta. Obecné plati

i=1 n

ik:@+k+v---+lg:kn a ﬁk:k-k---k:k".
i=1 M

Jesté zminme, ze napriklad

> k=k+k+k+k+k=5k a 1T =k-k-k-k-k=k,

i€{1,2,43,51,103} i€{1,2,43,51,103}

nebot o poctu s¢itanci (¢initeld) rozhoduje pouze pocet hodnot, kterymi index
1 prochazi.

V obecnych vypocétech muze nastat nasledujici situace. Mame vypocitat sumu
Zf;,) a; ¢i produkt Hf:5 a; napiiklad pro k = 2,3,...,n. Pak ovSem po dosazeni
k = 2 dostévame tzv. prazdnou sumu Y -, a; & prdzdng produkt [[7_ a; (mnozina
hodnot indexu i je prazdna). Budeme si pamatovat, ze prazdnd suma je rovna nule
a prazdny produkt jedné. Proto

2

Zai:() a

2
a; = 1.
i=5 i=5
Priklad 1.8. Na sporici tcet jsme ulozili 1000 K¢é. Vime, ze kazdy rok prictou
tolik stokorunu, kolik roku je ucet veden, a kazdy rok odectou 200 K¢ za bankovni
poplatky. Kolik korun bude na spoficim tuc¢tu po

e dvou letech?
e péti letech?

e 1. letech?

Resend. Nejrozumnéjsi asi bude, pokud tilohu vyfesime pro obecné n a ostatni feseni
dostaneme pouhym dosazenim. Je ziejmé, Ze po jednom roce prictou k tisicikoruné
stokorunu, po druhém roce k 1000 + 100 K¢ prictou 2 - 100 korun, po tretim roce
k 1000 4+ 100 + 2 - 100 K¢ prictou 3 - 100 korun a tak dale. Takze obecné po n
letech prictou k tisicikoruné (1 4+ 2+ --- +n) - 100 = >, k- 100 korun. Avsak
kazdy rok odectou 200 korun, tudiz celkové 200n korun. Po n letech bude na uctu
1000 + S°¢_, k- 100 — 200n K& Vime, 7e b k = 2(n + 1) = "2 Odtud
1000 + 32, k - 100 — 2000 = 1000 + “%5 . 100 — 2000 = 1000 + 50n? + 50n —
— 200n = 1000 + 50n2 — 150n = 1000 + 50n(n — 3).
Tudiz po dvou letech bude na tGétu 1000 + 50 - 2(2 — 3) = 900 K¢, ale po péti
letech 1000 4 50 - 5(5 — 3) = 1500 Kc.
A

Piiklad 1.9. Vypocitejte > iy 49113(@+0)* a [Licr011y(a+ )%
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Reseni. Protoze se vyraz (a+b)? neni funkei indexu j, tak plati > (a+b)? =
je{2,4,9,11}

= 4(a + b)2 a Hj€{2,4,9,11}<a + b>2 = ((a+ b)2>4 = (a+ b)g-

Piiklad 1.10. Vypocitejte >°.crocmoiizeny J° 2 [Licpmeriesz<o 3°

Resend. Tentokrat je vyraz j% zévisly na indexu j, ale {z € R: (z +1)?2 < 0} = 0,
nebot Zadné realné x neumi splnit podminku (z 4+ 1)* < 0. Jde tudiz o prazdnou

sumu a produkt. Odtud ZjE{:CER:(x+1)2<U} 2=0a Hje{xeR:(a:+1)2<o} =1
A

P¥iklad 1.11. Vypoditejte 327 (1) - 3i.

Resend. Jestlize sumu rozepiSeme, pak absolutni hodnoty jednotlivych s¢itancii tvoii
aritmetickou posloupnost (a; = 3,d = 3), avSak kazdy lichy sc¢itanec je obdafen
znaménkem minus a kazdy sudy znaménkem plus. Proto mtizeme psat

2n 2n 2n

(-1 3= "3i— > 3.

i=1 i=1 i=1
isudé iliché

2n

RozepiSeme-li sumu ) 3i, pak sc¢itance tvori aritmetickou posloupnost, kde
i=1
isudé

2n
prvni ¢len je 6 a posledni 3 - 2n = 6n. Pozor, s¢itancu je pouze n. Odtud > 3i =

i=1
isudé

2n

= 2(6+6n) =3n(n+1). Suma ) 3i obsahuje n scitanct, které tvofi aritmetickou
=1
iliché

2n
posloupnost, pri¢emz prvni ¢len je 3 a posledni 3(2n — 1) = 6n — 3. Odtud > 3i =
=1

iliché
2n 2n 2n
= 2(3+46n—3) =3n% Tudz )_(~1)"-3i= Y 3i— Y 3i=3n(n+1)—3n> =
i=1

=1 i=1
isudé iliché

=3n% 4 3n — 3n? = 3n.
Provedme jinou tvahu, ktera povede k feseni. Kazdé dva po sobé jdouci s¢itance
v sumeé jsou po sobé jdouci nasobky tti, pricemz mensi ma znaménko minus a vétsi
znaménko plus. Tudiz, secteme-li je, dostaneme ¢islo 3. Sparujme po sobé jdouci
2n
sc¢itance a dostaneme soucet n pariu, kde kazdy par déava vysledek 3. Proto > (—
i=1
—1)"-3i=(=346)+(-9+12)+---+(-3(2n—1)+3-2n) =3+ 3+ --- + 3 = 3n.
—_——

n

A

Priklad 1.12. Vypocitejte > > i j.
i=1j=1

Iy

Iy
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Reseni. Nejdiive aplikujeme pravou sumu a dostavame > > i -5 = >(i-1+i-2+
i=1;5=1 =1
n n - 2 n 2 " "
=>i-y j= (n(n;l)) = ( 2)
i=1 7j=1 =1

1.3 Horni a dolni cela ¢ast realného cisla

Definice 1.13. Horni celd cast realného cisla a je celé ¢islo z takové, ze plati

z—1<aZsz.

Horni celou ¢ést redlného ¢isla a budeme znacit [a].

Nechdme-li si predeslou definici projit hlavou, pak zjistime, Zze pii hledani [a]
mohou nastat na ¢iselné ose dvé moznosti. Bud je a celé ¢islo, pak je jeho horni cela
¢ast primo a, nebo a € R\ Z, a pak je [a] nejblizsi celé ¢islo napravo od a.

Definice 1.14. Dolni celd cast redlného cisla a je celé ¢islo z takové, ze plati

2<a<z+1.

Dolni celou ¢ést realného ¢isla a budeme znacit |a].

Opét, pri hledani [a| mohou nastat na ¢iselné ose dvé moznosti. Bud je a celé
¢islo, pak je jeho dolni celd ¢ast piimo a, nebo a € R\ Z, a pak je |a] nejblizsi celé
¢islo nalevo od a.

Priklad 1.15. Urcete horni a dolni celé ¢asti redlnych ¢isel 7; —7; 2, 34; —2, 34; 1—34; —
—%;e; —e.
Reseni. Protoze 7 a —T7 jsou celd &isla, tak plati [7] = |7 =7a [-7] = |-7] = —-T.
Cislo 2,34 lezi mezi dvojkou a trojkou, zatimco ¢islo —2,34 mezi minus trojkou
a minus dvojkou, proto [2,34] = 3, [—-2,34] = =2 a [2,34] = 2, [—2,34] = 3.
Cislo 1—; je mezi Ctyrkou a pétkou, proto [13—41 = 5, L%J =4 a [—1—341 = —4, |-
—%J = —b5. Eulerovo dislo e je iracionalni s pribliznou hodnotou 2,7812..., proto
[e] =3, |le] =2a[—e] =—2, |—¢| =—3.

A

Piiklad 1.16. Urcéete horni a dolni celou ¢ast realného &sla 6, 9.
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Reseni. Tento pifklad se zdé vyloZené trividlni a mnoho z nis by ziejmé tvrdilo, ze
[6,9] =7 a [6,9] = 6. Neni tomu tak!

D4 se totiz ukdzat, Ze 6,9 = 7. Potom ovsem [6,9] = |6,9] = 7.

Rovnost 6,9 = 7 prokdZeme jednoduchou a krasnou tvahou. Stanovme x = 6,9,
potom oviem 10z = 69,9. Odtud plyne 10z — x = 69,9 — 6,9 a dostdvame 9z = 63.
Coz je splnitelné pouze pro x = 7.

A

Priklad 1.17. Ovéite, zda plati LWJ = L%J + n pro kazdé sudé celé n.

Reseni. Ozna¢me n = 2¢, kde q € Z.
2

Na pravé strané dostaneme L@J +2q = |2¢*] + 2q. Protoze je 2¢* celé ¢islo,

plati |2¢*| = 2¢*. Po tipravé tudiz obdrzime 2¢* + 2q.
2 2 ~

Leva strana je L(qul) | = | +24Q+1)j = |2¢> + 2¢ + 3. Cislo 2¢> + 2¢ + 5 je
o jednu polovinu vétsi nez celé ¢islo 2¢® + 2q, proto [2¢* + 2q + % =2¢> + 2q.

Diitkaz rovnosti je ukoncen, nebot jsme ovérili, ze leva strana se rovna pravé pro
libovolné sudé n.

A

Priklad 1.18. Dokazte nebo vyvratte rovnost %3] = [ 2]+ | %] pro libovolné sudé
n a liché k, n, k € 7Z.

Reseni. Necht n = 2p a k = 2q + 1, pfiemz p,q € Z. Na pravé strané méame

| 22205 | = |p+q+1] =p+q Levastranaje 2]+ |22 | = [p|+ [¢+1] =p+q.
A

Priklady k procviceni
1. Dokazte, Ze plati AUB = AN B.
2. Méjme mnoziny A = {r € R:In|z| =1VIn|z| =0} aB={r € Z: 223 — 2% - 22 +

+ 1 = 0}. Zapiste mnoziny A, B taxativné a ur¢ete AN B, AUB, A\ B, B\ A, AxB
a 2BﬁA.

3. Vypocitejte D ;cr 00101800+ 1) aler 0010y 20 +1).
4. Vypoditejte 3 00101100+ 1) a ] eqoo1,2y @i +1).
5. Vypocitejte Zjé{mER:sin(x):—Tr} j3 a Hje{acER:sin(ac):—ﬁ} j3’
6. Vypocitejte Z?gl(—ni a H?Zl(—l)l

il . 2n—1 4 2n—1 7
7. Vypocitejte > 7" (1) a [[;Z] (—1)%

8. Vypoditejte > i, 3" a [], 3%

® ——
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9. Vypoditejte 3277 (—2)% a [[27,(—2)"

10. Vypoditejte 32271 (=2)" a T2 1 (—2)".

11. Vypoditejte []_, %

12. Ovétte, zda plati L@J = L”;J + n pro kazdé n € N.
13. Ovéite, zda plati ["5*| = [2] + | 4] pro kazdé n,k € N.

14. Oveétte, zda plati [(|z] + |y])] = |z] + |y] pro kazdé =,y € R.

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. Vyuzijte prikladu 1.2.

2. A={—-e,-1,1,e}, B={-1,1}, AnB=B, AUB=A, A\ B={—e,e}, B\ A=
=0, Ax B ={(—-e,—1),(—e,1),(-1,-1),(-1,1),(1,-1),(1,1), (e, —1), (e, 1)}, 2BNA —
= {@,{—1},{1},{—1,1}}.

3. 10 a 0.

4. 4i(i+1) a (i(i + 1)L

5. 0al.

6. 0, 1 pro n sudé a —1 pro n liché.

7. —1, 1 pro n sudé a —1 pro n liché.

1(3n —1) a3"5 .

9. 2(4" — 1) a (—2)nHD),

10. —3(4" 4 2) a (—2)"r=D),

11. n+ 1.

12. Ne, protoze L%j =8#T7=4+3= L%j + 3.
13. Ne, protoze [H1 | =1#0=0+0= 3] + [3].

14. Ano.
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Kapitola 2

Zakladni kombinatorické vybéry

Méjme konec¢nou mnozinu ¢i multimnozinu a z ni nahodné vyberme predem urceny
pocet prvku. Takovému procesu budeme fikat kombinatoricky vgber (strucnéji vy-
bér). Obdobné vybéry provadime casto jak pri vyzkumu (statisticky vyzkum), tak
v bézném zivoté (sazkové hry).

Pokud vybirdme z mnoziny (ve vybéru se prvky nemohou opakovat), pak jde
o vybéry bez opakovdni, pokud z multimnoziny (prvky se ve vybéru mohou opako-
vat), pak jde o vybéry s opakovanim. (Dodejme, Ze usporadané vybéry s opakovanim
se daji formulovat i pomoci mnozin.) Pocet vSech moznych ruznych vybéra ovliviiuji
dva parametry, a to pocet prvkua puvodni mnoziny ¢i multimnoziny a pocet vybira-
nych prvki, déle skutec¢nost, zda zalezi ¢i ne na poradi vybranych prvki. V pripadé,
ze nas poradi vybranych prvkl nezajima, chapeme provedeny vybér jako podmno-
zinu zadané mnoziny. V pripadé, Ze nas naopak poradi zajima, tak provedeny vybér
chapeme jako posloupnost vybranych prvki.

V této kapitole se budeme zabyvat zjistovanim poctu vsech moznych vybéri se
zadanymi vlastnostmi.

2.1 Permutace bez opakovani

Priklad 2.1. Sedim v jidelné a obédvam. Ve fronté u vydeje obédu stoji pét mych
studentii z pravé skonceného cviceni, jmenuji se Zbyslav, Matylda, Petr, Jana a Zik-
mund. Jsou pomérné pestrobarevné obleceni. Divim se na né a premyslim, jak by
se ona pestrobarevnost ménila, pokud bych ménil jejich poradi ve fronté. A tu mne
napadne. Kolik mam moznosti, jak studenty do fronty seradit? Bude téch moznosti
hodné?

Resend. Studenty si pro jednoduchost nahradime &sly 1,2, 3,4, 5. Vsimnéme si. Vy-
birame z 5-prvkové mnoziny vSech 5 prvki, na potradi zélezi a zadny prvek se neo-
pakuje!

Pro zacatek si ponechme jen ¢isla 1,2. Ty ovSsem umime usporadat dvéma zpt-
soby ((1,2),(2,1)). Priddme ¢islo 3, to muzeme umistit bud na prvni, druhou nebo
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treti pozici ((3, —, —), (—,3, =), (—, —, 3)). Na zbyvajicich dvou pozicich lze ¢isla 1,2
usporadat vzdy dvéma zptsoby. Ke kazdému pevnému umisténi ¢isla 3 tedy existuji
dvé usporadané trojice. Proto mame celkové 3 - 2 usporddané trojice (moznosti).
Priddme ¢tytku. Tu muzeme umistit na jednu ze étyf pozic ((4,—, —, —),(—, 4, —
— =) (=, =4, =), (=, —,—,4)). Cisla 1,2,3 na zbyvajicich tiech volnych pozicich
usporadame 3 - 2 zplisoby. Ke kazdému pevnému umisténi ¢isla 4 tudiz existuji 3 - 2
usporadané ¢tverice. Proto celkové obdrzime 4 -3 -2 usporadané ¢tverice (moznosti).
Obdobnou tivahou dostaneme pro pét studenti vysledek 5 -4 -3 -2 = 120 moznosti.

A

Predeslou tuvahu lze snadno zobecnit pro libovolny koneény pocet studenti.
Meéjme n studentii, n € N. Oznacime je cisly 1,2,...,n. Necht a, je pocCet vsech
moznych usporadani ¢isel 1,2,...,n a a,11 je pocet vSech moznych usporadani ¢i-
sel 1,2,...,n,n + 1. Cislo n + 1 m@iZeme v uspoiadané n + 1-tici umistit vzdy na
pravé jednu z n + 1 pozic. Pro kazdé pevné umisténi ¢isla n + 1 na jedinou pozici
muizeme zbyvajicich n ¢isel usporadat na zbyvajicich n pozicich a,, zptsoby. Z ¢ehoz
dostédvame, ze a,1 = (n + 1) - a,, pricemz a; je 1.

Nasli jsme rekurentni vztah, ktery nam dovoluje z po¢tu usporadani pro n prvki
odvodit pocet usporadani pro n + 1 prvka.

Predesla pozorovani néas jednoznacéné vedou k vysloveni nésledujici domnénky
nebo-li hypotézy. (Hypotéza je zatim nedokdzané a nevyvracené tvrzeni.)

Pocet vsech moznych uspotadani n-prvkové mnoziny jen-(n—1)-(n—2)---2-1.

Nadesel cas, abychom vyse uvedena pozorovani zformalizovali pomoci definic
a vét.

Definice 2.2. Méjme libovolné prirozené ¢islo n. Pak permutace bez opakovani na
n-prvkové mnoziné X je libovolné usporadani vsech prvkid mnoziny X do néjaké
posloupnosti.

Definice 2.3. Pocet vsech permutaci bez opakovani na n-prvkové mnoziné X bu-
deme znacit P(n) a sou¢inn-(n—1)-(n—2)---2-1 oznac¢ime n!. Vyraz n! budeme
Cist n faktoridl.

Véta 2.4. Pln)=n-(n—1)-(n—2)---2-1=mn! pro kazdé n € N.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukci, které se budeme detailné vénovat
az v Kapitole 4, proto dovolte ponékud obsirnéjsi komentar.

Nejdrive chceme ovérit, zda nas vztah plati pro nejmensi uvazované n, tedy pro
n = 1. Zjistime, ze ano, nebot P(1) =1 =11

Nyni predpokladejme, Ze nase véta plati pro néjaké libovolné prirozené n. Pak
budeme chtit ukazat, ze musi platit i pro jeho ,nasledovnika“, tj. ¢islo n+ 1. Pokud
se to povede, mame jistotu, ze véta plati pro kazdé prirozené n a dikaz je ukoncen.
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Necht P(n) =n-(n—1)-(n—2)---2-1 =nl Vime, ze P(n+1) = (n+1)- P(n)
(vyuzili jsme rekurentni vztah a, 1 = (n+1)-a,). V této chvili pouzijeme predpoklad
(Pn)=n-(n—1)-(n—2)---2-1) adostavame P(n+ 1) = (n+1)- P(n) = (n +
+1)n-(n—=1)-n=2)---2-1=(n+1).

Ukézali jsme, ze P(1) = 1l a pokud P(n) = n!, pak P(n+1) = (n+1)!. Z principu
matematické indukece tudiz plyne, ze vztah P(n) = n! plati pro kazdé prirozené n.

O

Poznamka 2.5. Vidime, Ze souéin ve vété 2.4 definuje n faktorial pouze pron = 1.
Cemu je ale roven 0 faktorial? Vzhledem k tomu, Ze prazdnou mnozinu umime
usporadat do jediné posloupnosti, a to do prazdné (viz Kapitola 1), plati 0! = 1.

Priklad 2.6. Mame 7 bilych kulicek do nichz jsou vyrazena ¢isla od 1 do 7. Chceme
je obarvit 7 barvami tak, ze kazda kulicka je obarvena presné jednou barvou a vsech
sedm barev je pouzito (Cisla vyrazena na kulickach jsou i po nabarveni vidét!). Kolik
mame ruznych moznosti?

Reseni. Viechna mozné obarveni kulicek miizeme provést takto: Kulicky sefadime
do tady a jednoznacné ur¢ime poradi pouzitych barev. Pak prvni kuli¢ku zleva obar-
vime barvou ¢islo 1, druhou zleva barvou ¢islo 2 az sedmou zleva barvou ¢islo 7 (viz
obr.?7?). Zménime poradi kulicek (poradi barev ziustava stejné) a postup barveni
opakujeme (tzn. prvni kulicku zleva barvou ¢.1, druhou zleva barvou ¢.2 atd.). Ur-
¢ité dostaneme jiné obarveni nez v pripadé prvnim. Vidime, Ze pocet vsech rtiznych
obarventi je stejny jako pocet vsech riznych sefazeni kulicek. Tudiz jde o pocet vsech
permutaci bez opakovani na sedmiprvkové mnoziné, tedy P(7) = 7! = 5040.

A

Priklad 2.7. Kolik existuje vzdjemné jednozna¢nych (bijektivnich) zobrazeni 5-
-prvkové mnoziny X na 5-prvkovou mnozinu Y7

Reseni. O zobrazenich bude podrobné pojednéno v Kapitole 5. Bijektivni zobrazent
je zobrazeni, kdy kazdému prvku jedné mnoziny je pritazen presné jeden prvek druhé
mnoziny a naopak, kazdému prvku druhé mnoziny je pritazen ptresné jeden prvek
mnoziny prvni. Ukazka bijektivniho zobrazeni 5-prvkové mnoziny na 5-prvkovou
mnozinu je na obrazku 77.

Necht X = [1,5] a Y = {a,b,c,d, e}. Pti konstrukei jednotlivych bijekei pouzi-
jeme podobny postup jako pii barveni kuli¢ek v prikladu 2.6, tzn. pevné usporadame
prvky z mnoziny X, poradi prvkil v Y naopak budeme ménit a v kazdém kroku bu-
deme prirazovat prvnimu prvku z X prvni prvek z Y, druhému prvku z X druhy
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prvek z Y, az patému prvku z X paty prvek z Y (viz obr.??). Timto zptusobem jisté
vytvorime vsechny pozadované bijekce, a navic vidime, Ze jich je P(5) = 5! = 120.
A

Piiklad 2.8. Ve vytecné knize Murphy (1938) drzitele Nobelovy ceny za litera-
turu (1969) Samuela Becketta hlavni postava (Murphy) vzdy snidé balicek susenek.
V tomto balicku je 10 rtznych susenek, pricemz Murphy chce snidani zacit pome-
rancovou susenkou (chutnd mu nejméné) a ukoncit susenkou s ¢okolddovou polevou
(je jeho nejoblibenéjsi). Kolik ma moznosti, jak posnidat?

Déle, Murphy oponuje své pritelkyni, ktera jej peskuje ohledné fadni stravy, ze
jeho balicek susenek mu umoznuje snidat tak, ze zadné dva dny ve svém zivoté
nebude mit tutéz snidani. M& pravdu?

Reseni. Oznacme si susenky ¢isly 1 az 10, pfi¢em# pomerancova susenka je oznacena
¢islem 1 a suSenka s ¢okoladovou polevou (déle ji budeme fikat ¢okoladova) ¢islem
10. Ptame se, kolika zptisoby umime seradit ¢isla 1 — 10, s tim, ze 1 je na prvni
pozici a 10 na desaté pozici. Cili ¢sla 1 a 10 jsou pevné fixovana na dané pozice,
a ¢isla 2 az 9 mohou byt serazena zcela libovolné na zbyvajicich osmi pozicich. Jde
o permutace bez opakovani na osmiprvkové mnoziné, a proto P(8) = 8! = 40320.
Murphy si umi ptipravit 40320 riznych snidani (ji-li susenky po jedné a v riznych
poradich), coz mu vyjde pfiblizné na 40320 : 365 = 110 let.
A

Priklad 2.9. Vratme se jesté k prikladu 2.8. Murphy jakz takz prekonal sviij odpor
k pomerancové susence a naklonnost k susence s cokolddovou polevou, coz vyjadril
nasledovné: ,Neni mozné, aby zaroven prvni nebyla pomerancova a posledni nebyla
cokoladova. “ Kolikrat se zvysi pocet snidani, které si je schopen Murphy pripravit,
pri tomto méné prisném omezeni?

Resend. Zde si musime dobie promyslet Murphyho slova. Z jeho tvrzeni se dovidame,
jakou situaci zakazuje. Bude dobré, kdyz si odvodime opak, tzn. jaké situace pfi-
pousti. Rik4 vlastné, alespon jeden ze dvou piipadi, a to ,prvni je pomerancova*,
»posledni je ¢okoladova“, musi byt splnén.

Murphyho snidané muzeme tudiz rozdélit do tri mnozin Si, s, S5, pricemz,
v mnoziné S; budou snidané, které zacinaji pomerancovou susenkou, ale nekonci
cokolddovou, v mnoziné Sy budou snidané, které nezacinaji pomerancovou susen-
kou, ale konci ¢okoladovou, v mnoziné Sz jsou snidané, které zacinaji pomerancovou
susenkou a konc¢i cokoladovou.
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Vsimnéme si, Ze plat{ S;NS; = @ prokazdé i # j, 4,5 € {1,2,3} a S = S1US,USs,
kde S je mnozina vS§ech Murphyho snidani. Tedy mnoziny Si, Ss, S3 jsou po dvojicich
disjunktni a jejich sjednoceni davé celou mnozinu S. Proto |S| = |Si| + |S2| + |Ss],
kde ¢islo |S] je vysledek naseho Teseni, nebot jde o pocet vSech Murphyho snidani.

Takovy zptisob TeSeni tlohy je v kombinatorice ¢asto vyuzivan a fikame mu
rozklad na jednotlivé disjunkini pripady. Nevyhodou takového feseni je jeho zdanliva
pracnost, ale vyhody jsou prevazujici. Mame jistotu, ze zadny pripad nezapocitame
vicekrat, a ze na zadny nezapomeneme.

Ozna¢me susSenky ¢isly z mnoziny [1,10], pficemz pomerancova susenka je 1
a cokoladova 10.

|S1| je pocet permutaci, kde na prvni pozici je 1 a na posledni neni 10. Prvni
pozice je pevné déna, na posledni pozici mizeme dat libovolné ¢islo kromé 1 a 10
(8 moznosti), zatimco na zbylych osmi pozicich 2 az 9 miuzeme zbyla ¢isla libovolné
sefadit (8! moznosti). Proto |S;| = 8 - 8!. Vsimnéte si, ze jsme pouzili soucin, nebot
ke kazdému pevné zvolenému ¢islu z mnoziny [2, 9], které je umisténo na posledni
pozici, existuje 8! moznosti jak usporadat ¢isla na zbyvajicich osmi pozicich. Tomuto
postupu se tika pravidlo soucinu o némz je hovor v poznamce 2.40.

Podobnou tivahou zjistime, ze |Sz| = 8-8! a z piikladu 2.8 vime, ze |S3| = P(8) =
= 8l. Dostavame |S| = |S1| + | S| + |S5] = 8! +8-8! +8-8! =178l

Protoze 17 - 8!/8! = 17, pofet Murphyho snidani se zvysi 17 krat.

Jiné reseni. Nevyuzijeme rozkladu na disjunktni pripady. Uréime pocet vsech
moznych snidani a pocet vSech snidani, které Murphy odmita. Konecny vysledek
pak bude rozdil téchto cisel.

Vsech moznych snidani je P(10) = 10!. Snidané, které Murphy odmita, jsou ty,
kde prvni susenka neni pomerancova a posledni neni cokoladova. Na prvni pozici
muzeme dat jakoukoliv susenku jen ne pomerancovou (9 moznosti). Na posledni
pozici muzeme dat opét jakoukoliv jen ne cokoladovou a tu kterou jsme dali na
prvni pozici (8 moznosti). Na zbyvajicich pozicich 2 az 9 sefadime zbyvajici susenky
libovolné (8! moznosti). Proto snidani, které Murphy odmit4, je 9-8-8! a dostavame
vysledek |S| =101—9-8-8!=10-9! - 8.9/ =2.9! =18 - 8l

Vysledek ovsem vychézi jiny nez v predeslém teseni!!! Kde se stala chyba?

Ziejmé si po jisté chvili vSimneme, Ze problém nastava, kdyz na prvni pozici dame
cokoladovou susenku, coz je jedna z 9 pripustnych moznosti. Potom totiz existuje 9
moznosti (a nikoliv 8), co dat na pozici posledni.

Proto si mnozinu nepripustnych snidani rozdélime do dvou disjunktnich ptipadi.
A to na snidané, kde je jako prvni zafazena cokolddova susenka (typ A) a na ty,
kde ¢okolddova susenka jako prvni neni (typ B). Snidani typu A je 9 - 8! a snidani
typu B je 8 - 8 - 8!. TudiZ nepripustnych snidani je 9-8! + 8 -8 - 8! = 73 - 8!. Odtud
|S| =10—73-8!=10-9-8'—73-8/!=90-8! —73-8! =17-38..

Vazeni ¢tenari, na tomto prikladu Vam demonstrujeme dvé zakladni skutec¢nosti.
Kombinatorické priklady byvaji obcas docela ,zdkeiné“, vzdy si své myslenkové
pochody pri jejich Teseni nékolikrat zkontrolujte, poptripadé hledejte alternativni
feseni a vysledky porovnejte. Déle, metoda feseni pomoci rozkladu na disjunktni



20

Zakladni kombinatorické vybéry

pripady je sice na pohled pracné, avsak diky ji se vyvarujeme mnohych zbytecnych
chyb.
A

Priklad 2.10. Karlik si rovna do fady auticka. M4 jich 11 v rtznych barvach, pti-
¢emz jedno z nich je zelené (Williams-Cosworth) a jedno ¢ervené (Ferrari). Karlik
chce auticka seradit tak, aby zelené nikdy nestalo vedle ¢erveného. Kolik ma moz-
nosti?

Resend. Autitka oznacime ¢isly 1 az 11, pficem? zelené je 1 a Gervené je 2. Spoc¢itame
vSechny permutace na mnoziné [1, 11] a potom spoéitame ty, které maji ¢isla 1 a 2
vedle sebe. Vysledek dostaneme jako rozdil téchto ¢isel.

Celkem mame 11! permutaci. Vytvorme z ¢isel 1 a 2 dvojici a povazujme ji za
jeden z prvka mnoziny. Mame tedy desetiprvkovou mnozinu {{1,2},3,4,...,10}.
Jeji prvky umime uspotradat 10! zptusoby. Avsak neusporadanou dvojici ¢isel 1,2 lze
usporadat dvéma zptusoby (bud je 1 nalevo nebo napravo od 2). TudiZ permutaci,
kde 1 a 2 jsou vedle sebe, je 2-10!. A méme vysledek 11!—2-10! = 10!/(11—2) = 9-10!.

Jiné reseni. Vezméme nejdiive devét Cisel od 3 do 11. Ty umime usporadat 9!
zpusoby. Mezi nimi je 8 mezer, ale pred a za nimi je jesté po jedné mezere, tudiz
celkové 10 mezer (viz obr.??). Aby ¢isla 1,2 nebyla vedle sebe musime je umistit do
dvou libovolné vybranych mezer. Kolik mame moznosti, jak ony dvé mezery vybrat?
(Tento tkol bude snadny, az budeme znat kombinace bez opakovdni (Kapitola 2.2).)
K prvni mezete zleva mame 9 moznosti, jak vybrat druhou, k druhé zleva mame 8
moznosti jak vybrat druhou, az k devaté zleva mame jedinou moznost jak vybrat
druhou. Proto existuje celkové 9 48 +--- + 1 = % (1 +9) = 45 moznosti, jak
vybrat onu dvojici mezer. Zrekapitulujme. Ke kazdému pevnému usporadani cisel
3 az 11 (téch je 9!) jsme schopni 45 zpusoby vybrat 2 mezery pro umisténi ¢isel 1
a 2. V pevné vybranych mezerach jsme schopni ¢isla 1 a 2 usporadat vzdy dvéma
zpusoby. Proto celkovy pocet permutaci na mnoziné [1,11], kde ¢isla 1 a 2 nejsou
vedle sebe je 9!-45-2=9!-9.5.-2=9-10-9!'=9- 10!

A

Pi#iklad 2.11. Do kina piislo 9 mladiki a zakoupili si devét listku vedle sebe. Ctyfi
z nich méli nadmiru prokrvené, lesklé bélmo a nejasné artikulovali. Podezrivava
uvadécka se rozhodla, Ze je rozesadi tak, aby zadni dva ze zminénych ¢tyr chlapci
nesedeéli vedle sebe. Kolik méla moznosti?

Reseni. Mladiky oznac¢ime cisly 1 az 9, pricemz ony zminované mladiky oznac¢ime
¢isly 1 az 4. Cheeme zjistit, kolik existuje permutaci na mnoziné [1,9], kde zddna
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dvé ¢isla z mnoziny [1,4] nejsou na pozicich vedle sebe. Zacnéme tim, Ze si nejdiive
usporadame pét ¢isel z mnoziny [5, 9] (5! moznosti). Pred, za a mezi témito péti ¢isly
mame 6 mezer. Na ¢tyTi z nich musime umistit ¢isla 1,2, 3,4. Tedy na dvé z nich
zadné ¢islo z [1,4] neumistime. Kolika zptisoby umime vybrat 2 ze Sesti mezer, na
které nic neumistime? Pouzijeme-li postup z feSeni prikladu 2.10, dostaneme cislo
5+4+3+2+1= g(l +5) = 15. Vybérem dvou mezer, do kterych nic neumistime,
jsou jednoznac¢né urceny 4 mezery, do kterych umistime ¢isla 1,2, 3,4. V jednoznacné
urcenych ¢tyrech mezerach pak muzeme ¢isla usporadat vzdy 4! zpusoby. Proto vsech
permutaci na mnoziné [1,9], kde zadné dvé ¢isla z mnoziny [1, 4] nejsou na pozicich
vedle sebe, je 5!-15-4! =120 - 15 - 24 = 43200.

A

Priklad 2.12. Alenka m& 5 riznych korélki, které chee navléci na nit a vytvorit
z nich naramek. Kolik ma moznosti?

Resend. Predstavme si, Ze koralky na naramku tvoii vrcholy pravidelného pétitihel-
nika. Jeho horni vrchol oznac¢ime 1 a ostatni vrcholy ve sméru hodinovych rucicek
ozna¢ime napiiklad ¢isly 4,2,5,3 v tomto poradi (viz obr.??). Pokud bychom né-
hrdelnik rozsttihli mezi koralky 4,2 a koralky vyrovnali do primky, pak dostaneme
dvé rizné permutace z 5! moznych, a to (2,5,3,1,4) a (4,1,3,5,2). Po rozstii-
zeni naramku mezi kordlky 1,3 dostdvame jiné dvé permutace, a to (1,4,2,5,3)
a (3,5,2,4,1) (viz obr.??). Téchto mist k rozstfizeni je na nahrdelniku 5 a po kaz-
dém rozsttizeni dostavame dvé jiné permutace z 5! moznych.

Cili z jednoho néhrdelniku vznikne 2 - 5 riiznych permutaci z 5! moznych. Pokud
bychom vzali jiny nez-li vyse zminény nahrdelnik, opét z néj vznikne 2 - 5 per-
mutaci z 5! moznych, ale vSechny se budou lisit od téch predeslych. Navic, pokud
postupné pouzijeme vSechny mozné navzajem rizné naramky, pak jejich rozstiiha-
vanim dostaneme vsech 5! permutaci. Proto, oznac¢ime-li x pocet nahrdelnika, tak
plati 2 -5 - x = 5! a dostavame x = % =4 -3 = 12. Zde pouzivame metodu dvojiho
pocitant, o které se detailnéji zminime v

Jiné reseni. Predstavme si, ze jsme malicci a putujeme po Alenciné nahrdel-
niku (viz predeslé feseni) tak, ze vzdy zacneme pout na jednom kordlku a dale
pokracujeme bud ve sméru nebo proti sméru hodinovych rucicek tak dlouho, do-
kud nedojdeme na vychozi korédlek, pricemz si zapiseme c¢isla koralkt v poradi, jak
jsme je prochdzeli. Vyjdéme z koralku 3 (viz obr.??) ve sméru hodinovych ruéicek,
na konci pouti mame zapsanu permutaci (3,1,4,2,5) (vychozi a koncovy koralek
zapiSeme jen na zacatku). Pokud vyjdeme proti sméru hodinovych ruci¢ek, méame
zapsanu permutaci (3, 5, 2,4, 1). Zménime-li vychozi kordlek dostaneme béhem pouti
dvé jiné permutace atd. Vidime opét, zZe jeden nahrdelnik s péti koralky opravdu
reprezentuje 2 - 5 riznych permutaci z 5! moznych.

Nakonec provedme zobecnéni. Z n rtznych koralki lze vytvorit % =

hrdelniki.

(n—1)!

) na-

A
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Priklad 2.13. Na konferenci bylo n ucastnikl a ti byli posazeni zcela ndhodné na
n zidli kolem kulatého stolu. Kolika zptisoby to lze provést, pokud dvé rozesazeni,
kdy jedno vznikne z druhého pouhym ,pootofenim*, povazujeme za shodna (tzn.
v obou rozesazenich ma kazdy tcastnik téhoz pravého i levého souseda)?

Resend. Mnozi z nas by ziejmé tvrdili, ze jde o zobecnény piiklad 2.12 a vysledek

proto musi byt z = 3= = 5+,

Ukazme si protiptriklad pro n = 5. Predstavme si, Ze rozesazeni osob kolem kula-
tého stolu je stejné jako umisténi koralkii na ndramku viz obr??. V ptipadé koralkt
jsme si ukazali, ze pokud pouziji dvé opa¢né sefazené permutace (koralky jsou srov-
nany na primé niti (pfimce)) napt. (2,5,3,1,4) a (4,1,3,5,2), pak spojenim mezi
prvnim a poslednim koralkem dostaneme tentyz naramek. VSimnéme si vsak, ze
pokud bychom obdobné uvazovali o rozesazeni osob kolem kulatého stolu (nejdiive
si je posadime na zidle vyrovnané v fadé, a pak je ,obalime“ kolem stolu), tak se
mylime, nebot neptjde o totéz rozesazeni! Z permutace (2,5, 3, 1,4) by vzniklo roze-
sazeni, kde naptiklad levym sousedem trojky je 5 a pravym 1. Zatimco z permutace
(4,1,3,5,2) by vzniklo rozesazeni, kde se sousedé trojky prohodi. Cili nejde o totéz
rozesazeni.

,Rozpojenim*“ kazdého rozesazeni u kulatého stolu mezi dvéma sousedy tudiz
nedostaneme dvé rtizné permutace z n! moznych, ale pouze jedinou! Proto z jednoho
rozesazeni kolem kulatého stolu vznikne pouze n riznych permutaci z n! moznych.
Oznac¢ime-li = pocet vSech rozesazeni kolem kulatého stolu, pak musi platit n-z = n!
ar="2=(n—1)

A

Pojmy k zapamatovani

— P(n) je poCet vSech permutaci na n-prvkové mnoziné. Jde o usporadané
vybéry VSECH prvki mnoziny. Plati P(n) =n! =n-(n —1) - (n —

—2)---2-1.
— Pocet vsech bijekci n-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu je
P(n) =nl.

(n—1)!
-

— Pocet vsech moznych rozesazeni n lidi kolem kulatého stolu je (n — 1)L

— Pocet vsech nahrdelnikii vytvorenych z n riznych koralki je

Priklady k procviceni

1. Vite, ze Sestimistné ¢islo obsahuje cislice 0,1, 3,4,5,6, pricemz cislice 1 je na misté
desitek a 3 na misté desetitisicii. Kolik takovych ¢isel existuje?

2. Kolik existuje pétimistnych c¢isel délitelnych 5, které obsahuji ¢islice 4,6, 7,97
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3. Anicka si ve vytvarné vychové rozdélila ¢tvrtku papiru na 11 riznych oblasti (viz
obr.??). Ma 11 pastelek (mezi nimi je modra a zlutd) a chce oblasti vybarvit tak, ze
zéddné dvé nebudou mit stejnou barvu, vSechny budou vybarvené a oblast 3 bude zluta
nebo modra. Kolik ma moznosti jak oblasti vybarvit? O kolik se poc¢et moznosti zméni,
pokud bude chtit, aby byla oblast 3 modra nebo oblast 9 zluta.

4. Kolik posloupnosti 1ze vytvorit z ¢isel 11,13,17,19, 23, 31, pokud vime, Ze se v posloup-
nosti zadné ¢islo neopakuje a ¢isla 19 a 31 nejsou nikdy vedle sebe.

5. Proti deviti tercim stoji 4 divky a 5 chlapcii, kazdy z nich mé luk. Divky maji rtzové
a chlapci modré sipy. Kazdy z nich vystrelil sip na ter¢ pred sebou a ter¢ trefil. Rozhodci
si vsiml, Ze ani v jednom pripadé nejsou ve dvou sousednich tercich ruzové sipy. Kolik
existuje ruznych rozestaveni strelcti pred terci, aby takova situace mohla nastat?

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 3-3L

2. 24!

3. 210!, pocet moznosti se 9! zmensi.

4. 4-5!.

5. 60 -6!.

Pro zajemce:

Predstavte si, ze dostaneme n ruznych prirozenych ¢isel a chceme je usporadat podle ve-
likosti. Pro velkd n bude takovy kol rucné v podstaté neproveditelny. Pozddame tudiz
pocitaé tim, ze mu napiseme program jakym se ma ridit. Treba mu ,fekneme®, proved
vSechna mozna usporadéani (a1, as,...,a,) prvki zadané mnoziny a vyber to, kde je spl-
nénoa; Sas ... Zay.

Protoze pocita¢ bude muset vygenerovat vsechny permutace na n-prvkové mnoziné,
provede alespon n! kroki.

Je zndmo, Ze algoritmy, kde je pocet krokii exponencidlné zavisly na velikosti vstupu
(k = a™, kde k je pocet kroku algoritmu, n velikost vstupu, a € R,a > 1), jsou velmi
problematické a jiz pro relativné mala n, neumi predlozit feSeni. Problém je v tom, Ze ex-
ponencialni funkce (a tudiz pocet kroki) s rostoucim n roste nesmirné rychle (samoziejmé,
wmira rastu” je zavisla na velikosti a, ¢im vétsi a, tim rychlejsi rust).

Nésledujici véta ukazuje, ze kazdy algoritmus, ktery mé vygenerovat n! permutaci pro
libovolné pfirozené n je velmi problematicky!
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Véta 2.14. Pro kazdé prirozené n 2 1 plati:

n! < <n 1 ) ! .

- 2

Cislo n! je pro kazdé prirozené n vétsi nebo rovno exponencialni funkei (y/n)", piicemz
zéklad exponencidlni funkce je také funkce proménné n, kterd je rostouci a jiz pro kazdé
n = 4 plati /n = 2.

Ditikaz véty 2.14 je jednoduchy a ukazuje, ze nékdy staci matematické vyrazy vhodné

preskupit a spravné se na né podivat, abychom dokazali na prvni pohled obtizny matema-
ticky vztah. Proto jej zde uvadime.

(Vay" = n#

A

Dukaz. K ditkazu této véty budeme potiebovat vztah mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem dvou kladnych redlnych é&isel a, b, pfidem? aritmeticky primér éisel a,b € R

(symbolem R* zna¢ime mnoZinu vSech kladnych redlnych ¢isel) je ‘IT”’ a geometricky

prumeér Vab. Plati Vab < %*b. Této nerovnosti se obvykle fikd AG nerovnost.

Diikaz AG nerovnosti je snadny.

Vime, ze jisté plati (y/a — vb)? 2 0, z &ehoz plyne a — 2v/ab + b > 0. Po jednoduché
tpravé obdrzime a + b = 2v/ab a po vydéleni dvéma dostaneme nerovnost dokazovanou.

Nyni se vratme k diitkazu véty 2.14. Vime, 7e (n!)2 =1-2--- (n—1)-n-n-(n—1)---2-1 =
=1n)-2-n-1))-3-n—2))---((n—1)-2) - (n-1). Predesly sou¢in ma n ¢initelt
a libovolny i-ty ¢initel miizeme vyjadiit jako soucin i(n — (i — 1)) = i(n+1—1) pro néjaké
i€{1,2,...,n}. Proton! = /(1-n)-2-(n—1))-3-(n—2))---(n—1)-2) - (n-1) =
= Il iln+1—14) = [, Vi(n+1—14). Uvédomme si, Ze vyraz /i(n+1—1) je
vlastné geometricky prameér ¢isel i a n+1—1 a ten musi nutné byt mensi nebo roven arit-
metickému pruméru téchto ¢isel. Proto plati \/i(n +1 — 1) < % = "TH Z predeslych

tvah plyne n! =[], /i(n +1—14) < [T, 2+ = (25"

Timto jsme dokézali pravou nerovnost (n! < (Z4)7) véty 2.14.

Abychom dokézali nerovnost levou (n2 < nl), je tieba si uvédomit, Ze kazdy Cinitel
i(n +1—14) v souéinu [[;i(n+1—1i) je alespont n. Pro ¢ = 1,n to jisté plati. Pro
2 <i<n-—1,je vzdy mensi z ¢initelu alespon 2 a vétsi alespon n/2, a proto ma soucin
hodnotu opét alespoi n. Odtud n! = /T, i(n + 1 — i) = \/T[l-, n = Vn" = n3.

O

Pred uvedenim nésledujici véty, kterd prinese dosud nejpresnéjsi odhad n! (tzv. Stir-
lingova formule) si zopakujme, ze s Fulerovym cislem e = 2,718281828..., které je ira-
cionalni, jsme se jiz setkali v matematické analyze a vime, Ze je to limita nekonecné
posloupnosti {(1 + L)"}5°

n=1"*

Véta 2.15. Pro vsechna dost velkd prirozend n plati n! ~ v/2an(%)".

Symbol ~ znamena, ze lim\/ﬁzi!(%)n = 1. Tedy cisla n! a \/%(g)n pro dost velka
n vykazuji témér zanedbatelnou relativni chybu. Relativni chyba je vztazena k velikosti
¢isel. Lisi-li se dvé c¢isla o 100, muze to byt velkd chyba, ale pokud jsou obé vétsi nez
napiiklad 10?7, pak je to chyba zanedbateln4.
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Priklad 2.16. Vratme se k prikladu 2.1. V jidelné je volnych jen pét mist, z toho
tFi u mého stolu a dveé u stolu vedlejstho. Tudiz tii z vySe jmenovanych péti studentt
si budou muset sednout ke mné. Ktefi to budou? Kolik existuje riiznych moznosti?

Poznamka 2.17. Nejen feseni tohoto prikladu, ale struktura celé této kapitoly, by
Vam méla, vazeni ¢tenafi, pripomenout jednu z neprehlédnutelnych kras matema-
tiky, a sice jeji navaznost. Predvedeme totiz, jak z po¢tu permutaci bez opakovani
odvodime pocet kombinaci bez opakovani, z po¢tu permutaci a kombinaci bez opako-
vani odvodime pocet variaci bez opakovani a pocCty vybéru s opakovanim odvodime
z poCtl vybéru bez opakovani.

Resend. Protoze nas zajima pouze, kteff tii studenti si k mému stolu sednou a ne
na kterou zidli, jde o neusporadany tiiprvkovy vybér (bez opakovani) z pétiprv-
kové mnoziny. Pokud preformulujeme otazku do matematické feci, ptame se: , Kolik
triprvkovych podmnozin ma pétiprvkova mnozina?

Pocet tiiprvkovych podmnozin z pétiprvkové mnoziny oznac¢me x. Budeme chtit,
aby x bylo néjak rozumné odvozeno z jiz znamého poctu vSech permutaci bez opa-
kovani na konec¢né mnoziné.

Realizujme kazdy vybér tiiprvkové podmnoziny tak, ze pét prvka ptivodni mno-
ziny {1,2,3,4,5} sefadime vzdy do jedné z 5! moznych posloupnosti a prvky na
prvnich tfech pozicich budou prvky ndmi vybrané podmnoziny (viz obr??). Takto
jisté uskuteénime vybér vSsech moznych t¥iprvkovych podmnozin. Bohuzel se ale
kazdy vybér nékolikrat zopakuje. Polozme si otdzku: ,,Bude pocet opakovani pro
kazdy vybér stejny a dokazeme pocet opakovani spocitat?

Méjme néjakou libovolnou permutaci z 5! moznych. Pokud provedeme libovolnou
ze 3! permutaci pouze na prvnich tfech pozicich, pak vybér zustava stile stejny (viz
obr.??). Pokud ke kazdé takové permutaci provedeme libovolnou z 2! permutaci na
poslednich dvou pozicich, vybér ziustava opét tentyz. Provedeme-li libovolnou dalsi
z 5! moznych permutaci vyménou poradi takovych dvou prvki, kdy jeden je na
prvnich tfech pozicich a druhy na poslednich dvou, pak se vybér zméni! Proto se
kazdy z x vybéra béhem 5! permutaci zopakuje presné 3! - 2! krat, z ¢ehoz plyne, ze
pocet permutaci na pétiprvkové mnoziné je x - 3! - 2. Odtud z - 3! - 2! = 5! a proto
r = 2 = 10.

312!
A

Poznamka 2.18. Vsimnéte si, ze pri feseni predeslého prikladu jsme jednu a tutéz
hodnotu, pocet permutaci na 5-prvkové mnoziné, pocitali pomoci dvou rtznych
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tvah. Zaprvé pres pocet neusporadanych tiiprvkovych vybéru (x-3!-2!), a za druhé
podle vzorce uvedeného v predeslé kapitole (5!). Takové metodé se Tika dvoji pocitani
a je v diskrétni matematice pomérné casto uzivana.

Definice 2.19. Kombinace bez opakovdni na n-prvkové mnoziné X je libovolny
neusporadany vybér nékterych prvki této mnoziny, nebo-li libovolny vybér pod-
mnoziny mnoziny X.

Definice 2.20. Pocet vSech k-prvkovych neusporadanych vybéri z n-prvkové mno-
ziny X (pocet vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny X resp. pocet vsech k-prvko-
vijch kombinaci bez opakovdni na mnoziné X) pron = k, je (Z), pricemz vyraz (Z)
nazyvame kombinacni ¢islo nebo binomicky koeficient a ¢teme jej en nad kd (niko-
liv en nad kdtou). Pocet vsech k-prvkovych kombinaci bez opakovani na n-prvkové
mnoziné také oznacujeme C(n, k).

Poznamka 2.21. Néazev binomicky koeficient dostalo kombinac¢ni ¢islo diky bi-
nomické vété. Pripomenme, ze binomicka véta nam tika, jak umocnit dvojcélen
(binom) na néjaky prirozeny mocnitel, a zni takto (a + b)" = >, o (7)a" *b*.
V diskrétni matematice se binomicka véta také casto uvadi ve specialnim tvaru
(1+2)" = Y1, (})z*, kde koeficienty mnohoé¢lenu (polynomu) na pravé strané
jsou kombinacni ¢isla.

Véta 2.22. Pro kazdd dvé prirozend n, k, kde n 2 k, plati C(n, k) = (Z) = #lk),

Diikaz. Pocet vSech k-prvkovych neusporadanych vybéra z n-prvkové mnoziny ozna-
¢ime z. Kazdy k-prvkovy neusporadany vybér provedme tak, ze vsechny prvky n-
-prvkové mnoziny postupné usporadame do vSech n! posloupnosti a z kazdé takto
vzniklé posloupnosti vybereme prvnich k prvki. Kazdy takovy vybér se nam ovsem
béhem n! permutaci zopakuje presné k!(n — k)!, nebot pokud provedeme libovolnou
z k! permutaci pouze na prvnich k pozicich, pak vybér zustava stale stejny. Pokud
ke kazdé takové permutaci provedeme libovolnou z (n — k)! permutaci na poslednich
n — k pozicich, vybér zistava opét tentyz. Provedeme-li libovolnou permutaci, ktera
vyméni poradi néjakého prvku z prvnich k pozic s néjakym prvkem na poslednich
(n — k) pozicich, tak se vybér zméni. Kazdy neusporadany vybeér se tudiz zopakuje
presné k! - (n — k)! krat. Proto plati x - k! (n — k)! = n! a pocet vSech k-prvkovych
neusporadanych vybéra z n-prvkové mnoziny je x = #lk), = (”)

k
U

Poznamka 2.23. Dodejme jesté, ze vzorec (Z) = " plati i v pifpadé, kdy n

k!(n—k)!
nebo k je rovno nule.



2.2 Kombinace bez opakovani

27

Priklad 2.24. Kolik mé 7-prvkova mnozina tii resp. ¢tyrprvkovych podmnozin?
Kolik mé n-prvkova mnozina k resp. (n — k)-prvkovych podmnozin, kde n = k7

Resend. Jde o tif resp. étyt prvkové kombinace bez opakovani na 7-prvkové mnoziné,
a proto je vysledek C(7,3) = (:,7)) resp. C(7,4) = (Z) Spocitejme obé kombinacni

¢isla. Vsimnéme si, ze (;) = 37—4'1, = % =35= 47—;), = (Z), pricemz (D = (7z3).

Mnozina s n prvky ma jisté (Z) k-prvkovych podmnozin a (nf k) (n—k)-prvkovych

podmnozin. Vsimnéme si, Ze (Z) = k!(ﬁk)! = (n—%!k! = (n—k)!(:i(n—k))! = (nik)
Identité (rovnosti) (}) = (,",) se iké symetrie kombinacnich cisela dé se snadno

obhajit i slovné. Onéch k£ prvkia z n muzeme vybirat tak, ze bud uré¢ime k£ prvku

z n, které si VYBEREME, nebo ur¢ime n — k prvkua z n, které si NEVYBEREME.

A

Priklad 2.25. Vypocitejte soucet ». (7).
k=0

Reseni. Vime, 7e (Z) vyjadiuje pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.
Proto (711) vyjadiuje pocet jednoprvkovych podmnozin, (g) pocet dvou prvkovych

podmnozin az (Z) pocet n-prvkovych podmnozin. Tudiz soucet i (Z) = (8) + (?)4—
k=0

n v Y .. , .. n\ .

-4 (n) vyjadiuje pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny ((0) je rovno 1, coz

odpovidd prazdné mnoziné). My vSak vime, Ze pocet vSech podmnozin n-prvkové

mnoziny je 2", nebot jde o pocet prvki potenéni mnoziny néjaké n-prvkové mnoziny.
n

Proto Y () = 2™

A

Poznamka 2.26. Méjme n-prvkovou mnozinu X. Symbolem (f) znacime systém
(mnozinu) vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny X. Pozor, na rozdil od kombinac-
niho ¢isla je nahofe oznaceni mnoziny a symbol reprezentuje systém mnozin, nikoliv
cislo.

Priklad 2.27. Mame néjakou deseti prvkovou posloupnost nul a jednicek (napf.
(0001001101)). Kolik takovych posloupnosti existuje?

Reseni. Vezméme si ¢isla 1 az 10 a néjak je sefadme, tfeba podle velikosti. Z této
usporadané mnoziny (posloupnosti) budeme vybirat podmnoziny tak, ze pod prvky
této mnoziny napiSeme deseti prvkovou posloupnost nul a jednic¢ek (viz obr.??).
Jednicka pod prvkem znaci, Ze jej do podmnoziny vybereme a nula, ze jej do pod-
mnoziny nevybereme. Dejme si priklad. Posloupnost (0001001101) reprezentuje pod-
mnozinu {4,7,8,10}. Tedy ke kazdé nula-jednickové posloupnosti je pfifazena presné
jedna podmnozina, a ke kazdé podmnoziné presné jedna nula-jednickova posloup-
nost. Proto je takovych posloupnosti presné tolik, kolik je podmnozin mnoziny [1, 10],
a to 210 = 1024.

A
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Priklad 2.28. Asistent télesné vychovy chce doplnit 10 uvolnénych mist na lyzar-
ském zajezdu. M4 prihlasenych dalsich 27 studentt z vyssich ro¢nikd, mezi nimiz
jsou Petr Vodstr¢il a Jiti Bouchala. Asistent ovsem vi, ze urc¢ité Petr Vodstrcil nebo
Jifi Bouchala nepojedou. Kolik ma moznosti jak studenty na uvolnénd mista vybrat?

Reseni. Reseni rozdélime do tii disjunktnich pripadi:

e Oba, Petr Vodstrcil i Jiti Bouchala nepojedou. Pak ovsem asistent vybira z 25

studentt deset a vysledek je C'(25,10) = (fg)

e Petr Vodstrcil jede a Jifi Bouchala nejede. Nyni vybird z 25 studenti devét
a vysledek je C'(25,9) = (295).

e Petr Vodstréil nejede a Jiti Bouchala jede. Vysledek je stejny jako v predeslém
pripadé, tudiz C'(25,9) = (295).

. . 25 25\ 25! 25! 250 (1 1\ _ 2524..16 9 __
Celkové tedy dostévame 10)"‘2 (9) = o 21501 = oil10T8) = e 0 =

__25-24---16 . 1 __ 25-24---16 . 1 __ —
= 2624016 L _ 252016 . L —93.11.5.19 - 18 - 17 = 7354710.

A
Priklad 2.29. Ruzena bezradné stoji nad osmi krasnymi kozenymi vyrobky v pro-
dejné galanterie. Mezi témito vyrobky jsou také rizové rukavicky a razova kabelka.
Ma si néjaké tii z nich vybrat jako darek k narozeninam a vi, ze pokud si vybere ri-
zovou kabelku, pak si urcité také vezme rtzové rukavicky a naopak, pokud si vybere
ruzové rukavicky, pak si urcité také vezme rizovou kabelku. Kolik ma moznosti, jak
si vybrat ony tii darky?

Resend. Vidime, Ze se nam feSeni velmi piirozené rozpadne do dvou disjunktnich
pripadi:
e Riizena si nevybrala ani kabelku ani rukavicky. Pak ma C'(6,3) = (g) moznosti
vybéru.
e Rizena si vybrala kabelku i rukavicky. Pak ma ovsem ((f) moznosti, jak
k témto dvéma vyrobkim vybrat posledni.

Celkové tedy ma (g) + (?) = 3?—;), +6= % + 6 = 26 moznosti.

A

Priklad 2.30. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené n a k, n 2 k, plati (}) + (kil) =
_ (n+1
= (ih):
Resend. Diikaz provedeme odvozenim. Vyjdeme ze sou¢tu na levé strand rovnosti.
n ny\ _ n! n! _ nl(k+1)+nl(n—k) _ nl(k+1+n—k) _  nl(n+1)
(k) + (k+1) = B T DDl — )R DR DR
_ (n+1)! _ (n+1)
= DA D)—(k+1))! — \k+1/)

Pokud si pfipomenete Pascaliv trojihelnik (http://maths.cz/clanky /pascaluv-
-trojuhelnik.html), pak zjistite, Ze pravé dokdzany vzorec popisuje princip, jak Pas-
caliv trojuhelnik konstruovat.

A
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Pojmy k zapamatovani

— Vyrazu (Z) fikdme kombinacni ¢islo nebo binomicky koeficient a urcuje

pocet k prvkovych neusporadanych vybérta z n prvkové mnoziny.

o (n> — _nl ___ n(l)(nok+l)
k) T El(n—k)! T %l .

SO =

— (1) = (,",.) (symetrie kombinacniho ¢isla).

n—k
— () + (1) = (7)) (Pascalitv trojihelnik).

Priklady k procviceni

1. Uréete hodnoty kombinacnich ¢isel (9), (7), (1), (%), (3). ().

2. V roviné je 2000 bodi a zadné tii nelezi na primce. Kolik riznych primek jimi lze
prolozit?

Z péti ruznobarevnych (¢ervend, modré, zlutd, zelend, bild) kulicek vybirdme t¥i. Kolik
mame moznosti, pokud

3. nechceme vybrat ¢ervenou?

4. urcité chceme vybrat bilou nebo zelenou?

5. chceme vybrat modrou, pokud byla vybrana ¢ervena?

6. chceme vybrat zlutou, pravé tehdy, kdyz budeme mit vybranou ¢ervenou a modrou?

7. Trenér pred fotbalovym zapasem vybira zalozni fadu do zakladni sestavy. Mezi sedmi
zalozniky je Petr a Jarda. Ze zdloznikti méa vybrat ¢tyti, pticemz vi, ze Jardu nebo Petra

nevybere. Kolik ma moznosti?

8. Tenisovy turnaj se hraje systémem kazdy s kazdym. Kolik se bude hrat zapasi, jestlize
se turnaje zucastni 21 hraca?

9. Mame n lidi. Jak velké skupinky vybirat, abychom méli co nejvice moznosti?

Kli¢ k prikladim k procviceni

n(n—1) n(n—1)(n—2
1. 1,1,n, 1, M) nln=l)n=2),
2. 1999000.
3. (5) = 4.

4.2-0)+ @) =0
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2 (3) + (3) = 25,
8. 210.

9. Oznacime-li velikost skupinky &, pak k = [5].

2.3 Variace bez opakovani

Priklad 2.31. Opét vychézime z prikladu 2.1. Obéd mi stydne, nebof mne pohltila
dalsi avaha. Nejen zZe uvazuji, kteri t¥i studenti si ke mné sednou, ale také, kdo si
sedne vedle mné, kdo naproti mné a kdo obsadi zbyvajici misto. Kolik nyni existuje
moznosti?

Reseni. Jde o usporadané triprvkové vybéry bez opakovani z pétiprvkové mnoziny,
nebot nas zajima nejen to, kteri tii studenti si ke mné sednou, ale i jak si sednou.

Vyberme nejdrive libovolnou ttiprvkovou podmnozinu ((g) moznosti). Kazdou
vybranou tii prvkovou podmnozinu umime usporadat 3! zpusoby. Celkové tudiz
mame (2)3! = 3‘?—;, 23l = g—: =5-4-3 = 60 moznosti.

A

Definice 2.32. Variace bez opakovani na n-prvkové mnoziné X je libovolny uspo-
radany vybér nékterych prvki mnoziny X, pricemz se zadny prvek v posloupnosti
neopakuje.

Definice 2.33. Necht n, k jsou prirozena ¢isla a n = k. Pocet vSech k-prvkovych
usporadanych vybért z n-prvkové mnoziny X (pocet vsech k-prokovych variaci bez
opakovdni na mnoziné X') budeme znacit V (n, k).

Véta 2.34. Pro kaZdd dvé prirozend cisla n,k, n 2 k, plati V(n, k) = (”) k! =

k
:(nﬁ!k)!:n‘(n—l)'--(n—k—i-l).

Diikaz. Pocet vsech k-prvkovych neusporadanych vybéri z n-prvkové mnoziny je (Z)
a kazdy takovy neusporadany vybér umime usporadat k! zptsoby. Proto je pocet
vSech k-prvkovych usporddanych vybéru z n-prvkové mnoziny V(n, k) = (Z)k' =

n! n! n(n—1)---(n—k n—k)!
= o M = G = T == ) (= k),

]
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Poznamka 2.35. Vzorec pro vypocet variaci bez opakovani V(n, k) = (Z)k' =
n! n! n(n—1)--(n—k+1)(n—k)! s Ny v
—k;(nlk)! k= (n_'k)! = nol) ((n_k;,L Jn—h)t n(n—1)---(n—k+1) platiiv pripadé,

v

ze n nebo k je rovno nule.

Priklad 2.36. Kolik existuje prostych (injektivnich) zobrazeni 5-prvkové mnoziny
X do 7-prvkové mnoziny Y?

Resend. Prosté nebo-li injektivni zobrazeni pritazuje ke kazdym dvéma riiznym prv-
kim z X dva riazné prvky z Y. Kazdé prosté (injektivni) zobrazeni 5-prvkové mno-
ziny do 7-prvkové mnoziny muzeme chépat jako bijektivni zobrazeni (viz priklad
2.7) 5-prvkové mnoziny X na néjakou 5-prvkovou podmnozinu mnoziny Y.

5-prvkovou podmnozinu mnoziny Y umime vybrat (g) zpusoby a déle vime, ze
pocet bijekci 5-prvkové mnoziny na néjakou 5-prvkovou mnozinu je 5!.

Proto je pocet vSech prostych zobrazeni 5-prvkové mnoziny do 7-prvkové mnoziny
V(7,5)= () -5!=7-6-5-4-3 =2520.

A

Priklad 2.37. Trenér druzstva divéi kopané ma veliky problém. Pro nemoc mu ze
zékladni sestavy odpadly t¥i hracky na trech dulezitych postech, a to na postu pra-
vého obrance, a na postech levého a pravého zaloznika. Na stiidacce ma 6 nahradnic
mezi nimiz jsou Martina Litschmannova a Petra Sarmanova. Kolika zptisoby miize
trenér zakladni sestavu doplnit, pokud vi, ze Martina a Petra nemohou hrat spolu.

Reseni. Reseni rozdélime do t¥i disjunktnich pripadi.
e Martina Litschmannova i Petra Sarmanova nehraji. Pak ovSem trenér vy-
sz /v v 4 v ’ v 12 s ’1. v ’ v s
bird ze 4 hracek tii ((;) moznosti) a kazdy takovy vybér umi uspofddat na

jednotlivé uvolnéné posty 3! zptsoby. Dostavame vysledek V' (4,3) = (;) 3l =
=4! =24.

e Martina Litschmannova hraje a Petra Sarmanova nehraje. Protoze je Martina
ur¢ité vybrana, tak trenér vybira ze zbyvajicich 4 hracek jen dve ((;1) moz-
nosti) a kazdy takovy vybér umi usporadat na jednotlivé posty 3! zptsoby

a mame vysledek vysledek (;l) - 3! = 36.

e Martina Litschmannova nehraje a Petra Sarmanové hraje. Vysledek je stejny
jako v predeslém pripadé, tj. (;1) - 3! = 36 moznosti.

Celkové tedy dostavame (é) 31+ 2. (g) 3! =24 + 72 = 96 moznosti.
A

Priklad 2.38. Marcela vybira v obchodé darky k Vanocim a hned také uvazuje,
kde je doma schova. Ma tfi vytipované skryse a chce koupit ¢tyri darky. Kolika
zpusoby umi doma tyto ¢tyri darky ukryt, kdyz vi, ze do kterékoliv skryse se vejdou
kterékoliv dva darky a vSechny tii skryse chce vyuzit?
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Reseni. Ze ¢tyt darki vybereme 3 ((g) moznosti) a ty mizeme do tif skrysi rozmistit
3! zpusoby. Dale mame vzdy 3 moznosti, kam ptidat darek c¢tvrty. Proto celkové
dostavame (g) - 3!'- 3 = 72 moznosti, jak vybrané ¢tyri darky ukryt.

Je tento postup spravny? Neni!!!

Nebude vsak tézké odhalit, ze nékteré moznosti pocitame vicekrat!

Oznacme si darky ¢isly 1,2,3,4 a skryse pismeny A, B,C. Jedna z (g) -3 3
moznosti je ta, kdy nejdiive vybereme ¢isla 1,2, 3, rozmistime je do skrysi tak, ze
ljev A, 2jev B, 3jev C,a pak 4 umistime napiiklad do B. Jind z (g) -3!-3
moznosti je naptiklad ta, kdy nejdiive vybereme ¢isla 1, 3, 4, rozmistime je do skrysi
tak, ze 1 jev A, 4 je v B, 3 je v C, a pak 2 umistime do B. Jenomze ve skutecnosti
jde o jedinou moznost, nebot v obou pripadech je 1 v A, 2,4v Ba 3 v C.

Ptrirozena otazka, zni: |, Zapocitavame kazdou moznost do vysledného ¢isla presné

4
dvakrat?“ Pak by totiz vysledek byl % = 36.

Odpovéd zni ano, nebof vzdy jedno a totéz rozdéleni darkt do skrysi pocitame
dvakrat, podle toho, zda byl darek do skryse, kde jsou nakonec darky dva, umistén
v ramci prvni trojice nebo az dodatecné, jako darek ctvrty.

Ovérme jesté spravnost predchozi tvahy jinym zptusobem TeSeni.

Vyberme ze ¢ty darki dva a z nich vytvorme dvojici ((;1) moznosti), pricemz
tuto dvojici darkta chapeme jako jeden prvek. Pak takto vzniklou trojici rozmistéme
do skrysf (3! moznostf) a dostavame vysledek (3) - 3! =6 -6 = 36.

A

Priklad 2.39. Trenér ma k dispozici 22 hrac¢t do pole a mezi nimi jsou Petr Be-
remlijski a David Horak. Kolika zptisoby umi trenér vybrat hrace do zakladni se-
stavy, pokud rozliSuje 10 ruznych postu (levy, pravy, levy stfedni, pravy stiedni
obrénce, pravy, levy a stfedni zaloznik, pravy, levy a stfedni dtoc¢nik), a pokud vi,
ze kdyz bude hrat Petr Beremlijski, pak bude hrat i David Hordk. O kolik vice by
mél trenér moznosti, pokud bychom v tloze vynechali podminku ,kdyz bude hrat
Petr Beremlijski, pak bude hrat i David Horak“?

Reseni. Podminka této tlohy ,kdyZ bude hrat Petr Beremlijski, pak bude hrat
i David Horak® ma tvar implikace a musime tedy davat pozor abychom spravné
stanovili jednotlivé disjunktni piipady, které prichézeji v tvahu. Casta chyba byva
ta, ze si implikaci vylozime jako konjunkci, pak by ovsem podminka znéla ,bude
hrat Petr Beremlijski i David Horak®.

e Predpokladejme, ze hraje Petr Beremlijski. Pak ovsem musi hrat také David
Horék. Proto bude trenér vybirat uz jen 8 hract z 20 ((280) moznosti). VSechny
vybrané pak umi na 10 riznych posti umistit 10! zptisoby. Vysledek tedy je
(%) - 101

e Petr Beremlijski nehraje. Pak ovsem David Hordk mitize, ale nemusi hrat.
Pokud bude trenér vybirat 10 hra¢t z 21 ((2)) moZnostf), tak jsou v tomto
¢isle zapocitany obé moznosti, a to, Zze David hraje i nehraje. Vybranych 10
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/vo s s 42 o , o o sz 21
hract pak trenér umisti na 10 rtuznych postu 10! zptsoby. Dostavame (10) -10!
moznosti.

Celkové mé proto trenér (2 ) 10! + ( ) 100 = (19-17-14-13 -3 -2 +
+19-17-15-13 - 2)10! = (352716 + 125970)10' = 478686 10! = 1737055756800
moinosti Toto éislo jsou temer dva blhony' Jen pro predstavu, nase galax1e ma
6nu hvézd).

Spocitejme jesté pocet moznosti bez uvedené podminky a porovnejme s prede-
slym vysledkem.

Trenér bude vybirat 10 hraca z 22 ((1(2)) moznosti), a ty usporadd vzdy na 10
riznych postii (10! moznosti). Celkové tudfz dostdvame (32)10! moznosti. Rozdil
téchto dvou vysledki je (32)101 — (2) - 10! — (%) - 10! = (:225; — 25 — 210! =

10 10!12! 10!11! 812!
_221-12.211— 9020!10' _221-12.211-90-20! __ (22-21—12-21—-90)-20! — (22 .21 — 12 - 21 —

10112! - 12! 12!
—90) -20-19-18-17- -16-15-14-13 = 120-20-19-18-17-16-15-14-13 = 609493248000.

Pocet moznosti se zvysi o vice nez piil biliénu.
A

Pojmy k zapamatovani
— Cislo V(n, k) uréuje pocet variaci bez opakovani, pficemz jde o uspo-
radané vybéry k prvki z n- prvkové mnoziny (k < n).
— Plati V(n, k) = (}) - k! = o] k) =n-n—1)-(n—2)---(n—k+1).
— Pocet vsech prostych zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mno-
ziny, n 2 k, je V(n, k).
Priklady k procviceni

1. Tenisového turnaje se ucastni 8 hraci. Kolik je moznych riaznych poradi na stupnich
vitézu?

Vlajka ma byt sestavena ze t¥i rtiznobarevnych vodorovnych pruhti. Jsou k dispozici
latky barvy ¢ervené, modré, cerné, zluté a bilé. Kolik rtiznych vlajek je mozné sestavit,
pokud:

2. ma byt modry pruh uprostired?

3. nema byt dole pruh cerveny?

4. bude dolni pruh ¢erveny nebo horni pruh cerny?

5. bude néktery pruh bily a néktery zluty?

6. bude néktery pruh modry nebo néktery zluty?
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7. bude mit néktery pruh bily, bude-li na ni néktery pruh cerny?

8. V druzstvu jsou 4 divky, 3 chlapci a na slavnostni nastup maji byt trenérem vybrani 3
chlapci a 3 divky, s tim, ze budou stat v fadé a zadné dvé divky nesmi stat vedle sebe.
Kolik mé trenér moznosti, jak naaranzovat slavnostni nastup?

Kli¢ k prikladiim k procviceni
1. 336.
2. 12.

3.4-(5) 20 =48.

5.(3)-31=18

6. (2 () + () 3 =54
Q)+ (3) 3=

8. ((3) - 3)% = 576.

Poznamka 2.40. Jisté jste si vSimli, ze v fesenych prikladech jsme obcas pocty
dvou ruznych vybéra scitali a obcas nasobili. V kazdém prikladé jsme ovSem presné
argumentovali pro¢ s¢itdme a proc¢ nasobime. Zkusme nyni tyto argumenty zobecnit
ve dvou nasledujicich vétach.

Véta 2.41. (Pravidlo souctu) Jestlize existuje ny vibéri daného typu provedenyjch
jednim zpusobem a noy vybéri provedenych druhym zpisobem, pricemz Zadny z téchto
vyberid nelze provést obéma zpusoby, pak existuje praveé ny + ny vybéru daného typu.

Véta 2.42. (Pravidlo soucinu) Meéjme vyber, ktery se sestdvd ze dvou podvyberi.
Jestlize pruni podvybér mizZeme provést ny zpusoby a druhy vybér ny zpisoby, pri-
cemz pocet zpusobu jednoho podvybéru nezdvisi na volbé druhého podvybéru, pak
existuje ny - ny vybéry daného typu.

2.4 Permutace s opakovanim

Priklad 2.43. Ve c¢tvrtek jsem dostal e-mail jehoz predmét byl ,Dotaz k DIM*
a adresa ,anadananad@seznam.cz“. Byl jsem prekvapen, nebof zZadného blizkovy-
chodniho studenta jménem Anadan Anad tento rok neuc¢im, tak pro¢ se mne pta
na néco z diskrétni matematiky? A tu mne to trklo! To je pfece anagram jména
Dana Nadané (tu letos opravdu u¢im), pricemz je zanedbana diakritika a jméno
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a prijmeni jsou spojeny. (Pfipomenme, ze anagramem slova rozumime néjaké slovo,
které vznikne z daného slova pouze libovolnou vyménou poradi pismen.) Thned mne
napadlo, kolik takovych anagramii by Dana mohla vytvorit pro svou e-mailovou
adresu?

Reseni. Klademe si tedy otézku: ,Kolik anagramt ma slovo dananadana?“

Zvolime metodu dvojiho pocitani a pocet anagrami oznac¢ime x. Nase slovo se
sklada z deseti pismen, pricemz a se v ném vyskytuje 5 krat, n trikrat a d dva-
krat. RozliSme pismena pomoci dolnich indext takto: dyainyasnsazdsasnsas. Dosta-
vame 10 ruznych znaki a ze slova diainjasnsasdsasnzas jsme schopni vytvorit 10!
anagramul.

Nyni si predstavme, ze mame néjaky anagram slova dananadana bez rozliseni
stejnych pismen a ptejme se, kolik z né¢j umime vytvorit riznych anagrami slova
d1a1n1a2n2a3d2a4n3a5.

Pismena a mtzeme na jejich pozicich oindexovat 5! rtiznymi zptsoby. Ke kaz-
dému pevnému oindexovani a¢ek muzeme oindexovat n na svych pozicich 3! zpu-
soby a konecné, ke kazdému pevnému oindexovani a a n muzeme oindexovat d na
svych pozicich 2! zpusoby. Z jednoho anagramu slova dananadana tedy vznikne
5!- 3!+ 2l anagramt slova dyayniasnsasdsasnsas. Proto pocet vsech anagrami slova
d1a1n1a2n2a3d2a4n3a5 je x-5!-3. 20

Z vyse uvedeného plyne, ze x - 5! - 3! 2! = 10!, odtud x = #0,'2, = 2520.

Definice 2.44. Permutace s opakovanim na n-prvkové mnoziné je libovolné uspo-
radani prvki této mnoziny, pricemz se kazdy prvek v takto vzniklé posloupnosti
vyskytuje predepsany pocet krat.

Definice 2.45. Pocet vSech permutaci s opakovanim na n-prvkové mnoziné X =
={z; -1 =1,2,...,n}, kde se kazdy prvek x; € X pro i = 1,2,...,n vyskytuje
v permutaci m; krat, budeme znacit P(my, ma,...,my,).

Véta 2.46. Necht m; € N pro kazdé i = 1,2,...,n. Potom P*(my,maq,...,m,) =
_ (matmod--4my)!

- milma!--mp!

Poznamka 2.47. Dodejme, Ze véta 2.46 plati i v pripadé, ze nékteré m; = 0.

Ditkaz této véty je dosti technicky, a proto jej predkladame pouze zajemctim.
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Pro zajemce:

Diikaz. Necht X* = {x1,z2,...,2,} je multimnozina, kterd obsahuje m; € N kopii prvku
x; pro kazdé i = 1,2,...,n. Nazvéme S mnozinu vSech posloupnosti vytvorenych ze vSech
prvki z X* a oznaéme z = |S|. Nyni pro kazdé i = 1,2,...,n rozlisime kopie prvku
x; pomoci hornich indext takto: xil, x?, o,z S8 oznac¢ime mnozinu vSech posloupnosti,
které vzniknou ze vSech prvku xf ykdei=1,2,...,naj=1,2,...,m;. Kazda posloupnost
z S’ obsahuje my + mgy + - - - + m,, riznych prvki, a proto |S’| = (my +ma + -+ - + my)L.
Z kazdé posloupnosti z S vznikne piesné mq!ms!...m,! riznych posloupnosti z S’, nebot
kazdy prvek x; na m; pozicich v posloupnosti z S muzeme vzdy oindexovat m;! riznymi
zpusoby a z kazdych dvou riaznych posloupnosti z S vzniknou dvé disjunktni podmnoziny
S’ o mohutnosti mq!ms!...my!. Proto z - (mq! - ma!---my!) = (my +ma + -+ + my)\.
A odtud g = {mutmatotma)l

myl-mal--my!

O]

Definice 2.48. Cislu (mgﬁ;:;ﬁ")! fikdme multinomicky koeficient a také jej

),pokudm1+m2+--~+mn:m.

m
mi,Mm2;...,Mn

znacime (

Pozniamka 2.49. Uvedme multinomickou vétu. Rikd nam, jak umocnit mnohoclen
na prirozeny mocnitel a zni takto

m
<I1+$2—|—"'+l’n)m: § : < )$1m1$2m2"'$nm",
n my, Mo, ..., My
mi,...mn€N, > m;=m
=1
kde x1, xs,...,z, € R am je kladné prirozené ¢islo. Vidime, Ze v multinomické vété

figuruje vyraz ( ) a odtud nazev multinomicky koeficient.

mi,ma,...,Mn

Priklad 2.50. Kolik anagramii méa slovo ABRAKADABRA?

Reseni. Mame-li spoc¢itat vechny anagramy zadaného slova, mame vlastné zjistit,
kolik existuje posloupnosti s prvky A, B, D, K, R, pricemz vime, ze prvek A se v po-
sloupnosti vyskytuje 5 krat, prvek B dvakrat, prvek D jednou, prvek K jednou
a prvek R dvakrat. Jde tudiz o vybér s opakovanim, pricemz pocet kopii kazdého
prvku je znam a na potadi zalezi. Typicky ptiklad na permutace s opakovanim, staci
proto jen dosadit do obecného vzorce. P*(5,2,2,1,1) = (5+52!;;H!11T1)! = 11109876 _
=11-10-9-7-6-2 = 83160.

A

Priklad 2.51. Kolik anagramt ma slovo ABRAKADABRA, pokud
e zacinaji a kon¢i pismenem B?

e zacinaji nebo kond¢i pismenem B?
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e které neobsahuji BB (dvé B po sobé)?
e které neobsahuji AA?

e ve kterych pismeno K predchazi pismenu D?

Resend. Slovo obsahuje presné dvé B, ktera maji pevné umisténi na zadétku a na
konci slova. Zbyvajici pismena, tj. 5 krat A, dvakrat R, jedenkrat K a jedenkrat D
mohou libovolné ménit poradi na zbyvajicich deviti pozicich. Tentokrat jde o per-

mutace s opakovanim P*(5,2,1,1) = BTN — 9816 — g.8. 7.3 = 1512,

Zkusenost s predeslymi Tesenymi priklady nam napovida, ze pokud se ve for-
mulaci prikladu objevi spojka ,nebo“, pak je dobré provést rozklad na disjunktni
pripady.

e Anagramy, které maji na zac¢atku B, ale na konci B neni (typ 1).
e Anagramy, které na zacatku B nemaji, ale na konci B je (typ 2).

e Anagramy, které maji na zac¢atku i na konci B (typ 3).

Spocitejme anagramy typu 1. Jedno pismeno B je pevné fixovano na prvni
pozici a na posledni pozici mohou byt pouze pismena A, D, K, R. Predpokla-
dejme, ze na posledni pozici je A. Pak na zbyvajicich deviti pozicich permutuji
(méni poradi) ¢tyfi A, dvé R, jedno B, jedno D a jedno K. Dostdvame vysledek
P*(4,2,1,1,1) = %! =9-8-7-5-3 = 7560. Predpokladejme, ze na posledni
pozici je D. Potom na zbyvajicich deviti pozicich permutuje pét A, dvé R, jedno
B, jedno K. Vysledek tudiz je P*(5,2,1,1) = 1512. Pokud bychom pfedpokladali,
ze na posledni pozici je K, dostaneme tentyz vysledek, tzn. P*(5,2,1,1) = 1512.
drzime vysledek P*(5,1,1,1,1) = g—i =9-8.7-6 = 3024. Anagramu typu 1 je tudiz
7560 + 2 - 1512 4 3024 = 13608.

Snadno ovérime, ze anagramu typu 2 je stejné jako anagramu typu 1, tzn. 13608.
7 vyse vypocitaného plyne, ze anagramii typu 3 je 1512 a mame konec¢ny vysledek
213608 + 1512 = 28728.

Nyni uré¢ime pocet anagramt, které neobsahuji BB tak, ze vypocitame pocet
anagramu, které BB obsahuji, a toto ¢islo odecteme od poctu vsech anagramu (viz
priklad 2.50). Vytvorme z dvou pismen B novy znak BB. Budeme se ptat, kolik
existuje anagramu slova, které obsahuje znak BB, pét A, dvé R, jedno D a jedno
K. Odpovéd je snadnd P*(5,2,1,1,1) = 15120. Tudiz anagramu, kde B se vyskytuji
vedle sebe je 15120 a konecny vysledek je 83160 — 15120 = 68040.

Mnohym by se mohlo zdat, ze pocet anagramu, kde se nevyskytuje AA zjistime
velmi podobné jako pocet anagrami, které neobsahuji BB. Chyba lavky, obdobny
postup by vedl k fatalnim chybam! Predesly postup je mozné pouzit pouze tehdy,
jsou-li ve slové pouze dvé zminénd pismena, le¢c v ABRAKADABRA je pismeno
A pétkrat.
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Popisme si chybu, které bychom se dopustili. Pokud bychom ze dvou A vytvorili
novy znak AA, pak bychom napriklad anagramy A AA BRKDRAAB a anagram
AA A BRKDRAAB povazovali za rizné, nebof v prvnim je znak AA zafazen jako
druhy, zatimco ve druhém jako prvni. Avsak vidime, Ze jde o jeden a tentyz anagram.

Zvolime proto jiny postup a vypocitame anagramy bez AA primo. Vezméme
vsechna pismena slova ABRAKADABRA vyjma A. Mame dvakrat B, dvakrat R,
jednou D a jednou K. Z téchto pismen vytvorime P*(2,2,1,1) = 2?—;, = 180 riiznych
slov. Aby se zadna dvé A nevyskytla vedle sebe musime vSech pét A umistit do
jednotlivych mezer ptred, za a mezi pismeny (do kazdé mezery nejvyse jedno A).
Protoze je pismen 6, mezer musi byt 7. Vybirame tedy ze sedmi mezer pét tak,
abychom do nich mohli umistit vSechna A, coz dava (;) = (;) = 21 moznosti. Ke
kazdému slovu sloZenému z pismen B, R, D, K, (téch je 180) existuje 21 moznosti

jak umistit pét A. Vysledek tudiz je 21 - 180 = 3780.

A jsme u posledni ¢asti prikladu. Zjistime kolik je anagramu, kdy K predchazi D.
K iD se ve slove ABRAKADABRA vyskytuji pfesné jednou, coz ulohu zjednodusuje.
Pokud by K bylo na prvni pozici, pak existuje 10 moznosti, kde muze byt D, bylo-li
by K na druhé pozizi, mame 9 moznosti pro umisténi D atd., bylo-li by K na desaté
pozici, existuje jedind moznost, jak umistit D. Mame tudiz 10 +9 48+ --- 4+ 1 =
= 2(10 + 1) = 55 moznost{ jak umistit K a D tak, ze K pfedchdzi D. Ke kazdému
pevnému umisténi K a D, miizeme zbyvajici pismena na zbyvajicich deviti pozicich
libovolné permutovat, tj. P*(5,2,2) = 5,3—:2, = 9'2:;'6 =9-7-6-2 = 756 moznosti.
Odtud vysledek 55 - 756 = 41580.

Dalo by se zirejmé ocekavat, ze anagrami, kde K predchazi D, je presneé tolik jako
anagramu, kde D predchéazi K. Skute¢né, nebof uvazujeme-li libovolny anagram,
kde K predchazi D, tak pravé vyménou téchto pismen na jejich pozicich dostaneme
presné jeden z anagrami, kde D predchézi K. Vysledek tudiz lze urcit také tak, ze
celkovy pocet anagrami délime dvéma a dostaneme 83160 : 2 = 41580.

A

Pojmy k zapamatovani

— Cislo P(my,my,...,my,) udavd pocet permutaci s opakovanim, jde
o uspotadané vibéry VSECH my +ma + - - - +m,, prvki multimnoziny
X*, pricemz vime, ze multimnozina X* ma n rtznych prvka a prvni
prvek ma my kopii, druhy my kopii az n-ty prvek m,, kopii.

’ o m _ m! . .
- Platl P(ml, mao, ... ,mn) = (ml,mQ,..‘,mn) = m, Je—h ma + mo +
+ ... My, =m.
7z ! sz . . , .
— Cislo ( " ) = ——2—— se nazyva multinomicky koeficient.
mi,ma,...,Mn mq!ma!l--my!

Priklady k procviceni
1. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI?
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2. Kolik existuje osmimistnych c¢isel, ktera obsahuji t¥i nuly, ¢tyri jednicky a jednu dvojku?

Meéjme 4 cervené, 3 zluté, 2 modré a 2 bilé koralky. Kolika riiznymi zplisoby je mizeme
navléci na nit, pokud

3. chceme, aby prvni tii koralky byly ¢ervené?
4. chceme, aby prvni 2 byly cervené a posledni 2 byly zluté?
5. chceme, aby po dvou ¢ervenych bylo na obou koncich a uprostfed byl jeden zluty?

6. chceme, aby na zacatku a na konci byl presné jeden zluty? (Nesmi byt dalsi zluty na
druhé nebo predposledni pozici!)

7. chceme, aby vedle sebe nebyly nikdy dva Cervené?
8. chceme, aby byly vedle sebe nejvyse dva cervené?

9. Zaklinadlo pro zménu pocasi ve filmu Rumburak zni RABERA TAREGO. Kolik exis-
tuje anagramu tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov? Kolik existuje
dvojslovnych anagramu tohoto zaklinadla? (Slovo muze obsahovat i jediné pismeno.)

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 3150.
2. 175.

8!
3. 3121211t

7!
4. 21212111

6!
5. 8.

6. 41952! - 24!352! =7%-6-10.
! 8
21" (4)'

8 i+ (1) +3() + (3)-
9. 6652800, T3180800.

S

=
w

!

NN

N

2.5 Kombinace s opakovanim

Ctyii z péti kardiologti, neurologti a psychiatri fikaji, Ze se mé postmoderni a po-
stindustrialni ¢lovek v 21. stoleti predevsim chranit proti stresiim, které jsou v ném
samovolné vyvolavany premrsténou délbou prace, zaplavou informaci a urbanizova-
nym prostiedim, ve kterém zije.
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Je ziejmé, ze nejucinnéjsi formou protistresového boje je primérené sportovani,
zvlasté pak intenzivni pohyb v exhalaty nezatizené krajiné.

Jiz méné ziejmé vsak je, ze dobré protistresové opatieni je také navlékani ko-
ralki! PTi manipulaci s jednotlivymi koralky totiz dochézi k prijemnym akupresur-
nim vzruchim v koneccich prstu, jez jsou dostfedivé vedeny a nasledné harmonizuji
celou nervovou soustavu, ¢imz navozuji prijemny meditativni stav a clovék velmi
uc¢inné relaxuje.

Priklad 2.52. Bylo pochmurné, vétrné odpoledne. Chystam si koralky k navlékani,
a to tak, ze jsem si zcela ndhodné vybral 9 koralki, které se volné povalovaly na
posteli. Védél jsem, ze jsou vSechny stejného tvar, jsou v péti barviach (Cervena,
zluta, modra, zelend, bild) a v kazdé barvé jich je alespon patnéct.

Véazeni ¢tenari, ted uz mozna i pratelé, nechcete tu otazku polozit za mne? Ano,
ano, spravné! Kolik madme moznosti, jak onéch 9 koralkt vybrat?

Resend. V tomto ptipadé jde o vybéry neuspoiddané (navlékat se bude aZ za chvili,
nyni probfhd pripravna faze). Je-li vybér neusporddany, mizeme si jej usporadat
jak chceme. Stanovme poradi zleva doprava napriklad takto: ¢ervené, zluté, modré,
zelené a nakonec bilé kulicky. Na obrazku 77 vidime jeden z moznych vybért a jeho
usporadani. Pripomenme, ze muzeme vybrat vsech devét kordlkl i v jediné barve,
nebot jich mame v kazdé barvé dostatek (alespon 15).

Kazdy takovy vybér 1ze popsat i bez pouziti barev. Pokud oddélime cervené od
zlutych, zluté od modrych, modré od zelenych a zelené od bilych vzdy tzv. prepaz-
kou (svisla oddélujici ¢ara, viz obr. 77), pak muzeme vymazat barvy a dostaneme
posloupnost 9 nebarevnych kulicek a 4 prepazek, pricemz kulicky jsou rozdéleny
¢tyrmi prepazkami do péti skupin.

Ano, samozrejmé, kazda takova posloupnost 9 kulicek a 4 prepazek nam vlastné
symbolizuje pfesné jeden mozny vybér. (Poznamenejme, ze pokud se napiiklad
prvni, druhd a treti prepazka v Tetézci vyskytuji bezprosttedné vedle sebe (viz
obr.??), tak kulicky ve zluté a modré barvé nebyly vibec vybrany.) Tudiz, kolik je
takovych posloupnosti, tolik je moznych vybéru. Ale kazda posloupnost vznikne tak,
ze z 9+4 objekti vybereme 4 a ty prohlasime za prepazky, pricemz zbyvajici objekty
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budou kulicky! Z ¢ehoz plyne, Ze posloupnosti je (924) = w =13-11-5="715
a presné tolik je i moznych vyse uvedenych vybéri.

A

Definice 2.53. Kombinace s opakovdnim na multimnoziné X*, kterd ma n riznych
prvku kazdy v alespon k kopiich, je néjaka k-prvkovd podmultimnozina X*.

Definice 2.54. Pocet vsech k-prvkovych kombinaci s opakovanim na multimnoziné
X* s n ruznymi prvky (kazdy v alespon k kopiich) oznac¢ime C*(n, k).

Véta 2.55. C*(n, k) = (”ﬁ;l) = ("J’:_l) pro kazdé prirozené n, k.

Diikaz. Prevedme ditkaz této véty do teci prikladu 2.52. Mame koralky v n riznych
barvach a v kazdé barvé alespon k koralki. Kolika riznymi zptisoby umime vybrat
k koralka? Jde o neusporadany vybér s opakovanim, pricemz kazdy prvek se muze
opakovat az k krat. Kazdy takovy vybér popisuje presné jedna posloupnost s k
kulickami, n — 1 prepazkami a naopak. Zjistime pocet takovych posloupnosti. Mame
n + k — 1 objekttt a z nich vybereme n — 1 objektl jako prepazky a zbyvajicich k

objektt prohlasime za kulicky. Takovych vybért, a tedy i posloupnosti je (”ﬁ;l)

= (i) = (77

O
Priklad 2.56. Kolika zpusoby lze vybrat kordlky k navlékani (viz priklad 2.52),
pokud:
e nechci zadny cerveny koralek?
e chci alespon 4 cervené koralky?
e chci alespon 2 zluté a 2 modré koralky?
e chci z kazdé barvy alespon jeden kordlek?
Resend. Koralky budeme fadit podle barev stejné, jako v prikladu 2.52.
Vybirdme 9 kordlkt tak, aby zadny nebyl cerveny. Tudiz budeme mit koralky
v nejvyse 4 barvach. Kazdy takovy vybér proto symbolizuje posloupnost s deviti ko-

ralky a pouze tfemi prepazkami, nebot na oddéleni ¢tyt barev ndm staci 3 prepazky.

Ale takovych posloupnosti je (*£?) = (77) = 12210 = 1110 - 2 = 220.
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Chceme-li mit ve vybéru alespon c¢tyfi cervené koralky, znamena to, ze do po-
sloupnosti pred prvni prepazku dame néjaké 4 koralky. Zbyvajicich 5 koralkil pak
libovolné rozdélime mezi ¢tyii prepazky (viz obr.??). Zajima nas tudiz pocet po-

sloupnosti s péti kordlky a ¢tyimi piepdzkami, jenz je (*11) = (7) = 2826 = 126.

Chceme-li mit ve vybéru 2 zluté a 2 modré koralky, pak musime mit v posloup-
nosti mezi prvni a druhou prepazkou dva koralky a mezi druhou a treti také dva
koralky. Pocet vsech rozdéleni zbyvajicich 5 koralkti mezi ¢tyti prepazky nam popisi

vsechny posloupnosti s péti koralky a ¢tyfmi prepazkami, téch je (5;:4) = (Z) =
9-8-7:6

= = = 126_
132

Chceme-li mit v kazdé barvé alespon jeden koralek, vytvorime nejdiive posloup-
nost, kde mezi kazdymi dvéma, pred prvni a za posledni prepazkou je vzdy po
jednom koralku. Takto mame rozdéleno 5 kordlkt. Zbyva rozdélit ¢tyti koralky mezi
CtyTi prepazky, tj. (414) = (i) = % = 70 moznosti.

A

Priklad 2.57. Kolik existuje sou¢tt x; + xo + 3 + x4 = 15, kde je bud x; € Ny
nebo z; € N pro kazdé i = 1,2, 3,47 (Soucty napriklad 0+7+3+5a7+5+0+3
povazujeme za ruzné, i kdyz obsahuji tataz ¢isla.)

Reseni. Pfedstavime-li si, ze mame 15 kuli¢ek a chceme je rozdélit do ¢tyi skupin
tak, ze jednotlivé skupiny oddélime tfemi prepazkami, pak kazdé takové rozdéleni
symbolizuje presné jeden ze souctlu xy + xo + x3+ x4 = 15, kde x; € Ny. Nebot pocet
kulicek pred prvni prepazkou je prvni, pocet kulicek mezi prvni a druhou prepazkou
je druhy, pocet kulicek mezi druhou a treti prepazkou je tieti a pocet kulicek za
treti prepazkou je ¢tvrty scitanec.

Poznamenejme, ze pokud by napt. mezi druhou a tieti prepazkou nebyla zadna
kulicka, pak x3 = 0, coz je mozné, nebot z; € N.

Souctu je tudiz presné tolik, kolik je posloupnosti s 15 kulickami a tfemi prepaz-
kami, ale téch je ('°%) = () = 181218 = 3. 1716 = 816.

Pokud z; € N, pak z; = 1. Kazdy takovy soucet by tedy byl symbolizovian
posloupnosti s 15 kulickami a 3 prepazkami, pricemz mezi, za a pred prepazkami je
vzdy alespon jedna kulicka. Kolik je takovych posloupnosti?

Vezméme nejdiive ¢tyti kulicky a dejme po jedné pred, za a mezi prepazky. Zbyva
rozdélit 11 kulicek mezi t¥i piepdzky. UZ vime, ze existuje (') = (i) = 142312 =
=14-13-2 = 3064.

Ukazme si jesté jiny zpisob feseni druhé casti prikladu. Je zfejmé, zZe souctl
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1+ ro+r3+x4s—4=15—4, x; € N, je presné tolik, kolik je soucti x; + xo + x3+
+ x4 = 15, z; € N. Prvni soucet muzeme prepsat takto: (x; — 1) + (2 — 1) + (23 —
— 1) + (x4 — 1) = 11 a zvolit substituci y; = z; — 1. Pak ovSem dostaneme soucet
Y1 +y2 +y3 +ys = 11, kde y; € Ny. S¢éitance mohou byt i nulové! Z ¢ehoz plyne, ze
souctit y; +yo +ys+ys = 11, kde y; € Ny je presné tolik, kolik existuje posloupnosti
s 11 kulickami a 3 prepazkami bez jakychkoliv dalsich podminek (pfepazky mohou
byt i vedle sebe). A mame vysledek (11+3) = 364.

3
A

Pojmy k zapamatovani

— Cislo C*(n, k) uréuje pocet viech kombinaci s opakovanim, jde o neu-
sporadané k-prvkové vybéry z multimnoziny X*, pricemz vime, ze X*
obsahuje n ruznych prvku kazdy v alespon k kopiich. Kazdy prvek ve
vybéru se miize opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vsak k krat.

— Plati C*(n, k) = ("771).

— Souctu typu z1 + vo + -+ x, = k, kde n, k € N a z; € Ny pro kazdé
i=1,2,...,n,je C*(n, k).

Priklady k procviceni

1. V automatu na ndpoje jsou Ctyri druhy nealkoholickych napoji, Coca cola, Magnesia,
Kofola a Sprite, od kazdého druhu alespon devét lahvi. Béhem prestavky bylo koupeno
8 napoji. Kolika riznymi zpusoby se to mohlo stat?

2. Kolik existuje souc¢ti a; + ao + a3 + a4 + a5 = 26, jestlize pro kazdé i = 1,2, 3,4, 5 plati
a; € Nya; 2 37

3. Kolik existuje souc¢ti a1 +ag +---+a, =k, k,n € N, jestlize pro kazdé : =1,2,...,n
plati a; € N7

4. Kolik existuje souctt a; +ag + --- + an, = k, k,n € N, jestlize pro kazdé i =1,2,...,n
plati a; € N,a; > 47

V osudi je libovolny konecény pocet micki. Na nich jsou natiSténa ¢isla (na kazdém
jedno), 3,7,23 a 97. S kterymkoliv z téchto ¢tyr cisel je v osudi alespon 100 micki.
Vytahneme z osudi osm mickd, pricemz ndm nezalezi na poradi. Kolik existuje riznych
moznosti, pokud

5. chceme alespon pét micku s ¢islem 77

6. nechceme zadny micek s Cislem 237

7. chceme alespon jeden micek s ¢islem 3 nebo 977
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8. chceme pTesné ¢tyii micky s ¢islem 23.

Kli¢ k prikladdm k procviceni
1. 165.

2. 1365.

w

(",

-

(n—i-];—_E)ln—l).

5. 20.
6. 45.
7.2+ (3) + (3) = 72484 = 156.

8. 15.

2.6 Variace s opakovanim

Priklad 2.58. Hledim pres kalnd okna do kalného rana a rikam si, kolika zpt-
soby mohu navléknout nachystané koralky (viz priklad 2.52), pokud uvazuji vSechna
mozna ,nachystani, tzn. vSechny mozné neusporadané vybeéry?

Reseni. Dejme tomu, Ze mame néjaké jedno konkrétni ,nachystani“ (neuspoiddany
vybér), napriklad 3 ¢ervené, 4 zluté, 1 modry, zadny zeleny a jeden bily korédlek. Pri
navlékani budeme rozliSovat riznéd poradi a vime, kolikrat se ktery koralek bude opa-
kovat. Cili jde o typickou tlohu na permutace s opakovanim. TudiZ pocet moznjch
navléknuti pro nase konkrétni ,nachystani“ je P*(4,3,1,1,0) = 3&%&011!'

My ovSem chceme zjistit pocet moznych navléknuti pro vSechna myslitelna ,na-
chystani“. Zkusme je vSechna obecné popsat.

Uvazujme takto, vybrali jsme m; ¢ervenych, mo zlutych, ms modrych, my zele-
nych a ms bilych kordlku, kde kazdé m; € [0, 9] (mizeme vybrat pouze 0 az 9 koralku
v jedné barvé). Potom ovSsem musi také platit, ze mq + mgo + ms + my + ms = 9,
nebot dohromady méme vybrano 9 kordlk.

Odtud plyne, ze pocet vsech navléknuti je

) :
m1!m21m3!m4!m5!

5
m1,mz2,m3,mq,ms€[0,9],> m;=9
i=1

Uvédomme si, ze vySe uvedena suma ma tolik s¢itancii, kolik existuje soucti
mi+mo+mg+my+ms =9, kde m; € Ny, a téch je (914) = (143) = 13’153# = 715.
Proto by byl vypocet nesmirné pracny!
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Nepodaii se nam pocet navléknuti pri vsech moznych ,nachystanich® urc¢it néjak
rozumnéji?

Zkusme uvazovat jinak, nebudeme si koralky nejdiive chystat, ale budeme je
ihned navlékat. Kolik mame moznosti, jak zvolit prvni koralek? Pét, nebof mame
kordlky v péti barvach. Kolik moznosti mame, jak zvolit druhy kordlek ke kazdé
pevné volbé prvniho? Opét pét, tedy celkové 5 -5 moznosti. Tuto tvahu muizeme

’ v v , 9
stale opakovat, az dospéjeme k vysledku 5 - 59- --5 =157 =1953125.

Definice 2.59. Necht n,k € N a n,k = 1. Variace s opakovdnim na n-prvkové
mnoziné X je néjaka k-prvkova posloupnost vybrand z mnoziny X, a kazdy prvek
mnoziny X se v ni mize opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vSak k krat.

Definice 2.60. Pocet vSech k-prvkovych variaci s opakovanim na n-prvkové mno-
ziné X budeme znacit V*(n, k).

Véta 2.61. V*(n, k) = n* pro vsechna prirozend ¢isla n, k.

Chceme vypocitat, kolik je usporadanych k-tic (ai,as,...,ax), kde a; € X pro
kazdéi = 1,2,..., k. Vime, Ze mame n moznosti, co dosadit za ay, ke kazdé moznosti,
co dosadit za a; mame n moznosti, co dosadit za as, ke kazdé moznosti, co dosadit
za a1, as mame n moznosti, co dosadit za ag, atd. (nezavislé vybéry). Celkové tudiz
mame n - n - - -n, = n* usporadanych k-tic (posloupnosti).
k

Poznamka 2.62. Velmi zajimavym dusledkem predeslych tivah je nasledujici iden-
tita:

|
m! _m
Z mylmse! .. .m,,)!

n
mi,ma,...,mn€N, > m;=m
1=1
Vzpomenme vSak na multinomickou vétu (viz poznamka 2.49). Vyse uvedena
rovnost z ni plyne primo, pokud zvolime z; =29 =--- =2, = 1.

Priklad 2.63. Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B znamena, ze kazdému prvku
mnoziny A prifadime jednoznac¢né néjaky prvek z mnoziny B. Prvku z A, jemuz pfi-
razujeme, rikdme vzor a prvku z B, ktery prirazujeme, rikame obraz. O zobrazenich
budeme podrobné hovorit v Kapitole 5. Kolik existuje vSech zobrazeni 7-prvkové
mnoziny A do 5-prvkové mnoziny B?
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Reseni. Necht A = [1,7] a B = {a,b,c,d,e}. K &slu 1 madme 5 moZnosti, co mu
pritadit z mnoziny B (bud a nebo b nebo ¢ nebo d nebo e). Pro kazdy pevné zvoleny
obraz ¢isla 1 mlizeme urcit péti zpiisoby obraz ¢isla 2. Ke kazdym pevné zvolenym
obrazum ¢isel 1 a 2 umime (nezavisle) zvolit péti zptisoby obraz ¢isla 3 atd. Celkove

‘ I . ’ . kT o
nam tedy vychéazi, ze mnozinu A umime zobrazit do B 5 - 57~ -5 =5" = T78125 =
= V*(5,7) zpusoby.

Kazdé zobrazeni 7-prvkové mnoziny A do 5-prvkové mnoziny B umime tudiz jed-
noznacné popsat néjakym usporadanym 7-prkovym vybérem z multimnoziny, ktera
ma 5 riznych prvkl kazdy v alespon sedmi kopiich. A skutecné, napriklad posloup-
nost (usporddany vybeér) (a, b, a,d, e, a,b) popisuje zobrazeni, kdy prvek 1 ma obraz
a, prvek 2 ma obraz b, prvek 3 ma obraz a, prvek 4 méa obraz d, prvek 5 ma obraz e,
prvek 6 ma obraz a a prvek 7 ma obraz b. Pozice v usporadané sedmici urc¢uje vzor
a prvek na této pozici jeho obraz.

A

Priklad 2.64. Pocitac¢ Kecélek ve filmu Rumburak dostal za kol vyhledat vSechny
dvojice slov, slozené z dvanacti pismen (mezeru nepocitdme). Kolik takovych dvojic
slov existuje, pokud pouzivame 26 pismen?

Resend. Nejdiive si predstavme, Ze vytvaiime jedno slovo z dvanacti pismen. Na
kazdou z 12 pozic mame 26 moznosti, jaké pismeno tam umistit, tj. celkové 26'2
moznosti. Mezeru musime vlozit mezi dvojici po sobé jdoucich pismen. Takovych
mist je oviem 11 a dostavdme vysledek 11 - 262

A

Priklad 2.65. Kolik existuje péticifernych cisel délitelnych péti?

Reseni. Péticiferné ¢islo ma 5 libovolnych &slic, pii¢emz na prvni pozici zleva nesmi
byt 0 (chdpali bychom je jako ¢tyrciferné). Pokud je délitelné péti, pak musi mit
na posledn{ pozici 0 nebo 5. Cili na prvni pozici miize byt jedna z deviti ¢slic na
posledni pozici jedna ze dvou ¢islic a na pozicich 2 az 4 jedna z desiti cislic. Celkove
proto mame 9-2-10% = 18000 moZnosti, jak vytvorit péticiferné &islo délitelné péti.

Muizeme vSak uvazovat i jinak. Prvni péticiferné ¢islo je 10000 a posledni 99999.
Celkové tudiz mame 99999 — 10000 + 1 = 100000 — 10000 = 90000 péticifernych
¢isel. Uvédomte si, ze napiiklad v mnoziné [2,7] neni 7 — 2 ¢isel, ale 7 — 2 + 1 ¢isel.
Nu a kazdé paté z onéch 90000 péticifernych ¢isel je délitelné péti. Odtud snadno
odvodime vysledek |2%% | = 18000.

Véazeni ctenari dovolte jesté poznamku. Ptali-li bychom se kolik ¢isel délitelnych
napiiklad ¢tyfmi je v mnoziné [16, 32|, pak odpovéd L%J = 4 je $patna, nebot
obé  krajni* ¢isla jsou délitelnd ¢tyimi. Spravny vysledek by tudiz byl Lwlﬂj +
+1=5= [%] Pravdivost této pozndmky snadno ovérime, nebot v mnoziné
[16, 32] jsou tato ¢isla 16,20, 24, 28, 32 délitelna Ctyrmi.

A
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Pojmy k zapamatovani

Priklady k procviceni '

1.

— Cislo V*(n, k) urcuje pocet variaci s opakovanim. Jde o usporadané k
prvkové vybéry (posloupnosti) z multimnoziny X*, kterd ma n riaznych
prvka kazdy v alespon k kopiich. Kazdy prvek ve vybéru se miize
opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vsak k krat.

— Platf V*(n, k) = n*.

— Pocet vsech zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny je

V*(n, k).

Automobily v Moravskoslezském kraji maji poznavaci znacky tvaru 7T7 7777, pricemz
misto kazdého otazniku miize byt libovolna cislice. Kolik takovych poznavacich znacek
lze vytvorit?

Kolik existuje Sesticifernych ¢isel délitelnych

. dvéma? (vypocitejte alespon dvéma zpusoby)
. péti? (vypocitejte alespon dvéma zpusoby)

. Ctyrmi?

. tremi?

. sedmi?

. Kolik existuje péticifernych ¢isel, jejichz ciferny soucet je 9.

Kli¢ k prikladim k procviceni (Cfé

1.

2.

1000000.
450000.
180000.
225000,
300000.
128571.

495.
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2.7 Slozené vybéry

Pokud provadime sloZeny vybér, znamena to, ze v jedné mnoziné ¢i multimnoziné re-
alizujeme nékolik riznych vybéra, kterym budeme fikat podvibéry slozeného vybéru.
Dva podvybéry mohou byt zdvislé nebo nezdvislé. Pokud jsou podvybéry zavislé, pak
jeden podvybér ovliviiuje pocet moznosti druhého podvybéru. Jsou-li nezavislé, pak
tomu tak neni.

Piiklad 2.66. Trenér hokejového druzstva vybird prvni pétku (byva nejproduktiv-

néjsi a skladd se ze dvou obranci a tii itoc¢niki) z 24 hraca. Rozlisujme tii pripady:

e Hraci jsou rozdéleni na obrance a utoc¢niky tak, ze trenér ma k dispozici 9
obrancii a 15 ttoc¢nik.

e Kazdy hrac¢ muze byt jak obrance, tak utocnik.

e Hraci jsou rozdéleni na 11 obrancti a 13 utoc¢niki, pricemz trenér muze dva
konkrétni obrance pouzit i jako utocniky.

Kolika zptisoby miize trenér vybrat prvni pétku, uvazujeme-li postupné vsechny
tri pripady?
Reseni. Prvni pifpad je nejjednodussi, provadime totiz dva podvybéry z dvou dis-
junktnich mnozin, tzn. vybér obranci nijak neovlivni mozny pocet vybéri utoc-
nikt a naopak. To znamend, ze jde o vybéry nezavislé. Pfipomenme jesté, ze oba
podvybéry (obrancu a uto¢niki) budou neusporadané a bez opakovani, jde tudiz
o kombinace bez opakovani.

Pocet moznosti, jak vybrat obrance, je (g) = 9-4 = 36 a pocet moznosti,
jak vybrat utocniky, je (15) = 13113 _ 5.7.13 = 455. Protoze ke kazdému

3 32
pevnému vybéru obrancu existuje 455 moznosti, jak vybrat tto¢niky, pouzijeme
kombinatorické pravidlo soucinu a dostavame vysledek 36 - 455 = 16380, coz je

pocet moznosti slozeného vybéru.

Ve druhém ptipadé vybirame z téze mnoziny jak obrance, tak utoéniky. Rozhod-
neme-li se naptiklad, ze nejdiive budeme vybirat obrance, pak tim jisté ovlivnime
pocet moznych vybéria utocnikii. To znamena, ze jde o vybéry zavislé. Dame-li pozor,
opét vypocet nebude slozity a vystac¢ime si s kombinatorickym pravidlem soucinu.
Vyberme nejdrive obrance, tj. (224) moznosti. Po kazdém takovém podvybéru nam
ovsem v mnoziné zustane jen 22 hract. Odtud, pocet podvybéra ttocniki je (232)
a poCet slozenych vybért je (%) - (¥) = 12-23- 222120 = 12.23.22.7-10 = 425040.

Zkusme postupovat opacné, nejdiive budeme vybirat ito¢niky a potom obrance.
Meéli bychom, pochopitelné, dojit k témuz vysledku. Vyzkousejme to. Pro vybér
utoénikd mame (2;) moznosti a pro vybér utocnikta (221) moznosti. Vysledek tudiz
e () () = 2452 22 — aason

Tteti ptipad je nejtézsi. Oznacme z, y dva obrance, ktefi mohou hrat jak v obrané

tak v utoku. Cislo (121) . (133) nam udava pocet vsech moznosti, jak vybrat prvni pétku,
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v pripadé, Ze ani jeden z hraci x,y nehraje v itoku. Musime jesté spocitat vsechny
pripady, kdy alespon jeden z hrach x,y hraje v ttoku. Dostdavame tyto disjunktni
pripady:

)

( ( )moinosti.
e 1 hraje v itoku, y nehraje. Dostavame ( ) ( ) moznosti.
()

e x hraje v utoku, y hraje v obrané. Dostavame

)

e y hraje v utoku, x nehraje. Dostavame (g) . (123) moznosti.

e y hraje v utoku, x hraje v obrané. Dostavame ) moznosti.

e oba, z i y hraji v utoku. Dostavame (g) . (113) moznosti.

Vsimnéte si, v této tloze jsme nejdiive celkovou tlohu rozdélili do dvou dis-
junktnich pripadua, kdy x,y nehraji v utoku a kdy alespon jeden z z,y v utoku
hraje. Potom jsme druhy pripad jesté rozlozili do péti disjunktnich pripad.

Na zavér pocty jednotlivych disjunktnich podvybéri secteme a dostaneme vy-
sledek v = () - (5) + (2 () - (5) +2- () - () + () - () = 55+ 286 +18 - 78+
+ 727843613 = 15730 + 1404 + 5616 + 468 = 23218.

A

Vazeni ¢tenari, nasledujici cvi¢eni chapejte jako cviceni souhrnna. Méli by jste si
v nich procvicit vSechny zakladni kombinatorické vybéry véetné vybéru slozenych.
Priklady k procviceni
1. Hazime dvakrat dvanactisténnou kostkou (Predstavte si napriklad hranol, jehoz pod-
stavy jsou pravidelné dvandctithelniky a na bocnich sténich jsou ¢isla od 1 do 12,

zatimco na podstavich neni ¢islo zddné. Hranol valime.) a vysledky si zapisujeme. Ko-
lik raznych vysledku muzeme dostat, jestlize nerozlisSujeme poradi hodi.

Na konferenci vystoupi Sest prednésejicich: A, B,C, D, E, F. Urcete pocet vSech moz-
nych poradi jejich vystoupeni, ma-li:

2. prednasejici I’ vystoupit po prednésejicim B.
3. prednéasejici F' vystoupit bezprostiedné pfed prednasejicim B.

Kolika zpusoby muzeme vybrat ze ctyr divek a sedmi chlapct péticlennou skupinu tak,
aby v ni byly:

4. presné dvé divky?
5. alespon dvé divky?

6. nejvyse dvé divky?
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7. Mame sedm riznych figurek a tii rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vsechny
figurky obarvit?

8. Mame sedm stejnych figurek a t¥i rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak nékteré
figurky obarvit?

9. Mame sedm stejnych figurek a t¥i rtizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny
figurky obarvit, pokud od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?

10. V séacku je 5 cervenych, 4 modré a 4 zelené kulicky. Kolika zptisoby lze ze sicku vybrat
pét kulicek?

Méjme slovo BORABORA. Kolika zptsoby z néj lze vybrat ¢tyfi pismena, pokud:
11. ndm nezalezi na poradi?
12. pokud ndm na poradi zalezi?

Méjme slovo ABRAKADABRA. Kolika zptisoby z néj lze vybrat ¢tyfi pismena,
pokud:

13. ndm nezalezi na poradi?

14. pokud ndm na poradi zalezi?

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 78.

2. 360

9. (5):
10. (%) —2.
11 1+4(3) + (5)-

12. 1- P(4) +4(3) - P*(2,1,1,0) + (3) - P*(2,2,0,0).
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131+ (1) + () + (6 + @)

14. 1- P*(4,0,0,0,0) + (}) - P*(3,1,0,0,0) + (3) - P*(2,2,0,0,0) + (}) (5) - P*(2,1,1,0,0)+
+(3) - P*(1,1,1,1,0).
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Kapitola 3

Diskrétni pravdépodobnost

...ucitite ji vsude...
Dobu Zlou
...vanek ji prindsi...
Prilis mnoho lidi kolem kola stésti.

NADEJE a NAHODA, velmi frekventovans a svym zptisobem propojend slova v feci
lidské. Nahody nebo-li ndhodné jevy jsou udalosti, které mohou, ale nemusi nastat
a jsou dvojiho typu.

Bud nam neni znama pricina, pro¢ nastavaji, a tedy na néas ptisobi jako nahodné.
Pritom pfi seznameni se s jejich pricinami bychom dokézali jednoznacné rozhodnout,
zda nastanou ¢i ne. Jako priklad bychom mohli uvést nasledujici. Prijdeme do re-
stauracniho zafizeni, a jaka nadhoda, sedi tam davny pritel z détstvi. Pokud bychom
ovsem znali denni zvyklosti svého pritele, védéli bychom, ze kazdy tyden v tento den
a tuto hodinu chodi pravé sem. Tudiz zdanlivé nahodny jev ve skutecnosti nadhodny
neni.

Nebo jde o ndhodné jevy ze samé podstaty. Jako priklad mtizeme uvést sku-
tecnost, ze jsem pii hie ,Clovéce nezlob se“ hodili Sestku, nebo dostali z ndhodné
zamichaného balicku karet presné ty karty, které jsem ocekavali, nebo Ze jsem uhadli
vsech Sest Cisel v jednom tahu Sportky. Pravé takovymi jevy, jez jsou ndhodné od
podstaty, se budeme zabyvat v této kapitole.

Cim dal tim Castéji se setkavame s lidmi, kte¥i si chté&ji zajistit spokojeny, Stastny
a bohaty zivot v co nejkrat$im Case, nejlépe ihned (Kde se vytratila moudrost?).
Toho lze dosahnout, jak vsichni vime, legalné i nelegalné. Legalni poptavka gene-
ruje legalni nabidku. Prichazeji tedy jini lidé, kteri nabizeji obrovské obnosy, pokud
doty¢ny uhadne néjaky nahodny jev. Zajemct jsou zastupy, le¢ nadéje na vyhru mi-
ziva, coz velmi dobre zivi hejna novodobych podnikavet. Tento fenomén zde existuje
jiz od nepaméti a fikdme mu hazardni hry.

Pravé hazardni hry byly zasadnim motivem pii prvnich pokusech mérit nadéji
s jakou nahodny jev nastane. Tato ,mira nadéje“ byla nazvana PRAVDEPODOB-
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NOSTT ndhodného jevu.

3.1 Nahodné jevy a pravdépodobnostni prostor

Radu problémi tykajicich se ndhodnych jevii lze modelovat pomoci mnozin a pod-
mnozin, coz nam umoznuje pouzivat pri jejich Teseni presny, strucény a vystizny
matematicky jazyk. Poznamenejme, ze diskrétni pravdépodobnost témér vylucné
vyuziva pouze konecné mnoziny. Dejme si dva jednoduché priklady, ve kterych si
predvedeme, jak modelovat nahodné jevy jako podmnoziny néjaké mnoziny, avsak
samotny vypocet pravdépodobnosti nechdme na pozdéji.

Priklad 3.1. Hodime Sestisténnou spravedlivou kostkou. Jaka je pravdépodobnost,
ze padne cislo vetsi nez 47

Resend. Spravedliva kostkou rozumime takovou kostku, kde kazd4 jeji sténa padé
se stejnou pravdépodobnosti. Vytvorime si mnozinu 2 vSech moznosti, které mohou
nastat, tedy 2 = [1, 6]. A ndhodny jev A definujeme jako A C Q, pficemz A = |5, 6].

A

Priklad 3.2. Mame ndhodné zamichany balicek 32 karet (hodnoty karet jsou 7, 8,9,
10, J,Q, K, A, kazd4 ve Ctyfech barvich ©, <, &, #). Jakéd je pravdépodobnost, ze
prvni ¢tyti karty jsou esa?

Resend. Tentokrat budou prvky mnoziny vSechna moznéa zamichani onéch 32 karet,
tedy |Q2] = 32! a A C Q bude obsahovat ta zamichani, kde jsou na prvnich ¢tyfech
pozicich esa. Neni tézké spocitat, ze |A| = 4!-28!. Zde uz mizeme prozradit, Ze Cisla
|/, |A| budou pro nés zésadni pii vypoctu pravdépodobnosti ndhodného jevu A.

A

Nastal ¢as, abychom predesla pozorovani zformalizovali.

Definice 3.3. Konecny pravdépodobnostni prostor je usporadana dvojice (€2, P),
kde nosic¢ pravdépodobnostniho prostoru ) je koneéna mnozina elementdrnich nd-
hodngjch jeviia P je funkce pravdépodobnosti, ktera kazdé podmnoziné (ndhodnému
jevu) A C Q pritadi ¢islo P(A) € (0, 1), pficemz

e P(0)=0aP(Q)=1

e P(AUB) = P(A) + P(B), pokud jsou mnoziny (ndhodné jevy) A, B dis-

junktni.

Poznamka 3.4. 7 definice je mozné, mimo jiné, vycist ze:

e clementarni nahodné jevy jsou prvky mnoziny €2 a ndhodné jevy jsou podmno-
ziny Q. Je-li tedy Q = {ey,es,...,e,}, pak k vypoctu pravdépodobnosti libo-
volného nahodného jevu A C Q je nutné stanovit pravdépodobnost P({e;})
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pro kazdé i = 1,2,...,n, zatimco P(e;) neexistuje, protoze existuji prav-
dépodobnosti pouze podmnozin mnoziny €2, nikoliv pravdépodobnosti jejich
prvk.

e by néjaky z elementarnich jevii nenastal je nemozné (P(0)) = 0).
e néktery z elementarnich jevi nastane je jisté (P(€2) = 1).

o P(A) =" P({eg,}),jeli A= {e;, e, € Q.5 =1,2,... k} (pravdépodob-
nost P(A) umime urcit, pokud zndme pravdépodobnost vsech jednoprvkovych
podmnozin).

e mnozinovy zapis A N B zfejmé znamend oba jevy A i B nastaly zdroven.
e AU B znamena nastal alespon jeden z jevu A, B.
e A\ B ziejmé znamena jev A nastal, ale jev B nikoliv.

e pravdépodobnost P(A) libovolného ndhodného jevu A bude pro nas vzdy re-
alné ¢islo z intervalu (0, 1) a nebudeme pravdépodobnost uvadét v procentech.

Prejdéme k teseni prikladi, které ndm ozfejmi pouziti vyse uvedené teorie.
Priklad 3.5. Hazime dvakrat spravedlivou Sestisténnou kostkou.

e Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet hozenych hodnot bude vétsi nez 97
e Jaka je pravdépodobnost, zZe soucet hozenych hodnot bude mensi nez 57
e Na co by jste si vsadili, ze bude soucet vétsi nez 9 nebo ze bude mensi nez 57

Resend. Nejdifve musime urcit, jak bude vypadat mnozina Q a jak A, B C Q, které
popisuji nase ndhodné jevy. Je asi prirozené stanovit, ze Q = [2,12] (vSechny mozné
hodnoty sou¢ti) a A = [10,12], B = [2,4] (vSechny hodnoty soucti s pozadovanymi
vlastnostmi). VSimnéte si, ze v tuto chvili nemame k ruce zadny aparat, jak vypocitat
pravdépodobnost jeva A, B.

Pokud bychom ovsem znali P({10}), P({11}), P({12}) a P({2}), P({3}), P({4}),
pak jsme zachranéni, nebot vime, ze P(A) = P({10})+P({11})+P({12}) a P(B) =
= P({2}) + P({3}) + P({4}). OvSem jak urcit hodnoty vySe zminénych pravdépo-
dobnosti? Pro tuto chvili neni jiné cesty, nez-li je stanovit a jejich vypocet ukazat
az poté, co ukousneme dalsi ¢ast teorie.

Plati P({2}) = P({12}) = &, P({3}) = P({11}) = & a P({4}) = P({10}) =
=3 =5 Proto P(A)=P(B)= g + 2 + & = & =

Je tedy lhostejné na ktery jev si vsadime, nebot jejich pravdépodobnosti jsou
stejné.

o= ||

A

Definice 3.6. Pravdépodobnost P na pravdépodobnostnim prostoru (€2, P) je uni-
formni pravé tehdy, kdyz pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu A C Q je

_ Al

P(A) = 5
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Poznamka 3.7. Neni tézké odvodit, ze v pravdépodobnostnim prostoru s uniformni
pravdépodobnosti plati

P({e}) = ﬁ

kde e je libovolny elementarni ndhodny jev z nosice pravdépodobnostniho prostoru.
Zjistime-li, ze prti feseni néjakého prikladu zkonstruujeme €2 tak, Zze pravdépodob-
nosti elementarnich jevi nejsou totozné, pak nesmime k vypoctu pravdépodobnosti
pouzit vzorec z definice 3.6.

Cislu | A| ¢asto ikdme pocet priznivijch moznosti a &islu || pocet vsech moznosti.
Casto budeme ndhodnému jevu Fikat pouze jew.

Vratme se k prikladu 3.5. Vidime, zZe € je tak nesikovné (i kdyz prirozené) vytvo-
reno, ze pravdépodobnosti jednotlivych nahodnych elementarnich jevi nejsou stejné
(napt. P({2}) # P({3})). Zkusme nahlédnout ptiklad 3.5 z jiného zorného thlu.

Priklad 3.8. Pouzijme zadani prikladu 3.5.

Reseni. Protoze hazime dvakrat kostkou, popisme kazdy elementérni ndhodny jev
jako usporadanou dvojici ¢isel z mnoziny [1,6], Q = {(z,y) : =,y € [1,6]}. V tuto
chvili je pravdépodobnost kazdého elementarniho ndhodného jevu stejna, a to %,
nebot |2 = 36. Pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem s uniformni pravdépo-
dobnosti, proto mizeme pouzit vzorec z definice 3.6. Necht A = {(z,y) : 2 +y =
=10Ve+y=11Vvz+y=12} = {(4,6),(6,4),(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)} a B =
= {(z,y) : 24y = 2Va+y = 3Va+y =4} = {(1,1),(1,2),(2,1), (1,3), (3, 1), (2,2)}.
Protoze |A| = |B| = 6, tak P(A) = P(B) = 1Al = Bl = 6 _ 1

A

Poznamka 3.9. Pokud bychom k piikladu 3.5 vytvorili Q nésledovné, Q = {{z,y} :
z,y € [1,6]} (neusporddané dvojice, nerozlisujeme poradi hodi), pak dostaneme
opét neuniformni pravdépodobnost, nebot naptiklad dvojice {2,1} ma dvojnésob-
nou pravdépodobnost oproti dvojici {2, 2}, nemluvé o tom, ze {2,2} neni mnozina
a museli bychom zavést pojem multimnoziny (viz Kapitola 1).

Pii teseni prikladii musime znat pravdépodobnosti elementarnich nahodnych
jevl, nebo je musime umét odvodit. Nejvyhodnéjsi je, zkonstruovat k prikladu prav-
dépodobnostni prostor s uniformni pravdépodobnosti!

Definice 3.10. Nahodny jev dopliikovy nebo-li komplementdrnik nahodnému jevu
A znaéime A a plati A = Q\ A.

Véta 3.11. Pro kazdy doplikovsj jev A ndhodného jevu A plati P(A) =1 — P(A).
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Diikaz. Plati Q@ = AU (Q\ A) = AU A, pricemz A a Z_ jsou disjunktni mnoziny.
Proto P(Q) = P(A) + P(A), kde P(Q2) =1, a z toho P(A) =1 — P(A).

O

Poznamka 3.12. Podminénou pravdépodobnost jevu A jevem B budeme znacit
P(A|B) a je to pravdépodobnost jevu A, pokud vime, Ze nastal jev B.

Véta 3.13. Podminénou pravdépodobnost P(A|B) vypocitime ze vzorce

P(AN B)

PUAIB) = =5

Z predeslé véty plyne, ze pokud chceme zjistit pravdépodobnost priniku jevi
A, B, pak staci vynasobit pravdépodobnost jevu B podminénou pravdépodobnosti
jevu A jevem B, tedy P(ANB) = P(B)- P(A|B). Pak ovSem také plati P(ANB) =
= P(A)- P(B|A).

Pro zajemce:

Uvazujme nyni t¥i ndhodné jevy Ay, As, As. Pak podle véty 3.13 musi platit P(AsNAsNA;q)
= P(Agﬁ (AQ ﬂAl)) = P(AgﬂAl) P(Ag‘(AQﬂAl)) = P(Al) P(AQ‘Al) P(Ag’(AQﬁAl))

Popularné receno, pokud budeme chtit vypocitat pravdépodobnost priniku vice na-
hodnych jevi, pak pravdépodobnost prvniho jevu postupné nasobime pravdépodobnostmi
jevi nasledujicich, které jsou vzdy podminény prunikem vsech jevi predchozich. Pozoro-
vani shrneme do néasledujici véty.

Véta 3.14. (Pravidlo souc¢inu) Necht Ay, As, ..., A, jsou libovolné ndhodné jevy. Pak
plati

n n

P(() Ai) = P(Ay) - [[ P(Adl ﬁ Ap).
k=1

i=1 1=2

Drikaz. Provedeme jej matematickou indukei na n. S touto dikazovou technikou jsme se
jiz. setkali v Kapitole 1 a vime, Ze danou vétu musime nejdiive dokdzat pro nejmensi
uvazované n, coz je v nasem piipadé n = 2, a pak pro n+ 1 predpokladédme-li, ze plati pro
néjaké n > 2.

Z véty 3.13 vime, 7e P(AA1) = ZEEEY . Odtud P(A; N Ar) = P(Ay) - P(Ag|Ay)
= P(A; N Ag), nebot prinik mnozin je komutativni. Prokézali jsme platnost nasi véty pro
n=2.

PN Ai) = P(Ansr 0 (Mizy A) = P(izy Ai) - P(Apga| Moy Ax) (Séitact index
i jsme v druhém ¢initeli pfeznacili na k). Z pfedpokladu ovSem vime, ze P([)_, A;) =
= P(A1) TTizs P(Al M2 Ap).

Proto
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n+1 n 1—1 n
P(() Ai) = P(Ay) - [[ P(Ail () Ak) - P(Ansa| [) Ar)-
=1 =2 k=1 k=1
Posledni rovnost si rozepiSeme P(/H' A;) = P(A1) - P(As|A1) -+ P(An| NRZ1 Ar)-
P(Ani1| Ni_y Ag) = P(Ay) - TIS P(Ai| Nz Ay), &mz je ditkaz ukonéen.
O

Priklad 3.15. Vracime se k prikladu 3.2. Mame nahodné zamichany balicek 32 karet
(hodnoty karet jsou 7, 8,9, 10, J, Q, K, A, kazda ve ¢tyrech barvach Q, . &, #). Jaka
je pravdépodobnost, ze prvni ¢tyti karty jsou esa?

Resend. Vime, ze prvky mnoziny  budou vSechna mozné zamichani onéch 32 karet,
tedy |Q2| = 32!. Predpokldddme, Ze kazdd dvé riznd zamichéani jsou stejné pravdeé-
podobna a P({e}) = 1/32! pro kazdé e € Q2. Mame tedy opét pravdépodobnostni
prostor s uniformni pravdépodobnosti.

V mnoziné A C Q budou vSechna zamichani, kterd maji na prvnich ¢tyrech
pozicich esa. Na prvnich ¢tyfech pozicich jsou tedy esa ve 4! rliznych usporadanich
a na zbyvajicich 28 pozicich jsou ostatni karty ve 28! rtuznych usporadanich. Proto

— A1.9%1 - _ 1Al _ 4280 4321 1 _ _1
|A] = 41281 A dostdvdme P(A) [9] 321 32313029 _ 3129104 _ 35960°

Jiné reseni. Zde vyuzijeme pojmu podminénd pravdépodobnost. Necht nahodny
jev A; pro ¢ = 1,2,3,4 je i-td karta v ndhodné zamichaném balicku karet je ne-
jaké eso. Vidime, ze nahodny jev A je vlastné prinik A; N As N Az N Ay. Proto
P(A) = P(A1NAsNA3NAy) = P(Ay)-P(As]Ay)-P(As|A1NAy)- P(A4|A1N AN A3).
Pricemz P(A;) je pravdépodobnost, Ze prvni karta je néjaké eso, P(As|A;) je prav-
dépodobnost, ze druhd karta je eso, pokud vime, Ze prvni karta je eso, P(A3|A1NA3)
je pravdépodobnost, ze tieti karta je eso, pokud vime, ze prvni dvé karty jsou esa,
P(A4|A1NA3N A3) je pravdépodobnost, Ze Ctvrta karta je eso, pokud vime, ze prvni
t1i karty jsou esa. Jestlize si takto jednotlivé podminéné pravdépodobnosti pojmenu-
jeme, snadno zjistime jejich hodnotu. Vime, ze P(A4;) = 55 (4 z 32), P(As]4,) =
(32 31), P(A3]A1 N Ay) = 2 (2 ze 30) a P(A4]A1 N Ay N As) = 55 (12 29).

Z véty 3.14 (pravidlo sou¢inu) plyne P(A) = P(A; N Ay N A3 N Ay) = P(Ay)-

Vidite, ze podrobny rozbor pouziti podminénych pravdépodobnosti je pomérné

Vv

3
31

tailnéjsi rozvahu na ctenari.

Jiné reseni. Na tvod si sta¢i uvédomit, ze ndhodny jev Pruni ctyri karty v nd-
hodné zamichaném balicku jsou esa je stejné pravdépodobny jako ndhodny jev Vy-
brané ctyri karty z ndhodné zamichaného balicku jsou esa. Proto bude nyni €2 obsa-
hovat vSechny mozné vybéry ctyr karet z 32. VSimnéte si, ze na rozdil od prvniho
fegenf pouzivime NEUSPORADANE étvefice! Pak je oviem |Q = (%), pricemz
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pravdépodobnost kazdého vybéru c¢tyr karet je ﬁ (uniformni pravdépodobnost).

4
Snadno nahlédneme, Ze |A| = 1, nebot jedind Ctverice spliiuje nase pozadavky. Proto
P(A) = A 1 1
@ ~ %) ~ 35960°
A

Priklad 3.16. Méjme osudi ve kterém je 5 ¢ernych a 3 bilé kulicky. Kulicky z osudi
tahdme po jedné a nevracime je.

e Jaka je pravdépodobnost, ze po tretim tahu budou vytazeny t¥i kulicky ve
stejné barve?

e Jaka je pravdépodobnost, ze az po ¢tvrtém tahu budou vytazeny tii kulicky
ve stejné barve?

Resend. K prvni ¢asti pifkladu zkonstruujme mnozinu 2 tak, ze Q = {(z,v,2) : 7,7,
z € [0, 1]}, pticemz 0 symbolizuje bilou kulicku a 1 ¢ernou kulicku. Takze napiiklad
posloupnost (0, 1, 0) tikd, Ze jako prvni jsme vytéhli bilou, jako druhou ¢ernou a jako
treti bilou kulicku. Uz vime, Ze viech takovych posloupnosti je 2% = 8, proto || = 8.
V mnoziné A, ktera popisuje jev po tretim tahu budou vytaZeny tri kulicky ve stejné
barvé, budou pouze dvé posloupnosti, a to (0,0,0) a (1,1,1), proto |A| = 2. Proto
P(A) = % =2=1

Bohuzel opét fatalni chyba! Vzdyt posloupnosti, nebo-li elementarni ndhodné
jevy (0,1,0) a (1,0,1) jisté nebudou mit stejnou pravdépodobnost, nebot tazeni
¢erné kulicky (1) je pravdépodobnéjsi nez tazeni bilé kulicky (0).

Zkonstruovat néjak prirozené pravdépodobnostni prostor s uniformni pravdépo-
dobnosti k této tloze prosté neumime. (Slo by to provést pouze umeéle, coz si ukazeme
pozdéji.) Proto bude dobré k feseni pouzit podminénou pravdépodobnost.

Rozdélime si tlohu do dvou disjunktnich nahodnych jevi X a Y, pricemz X je
jev po tretim tahu jsou vytaZeny tri cerné kulicky a Y je jev po tretim tahu jsou
vytaZeny tri bilé kulicky. Urcité plati P(A) = P(X) + P(Y), kde A je jev po tretim
tahu jsou vytaZeny tri kulicky ve stejné barvé a A =X UY.

Vypoéitejme P(X) s vyuzitim pravidla soucinu. Pravdépodobnost, Ze jako prvni
tahneme cernou kulicku je %, ze jako druhou tahneme ¢ernou, pokud jako prvni byla
tazena cerna, je %, a ze jako treti tdhneme cernou, pokud prvni dvé byly cerné, je
3. Pak oviem podle pravidla soucinu 3.14 dostavame P(X) =2-2.2 = 2.

Nyni se vrhneme na P(Y"). Pravdépodobnost, zZe jako prvni tdhneme bilou kulicku
je %, ze jako druhou tdhneme bilou, pokud jako prvni byla tazena bil4, je %, a ze jako

tieti tdhneme bilou, pokud prvni dvé byly bilé, je %. Proto P(Y) = g . % A=1

6~ 36
A dostdvame koneény vysledek P(A) = P(X) 4+ P(Y) = 55 + zz = 25 = L

Jinyg zpusob. Ponékud uméle vytvorime pravdépodobnostni prostor tak, ze €2 je
mnozina vsech posloupnosti s osmi prvky, pricemz pét prvkia jsou nuly a tii jsou
jednicky, tudiz napriklad (0,0,1,0,1,1,0,0) € Q. Vidime, ze |Q] = P*(5,3) = 5%, =
= 56. V Q ma kazda posloupnost (elementarni ndhodny jev) pravdépodobnost %,

tzn. € ma uniformni pravdépodobnost.
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Mnozina A bude obsahovat vSechny posloupnosti, které maji na prvnich tfech
pozicich, bud tii nuly nebo tfi jednic¢ky. V posloupnostech, které maji na prvnich
trech pozicich nuly, permutuji na zbylych péti pozicich tii jednicky a dvé nuly, proto
jich je P*(3,2) = 3,5—'2, = 10. Zatimco posloupnost, ktera mé na prvnich trech pozicich
samé jednicky je jedind. Proto |A| = 11.

Odtud P(A) = g = &.

Pro ¢tyti tahy opét mnozinu B, kterd reprezentuje jev azZ ve cturtém tahu jsou
vytazZeny tri kulicky ve stejné barvé rozdélime do dvou disjunktnich mnozin W a Z,
pricemz W reprezentuje jev aZ ve cturtém tahu jsou vytaZeny tri cerné kulicky a Z
reprezentuje jev az ve cturtém tahu jsou vytaZeny tri bilé kulicky. Urcité plati P(B) =
=PW)+P(Z)yaB=WULZ.

Spocitejme P(W). Musime uvazovat tii disjunktni pripady bild-Cerna-cerna-

-Cerna s pravdépodobnosti g . % . % . g, cerna-bila-cerna-cerna s pravdépodobnosti
2.3.2. 2 a Cernd-Cernd-bila-derna s pravdépodobnosti 2 - 2 - 3. 2. Odtud P(X) =

3.5.4.3.3_9
8 7 6 5 28"

-bila s pravdépodobnosti g . % . % . %, bila-¢erna-bila-bila s pravdépodobnosti % . % . % . %
a bila-bila-cerna-bila s pravdépodobnosti %- 9% . g . 3% Odltslﬁ, P(g/;) = %%gg — 53_6
A dostavame P(B) = P(W) + P(Z) = 5 + & = 55 = 2.

3.2 Zavislé a nezavislé nahodné jevy

Definice 3.17. Nahodny jev A je nezdvisly na nahodném jevu B prave tehdy, kdyz
podminéna pravdépodobnost jevu A jevem B je rovna pravdépodobnosti jevu A
(P(A|B) = P(A)). Pokud A neni nezéavisly na B, pak je A na B zdvisly.

Véta 3.18. Ndhodnj jev A je nezdvisly na ndhodném jevu B prdavée tehdy, kdyzZ
P(ANnB)= P(A)- P(B).

Diikaz. Plyne ptimo z 3.13 a 3.17.

Véta 3.19. Nahodny jev A je nezdvisly na ndhodném jevu B pravé tehdy, kdyz B

je nezdvisly na A.
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Dikaz. O dikazovych technikdch budeme podrobné hovorit v Kapitole 4, proto
nyni pouze struéné. Chceme-li dokéazat ekvivalenci X < Y, pak musime dokazat, ze
soucasné plati implikace X = Y a Y = X, kde X,Y jsou néjaké vyroky.

Implikace X = Y zni v nasem pripadé takto: Je-li A nezavisly na B, pak B je
nezavisly na A.

Dikaz implikace X = Y. Necht A je nezavisly na B, pak P(A|B) = P(A)
a vime, ze P(ANB) = P(A)-P(B|A) = P(B)- P(A|B). Dosadme do rovnosti misto
podminéné pravdépodobnosti P(A|B) pravdépodobnost P(A). Potom dostavdame
P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A), z ¢ehoz plyne P(B) = P(B|A). Pak je ovsem dle
3.17 B nezavisly na A.

Implikace Y = X by byla dokazovana obdobné, a proto je dikaz ponechan
Ctenari.

[]

Pro zajemce:

7 vyse uvedeného plyne zobecnéni véty 3.17.

Véta 3.20. (Pravidlo soué¢inu pro nezavislé jevy) Nahodné jevy Ay, Ag, ..., A, jsou po
dvojicich nezdvislé prdave tehdy, kdyz

Priklad 3.21. Héazime spravedlivou sSestisténnou kostkou, pricemz jev A je padlo
cislo vétsi nez 2 a jev B padlo cislo liché. Jsou jevy A a B zavislé?

Reseni. K ovéfovani zavislosti a nezévislosti nahodnych jevit pouzivime vztah z véty
3.18. Pro vypocet pravdépodobnosti P(A), P(B), P(A N B) uzijeme pravdépodob-
nostni prostor s uniformni pravdépodobnosti, kde Q@ = [1,6], A = [3,6], B

= {1,3,5}, AN B = {3,5}. Proto P(A) = |5l = 3 =3, P(B) = lgl = 2 =}
a P(ANB) = 620 = 2 = 1. Nebot P(A)- P(B) = %-§ =1 = P(AN B), musi byt

jevy A a B nezavislé. Odpoveéd tudiz zni, ne nejsou zavislé.

Priklad 3.22. Hazime trikrat spravedlivou Sestisténnou kostkou, pricemz jev A je
ve vSech hodech padlo cislo vétsi neZ 2 a jev B ve vSech hodech padlo cislo liché. Jsou
jevy A a B zavislé?

Reseni. K vypoctu pravdépodobnosti P(A), P(B), P(AN B) miZeme pouzit pravi-
dlo soucinu z véty 3.20, staci si jen uvédomit, ze pokud v nékterém hodu padlo ¢islo
vétsi nez dva, pak to nijak neovlivni pravdépodobnost, ze v jiném hodu padne také
c¢islo vétsi nez 2. Tedy jevy v prunim hodu padlo cislo vétsi nez dva, ve druhém hodu



3.2 Zavislé a nezavislé nahodné jevy

61

padlo cislo vétsi neZ dva a ve tretim hodu padlo cislo vétsi neZ dva jsou po dvojicich
nezavislé. Vsimnéte si, zde jsme porusili amluvu, zZe ke zjistovani zavislosti a neza-
vislosti jevi budeme pouzivat vztah P(AN B) = P(A) - P(B). Ano je to tak, ale
zde jsme si to mohli dovolit, nebot vyse uvedené pozorovani je ziejmé. V pripadech
méné ziejmych budeme vzdy uzivat uvedeny vztah!

Obdobny zaveér plati i pro jevy v pronim hodu padne cislo liché, ve druhém hodu
padne cislo liché, ve tretim hodu padlo cislo liché nebo pro jevy v prvnim hodu padlo
liché cislo vétsi neZ dva, ve druhém hodu padlo liché c¢islo vétsi neZ dva, ve tretim
hodu padlo liché cislo véetsi neZ dwva.

ProtoP(A)zg-g-g— =, P(B) =555 t=taP(ANB)=3-i-3 = 5. Odkud
dostavame P(ANB) = 287 := P(A) : P(B) a tudiz jsou A a B Jevy nezav1sle
tzn. pokud nastane jev B pak neovlivni pravdépodobnost jevu A a naopak.

A

Priklad 3.23. Mame nahodné zamichany balicek 32 karet, pficemz jev A bude
“treti karta v balicku je kral srdcovy"' a jev B “pata karta v balicku je sedmicka
kiizova'. Jsou jevy A a B zavislé?

Resend. Pravdépodobnosti P(A), P(B), P(AN B) vypoéitame dvéma riznymi zpi-
soby.

1. zpﬁsob Pouiijeme pravidlo o souc¢inu podminénych pravdépodobnosti. P(A) =
=55 % 32, kde Je pravdépodobnost, Ze prvni karta neni kral srdcovy, 29 51 e
pravdepodobnost ze druha karta neni kral srdcovy s tim, ze vime, zZe prvni karta neni
kréal srdcovy a 55 Je pravdépodobnost, ze tieti karta je kral srdcovy s tim, ze vime, Ze

ani prvni ani druha karta nenf kral srdcovy. Obdobné P(B) = 21.39.22.28 . L — L

29 1 98 1 1 32 31 30 29 28 32
a P(ANB) = _ﬁ%%% TR

2. zpusob. Necht ) je mnozina vSech moznych zamichéni pricemz kazdé z nich
je stejné pravdépodobné, a to s pravdépodobnosti ﬁ 32, Dodejme, Ze technikou
michdni mizeme ovlivnit pravdépodobnost jednotlivych zamichani (zv14$té michaci
strojky v kasinech mohou byti velmi ,nespravedlivé“), avsak zde uvazujeme zcela
korektni situaci. Zamichani, kde tfeti karta je kral srdcovy je 31!, kde pata karta je
sedmicka krizova opét 31!, proto |A| = | B| = 31!. Zamichéni, kde tfeti karta je krél
srdcovy a pata karta sedmicka kiizova je 30!, proto |AN B| = 30!. Odtud dostavame
P(4)= P(B)= % = 4 a PANB)= 2 = 11

V obou piipadech nam vysli tytéz vysledky, které fikaji P(ANB) # P(A)-P(B),
a proto jsou jevy A a B zavislé, tzn. pokud nastane jev B, pak ovlivni pravdépo-
dobnost jevu A a naopak.

A

Priklad 3.24. M¢jme osudi ve kterém je 5 ¢ernych a 3 bilé kulicky. Kulicky z osudi
tahame po jedné a nevracime je zpét. Necht jev A znamena po prvnich trech tazich
mame vytazZené alespon dvé cerné kulicky a B znamenda po prunich dvou tazich mdme
vytaZenou alespon jednu bilouw kulicku. Jsou jevy A a B nezavislé?
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Reseni. Opét pouzijeme k vypoc¢tu pravdépodobnosti P(A), P(B), P(AN B) pra-
vidlo o sou¢inu podminénych pravdépodobnosti. Ozna¢me A; jev po prunich trech
tazich mdme presné dvé cerné kulicky a As jev po prvnich trech tazich mame presne
tri cerné kulicky. Potom P(A) = P(A; U Ay) a protoze jsou Aj, Ay disjunktni, tak

— 5.4 3 5.3 .4 3.5 .4 _ 5433 _ 156 x> 5 4 3

Ale P(A1) = §-7-5+5 7 6+5 7 5y pTe 95y PTICCMZ g - 7 - §

je pravdépodobnost situace Cerna, cerna, bila, 3 - 2 - ¢ je pravdépodobnost situace

Cernd, bila, Cerna a % . % . % je pravdépodobnost situace bila, cerna, ¢ernd. P(As) je
i 5. 4.3 5 _ 15,5 _ 20 _5
samozfejmé ¢ - = - = = 5. Proto P(A) = 3 + 55 = 55 = 5.

Podobné, predpokladejme, ze B; znamena po prvnich dvou tazich mdme presné
jednu bilou kulicku, Bo znamend po prunich dvou tazich mdme presné dvé bilé kulicky.
Prgto P(B) = P(B;)+ P(B2), pfiSemi P(B))=3-2+43.2=332_204 P(B,) =

9 3 15 8 7 7T 87

Zbyva jesté spocitat P(AN B). Pruniku obou jevi odpovidaji pouze dvé situace,
a to bila,¢ernd,éernd nebo cerna, bila, éernd. Proto P(ANB) =2.2.442.2.4 =
_ 5432 _ 5
a 876 N \}_4' s 7 5 9 5 .
Pak ovSem dostavaime P(A)P(B) = - - 3 # 13 = P(AN B). A, B jsou tedy
zavislé, tzn. pokud nastane jev B, pak ovlivni pravdépodobnost jevu A a naopak.
A

3.3 Nahodna proménna a stredni hodnota nahod-
né promeénné

Pokud mutzeme kazdy elementarni nahodny jev vyjadrit realnym cislem, pak bu-
deme kazdému takovému elementarnimu nahodnému jevu popsanému realnym cis-
lem, tikat hodnota nahodné proménné. Necht hq, ho, ..., h, jsou hodnoty nahodné
proménné, pak proménnou X € {hy, ho, ..., h,} budeme nazyvat ndhodnou promeén-
nou ¢i ndhodnou velicinou.

Cili, pokud budeme hézet jakoukoliv k-sténnou kostkou a budeme sledovat ho-
zené hodnoty, pak jde o ndhodnou proménnou, nebot kazdy elementarni nahodny
jev je néjaké ¢islo z mnoziny [1, k]. Budeme-li hdzet n krat k-sténnou kostkou a bude
nas zajimat bud soucet nebo souc¢in nebo aritmeticky ¢i geometricky primeér hoze-
nych hodnot, pak jde opét o ndhodnou proménnou. Zatimco, budeme-li hazet n
krat k-sténnou kostkou a budeme sledovat dosazené hodnoty v jednotlivych hodech,
pak o ndhodnou proménnou nejde, nebot kazdy elementarni jev je usporadana ci
neuspofadand n-tice ¢isel z mnoziny [1, k], ale to uz neni reélné ¢islo.

Zkuste sami najit priklady pravdépodobnostnich tloh, kde bud lze nebo nelze
nahradit ndhodné elementarni jevy ndhodnou proménnou.

Poznamka 3.25. Ano maéte pravdu, ono to jde vlastné vzdy, ale pak (uméle) pfi-
razené realné cislo k elementarnimu nahodnému jevu ¢asto nema zadnou vypovédni
hodnotu. Dejme si priklad, ke kazdému zamichani balicku 32 karet pritadime néjaké
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¢islo z mnoziny [1, 32!], ale co takto zvolené ¢islo bude fikat o tom kterém konkrét-
nim zamichani? Odpovéd zni, viibec nic. Takze v téchto pripadech nenahrazujeme
elementarni ndhodné jevy hodnotami nahodné proménné.

Definice 3.26. Necht X € {hy, ho, ..., hi} je ndhodnd proménna a h; € R pro
kazdé i € [1,k]. Potom EX je stredni hodnota ndhodné proménné X a EX =
= Zle pih;, kde p; je pravdépodobnost hodnoty nahodné proménné h;.

Poznamka 3.27. VSimnéme si, Ze je-li p; = 1/k je stfedni hodnota vlastné arit-
metickym primérem ndhodnych proménnych. Stredni hodnota tedy umi, na rozdil
od aritmetického primeéru, zohlednit i rizné pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
ndhodné proménné, a proto ji také fikdme vaZeny prumér. Oznaceni stfedni hodnoty
E X vychazi z anglického expected value, tedy ocekdvand hodnota. Pro¢ ,ocekédvand*
vynikne pri feSeni konkrétnich priklad.

Priklad 3.28. V Supliku je rozhdzenych 8 parti ponozek (16 kust, nerozliSujeme
levou a pravou) a vime, Ze dva pary jsou v modré, dva ve zluté, dva v hnédé a dva
v Sedé barvé. Podivin Murphy je hluboce zamyslen a vytahuje nahodné ponozky kus
po kusu. Jaky je primérny pocet tahii, pokud vime, ze Murphy skonci az bude mit
vytazeny presné dvé ponozky ve stejné barveé.

Resend. Za prvé, pokud uvidite v ramci DIM piiklad, ktery se ptd na primér, pak
vézte, ze mate vypocitat stfedni hodnotu néjaké ndhodné proménné.

V nasem pripadé je ndhodnou proménnou X pocet tahti, které musi Murphy
vykonat, aby dosahl kyzeného vysledku. Je ndm asi jasné, ze musi provést alespon
dva tahy. Dale, po péti tazich jisté dosahne onoho vysledku, nebot pokud se pokousi
po paté, pak v predeslych ¢tyfech tazich vytdhl ponozky ve ¢tyfech (tedy vsech)
riuznych barvach a pata ponozka se svou barvou musi shodovat s nékterou predeslou.
Proto X € {2,3,4,5}.

Ozna¢me nyni py pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barvée jiz
ve druhém tahu, p3 pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barvé az
ve tretim tahu, ps pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barveé az ve
¢tvrtém tahu, ps pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barveé az v patém
tahu.

Pravdépodobnosti p;, i = 2, 3,4, 5 budeme pocitat pomoci sou¢inu podminénych

pravdépodobnosti.
Murphy vytahne vzdy v prvnim tahu néjakou ponozku, pak pravdépodobnost,
ze ve druhém tahu vytahne ponozku téze barvy, je % = % Proto py, = %
Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu ziskd ponozku v jiné barvé nez v tahu
prvnim, je % = % a pravdépodobnost, ze ve tretim tahu vytahne ponozku v jedné
z barev jako byly dvé ponozky predeslé, je 1% = % Proto p3 = % . % = %

Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytahne ponozku v jiné barvé nez v tahu
prvnim, je % = 4/5, pravdépodobnost, ze ve tietim tahu ziskd ponozku v jiné barvé
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nez ve dvou predeslych tazich, je 18—4 = ‘—; a pravdépodobnost, ze ve ¢tvrtém tahu

vytdhne ponozku ve stejné barvé jako byla nékterda z ponozek predeslych je 9/13.
_ 4.4, 9 _ 144
Protopy = -7 -3 = 573
Vsimnéme si, ze jevy wvytahl dvé ponozky ve stejné barve ve druhém tahu, vytdhl
dveé ponozky ve stejné barvé az ve tretim tahu, vytdhl dve ponozZky ve stejné barve
az ve cturtém tahu jsou disjunktni. Dale, jev vytdhl dve ponozky ve stejné barvé az

v pdtém tahu je dopliikovy ke sjednoceni tii predeslych jevi. Proto ps = 1 — (py +
pstpa) = 1_4.3_4.4.9 _ 1_ 713443134449 _ | _ 391 _ 455-391 _ 64
P3 T P4 13 e 5713 5713 5713
Ovérme jesté (abychom se procvicili) vypocet pravdépodobnosti ps jinou me-
todou. Pouzijeme tu, kterd nam dobfe poslouzila pti vypoctu ps, ps a ps. Uvazu-
jeme tedy, Ze v prvnich ¢tytech tazich ziskal 4 ponozky v rtznych barvach. Proto
12 8 4 64

Ps =15 14 13 = 5713

Nyni uz muazeme sméle prikroc¢it k vypoctu stredni hodnoty EX, EX = py -2+
P33 +Pa-dtps5 = 24523+ gy At g5 = SRR = B0 = 33978,

Porovnejme sttedni hodnotu s aritmetickym primérem nahodné proménné, ktery
je Lﬁ“g’ = % = 3, 5. Vidime, Ze odlisnost je mala, coz je ovsem zptsobeno pomérné
y,rovnomérnym ¢ rozlozenim pravdépodobnosti, ¢imz minime, ze py + ps = % + ;—27 =
= 5—77 + % = %, coz je jen o malinko vic nez 1/2, a proto py + ps musi byt o malinko
méné nez 1/2. Stredni hodnota se ,posunula“ k nizsim hodnotdm, nebot jsou vice
pravdépodobné.

Pokud bychom opakovali pokus s vytahovanim ponozek mnohokrat (tfeba 1000
krat), zjistili bychom, Ze zhruba polovina pokusu dopadla tak, Ze jsme stejnobarevny
par vytahli po trech nebo ¢tyrech tazich. Tedy hodnoty ndhodné proménné blizké
stfedni hodnoté jsou vyrazné pravdépodobnéjsi nez hodnoty ndhodné proménné,
které jsou vzdalenéjsi. Odtud nazev ocekavana hodnota. Vice se o tomto jevu dozvite

v predmétu STATISTIKA.

A

Véta 3.29. Necht jsou X a 'Y néjaké dvé nahodné proménné. Potom E(X +Y) =
= FE(X) + E(Y), tedy stredni hodnota souctu ndhodngch proménngch je souctem
strednich hodnot téchto nahodnijch proménngch.

Véta 3.30. Necht jsou X aY dvé nezdvislé nahodné proménné. Potom E(X-Y) =
= E(X) - E(Y), tedy stredni hodnota soucinu ndhodngch proménnijch je soucinem
strednich hodnot techto nahodnych promeénnych.

Priklad 3.31. Urcete stfedni hodnotu souc¢tu a soucinu dosazenych hodnot, pokud
hazite dvakrat spravedlivou Sestisténnou kostkou.

Resend. Poéitali-li bychom stiedni hodnoty sou¢tu a sou¢inu pifmo z definice stfedni
hodnoty, pak bychom se docela zapotili, nebof urcit pravdépodobnosti jednotlivych
moznych souctii a soucinti by bylo docela pracné. My vSak mame k ruce véty 3.29
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a 3.3. Necht X je nahodna proménna, ktera urcuje hodnotu dosazenou v 1. hodu
a Y je ndhodna proménnd, ktera urcuje hodnotu dosazenou ve 2. hodu. Chceme
tedy zjistit (X +Y) a E(X -Y), pficemz ale vime, ze X, Y jsou nezavislé ndhodné
proménné a E(X) = E(Y) = H283345550 — 3 5 (aritmeticky pramér). Proto £(X +
+Y)=35+35=7aB(X Y)=35-35=12,25.

A

Priklad 3.32. V osudi je 10 mick na nichz jsou natisténa cisla. Na péti je Cislo
7, na tfech ¢islo 3 a na dvou ¢islo 1. Vzdy ndhodné vytahneme dva micky. Jaka je
prumeérna hodnota souctu ¢isel na tazenych miccich.

Reseni. Necht je soucet ¢isel na taZenych mi¢cich ndhodnou proménnou X. Potom
X € {14,10,8,6,4,2}. Spocitejme pravdépodobnosti p; pro i € {14,10,8,6,4,2}.
Predstavme si, ze micky tahéme po jednom a vyuiijme souéinu podminénych prav-

_ 5 2

depodogbnogstl Tudiz p14 = 310 9 8,11?%0 18 9+1—0 5 . 3,1]?8 10 9+E 5 = 9

p6:_0'§:15?p4—_"+ﬁ" 1—&102—4 0.9 4ZC6£1(1ZP1YH€
2 2 140150804+ 18+244-2 1

FX =2 14—|— 10+ 5 8+— 6+— 4+— 2= 0 =92

Zkusme nynl tutéz strednl hodnotu Vyp001tat s pouzitim 3.29. Nyni bude na-
hodna proménna X cislo na prvnim tazeném micku a ndhodnd proménnd Y ¢islo na
druhém tazeném micku. Chceme tedy spocitat F(X + Y) s tim, Ze neni tézké urcit
E(X)a E(Y), protoze BE(X)=E(Y) =4 -7+ 3 -3+ 5 1=35882 30 — 46
Proto E(X+Y)=E(X)+ E(Y)=4,64+4,6=29,2.

A

Priklad 3.33. Varovny!

V osudi je 10 mickd na nichz jsou natisténa ¢isla. Na péti je ¢islo 7, na trech
¢islo 3 a na dvou d¢islo 1. Vzdy ndhodné vytdhneme dva micky. Jaka je pramérné
hodnota soucinu ¢isel na tazenych miccich.

Reseni. Necht je soucin ¢fsel na tazenych mi¢cich ndhodnou proménnou X. Potom
X € {49,21,9,7,3,1}. Spocitejme pravdépodobnosti D pro i € {49 21,9, 7 3, 1}.

v, P v 5 4 5.3, 3 5_ 2
Zpr1klz;du23.32 Vllme zep4%f 55 gépm : 0° 9T 10 o} 3,]07 E §+— 3= 9
pgzﬁ-§:15,p3:———i———:ﬁaplzﬁ'— 4 Zcehozplyne
EX = 2 49_,_ 1 21+2 7+_ 9+ 2 3+E 485+315+10+24+18+1 913 — 20 28

Zkusme nynl tutéz stredm hodnotu vypocitat s pouzitim 3.3. Opét bude nahodna
proménnda X ¢islo na prvnim tazeném micku a ndhodna proménna Y ¢islo na druhém
tazeném micku. Chceme tedy spocitat E(X -Y) s tim, ze vime E(X) = E(Y) =
=2.7+3.342.1=4,6. Proto E(X-Y) =E(X) - E(Y)=4,6-4,6 =21,16.

Nyni se ovSsem vypocitané stredni hodnoty lisi témér o jednicku, musela se tudiz
nékde stat chyba! Ano, stala, ndhodné proménné X a Y jsou totiz zavislé nahodné
proménné (Cislo tazené na prvnim micku ovlivni pravdépodobnost ¢isla tazeného
na micku druhém) a véta 3.3 plati pouze pro nezéavislé ndhodné proménné. Prvni
vypocet je tudiz v poradku, ale druhy ne!

Vypocitejme jesté aritmeticky primér moznych soucinti: w = % =
= 15. Vypocet splnil nase ocekavani. Aritmeticky primér je vyrazné mensi nez
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stfedni hodnota, nebot pravdépodobnost tazeni vyssich hodnot je vétsi nez-li prav-
dépodobnost tazeni hodnot nizsich.

1.

A

> Pojmy k zapamatovani

— Pravdépodobnost ndhodného jevu A je Al ng-li konec¢ny pravdépo-

ﬁa
dobnostni prostor (£2, P) uniformni pravdépodobnost.

— Plati P(A|B) = Z557, jsowli A, B ndhodné jevy a P(A|B) pravdé-
podobnost jevu A, pokud nastal jev B.

— Plati P(AN B) = P(A) - P(B), pokud jsou jevy A, B nezavislé.

— Plati FX = Zle pi + h;, kde EX je stfedni hodnota ndhodné pro-
ménné X, p; je pravdépodobnost hodnoty h; ndhodné proménné X,
a plati X € {hq, ha, ..., hi}.

— Plati E(X +Y) = EX+ EY, jsou-li X a Y néjaké ndhodné proménné.

— Plati E(X -Y) = EX - EY, jsou-li X,Y nezdvislé ndhodné proménné.

' Priklady k procviceni

Maéame zamichany balicek 32 karet. Jaka je pravdépodobnost, zZe tieti karta je desitka,
pokud vime, Ze prvni dvé karty jsou sedm a deset?

. Hazime tfemi spravedlivymi Sestisténnymi kostkami. Je lepsi si vsadit, Ze nepadne zadna

Sestka nebo, ze padne alespon jedna Sestka?

. Hazime ¢tyrikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze padne dvakrat orel a dvakrat hlava

(v libovolném poradi)?

. Méme zamichany balicek 32 karet. Hra¢ dostane pét karet, potom karty vrati, bali¢ek

je znovu zamichan a dostane znovu pét karet. Jaka je pravdépodobnost, ze mél v obou
pripadech fullhouse, tzn. tii a dvé karty ve stejné hodnoté?

. Mame zamichany balicek 32 karet. Hrac¢ dostane pét karet, vidi, Zze dostal tii esa. Tyto

tTi esa si neché a zbylé dvé karty vyméni za nové. Jakd je pravdépodobnost, ze mé nyni
kralovského pokera, tzn. 4 esa a krale?

. Médme ndhodnou posloupnost ¢tyt bita (¢tyfprvkova nula-jednickova posloupnost). Jaka

je pravdépodobnost, ze obsahuje dvé jednicky a dvé nuly.

. 'V balicku je 8 karet, dvé od kazdé barvy. Bali¢ek peclivé zamichame. S jakou pravdépo-

dobnosti dostaneme takové rozmichani, ze zadné dvé karty ve stejné barvé nejsou vedle
sebe?

. Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami, jedna je ¢ervend, druhd modria. Nahodny jev
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A je na obou padne stejné c¢islo a nahodny jev B je na zelené kostce padne sSestka. Jsou
jevy A, B nezavislé?

9. Hazime n-sténnou kostkou, n € N je sudé. Nahodny jev A je padne cislo z mnozZiny
[1, 5] a ndhodny jev B je padne liché cislo. Pro kterd n jsou jevy A, B nezavislé?

10. Jaky je primeérny pocet hozenych sestek, hdzime-li péti Sestisténnymi kostkami?
11. Pri objednavani obédu u terminalu vedle jidelny jsme zjistili, ze tfi z péti jidel uz

nejsou le¢ nevime které. Jaky je prﬁmérny poéet pokusii o objednavku, nez zvolime

vvvvv

12. Jaka je stfedni hodnota poétu policek, o které se posune vase figurka ve hie ,,Clovéce
nezlob se®, pokud se po treti Sestce za sebou uz nehézi?

Kli¢ k prikladim k procviceni (Cfé
1. .

2. % > 216 Vsadili bychom na zddnou Sestku.

3.3

1. P(4) = TG - BTl — 18

5. 355

6. 2.

7. .

8. Jsou to jevy nezavislé.

9. Jevy A, B jsou nezavislé pouze pro n délitelné ¢tyimi.

10. EX = % - 0+%-1+%-2+;—2-3+2%-4+2%-5:g:2,5.
_ 2, 3.2, 2 2 3.2 1 _ 10 _
12.EX:%(1+2+3 4+5) #(T+84+9+10+11)+ H(13+ 14+ 15+ 16 + 17 +
2
+18) %+%+2% — 6 15+66345+93 540+270+93 %_4 181.



68

Kapitola 4

Dikazy v diskrétni matematice

Vazeni ¢tenati, na ivod této kapitoly si, prosim, zopakujte vyrokovou logiku. Nékteré
jejl vysledky budeme na tomto misté velmi casto potrebovat. Pripomenme alespon,
ze vyrok je néjaké tvrzeni, o kterém lze rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé,
ze kazdy vyrok méa pravdivostni hodnotu 0 (nepravda, false) nebo 1 (pravda, true),
ze pouzivame logické spojky A konjunkce (¢teme a), V disjunkce (Cteme nebo), =
implikace (Cteme JestliZe..., pak...), < ekvivalence (Cteme ...prave tehdy, kdyz...)
a kvantifikdtory V (¢teme Pro kazdy...), 3 (¢teme Existuje alespon jeden...), 3! (¢teme
Ezistuje prdvé jeden...).

Pro exaktni védy, jako matematika, teoretickd informatika, teoreticka fyzika, je
typické, ze pravdivost jakéhokoliv tvrzeni musi byt ovérena nade vsi pochybnost, to
znamena, ze tvrzeni v ramci teorie je platné navzdy.

Dikaz pravdivosti tvrzeni tudiz nelze provést pouze pomoci koneéného poctu
,pokusii“, byt sebesofistikovanéjsich, jak se to déje v jinych védach.

Popisme si nejdrive, jak je kazda exaktni teorie vystavéna. Na pocatku musi
stat tzv. zakladni pojmy a axiomy. Zéakladni pojmy jsou definovany pouze intuitivné,
jsme totiz na pocatku teorie a presnou definici neni o co ,,oprit“, nicméné existuje
obecnd shoda, jak danym pojmtm rozumét. Typickymi priklady zakladnich pojmi
v matematice je ,mnozina“, ,bod“ a v teoretické fyzice ,prostor®, ,cas“. Axiéomy
jsou vyroky, které se jako jediné v ramci teorie nedokazuji (Opét, stojime na poc¢atku
teorie, neni zatim nic, pomoci ¢eho bychom tvrzeni dokézali.), ovSem existuje obecnd
shoda, ze plati.

Bézné pojmy pak presné definujeme pomoci zakladnich pojmu a pojmai, jiz pred-
tim presné definovanych. Veéty a lemmata jsou vyroky v ramci teorie, které jsou
odvozeny (dokdzany) z axiému a predesle dokdzanych vét ¢i lemmat, k ¢emuz uzi-
vame tzv. odvozovaci pravidla. Odvozovaci pravidla nam ptinasi dalsi exaktni véda
formdlni logika (Logiku muzeme chapat jako védu o spravném racionalnim mysleni).
Dodejme jesté, ze Lemma je méné | dilezity“ ¢i pomocny vyrok. Lemma vétsinou
pouzivame pri dokazovani néjaké Véty, abychom ditkaz zptrehlednili.

Poznamka 4.1. Jediny pozadavek, ktery klademe na systém axiéomiti v exaktnich
teoriich, je jejich bezespornost. Coz znamena, ze ze systému axiémi se nedd odvo-



69

dit néjaky vyrok a zaroven jeho negace. Obcas byva také pozadovana minimalita
systému axiémt, tzn. nesmi byt néjaky axiom odvoditelny z jinych axiému téhoz
systému.

Mozna si nekteii z Vas, vazeni ¢tenari, rikaji, ze jiz v ivodu této kapitoly si pro-
tire¢ime. Nebot tvrdime, ze véta v exaktni teorii musi byt dokdzana jednou provzdy
a na druhé strané fikame, ze jediné ovéreni pravdivosti axiému je, ze panuje obecné
shoda. Za par let prece tato obecna shoda, platna v jistém tidobi, nemusi existovat.
Potom je ovSem porusena i platnost vét z nich odvozenych.

Vyjasnéme si to. Platnost vyrokiu je zajiSténa navzdy pouze v ramci daného
axiomatického systému! V ramci jedné teorie axiomy nemeénime! Nelibi-li se ndm
néjaka teorie se svym axiomatickym systémem, pak zalozime jinou teorii s jinym
axiomatickym systémem. Existuji rizné exaktni teorie, které si odporuji, a pritom
vsechny pomahaji poznavat objektivni realitu. Dejme si priklad.

Geometrie, kterou vsichni prochazime jiz od nastupu do skoly, se jmenuje Fuklei-
dovska geometrie. Jeden z axiéml Eukleidovské geometrie zni takto: Méjme v roviné
zaddnu primku p a bod A, ktery na ni nelezi. Pak ewistuje jedind primka q, kterd
prochdzi bodem A a s primkou p nemd Zadny spolecni bod.

Myslim, ze v tuto chvili si vétsina z nés 7ika, ze to je a musi byt pravda. K dané
primce danym bodem mimo pfimku muzeme vést jedinou rovnobézku a Smytec!
Ano, ale nase predstava se opird o to, ze primka je jakasi nekonecna uplné rovné
¢ara a rovina je jakasi nekone¢na uplné rovna plocha.

Co kdybychom ale geometrii definovali v néjaké omezené roviné (tfeba list papiru
v seSité) nebo na kulové plose (sfére)? Kulovou plochu bychom chépali jako rovinu
a primky v roviné by byly kruznice na sfére. Predstavte si nyni, Ze zadana primka
je rovnik a na severni polokouli mimo severni poél zvolime bod. Vidime, ze v tuto
chvili jsme schopni danym bodem, vést nekonetné mnoho primek (kruznic), které
s rovnikem nemaji zadny spolecny bod.

Proto také existuje mnoho jinych geometrii, nez-li Eukleidovska, naptiklad sfé-
rickd geometrie v niz, mimo jiné, nachazime trojtihelniky jejichz soucet velikosti
vnitfnich thlt muze znacné presahovat 180°. Predstavte si, ze kiiru pomerance na-
riznete podél rovniku, nultého (stoosmdesatého) a devadesatého poledniku (libo-
volné zemépisné délky). Pokud sloupnete jednu z osmi vytvorenych ¢asti kury, pak
drzite v ruce sféricky trojuhelnik, jehoz kazdy vnitini thel je pravy.

Principy dokazovani a roli Véty ¢i Lemmatu v matematice si nejlépe objasnime
na prikladu. Vazeni ¢tenari, nedejte se, prosim, zastrasit délkou reseni nasledujicitho
prikladu, budou v ném totiz objasnény témér vsechny bézné metody dokazovani
a uvazovani v exaktnich védach. Tudiz béhem jednoho prikladu ziskate pomérné
celistvy prehled o této problematice.

Jiz na zakladni skole jsme se vSichni dovédéli, ze cislo je délitelné tremi prdave
tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet delitelny tremi. Nevim ale, zda je nam vsem jasné,
pro¢ tomu tak je. Zkusme toto tvrzeni presné zformulovat a ukazme si, jak pracuje
matematik pti jeho dokazovani.
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Diikazy v diskrétni matematice

Priklad 4.2. Dokazte, ze celé ¢islo zapsané v desitkové soustavé je délitelné tfemi
prave tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tremi.

Resend. Vidite, Ze jsme formulaci zpfesnili dodatkem ¢islo je zapsdino v desitkové
soustave. Pokud by bylo zapsano v jiné soustaveé, véta nemusi platit. Dejme si priklad,
¢islo 9, zapsané v osmickové soustavé ma tvar 11 a jeho ciferny soucet 2 délitelny
tfemi neni. Dale si musime uvédomit a presné definovat, co to znamend, ze Cislo
a je delitelné ¢islem b a v jaké ¢iselné mnoziné vlastné pracujeme. Dodejme, Ze se
muzeme omezit na celd nezaporna c¢isla, nebot pokud véta plati pro nezaporna cela
c¢isla, pak musi platit i pro ¢isla zaporna.

Uvazovali-li bychom v Q nebo R tak nase véta postrada smysl, nebot v téchto
mnozinéach je kazdé ¢islo délitelné kazdym. Upresnéme tedy, Ze pracujeme v Ny a pro
kazdé a,b € Ng,a = b, plati, Ze a je délitelné b pravé tehdy, kdyz existuje z € N
tak, ze a = b- x (coz je ekvivalentni s a : b = x pro b # 0).

Zavedme pri této prilezitosti jesté dalsi vztah mezi dvéma celymi cisly, ktery tzce
souvisi s délitelnosti. Cislo b déli &slo a pravé tehdy, kdyz a je délitelné b. Ze b déli
a zapisujeme b | a. Jinymi slovy, b | a pravé tehdy, kdyz existuje celé nezdporné ¢islo
x tak, ze a = b-x. A jesté jinak, b | a pravé tehdy, kdyz déleni a : b vyjde v mnozZiné
celych ¢isel beze zbytku.

Ze ¢islo b nedeli ¢islo a budeme znacit b{ a a bt a, a,b € Ny, pravé tehdy, kdyz
existuje celé nezaporné = tak, ze a = b-x + 2, kde z € [1,b — 1] (tzn. a : b dava
nenulovy zbytek v Np).

Na pocéatku diikazu je nutné presnymi, jednozna¢nymi definicemi zabranit nedo-
rozumeénim.

Poznamka 4.3. V matematické teorii maji veskeré axiémy, véty a lemmata tvar
implikace nebo ekvivalence. Formélné zapsano, maji véty a lemmata tvar P = D
nebo P < D, kde P, D jsou néjaké vyroky. Dale vime, ze vyrok P < D je ekviva-
lentni (¥ika totéz) s vyrokem P = D A D = P. Pokud tedy chceme dokazovat véty
nebo lemmata, stac¢i umét dokazovat implikaci, nebof dokazat ekvivalenci znamena,
dokézat soucasnou platnost dvou implikaci.

Definice 4.4. Vezméme si implikaci P = D. Vyroku P tikdame predpoklad nebo-li
antecedent a vyroku D disledek nebo-li konsekvent . Popisuji-li vyroky P, D vlast-
nosti néjakych objektt, pak vyroku P fikame podminka postacujici pro vlastnost
popsanou vyrokem D a vyroku D podminka nutnd pro vlastnost popsanou vyrokem
P. Predstavime-li si mnozinu ¥ vSech objektii, které maji vlastnost P a mnozinu
® vsech objektl, které maji vlastnost D, pak B C ®. Hledame-li objekty s vlast-
nosti D, pak postaci vejit do mnoziny B a hledame-li objekty s vlastnosti P, pak
je nutné vejit do mnoziny ©. V pripadé ekvivalence P < D je P podminka nutnd
a postacujici pro vlastnost popsanou vyrokem D a naopak, plati f = D.
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Poznamka 4.5. Dokazovana véta v prikladu 4.2 mé tvar ekvivalence, kde vyrok P
je ,cislo zapsané v desitkové soustave je délitelné tremi“ a vyrok D je ,cislo zapsané
v desitkové soustaveé ma ciferny soucet délitelny tremi“. Budeme muset tudiz dokazat
jak P = D (Je-li ¢islo zapsané v desitkové soustavé délitelné tfemi, pak je jeho
ciferny soucet délitelny tfemi.), tak D = P (Je-li ciferny soucet ¢isla zapsaného
v desitkové soustavé délitelny tfemi, pak je toto ¢islo délitelné tfemi.)

Abychom ale dokazali implikace z poznamky 4.5 musime mit také néjaky napad,
jak to provést! Na tvod pripomenme, ze naptiklad ¢islo 2731 zapiseme v desitkové
soustavé takto: 2731 =2-10% +7-10% +3- 101 + 1 - 10°.

Protoze dikaz musi byti zcela obecny, budeme uvazovat zcela libovolné cislo
a € Ny. V desitkové soustavé plati a = a,, - 10" +a,_1 - 10" ' +---4+ay - 101 +-- - +
+ap-10°=>"" ;a; - 10, kde a; € [0,9] pro kazdé i = 1,2,...,n an € Ny.

Co ale udélat, aby v rozvoji figuroval ciferny soucet? Zkusme nasledujici

a:éaiioi:iai'(loi—l—i—l):éai'(loi—l)—i—éai.

Nelze si nevs§imnout, ze vyraz Z?:o a; = ag+ a1 + - - - + a, je ciferny soucet cisla
a!l Déle si vSimnéme, ze ve vyrazu »_.  a; - (10" — 1) je s¢itanec pro ¢ = 0 roven
ap(10° = 1) = ap(1 —1) =ap-0=0, proto a = Y i, a; - (10° = 1) + 37" a;.

Cili ¢fslo a lze napsat jako soucet dvou &isel > a; - (10° — 1) a Y.r a;, kde
druhé ¢islo je ciferny soucet. Zkusme se peclivéji podivat na sumu y - a; - (10°—1).

Plat{ >0 ja;- (10 = 1) = a; - 94+ a2 - 99 +as - 999 + ...a, - 99...9. Ale ¢islo

n

99...9 je délitelné tremi pro kazdé prirozené ¢islo n, nebot 99...9 = 3-33...3.
S—— —— ~——

n n n
Jinymi slovy, pro kazdé prirozené n plati 3 | 10™ — 1.

Predesly dikaz je ponékud neobratny, proto jej provedeme posléze jesté jednou,
pomoci tzv. matematické indukce.

Pokra¢ujme dal. Pokud vime, ze ¢islo 10° — 1 je délitelné tfemi pro kazdé pii-
rozené Cislo 4, pak by asi mél byt délitelny tfemi i kazdy scitanec a; - (10" — 1)
a pokud je délitelny tfemi kazdy sc¢itanec, pak by mél byt délitelny tfemi cely soucet
S a; - (10" —1). Ale pokud je tento soucet délitelny tfemi, pak o tom, zda &islo a
je délitelné tfemi bude rozhodovat pouze suma Y. a;, coZ je ciferny soucet!

V tuto chvili jsme myslenky nechali ponékud nekontrolované bézet, a navic
byly plné kondicionali (podminovacich zpisobt), le¢ néjaky néapad se v nich zraéil.
Vratme se tedy zpét. Jednotlivé myslenky zformulujeme v klidu do pomocnych vét,
tzv. lemmat, a ty dokazeme.

Nejdrive chceme ukazat, ze je-li ¢islo a délitelné cislem x, pak kazdy soucin ¢isla
a s jinym ¢islem b je délitelny x.

Lemma 1 Necht a,z € Z. Pokud z | a, pak x | a - b pro kazdé b € Z.
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Diikaz. Predpoklad P v Lemmatu 1 je vyrok = | a, disledek D je vyrok = | a-b
pro kazdé b € Z, lemma ma tvar P = D. Dodejme, Ze tvodni tvrzeni, které zac¢ina
slovem ,necht je jakysi pred predpoklad, ktery se vztahuje jak k predpokladu, tak
dusledku.

Predvedeme si tzv. primy dikaz implikace. Zacneme predpokladem P. Necht
plati z | a, potom z definice na pocatku 7esent plyne, ze existuje ¢islo m € 7Z tak, ze
a = x-m. Potom ovSem plati, Ze a-b = x-m b pro kazdé b € Z. Vidime, ze existuje
¢islom-b e Ztak, ze a-b=x-(m-b). Z definice pojmu deli plyne, ze = | a - b, coz
je dusledek D lemmatu 1.

m

Definice 4.6. Primy  dukez ma  formélné  nasledujici  schéma
P=V=V,=.-.=1V, = D.Z predpokladu P tudiz odvodime né&jaky
vyrok Vi, z Vi dalsi vyrok V5, atd., az po koneéném poctu kroka z vyroku V,,
odvodime dusledek D.

Chceme také dokazat, ze je-li délitelny néjakym ¢islem kazdy séitanec, pak je
délitelny timto ¢islem cely soucet.

Lemma 2 Necht a = )" | a;, kde a; € Z pro kazdé i = 1,2,...,n a necht = € Z.
Jestlize x | a; pro kazdé i =1,2,...,n, pak z | a =, a;.

Diikaz. Opét pouzijeme primy dikaz. Predpokldddme, ze plati = | a; pro kazdé
i = 1,2,...,n (predpoklad lemmatu 2). Potom existuji ¢isla m; € Z pro kazdé
i =1,2,...,n tak, Ze a; = - m;. Z Cehoz plyne a = > ja; = > o x-m; =
=z-mi+x-mot... +x-m, =x(mi+me+---+m,) =x-y - m;. Existuje tudiz
¢islo Y i m; € Z tak, ze a=x -y ., m;. Proto z | a, coz je dusledek lemmatu 2.

]

Dale chceme ukazat, ze pokud je soucet dvou ¢isel délitelny néjakym cislem x
a timto c¢islem je délitelny i jeden ze séitanci, pak musi byt délitelny z i druhy
s¢itanec. Toto lemma budeme dokazovat v mnoziné prirozenych cisel.

Lemma 3 Necht a,b,c,z € Nanecht x| a, 2 | b, a = b+ ¢. Potom z | c.
Tentokrat pouzijeme dikaz sporem. V matematice se casto stavd, ze nemame

zadny pékny, prukazny napad, jak dokazat vétu (lemma) pfimo, pak se velmi ¢asto
uchylujeme k dikazu sporem.
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Definice 4.7. Dikaz sporem. Mame dokazat vétu (lemma) ve tvaru P = D.
Nebudeme se zabyvat timto vyrokem, ale jeho negaci —=(P = D). Formélni logika
rikd, ze vyrok =(P = D) je ekvivalentni s vyrokem P A —D. Negaci implikace
P = D muzeme tudiz zapsat P A —D. Dtkaz sporem probihd formélné takto
PAN-D =V, =V,=..-=V, = T, kde T je néjaké, jiz dokdzané, tvrzeni
v ramci teorie. Platnost obou vyroki —7" a T je vyloucena a pravé tady nastava
onen avizovany spor. Protoze vyrok T je jiz dokdzany nade vsi pochybnost, musi
byt pravdivy. Pak je ovSsem vyrok —7T nepravdivy. Je-li =T nepravdivy, tak aby
byla pravdiva implikace V,, = =T musi byt nepravdivy vyrok V,, (zopakujte si
pravdivostni hodnoty implikace). Je-li nepravdivy vyrok V;,, tak aby byla pravdiva
implikace V,,_; = V,, musi byt nepravdivy vyrok V,_;. A tak dale, a tak dale, az
ukazeme, ze vyrok P A =D je nepravdivy. Vyrok P A =D je ovSsem negace vyroku
P = D, proto je vyrok P = D pravdivy!

Diikaz. Uvazujme negaci lemmatu 3. Dle vysSe uvedeného nédvodu, budeme predpo-

kladat soucasnou platnost predpokladu a negace dusledku. Predpokladame tudiz,

ze plati (z |aAx|bAa=b+c)ANx{c Odtud plyne, Ze existuji m € N, n € N
N ~~ 4 -~

P -D
apeNtak,zea=x-m,b=x-n,b=uax-p+ z pficemz z € [1,z — 1]. Protoze
a=>b+c, kde a,b,c € N, musi platit a > b, a odtud m > n.

Z vyse uvedeného dostdvame x-m = x-n+x-p+z, z ¢ehoz plyne x(m—n) = z-p+z
a mame spor. PopiSme si jej. Protoze je m > n, musi byt m —n prirozené ¢islo a tudiz
je ¢islo x(m —n) na levé strané rovnosti délitelné x, zatimco na pravé strané rovnosti
je cislo, které neni délitelné x, nebotf pti déleni x dava nenulovy zbytek z. Coz je
ve sporu s pravdivym tvrzenim, Ze jestlize se dvé pfirozena ¢isla rovnaji, pak musi
davat pri libovolném déleni prirozenym ¢islem x tentyz zbytek.

Timto jsme ukéazali, Ze negace lemmatu 3 je nepravdiva, a tudiz je lemma 3
pravdivé.

]

Nakonec dokdzeme pomoci matematické indukce, ze ¢islo 10" — 1 je délitelné
tremi pro kazdé prirozené n.

Lemma 4 Pro kazdé prirozené n plati 3 | 10" — 1.

Nez zapocneme diikaz Lemmatu 4, objasnime si princip matematické indukce.

Véta 4.8. (Princip matematické indukce) Necht M C N a plati
ele M
enc M= (n+1)e M.

Potom M = N.
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Princip matematické indukce muzeme preformulovat tak, aby bylo vice patrné,
jak dokazovat fakt, ze néjaky vyrok je platny pro vSechna prirozena cisla.

Véta 4.9. (Princip matematické indukce) Necht V(n) je vgrok platny pro nékteré
prirozené cislo n. Pokud ukdZeme, Ze

e V(1) je pravdivy a
e 2 pravdivosti vijroku V(n), plyne pravdivost vijroku V(n + 1),

pak mizeme 1ici, Ze vyrok V(n) plati pro vsechna prirozend cisla n.

Poznamka 4.10. Uvédomme si genialitu tohoto principu, ktery dokaze nekonecné
mnoho kroku zredukovat na kroky dva. Pokud splnime krok 1 (1 € M), vime, ze M
obsahuje jednicku. Pokud jsme ovéfili platnost kroku 2 (n € M = (n+1) € M)
vime, ze mnozina M obsahuje také 2. Opét pouzijeme krok 2 a vime, ze M obsahuje
také 3 a tak dale, a tak ddle. Obecnéjsi znéni principu matematické indukce uvedeme
pozdéji v této kapitole.

Diikaz. V prvnim kroku, kterému tikame zdklad indukce, ukdzeme, Ze nase lemma
plati pron = 1. Je-lin =1, pak 10" — 1 = 10! — 1 =9 a 9 je délitelné 3.

V druhém kroku, kterému tikame indukcni krok, nejdiive predpokladdme, ze
lemma plati pro néjaké prirozené n. Predpokladame tudiz, ze plati 3 | 10" — 1. Za
tohoto predpokladu chceme dokézat, Ze také plati 3 | 10" — 1. Jednoduse Feceno,
predpokladame platnost véty pro n a chceme ji dokazat pro n + 1.

Vime, ze 107! —1=10-10" —1= (9 +1)10" —1 =9- 10" + (10" — 1). Cislo 9
je délitelné tremi, podle lemmatu 1, je pak délitelné 3 i ¢islo 9 - 10™. Z predpokladu
vime, ze ¢islo 10" — 1 je délitelné 3. Pokud jsou ovSem v souc¢tu 9-10"™ + (10" — 1) oba
s¢itance délitelné tremi, pak podle lemmatu 2, musi byt délitelny tfemi také jejich
soucet. Jejich soucet je ale roven ¢islu 10! — 1. Ukdzali jsme, Ze pokud 3 | 10" — 1,
pak 3| 10" —1 a v tuto chvili médme jistotu, Ze Lemma 4 plati pro kazdé p¥irozené
c¢islo n.

[]

Vratme se k ditkazu véty z prikladu 4.2. Uvédomme si, ze pokud bude nase véta
platit pro kladna celd cisla, pak bude platit i pro zaporna cela ¢isla. Dale vime, ze
véta urcité plati pro nulu, nebot 0 je délitelnd tremi a jeji ciferny soucet, ktery je
také nula, je opét délitelny tremi. V dikazu se tedy mizeme omezit na cela kladna,
tudiz prirozena cisla.

Diikaz. Necht a je libovolné prirozené ¢islo. Uz vime, ze a = Y a; - (10° — 1) +
+ >0 g ai, kde Y8 ja; =ag+ a1 + - + ay, je ciferny soucet ¢isla a.

Nejdrive dokazeme implikaci tvaru P = D, tzn. vétu ,Je-li ¢islo zapsané v desit-
kové soustavé délitelné tfemi, pak je jeho ciferny soucet délitelny tiemi.* Pouzijeme
piimy dikaz. Vime, Ze ¢islo a je délitelné tfemi. Z lemmatu 4 plyne, ze 10° — 1 je
délitelné tremi pro kazdé prirozené ¢, potom je ovsem, dle lemmatu 1, délitelny tfemi
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kazdy sc¢itanec a;(10° — 1). Dle lemmatu 2, ale pak musi byt délitelny tfemi i soucet
S a;- (100 — 1). Odtud plyne a = Y7 a;- (10" = 1) + >°"  a;, pficemz 3 | a
a3 | Y, a;-(10°—1). Podle lemmatu 3, pak musi 3 | Y7 ja; = ag+ a1 + - - + ap,
coz je disledek D nasi véty.
Nyni dokézeme implikaci D = P, tzn. vétu ,Je-li ciferny soucet ¢isla zapsaného
v desitkové soustavé délitelny tremi, pak je toto ¢islo délitelné tremi.“ Nyni vime, Ze
vsouctu Y i a; - (10" = 1)+ >"7 , a; je jak scitanec Y1, a; - (10° — 1), tak s¢itanec
Y i oa; délitelny tfemi. Potom ovSem musi byt, dle lemmatu 2, délitelny tfemi
i jejich soucet, coz je ¢islo a.
O

Uf, to byla lopotna préce, ale stalo to za to! V Teseni prikladu 4.2 jsme si totiz
objasnili témér veskeré zakladni zpiisoby dokazovani. Zbyvajici detaily dovysvétlime
v dalsich fesenych prikladech.

A

Priklad 4.11. Dokazte, Ze log, 3 je iracionalni ¢islo.

Resend. Piipomenime, ze pokud hleddme néjaké realné ¢islo x, pro které plati x =
= log, y, kde y € (0, 00), pak musi toto ¢islo splnit rovnici 2% = y (zdklad umocnény
na vysledek logaritmu se musi rovnat ¢islu logaritmovanému). Takové redlné ¢islo
urcité existuje, nebot ke kazdému kladnému y takové x umime dohledat (viz obr.?7?).
Déle si uvédomme, ze log, 2 = 1 a funkce f(x) = log, x je rostouci. Proto log, 3 > 1.

Pouzijeme diikaz sporem. Misto véty ve tvaru implikace P = D tudiz pouzijeme
jejl negaci P A —D.

Ale vzdyt nase véta nema tvar implikace, jakoby ji chybél predpoklad a méla jen
dusledek! Véty takového typu se v matematice vyskytuji pomérné ¢asto, predpoklad
neni zminovan v pripadé, ze je zfejmy. Nasi vétu mtzeme tudiz preformulovat takto:
Jestlize je log, 3 redlné cislo, pak je iraciondlni.

Predpokladejme negaci nasi véty: log, 3 je rediné cislo, ale meni iraciondlni.
Neni-li log, 3 iracionalni ¢islo, pak musi byt racionalni. Je tudiz vyjadrfitelné né-
jakym zlomkem g, kde p, ¢ € N, nebot jsme ukazali, ze log, 3 je kladné realné ¢islo.

Necht log, 3 = §, kde p,q € N. Potom plati 2¢ = 3. Z toho plyne ¥/27 = 3 a po
umocnéni dostavame 2P = 3%. Vime, ze soucin lichych ¢isel je ¢islo liché a soucin
sudych cisel je ¢islo sudé. Proto 2P =2-2---2 je ¢islo sudé a 3¢9 =3 -3---3 je Cislo

—— S——

p q

liché.
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Odvozena rovnost 2P = 37 tika, ze se dvé ¢isla rovnaji a jedno je liché a druhé
sudé. Coz je ve sporu s tvrzenim, ze pokud se rovnaji dvé ¢isla, pak maji stejnou
paritu (obé jsou sudd nebo obé licha).

Nami odvozeny vyrok 2P = 37 je nepravdivy, tudiz i negace véty je nepravdiva.
Pak ovSsem musi byt ptuvodni véta pravdiva.

A

Priklad 4.12. Dokazte pomoci matematické indukce, Ze pro kazdou koneénou mno-
zinu X plati [2%] = 211

Resend. Kazdou kone¢nou mnozinu X si umime piedstavit jako n-prvkovou mnozinu
(|X| = n), kde n € Ny. P¥ipometime jesté, Ze mnozina 2% je systém vSech podmnoZin
mnoziny X.

Ukazme, v prvnim kroku (zaklad indukce), Ze nase véta plati pro n = 0, nebot
mnozina Ny neza¢ina jednickou, ale nulou. Je-li [X| =n = 0, pak X = 0 a 2° =
— {(0}. Mnozina 2° je tudiz jednoprvkova a plati |2°| = 1. Zaroven viak vime, Ze
210 =20 = 1.

Ve druhém kroku (indukéni krok), budeme predpokladat, ze nase véta plati pro
libovolnou mnozinu X, kde | X| = n, a budeme chtit dokézat, ze pak plati i pro libo-
volnou mnozinu X', kde | X'| = n + 1. Predpoklddame tedy, Ze pro néjaké libovolné
n € Ny plati, ze je-li | X| = n, pak [2X| = 2" = 21X,

Avsak, nez zapocneme samotné dokazovani, provedme nasledujici konstrukei.
Kazdou (n + 1)-prvkovou mnozinu X’ muzeme vytvorit z néjaké n-prvkové mnoziny
X, priddnim néjakého urc¢itého prvku a ¢ X. Proto X' = X U {a}.

Necht A, B C 2% a mnozina A je systém vech podmnozin mnoziny X', které
prvek a obsahuji, zatimco mnozina B je systém vsSech podmnozin mnoziny X', které
prvek a neobsahuji. Vidime, ze AUB = 2X" a ANB = . Mnoziny A, B tvoii rozklad
mnoziny 25 . Proto |A| + |B| = |2%'|. Budeme chtit ukézat, ze |A| = |B| = 2.

Z faktu X’ = X U {a} plyne, Ze vSechny podmnoziny, které prvek a neobsahuj,
jsou vsechny podmnoziny n-prvkové mnoziny X. Ale z predpokladu vime, ze téch
je 2". Proto |B| = |2%| = 2.

Libovolna podmnozina M, ktera prvek a obsahuje, vznikne z presné jedné pod-
mnoziny N, kterd prvek a neobsahuje tak, ze do N prvek a priddme. A naopak, N
vznikne z M vyskrtnutim prvku a. Proto podmnozin, které a obsahuji, je stejné jako
podmnozin, které a neobsahuji a plati |A| = |B| = 2™.

Odtud [2%'| = |A]4|B| = 2" +2" = 2.2" = 2" = 21Xl Dokazali jsme, Ze pokud
véta plati pro n-prvkovou mnozinu X, pak plati i pro (n + 1)-prvkovou mnozinu X’
a dikaz je ukoncen.

A

Piiklad 4.13. DokaZte, Ze soucet prvnich n lichych pfirozenych &isel je n?.

Resend. Prvni diikaz provedeme matematickou indukef. Mame vlastné dokazat, ze
143454+ (2n— 1) = n? pro kazdé ptirozené n.
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Zaklad indukce. Zvolme n = 1. Leva strana rovnosti je 2-1 —1 = 1 a prava
12 =1.

Indukcni krok. Predpokladejme nyni, ze pro néjaké prirozené n plati 1+3+5+. ..
+(2n — 1) = n?. Budeme chtit dokdzat, Ze potom musi byt splnéno 1 +3 +5+---+
+@2n—1)+ (2(n+1) —1) = (n+ 1)%. Vyjdéme z levé strany dokazované rovnosti
14+3+5+... +(2n —1) + (2(n + 1) — 1). Vyuzijeme-li predpoklad, dostaneme
n*+2mn+1)—1)=n>+2n+1= (n+1)? a dikaz je hotov.

V druhém dikazu pouzijeme aritmetickou posloupnost. Cisla 1,3,5,...,2n —

— 1 tvori aritmetickou posloupnost. Soucet na levé strané rovnosti je tudiz soucet

prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti. Proto miizeme levou stranu prepsat takto
2(14+(2n—1))=2-2n=n>

A

Piiklad 4.14. Dokazte, Ze pro kazdé n € N,n 2 5 plati 2" > n?.

Reseni. Pouzijeme matematickou indukci.

Zaklad indukce. Nebof mame prokazat platnost pro vSechna prirozena cisla vétsi
nebo rovna péti, polozime v prvnim kroku n = 5. Na levé strané dostaneme 2" =
= 2% = 32 a na pravé n? = 5% = 25 a vidime, Ze skuteéné 32 > 25.

Indukcnid krok. Opét budeme predpokladat, Ze 2" > n? pro n&jaké piirozené n = 5
a budeme chtit dokdzat, Ze pak také 2"™1 > (n + 1)2. P¥i dokazovani nerovnosti
matematickou indukci, je vzdy dobré vytvorit né¢jakou strategii, jak zadany vztah
dokazat. Zpravidla zacneme tak, ze dokazovanou nerovnost upravime a doufame, ze
nas u toho néjaka strategie napadne. Poznamenejme, Ze ipravy provadime takovym
zpusobem, abychom v dalsich tvahach mohli vyuzit platnost predpokladu. Pokud
bychom platnost predpokladu v dukazu nepouzili, neslo by o matematickou indukei!

Ze vztahu 2" > (n+1)? plyne 2-2" > n? 4+ 2n + 1 a dostdvdme 2" + 2" > n? +
+2n + 1. Z predpokladu vime, ze 2" > n? a pokud by se ndm podafilo prokazat, Ze
2" > 2n + 1 pro kazdé prirozené n = 5, pak mame vyhrano, nebot strategie by byla
na svete.

Prokazme, 7e n? > 2n + 1. ProtoZe uvazujeme n = 5, vime, ze plati n? =
=n-n 2 5n. Ale 5n > 2n + 1, nebot 3n > 1 dokonce pro kazdé prirozené n. Takze
n? 2 5n > 2n + 1 pro kazdé pfirozené n = 5. Z predpokladu, ale také vime, Ze
2" >n2 2> 5n > 2n + 1 pro kazdé n = 5. V tuto chvili je strategie dtikazu hotova.

Vyjdeme z pfedpokladu 2" > n?. K levé strané nerovnosti pficteme 2" a k pravé
2n+1. Tim jsme nerovnost nemohli porusit, nebot na levou stranu jsme pridali vétsi
¢islo a na pravou mensi (2" > 2n+1). Plat{ tudiz 2" +2" > n? +2n+1 a dostavame
2" 42" = 2.2" = 2"l > (n +1)? a podle principu matematické indukce plati, Ze
2" > n? pro vSechna pfirozend éisla n = 5.

A

Piiklad 4.15. Dokazte, Ze plati Bernoulliho nerovnost (14 x)" 2 1+ nx pro kazdé
redlné x > —1 a pro kazdé prirozené c¢islo n.
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Reseni. Opét pouzijeme matematickou indukei. Budeme stru¢néjsi.

Zdklad indukce. Necht n = 1, pak dostdvame (1 + x)! = 1 + z, coZ plati.

Indukcnid krok. Predpokladejme platnost nerovnosti (14 2)™ = 1+ na pro néjaké
piirozené n. Checeme dokéazat vztah (1 + z)"™ =2 1+ (n+ 1)z. Odtud (1 + z)(1 +
+ 2)" 2 14+ 4+nx + x a obdrzime (1 4+ z)" + z(1 + 2)" =2 1+ na + x. Pokud se
nam podari prokdzat platnost vztahu z(1 + )™ 2 2 mame strategii nalezenu, nebot
z predpokladu vime, ze (1 + x)" 2 1 + nax.

Uvazujme z € (—1,0). Cislo « je tedy zaporné. Pak k nerovnici z(1 4+ z)* = x
dostaneme nerovnici ekvivalentni (ma tataz reseni) (1+x)™ < 1, kterd je splnéna pro
kazdé prirozené ¢islon (14+x € (0,1) a jestlize ¢islo z takového intervalu umocnime,
tak vysledek v ném nadale zustévd, proto (14 x)™ € (0,1)).

Necht = € (0, 00). Pak z nerovnice z(14+x)" 2 x dostavame ekvivalentni nerovnici
(14+2)™ 2 1, kterd opét plati pro kazdé prirozené n, nebot umocrniujeme ¢isla vétsi
nebo rovna jedné.

Nyni vime, ze plati (1 + z)" =2 1 4 nz (pfedpoklad) pro néjaké piirozené n
a z(l +x)" 2 x pro kazdé prirozené n, x € (—1,00). Odtud plyne, ze (1 + z)" +
+z(14+2z)" Z 1+nz+ 2 a dostdvdme (1+x2)"™ =2 1+ (n+ 1)x pro néjaké prirozené
n.

A

Priklad 4.16. Dokazte specidlni binomickou vétu (1+z)" = > (})2", kde z € R
k=0
ane&N.

Resend. Pro prvni diikaz pouZijeme matematickou indukei.
Zdklad indukce. Pro n = 1 dostdvame na levé strané (1 +x)' = 1+ z a na pravé

1
S ()= ()" + (Dt =1-14+1-2=1+uz.

n

Indukéni krok. Piedpokladejme platnost identity (1+2)" = Y (})2* a dokazme

k=0
n+1
platnost vztahu (1 +2)"t' = 3> ("/1)ak.
k=0
Vyjdéme z levé strany (1 + 2)"™ = (1 +z)(1 +2)" = (1 + 2)" + z(1 + =)™
Pokud nyni vyuZijeme predpoklad, obdrzime Y (})a* +z- 3 (72 =3 (})a* +
k=0 k=0 k=0

£ 30 (e = Q)+ ()t + Qa4 (] (o' + (a4 () 4+
(e (e

n—1
Pro pevné zvolené k € [1,n] bude ve vyrazu Y (})a* pied z* koeficient (}),

k=0

n
zatimco ve vyrazu » (Z,) 2¥t! bude pred z* koeficient (kil) 7 téchto dvojic Clenta
k=0

vytkneme z¥ a dostaneme ((Z) + (kﬁl)) 2" pro k € [1,n].
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Proto miveme psét 3 (1)a* + 3 ()ah = ()% + 30 () + () o+ +
k=0 k=0 k=1

+ (") 2"t Clen s 2° z prvniho vyrazu a ¢len s 2"*! z druhého vyrazu ziistaly osa-
moceny, nebot nemély zadny dalsi ¢len do paru.
Ze vztahu (1) + (7)) = ("+1) (Pascaliiv trojthelnik) plyne, ze (}) + (")) =

k+1 k+1 k—1
— (""). Déle vime, 7e () = 1= ("¢") a () = 1= (**)).
Tudz (2)a%+ 32 ((7) + () e+ (a1 = (F)a+ 3 (1) ah+ (1 hamt
k=1 k=1

n+1
=3 (("1")) 2* a ditkaz matematickou indukef je hotov.
k=0

Druhy dikaz provedeme kombinatoricky.
Vime, ze plati (1+2z)" = (1+x)-(1+z)--- (1 + x). Pokud takovy souc¢in chceme

-

n
vyTesit, musime kazdy ¢len roznasobit s kazdym. Pti roznasobovani vznikne soucet
soucint, pricemz kazdy sc¢itanec vypada obecné takto:
ok
rox-oex-lo1-1--1 =2k,
S —
k n—k

kde k je néjaké cislo z [0,n], nebot k néjakych zavorek prispélo do soucinu svym
x a zbyvajicich n — k zavorek svou jednickou. Kolik bude v rdmci souc¢tu séitanct,
které obsahuji presné k-krat = a (n — k)-krat jednicku pro pevné zvolené k € [0, n]?
Presné tolik, kolika zptisoby jsme z n zavorek schopni vybrat k téch, které do soucinu
piispéji svym z. Proto séitancti pro pevné zvolené k € [0, n|, které obsahuji z* je
presné (Z) Cili kazdy s¢itanec mé tvar (Z) - 2% a k projde vechna ¢fsla z mnoZiny

[0,n]. Odtud (1 + z)" = zn: (3)a*.

Na zavér porovnejme oba dikazy. Jisté se shodneme, ze kombinatoricky dikaz je
nejen kratsi, ale i velmi elegantni. VSimnéme si, ze vyzaduje néjaky pékny napad, jak
problém dokazované matematické formule prevést do fe¢i kombinatorickych vybéri.
Prave takové dikazy se v diskrétni matematice vyskytuji nejcastéji.

A

Priklad 4.17. Dokazte kombinatoricky platnost vztahu (Z) + (kL) = (Z:[i) (Pas-
caluv trojuhelnik) pro vSechna n,k € No,n = k + 1.

Reseni. PouZijeme ditkaz, o némz jiz byla nékolikrat fe¢ v prvni kapitole. Kom-
binatoricky dikaz dvojim pocitanim. Prava strana rovnosti riké, kolika zptisoby je
mozné z (n + 1)-prvkové mnoziny vybrat (k + 1)-prvkovou podmnozinu. Pokusime
se ukazat, ze leva strana popisuje totéz.

Vezméme si (n + 1)-prvkovou mnozinu X a jeden z jejich prvkia oznacime a.
Vsechny k-prvkové podmnoziny mnoziny X muzeme roztiidit do dvou disjunktnich
mnozin (budou mnoziny k-prvkovych podmnozin), podle toho, zda prvek a obsahuji
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¢i ne. Kazdou (k + 1)-prvkovou podmnozinu, kterd neobsahuje a, lze vybrat z n-
-prvkové mnoziny X \ {a}, tj. (kil) moznosti. Podmozin s k+1 prvky, které obsahuji
a, je presné tolik, kolik je k-prvkovych podmnozin mnoziny X \ {a} ((Z) moznosti),
nebot kazdou (k + 1)-prvkovou podmnozinu s prvkem a vytvorime z presné jedné
k-prvkové podmnoziny bez prvku a jeho pridanim a naopak kazdou k-prvkovou
podmnozinu bez a vytvorime z presné jedné (k + 1)-prvkové vyskrtnutim a. Tudiz
(k + 1)-prvkovych podmnoZin s prvkem a je (}).
Se¢teme-li pocet vsech (k 4 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X s prvkem a
a pocet viech (k + 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X bez prvku a ((}) + (,7,))
dostaneme pocet vsech (k 4 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X.
A

n

Priklad 4.18. Dokazte, Ze plati > (1) = (}) + (*I") + (*7*) +---+ (1) = (')

2\ k k k k k+1
1=

pro kazdé n,k € N;n = k.

Reseni. Prvni dikaz provedeme matematickou indukei. V nasi formuli nyni vystu-

puji dvé prirozena ¢isla n a k. Musime se tudiz rozhodnout, které z nich budeme

povazovat za fixni, a které za proménné. Své rozhodnuti ddme na jevo tvrzenim:

,Diikaz provedeme indukci na n.“ Z toho plyne, Ze n je proménné a k fixni.
Zaklad indukce. Protoze je tfeba platnost vztahu prokazat pouze pro prirozena

¢isla n 2 k, zatneme dukaz pro n = k. Na levé strané bude (Z) = 1 a na pravé
(ki) = 1.
Indukcni krok. Predpokladejme ;k (Z) = (Z) + (k;gl) + (k;f) +---+ (Z) = (Zﬁ)
n+1l |
pro néjaké piirozené n = k a budeme chtit dokézat i O=0C+CED+0)+
i=k
et () 00 = G-
n+l | n .
Vyjdéme z levé strany dokazované rovnosti Y. (;) = > (;) + ("}'). Z predpo-
i=k i=
kladu vime, Ze i () = (Z’ﬂ), proto zn: )+ = (Zﬁ) + ("1). Ale z piikladu
i=k i=
LT vyplyvid, ze (31) + (") = (i5):

Piiklad 4.19. Dokazte, ze plati ) (2)2 = (2:) pro kazdé n € Nj.
k=0

Reseni. Opét pouzijeme kombinatorickou metodu dvojtho po&itani. Na pravé strané
rovnosti je kombinacni ¢islo (2:), které tika, kolika zptusoby jsme schopni vybrat
z 2n-prvkové mnoziny n-prvkové podmnoziny. Budeme chtit ukazat, Ze leva strana
popisuje totéz.
, . 2
Vime, 7e (3)" = (}) - (i) =

= (1) (-

(Z) Ze symetrie kombinacnich ¢isel plyne (Z) .
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Predstavme si, ze prvky 2n-prvkové mnoziny jsou kulicky, n z nich obarvime bilou
barvou a zbylych n ¢ernou barvou. Vybirejme nyni n kuli¢ek tak, zZe nejdrive z bilych

kuli¢ek vybereme k kuli¢ek pro néjaké pevné zvolené k € [0, n] ((}) moznosti), a pak

z cernych kulicek zbylych n — k kulicek ((nf k) moznosti). Cili existuje (2) . (nf k) =

2 . P . .. ..
= (Z) moznosti, jak z 2n-prvkové mnoziny vybrat n-prvkovou podmnozinu pro
pevneé zvolené k. Uvédomime-li si, ze z bilych kulicek miizeme vybrat, zadnou, jednu,
n
. . . SRRV 2 S
dvé atd. az n kulicek, pak je ziejmé, Ze ¢islo > (Z) skutecné udava pocet vsech n-

k=0
n

-prvkovych podmnozin 2n-prvkové mnoziny. Proto (2)2 = (2:) pro kazdé n € N.
k=0
A

Priklad 4.20. Dokazte, 7Ze plati ) (Z) 2F = 3" pro kazdé prirozené n.

k=0
X je néjakd m-prvkova mnozina. Ukazeme, Ze obé strany rovnosti udévaji pocet
vsech usporddanych dvojic (A, B), pficemz A, B jsou néjaké podmnoziny mnoziny
X aplati A C B.

Predstavme si, ze mnoziny A, B, A C B, vybirame z mnoziny X tak, ze nejdrive
vybereme B jako néjakou k-prvkovou podmnozinu mnoziny X ((2) moznosti), a pak
k B vybirame A jako jeji libovolnou podmnozinu. Oviem B mé 2* podmnozin. Cili
ke kazdé pevné vybrané k-prvkové podmnoziné B umime najit jeji podmnozinu 2*
zpusoby. Tudiz usporddanych dvojic mnozin (A, B), kde A C B C X, musi byt (Z) 2k
pro kazdé pevné zvolené k € [0, n]. Nebot k musi projit vSechna celd ¢isla z mnoziny
[0,n], dostévame Y, ()2" vSech usporddanych dvojic (A, B), kde A C B C X.

Spocitejme pocet dvojic (A, B), kde A C B C X, jinym zpusobem. Nebot A C
C B C C X, tak z definice mnozinové inkluze musi pro kazdy prvek x € X platit
bud x € ANz € BAz € X nebox ¢ ANz € BAxz € X nebox ¢ ANz ¢ BAx € X.
Tudiz, pokud tvorfime vSechny usporadané dvojice (A, B), kde A C B C X, pak ke
kazdému prvku z X mulzeme nezavisle zvolit jeden ze ti{ vyse zminénych stavii.
Protoze X ma n prvki, dostavame 3" moznosti.

Predvedme si jesté jeden dikaz. Z piikladu 4.16 plyne, ze (1 +z)" = Y (7).
k=0
Pokud zvolime = = 2 dostavame 3" = (Z) 2k,
k=0
A

Véta 4.21. (Zobecnény princip matematické indukce) Necht V (n) je vijrok platny
pro néjaké prirozené cislo n. Jestlize dokdiZeme, Ze

e plati V(1) a
e 2 platnosti vyroku V (k) pro kazdé prirozené k < n plyne platnost vyroku V(n),

pak V(n) plati pro vsechna prirozend cisla n.
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Poznamka 4.22. Zaprvé si uvédomme, zZe je tplné lhostejné, zda dokazujeme (n —
—1)e M =ne Mnebon e M= (n+1) € M. Zobecnény princip matematické
indukce se lisi od predeslého principu matematické indukce pouze tim, Zze v ném
predpokladame platnost véty pro vsechna cisla mensi nez n, zatimco v predeslém
pripadé jsme predpokladali, Zze véta plati pouze pro nejblizsi mensi ¢islo nez n, tj.
n— 1. Jinak v obou pripadech se za téchto predpokladt pokousime vétu dokazat pro
n.

To ze miizeme predpokladat pravdivost véty ne jen pro n — 1, ale pro libovolné
¢islo mensi nez n, ndam pri dokazovani uvolnuje ruce, coz dobte ilustruje nasledujici
priklad.

Priklad 4.23. Tabulka cokolady se sklada z mn c¢tvereckl. Dokazte, ze tabulku
umime rozladmat na jednotlivé ¢tverecky minimélné mn — 1 zlomy.

Reseni. Za¢neme zikladem indukce. Nejmensi moznou tabulku ¢okolady s 1-1 ¢tve-
reCkem skuteéné umime rozlamat na jednotlivé ¢tverecky mn —1=1-1—1=0
zlomy.

Predstavme si, ze tabulku s mn ¢tverecky jsme jedinym zlomem rozdélili na dvé
mensi Casti tieba tak, ze jedna ¢ast ma k < mn ¢tverecku a druhd mn — k ctvereck,
pricemz k je néjaké prirozené cislo.

Indukéni krok. Nebot k < mn a mn — k < mn (obé ¢asti jsou mensi nez celd
tabulka), muzeme predpokladat, ze pro tyto mensi ¢asti nase véta plati. Tabulku
s k Ctverecky tudiz umime rozlamat na jednotlivé ¢tverecky k& — 1 zlomy a tabulku
s mn — k c¢tverecky mn — k — 1 zlomy.

Celkove jsme tedy provedli (k—1)+(mn—k—1)+1 = mn—1 zlomu. Pfedpoklddali
jsme pravdivost véty pro ¢isla mensi nez mn a dokazali jsme, Ze véta plati i pro mn.
Diitkaz matematickou indukci je tudiz ukoncen.

A

Priklad 4.24. Varovny! V roviné je n = 2 piimek p1, po, ..., p, a kazdé dvé jsou
raznobézné. Dokazte, ze tyto primky musi mit jediny spolecny bod.

Resend. Mame-li dvé riznobézné piimky pi, pa, pak ty jisté maji pravé jeden spo-
lecny bod. Pro n = 2 véta plati.

Vezméme si primky p1, pa, ..., pn_1. Protoze je jich méné nez n, mizeme predpo-
kladat, ze pro né véta plati. Pfimky py, ps, ..., pn_1 tudiz maji jediny spolecny bod,
ozna¢me jej X. Nyni vezmeme piimky py, ps, p4, - - -, P (chybi po), téch je ovsem také
méné nez n, takze pro né predpokladame platnost véty. Ptimky p1, p3, pa, . . . , pn maji
jediny spolecny bod, ktery oznacime Y. VSimnéte si, ze v obou vybérech primek fi-
guruji napriklad primky py, ps. Protoze figuruji v prvnim vybéru, je jejich spolecény
bod X, nebot jsou i v druhém vybéru jejich spolecny bod je Y. Ale dvé rtiznobézné
primky p1, p3 maji jediny spolecny bod, proto X =Y a ptimky py, po, ..., p, maji
jediny spole¢ny bod.
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Mnozi z vas si ted asi rikaji, jak je to mozné, ze jsme dokazali iplnou ,,ptakovinu“.
Vzdyt kazdy z nas si uréité umi predstavit t¥i primky v roviné, které jsou po dvo-
jicich rtiznobézné, ale nemaji jediny spoleény bod (prolozZte si piimky body, které
tvori vrcholy libovolného trojihelnika). Kde se stala chyba?

Neni to v tom, Ze matematické diikazy jsou prosté spekulace a s pravdou nemaji
nic spolecného? Ne, neni! Prehlédli jsme jedinou drobnost, nase indukéni tvaha
nedokaze zdtuvodnit, ze pokud véta plati pro n = 2, pak plati pro n = 3.

Pojdme si to rozebrat. Mame 3 vzajemné riznobézné primky pq, p2, ps a z nich
vybirdme piimky dvé. Ukazme si vSechny mozné vybéry: {p1,p2}, {p1,p3} a {p2, ps}-
Kdyz jsme obhajovali, ze n pfimek ma jediny spolec¢ny bod, predpoklddali jsme, ze
néjaké dva rtizné vybéry n — 1 primek obsahuji tutéz dvojici ptimek. Vsimnéte si, ze
pro n = 3 to neplati! Zadné dva rizné vybéry dvou pifmek ze t¥i spole¢nou dvojici
primek neobsahuji!

Nu, a tato ,drobna dira“ v uvaze zapricinila, ze dikaz je tiplné Spatné.

Jestlize z platnosti pro n = 2 neplyne platnost pro n = 3, pak platnost pro
n = 3 musime ovérit v zakladu indukce a pti ovérovani bychom snadno zjistili, ze
véta neplati.

A

4.1 Dirichletav princip

Véta 4.25. (Dirichletuv princip)
Vice nez n holubi se schovalo v n dérdch, které jsou v holubniku. Pak ovsem v ale-
spon jedné dire jsou dva nebo vice holubii.

Zkusme tuto péknou vétu zformulovat v matematickém jazyce.

Véta 4.26. (Dirichletiv princip) Necht |U;_, Al > n. Potom existuje
i€{1,2,...,n} takové, Ze |A;| 2 2.

Diikaz. Dirichlettv princip nam tika, ze jestlize sjednoceni n néjakych mnozin obsa-
huje vice nez n prvki, pak musi v alespon jedné mnoziné byti dva nebo vice prvkii.
Vétu budeme dokazovat neprimo, coz je posledni zakladni zptisob dokazovani, ktery
jsme si dosud nevyjasnili. Vychazi z faktu, ze vyroky P = D a =D = —P jsou
ckvivalentni, tzn. fikaji totéz. Pfedpoklad P nasi véty je [|J_, Ai| > n a dusledek
D je Existuje i € {1,2,...,n} takové, Ze |A;| = 2.

Poznamka 4.27. Nebudeme vlastné dokazovat ptivodni vétu P = D, ale vétu ekvi-
valentni =D = —P tak, ze dukaz bude mit formu =D = Vi = Vo = - =V, =
= —P, kde V; jsou pro kazdé ¢+ = 1,2,...,n néjaké vyroky. Vidime, ze schéma
neprimého diikazu je podobné schématu primého diikazu, jen vychazime z negace
disledku a dojdeme k negaci predpokladu.



84

Diikazy v diskrétni matematice

Nejdiive znegujme dusledek, ktery zni takto: Eristuje i € {1,2,...,n} takové,

Ze |A;| 2 2. Dostaneme pro vsechna i € {1,2,...,n} plati |A;] < 2 (negace kvantifi-

kitoru 3 je V). Potom mé ovSem kazdd mnozina nejvyse jeden prvek a nutné musi
platit || J!_, A;| = n, coz je negace predpokladu a dikaz je hotov.

O

Poznamka 4.28. Dirichlettiv princip je v angli¢tiné nazyvan Pigeon-hole principle,
princip holubti a dér, a proto jsme jako prvni zaradili ponékud nematematickou
formulaci tohoto principu.

Piiklad 4.29. Vybrali jsme ndhodné z mnoziny [1,n] Sest ¢isel. Ukazte, ze rozdil
nékterych dvou z vybranych Sesti ¢isel musi byt délitelny péti.

Reseni. Pokud dvé piirozend ¢fsla a, b davaji pii déleni pfirozenym ¢islem m tentyz
zbytek, pak je jejich rozdil délitelny ¢islem m (viz cviceni nize). Libovolné prirozené
¢islo pri déleni péti dava jako zbytek jedno z cisel 0,1,2,3,4. Vybranych 6 cisel
rozdélime do péti mnozin tak, ze spolecné budou v mnoziné jen ta c¢isla, co davaji
pri déleni péti tentyz zbytek. Protoze rozdélujeme 6 ¢isel do 5 mnozin (Sest holubt
se schova do péti dér), musi byt v alespon jedné mnoziné dvé nebo vice ¢isel a rozdil
dvou ¢isel z jedné mnoziny (davaji tentyz zbytek) je délitelny péti.

A

Priklad 4.30. V mistnosti je 2n + 1 lidi. Kazdy ¢lovék v mistnosti si podal ruku
s alespon n lidmi. Dokazte, ze jestlize jsou v mistnosti dva lidé ktefi si ruku nepodali,
pak existuje v mistnosti ¢lovek, s kterym si podali ruce oba.

Resend. Mé&jme mnozinu L, |L| = 2n + 1, viech lidi v mistnosti. Dva lidi, ktefi si
nepodali ruku oznac¢ime = a y. Ozna¢me M = L\ {x,y}. Existuje mnozina X C
C M téch lidi, s kterymi si podal ruku x. Ze zadani plyne |X| = n. Déle existuje
mnozina Y C M téch lidi, s kterymi si podal ruku y a ze zadani plyne |Y| = n.
Vime, ze |M| = 2n — 1. Pokud by byli podmnoziny X a Y disjunktni, platilo by
|IXUY|=|X|+1|Y]| 2 2n, coz neni mozné, protoze by sjednoceni podmnozin mélo
vice prvku nez celkovd mnozina M. X a Y tudiz maji neprazdny prunik a prvek
z tohoto priniku je ¢lovék, ktery si podal ruku s x i y.

V tomto prikladu vystupuji jako diry prvky mnoziny M, kterych je 2n — 1,
a holubi jsou prvky mnozin X a Y, kterych je v souctu alespon 2n.

Pojmy k zapamatovani

— Axiém, véta, lemma.
— Pimy dikaz (P = Vi = Vo= - =V, = D).
— Nepifmy dikaz (-D = Vi = Vo = --- =V, = =P).

— Dikaz sporem (PA—-D) =V, =V, = --- =V, = =T, pticemz T
je platny vyrok v teorii).
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— Kombinatoricky dikaz, levou a pravou stranu dokazované identity mo-
delujeme jako pocet néjakych kombinatorickych vybéra. Casto pouzi-
vame dvoji poc¢itani.

— Diikaz matematickou indukeci.

— Dirichletuv princip (n dér a vice nez n holubt).

A
Priklady k procviceni '
[ ]
1. Dokazte, Ze soucet dvou sudych ¢isel je sudy.
2. Dokazte, ze soucet dvou lichych ¢cisel je sudy.
3. Dokazte, ze soucet sudého a lichého cisla je lichy.
4. Dokazte, ze rozdil dvou prirozenych cisel, které davaji pri déleni ¢islem m € N tentyz
zbytek, je délitelny m.
5. Dokazte, ze /2 je iracionalni ¢islo.
6. Z mnoziny N jsme vybrali ndhodné 3 ¢isla. Ukazte, ze mezi témito tfemi ¢isly musi byt
néjaké dvé, jejichz soucet je sudé cislo.
7. Dokazte Lemma 3 ptimo.
v v v o v n i gn+l_q >
8. Dokazte alespon dvéma zpiisoby, ze 2}3 = ®—— pro vsechna n € Np.
1=
9. Dokazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n > 3 plati 3" > n3.

10. Dokazte, ze pro kazdé piirozené éislo n plati 6 | n® — n.

11. Dokazte, Ze pro kazdé liché piirozené &islo n plati 4 | n® — n.

12. Dokazte, %e kazda n-prvkovd mnoZina mé presné 2"~ ! podmnozin s lichym pocétem

prvki.

n

13. Dokazte alespon dvéma zpusoby, ze plati ) (”) = 2",

‘ i
=0

n

14. Dokazte alespori dvéma zpisoby, ze plati > (—1)""1 (") = 0.

4 i
=0

Kli¢ k prikladim k procviceni (Cfé

1.

Primy diikaz, vhodné oznaceni obou cisel.
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8.
9.
10

11.

12.

13.

14.

. Pfimy dukaz, vhodné oznaceni obou ¢isel.

Primy dikaz, vhodné oznaceni obou ¢isel.

Primy dikaz, vhodné oznaceni obou cisel.

Dikaz sporem.

Dirichletuv princip.

Pfi volbé znaceni vychazejte z dlikazu sporem Lemmatu 3.
matematickou indukci nebo ptimo odvozenim.

matematickou indukei.

. matematickou indukci nebo primo.

matematickou indukei nebo pfimo.
Dokazte, ze podmnozin s lichym a sudym poctem prvku je stejné.
z binomické véty nebo dle prikladu 4.12 nebo indukei.

z binomické véty nebo indukci.
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Kapitola 5

Relace a zobrazeni

KazZdy sam jsme nic
KazZdy sam ani nejsme
jen sém vzajemnyjch doteki je to
...CO NAS 0ZiVi...

Autor vyse uvedenych radki nam chcee ziejmé rici, ze objekty jako takové jsou vlastné
,mrtvé“ tedy bez projevi, popripadé nedavaji ,,smysl“, pokud je vnimame osamo-
cené bez jejich vztahi k predmétiim ostatnim. Proto se vétSina véd, a nejen exakt-
nich, zabyva vice vztahy mezi objekty nez-li objekty samotnymi. Pfipomenme, ze
vztah se Tekne latinsky relatio, proto relace je néjaky vztah mezi dvéma ¢i vice
objekty.

V exaktnich védach potrebujeme exaktni a zaroven dostatecné obecné definice
pojmi, proto musime pojem relace formalizovat v néasledujicich definicich.

Poznamka 5.1. Dovolte, v tuto chvili, malou odbocku. O matematice se casto rika,
ze je prilis abstraktni. Pojem ,abstraktni® miva pri bézné feci ¢asto pejorativni na-
dech. Abstraktni, tudiz zbytecné nebo nesrozumitelné. Uvédomme si, ze abstraktni
uméni ¢i véda se vzdy snazi vyhledat v zobrazovaném ¢i zkoumaném objektu to,
co je v ném ,podstatné”. Podstatné rysy pak zdlrazni a méné podstatné detaily
potlaci nebo vynechéd. Proto se nam abstraktni objekty jevi tak cizi a nesrozumi-
telné, jsme totiz zvykli vnimat véci v celé jejich, smysly dostupné, slozitosti. Ale na
druhé strané pravé abstraktni objekty jsou dostatecné ,cisté“ a prehledné, abychom
praveé na nich zapocali cestu k poznani realnych objektii se vSemi jejich slozitostmi.
Pripomenme také, Ze proces abstrakce nam dovoluje odhalovat pribuznost objektii
i presto, zZe se jevi velmi odlisné.



88

Relace a zobrazeni

5.1 Binarni a n-arni relace na mnoziné A

Definice 5.2. Nechf Ay, As,..., A, jsou néjaké mnoziny. Potom kartézsky sou-
¢in Ay X Ay x ... x A, téchto mnozin je mnozina vsSech usporadanych n-tic
(ay,as,...,a,), kde a; € A; pro kazdé i = 1,2,...,n, coz symbolicky zapiSeme

A1><A2><...xAn:{(al,ag,...,an):aieAi,izl,Q,...,n}.

Definice 5.3. n-drni relace R na mnozinach Aq, A, ..., A, je libovolna podmno-
zina kartézského soucinu A; x As X ... X A,.

Definice 5.4. n-arni relace R na mnoziné A je libovolna podmnozina kartézského
sou¢inu A x Ax...x A= A",

Definice 5.5. Bindrni relace R na mnozinach A, B je libovolnd podmnozina kar-
tézského souc¢inu A x B.

Definice 5.6. Bindrni relace R na mnoziné A je libovolna podmnozina kartézského
souc¢inu A x A = A%

Poznamka 5.7. V dalsim textu se budeme vénovat predevsim binarnim relacim
na mnoziné A, a proto pod stru¢nym pojmem relace budeme rozumét prave bindrni
relace na mnoziné A.

Prejdéme nyni k vlastnostem relaci.

e Binarni relace R na mnoziné A je reflexivni prave tehdy, kdyz pro kazdé x € A
plati (z,z) € R.

e Bindrni relace R na mnoziné A je symetrickd pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x,y € A plati, pokud (z,y) € R, pak (y,z) € R.

e Bindrni relace R na mnoziné A je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x,y € A plati, jestlize (z,y) € Ra (y,x) € R, pak z = y.

e Alternativni definice antisymetrie:Ve,y € A:x #y = (z,y) ¢ RV(y,x) ¢ R

e Bindrni relace R na mnoziné A je tranzitivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x,y, z € A plati, jestlize (z,y) € R a (y,2) € R, pak (z,2) € R.

Poznamka 5.8. Casto misto (z, y) € R piseme zRy. Dodejme jesté, Ze na prazdné
mnoziné A miuzeme definovat pouze tzv. prdazdnou relaci, tzn. neobsahuje zadnou
usporadanou dvojici (resp. n-tici). Uvédomme si, ze prazdnd relace paradoxné spl-
nuje vsechny vlastnosti, které jsme si vyse vyjmenovali. Ptate se proc¢?
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Vse je postaveno na faktu, ze implikace P = D je pravdiva vzdy, kdyz vyrok
P je nepravdivy (symbolicky zapsdno 0 = 0 a 0 = 1 jsou pravdivé vyroky). Cili
viubec nezalezi na tom, zda je splnén dusledek! Vsimnéte si, ze vsechny vlastnosti
relaci maji tvar implikace (i reflexivitu muzeme prepsat do implikace nasledovné:
Je-li a libovolny prvek z A, pak (a,a) € R). Mame-li prazdnou mnozinu A, tak nikdy
nemuze byt splnén predpoklad libovolné vlastnosti, a proto je kazda vlastnost, bez
ohledu na pravdivost disledku, splnéna.

Pozor! Prazdnou relaci muzeme nadefinovat i na neprazdné mnoziné (viz 5.10)
a tam musime byt opatrnéjsi.

Skutecnost, ze na mnoziné A je definovana relace R budeme také casto zapisovat
pomoci usporadané dvojice (A, R).

Priklad 5.9. Necht A = [1,4] a R = {(1,1),(3,3),(4,4),(2,3),(3,2),(1,2),(2,1)}
je relace na A. Zjistéte vlastnosti zadané relace R.

Reseni. M4-li byt relace R reflexivni, pak musi obsahovat vSechny dvojice typu (i,17),
kde i = 1,2, 3, 4. Protoze neobsahuje dvojici (2,2), neni reflexivni.

Ma-li byt symetrickd, pak ke kazdé dvojici typu (4, j), kde 7, j € {1,2,3,4}, musi
obsahovat také dvojici (j, ). Tato vlastnost je splnéna ve vSech ptipadech, R je tudiz
symetricka.

Ma-li byt antisymetrickd, pak podle alternativni definice muze z dvojic typu (i, j)
a (j,1) pro i # j, i,7 € [1,4], obsahovat vzdy nejvyse jednu, tzn. bud Zadnou nebo
presné jednu z nich. Coz neni splnéno naptiklad pro dvojice (1,2) a (2,1). R neni
antisymetricka.

Ma-li byt tranzitivni, pak ke kazdym dvéma dvojicim typu (i,7) a (j,k) (¢im
prvni kondi, tim druhd za¢ind) pro 4, j, k € [1, 4] musi obsahovat dvojici (7, k). Snadno
se presvédcime, ze v nasem pripadé tato vlastnost neni splnéna, nebot R obsahuje
dvojice (2,3) a (3,2), ale neobsahuje dvojici (2,2). R neni tranzitivni.

A

Priklad 5.10. Necht A je néjaka neprazdna mnozina lidi. Na A je definovana relace
R tak, ze Va,b € A : aRb < a je starsi nez b. Urcete vlastnosti relace R.

Resend. Zadny ¢lovék a € A neni stari neZ on sdm, proto (a,a) ¢ R a relace R neni
reflexivni.

Pro kazdé dva (ruzné) lidi a,b € A plati bud a je starsi nez b nebo b je starsi
nez a nebo a, b jsou stejné stari. V prvnim piipadé (b,a) ¢ R, ve druhém (a,b) ¢ R
a ve tfetim (b,a) ¢ R a (a,b) ¢ R. Z alternativni definice antisymetrie plyne, 7e R
je antisymetrickd, nebot vzdy alespon jedna z dvojic (a,b), (b, a) v relaci chybi.

Pokud by obsahovala mnozina A jediného ¢lovéka a, pak by mohla byti R i sy-
metrickd, nebot v tomto piipadé je R relace prazdné (jedind usp. dvojice, kterou
by mohla relace obsahovat, a to (a,a), obsahovat nemtze) Protoze prazdna relace
nesplni predpoklad definice symetrie, je R symetricka (viz 5.8).

Pokud je |A| > 1, pak R neni symetricka.
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Priklad 5.11. Nechf A je mnozina vSech piimek v roviné. Na A je definovana relace
R tak, 7ze Vp,q € A : pRq < p je rovnobézna s q. Jaké vlastnosti ma relace R?

Resend. Piimky splyvajici povazujeme za rovnobézné, proto pRp pro libovolnou
primku p € A a relace R je reflexivni.

Je-li pifimka p rovnobéznd s ¢, pak ¢ je rovnobézna s p, proto je R symetricka.

Protoze v roviné existuje ke kazdé primce néjaka jind primka, ktera je s ni rov-
nobézna, tak relace R nemuze byt antisymetricka.

Uvédomme si vsak, pokud by byla mnozina A mnozina vsech primek v roviné,
které jsou po dvojicich riznobézné, pak by byla nase relace R na mnoziné A i anti-
symetricka, ponévadz ke kazdé primce p € A by existovala jedina primka, kterd je
s ni rovnobéznd, a to p. Byla by tudiz splnéna podminka, jestlize pRq a qRp, pak
p = ¢, nebot pokud p a ¢ jsou riiznobézné, tak neni splnén predpoklad podminky,
a potom podminka plati vzdy bez ohledu na pravdivost dusledku, a pokud by p, g
byly rovnobézné (tedy pRq a qRp), pak nutné p = q.

Necht p,q,r € A. Je-li p rovnobéznd s q a ¢ rovnobézna s r, pak je p rovnobézna
s r. Tudiz je R tranzitivni.

A

Zjistovani nékterych vlastnosti relaci ndm muze zprijemnit fakt, ze si relaci za-
kreslime pomoci vhodného schématu, napriklad pomoci ¢tvercové matice nebo dia-

vvvvv

zapisujeme [A];;.

Definice 5.12. Necht A = {aq,as,...,a,} a necht R je relace na A. Potom di-
agramem relace R nazyvame takové rovinné schéma, kde prvky mmnoziny A jsou
body v roviné (mald kolecka) a dva body a; a a;, 1,7 € {1,2,...,n}, jsou spojeny
sipkou ve sméru od bodu @; do bodu a; pravé tehdy, kdyz (a;, a;) € R. Diagram
relace R budeme znacit D(R).

Priklad 5.13. M¢jme relaci R z prikladu 5.9. Zakreslete diagram této relace.

Reseni. Pieznacime si prvky mnoziny A = [1, 4] tak, ze bude platit i = a; pro kazdé
1 = 1,2,3,4. Potom budeme postupovat presné podle definice 5.12 a dostaneme
D(R) na obrazku??

Vsimnéme si, ze z diagramu snadno vycteme, zda je relace reflexivni, symetricka
nebo antisymetricka.
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Relace R je reflexivni pravé tehdy, kdyz ma kazdy prvek v D(R) Sipku, ktera
z n€j vychazi a v ném koncéi. Takové Sipce budeme fikat smycka. Nebot prvek 2 = ay
takovou smycku nemé, R neni reflexivni.

Relace R je symetricka pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma riznymi body
a;,a; v D(R), 1,7 € {1,2,...,n}, jsou bud sipky v obou smérech nebo zadna. V na-
sem pripadé je splnéno, R je symetricka.

Relace R je antisymetricka pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma riznymi body
a;,a; v D(R) je bud Sipka jen v jednom sméru nebo zadna. V nasem piipadé neni
splnéno, R neni antisymetricka.

Relace R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz ke kazdym dvéma Sipkdm, prvni ve
sméru z a; do a;, druhd ve sméru z a; do ay, existuje Sipka ve sméru z a; do aj, pro
i,j3,k € {1,2,...,n}. Odtud, bud se uzavie trojihelnik nebo byly ptvodni dvé Sipky
protismérné, ale pak oba koncové body musi mit smycku. V nasem pripadé to neni
splnéno mezi body 2 = as a 3 = as, kde jsou Sipky v obou smérech, ale bod as; nema
smycku. R neni tranzitivni.

7 vyse uvedeného plyne, ze mé-li byt symetricka relace tranzitivni, tak kazdé
dva body mezi nimiz jsou obousmérné sipky musi mit smycky.

A

Definice 5.14. Necht A = {ay, as,...,a,} a necht R je relace na A. Matici M (R)
typu n X n nazyvame matici sousednosti relace R pravé tehdy, kdyz [M(R)];; = 1,
je-li (Cli, (Zj) €Ra [M(R)]U = O, je—li ((IZ', (Zj) ¢ R, Z,j S {1, 2, e ,n}.

Priklad 5.15. Méjme relaci R z prikladu 5.9. Urcete jeji matici sousednosti.

Resend. Opét si prezna¢ime prvky mnoziny A = [1,4] tak, ze bude platit i = a; pro
kazdé i = 1,2,3,4. Potom budeme postupovat presné podle definice 5.14 a dosta-
neme

1 100
1 010
0110
0001

Vsimnéme si, ze z matice sousednosti snadno vycteme, zda je relace reflexivni,
symetrickd nebo antisymetricka.

Relace R je reflexivni pravé tehdy, kdyz vSechny prvky na hlavni diagonale
v M(R) jsou 1. Protoze ma nase matice na pozici (2,2) nulu, tak R neni reflexivni.

Relace R je symetricka pravé tehdy, kdyz M(R) mé na symetrickych pozicich
dle hlavni diagonaly (tj. na pozicich (i, 7) a (j,7)) bud na obou nulu nebo na obou
jednicku, to znamend, Ze i samotnd matice M(R) musi byt symetrickd. V nasem
pripadé to plati, a proto je relace R symetricka.

Relace R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz M (R) ma na symetrickych pozicich
dle hlavni diagonaly alespon jednu nulu, coz v tomto ptripadé splnéno neni.
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Jesté dodejme, ze tranzitivita relace R se bohuzel z matice M (R) neda snadno
vycist.
A

Priklad 5.16. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou

e reflexivni?

e reflexivni a antisymetrické?

Reseni. Predstavme, si ze k dané relaci R méme jeji matici sousednosti M (R). Je-li
to matice reflexivni relace, pak musi mit na hlavni diagonale samé jednicky a na
ostatnich pozicich cokoliv, tzn. bud 0 nebo 1. Celd matice ma n? prvkii a na hlavni
diagonéle je n prvki. To znamend, ze mimo diagondlu mame n? —n = n(n — 1)
prvki a kazdy z nich mize byt bud 0 nebo 1. Celkové tudiz mdme 2 - 2 - - - 2 = 27(»—1)

n(n—1)
moznosti, jak vytvorit matici sousednosti reflexivni relace.
Pohrejme si jesté trosku s ¢islem n(n — 1). Vime, ze n(n — 1) = 2 - —”("271), ale
_n(n2—1) = (g) Na n-prvkové mnoziné tudiz existuje 27"~ = 22(3) — 4(2) reflexivnich
relaci.

Uz vime, ze matice reflexivni relace ma na hlavni diagonale samé jednicky. Pred-
stavme si, ze mame reflexivni a antisymetrickou relaci. Pokud ma jeji matice na
pozici (i,7), 1,7 € {1,2,...,n},i # j, jednicku, pak na pozici (j,¢) musi byt nutné
0. Zaméfme se nyni na tu ¢ast matice, kterd je nad diagonalou (i < j). Tato ¢ést
obsahuje "22—_” = @ = () prvki. Umistime zde pevné k nul, k € [0, (3)], a zby-
tek budou jednicky. Na pozicich symetrickych s jednickou (téch je (g) — k) musi byt
nula, zatimco na pozicich symetrickych s nulou (téch je k) muze byt jak nula, tak
jednicka.

Matic reflexivni a antisymetrické relace, ktera ma nad diagonalou pevné rozmis-
téno k nul je tudiz 2%. Kolika zptisoby je mozné rozmistit & nul pro pevné zvolené
k nad hlavni diagonalu? Presné ( (72,;)) zpusoby, nebot vybirdme z (g) prvkil k pozic,

n

na které umistime nuly. Odtud vime, ze existuje ( (;)) - 2F matic reflexivni a antisy-

metrické relace pro pevné zvolené k € [0, (3)].

Vime vsak, ze k musi projit vsechna cela cisla od 0 do (”

2) . Proto existuje

(2)
> (<2)) - 2F matic sousednosti reflexivni a antisymetrické relace a presné tolik je
k=0
reflexivnich a antisymetrickych relaci.
& ;
Z prikladu 4.20 navic vime, ze ( 2 ) -9F — 3(3) Tato identita nam napovida,
k=0

ze bychom pfi feseni prikladu mohli postupovat i jinak, jednoduseji. Ukazme si to.

Matice sousednosti reflexivni a antisymetrické relace ma na hlavni diagonale
samé jednicky. Sparujme si nyni v M(R) symetrické pozice (i,7) a (j,4) pro i #
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= n(n-l) (g) Protoze je relace antisy-

# J,i,7 € [1,n]. 3

metrickd, tak na symetrickych pozicich mize byt bud 0 na (¢, 7) a 1 na (j,4) nebo 1
na (7,7) a 0 na (j,7) nebo 0 na (¢,7) a 0 na (j,4) (stav 1 na (¢,7) a 1 na (j,7) neni
mozny). Odtud kazdy péar symetrickych dvojic (je jich (;‘)) muze mit v M(R) jeden
ze tF1 moznych stavi bud 0,1 nebo 1,0 nebo 0,0. Proto existuje 3(3) matic M(R),
je-li relace R reflexivni i symetrickd a presné tolik je i reflexivnich a symetrickych
relaci.

A

Priklad 5.17. Mnozina A je mnozina vsech studentt v poslucharné, predpokla-
dejme, Ze jich je n € N a existuje fada, kde sedi alespon dva studenti. Na A je
definovana relace R takto: Va,y € A : xRy < x a y sedi ve stejné radé. Urcete
vlastnosti relace R.

Reseni. Kazdy student x sedi ve stejné fadé jako on sam, proto xRz pro kazdé
x € A. Relace R je reflexivni.

Pro kazdé dva studenty x,y € A plati, jestlize x sedi ve stejné fadé s y, pak y
sedi ve stejné tadé s z. Tudiz je splnéno Vz,y € A : xRy = yRx a R je symetricka.

Protoze, existuje rada, kde sedi alespon dva studenti a R je symetrickd, nemuze
byt R antisymetrickd. (Promyslete si!)

Sedi-li x v jedné tadé s y a y v jedné radé se z, pak nutné musi sedét x v jedné
radé se z. Plati tudiz Vz,y,2 € A: xRy N yRz = xRz. Relace R je tranzitivni.

A

Piiklad 5.18. Necht A C R?, A = {u, ¥, W, @, %, 7}, piicemz © = (0,1)
= (1,0), W = (1,1), ¥ = (0,-1), ¥ = (=1,0), 7 = (1,—1). Jde tudiz
0 Vybrane dVOJrozmerne arltmetlcke vektory z R Na A je deﬁnovana relace R
takto: V' b € A:dR b < 3k € R tak, ze plati @ = k - b Urcete vlastnosti
relace R.

Resend. V R je urcité ¢islo 1. Potom ovsem pro kazdy vektor T eA plati d=11d
atudiz ¢Rd. R je reflexivni.
Necht pro néjaké dva Vektory a, b € A plati « dR b , potom musi v R existovat

k takové, ze a

= k- b. Protoze j J501i> v A pouze nenulové Vektory, musi byt k£ # 0.
Potom ovsem ex1stuJe L eRtak,7e b = 1.@. Proto plati b Rd.Rj je symetricka.
Sami zduvodnete 7e neni antlsymetrlcka
Plati-li @R b a b R? pro kazde tri vektory a, b 7€ A, musi existovat v R
cisla k, ltakova ve d =k- b a b =1-7. Potomplatl a=k-Il- ? kde k-1 € R.
Proto @R?. R je tranzitivni.

A
Piiklad 5.19. Necht A C R?, A = {W, 7, W, 7, Y, 7}, piicemz « = (0,1)
= (1,0), W = (1 LZ 7:( -1), Y = ,0), 7 (1, —1). Na A je definovana
relace R takto: Vd, b € A, d = (a1, as), (b1,bs) : dRb & ab; + asby = 0.
Urcete vlastnosti relace R.

7
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Reseni. Necht @ = (a1,a2) € A. Potom musi byt a nenulovy, a tudiz a;a; +asas =

= a2+ a2 > 0. Z ¢eho plyne, (@, @) ¢ R a R neni reflexivni.

Plati-li (7,?) € R, kde @ = (al,ag),? = (b1, b2), pak musi byt splnéno
a1by + asby = 0. Je-li ale splnéno a1b; + asby = 0, pak musi platit bya; + bsas = 0,
z ¢ehoz plyne (b ,7) € R. Proto je relace R symetricka.

Sami prokazte, ze neni antisymetricka.

Na prikladu ukazeme, ze R neni tranzitivni. Vidime, Ze pro vektory U = (0,1)
a ¥ = (1,0)plati 0-141-0 = 0, tudiz (7, V') € R. Dale (¥, @) € R, protoze
= (1,0),2 = (0,-1)a1-040-(—=1) = 0. Aviak (W, ) ¢ R, protoze =
=(0,1), 7 =(0,-1)a0-04+1-(=1) = —1 #£0.

Ovérit fakt, ze R neni tranzitivni, by bylo mozné i kratsim zptsobem, najdéte
jej sami (Vyuzijte skutecnosti, ze R neni reflexivni a je symetrickd).

1

A

Priklad 5.20. Mnozina A je mnozina vsech studenti v poslucharné, predpokla-
dejme, Ze jich je n € N;n = 2 a Ze mezi nimi jsou dva, kteff sedi v riznych fadach.
Na A je definovana relace R takto: Vz,y € A: xRy < x sedi v fadé pred y. Urcete
vlastnosti relace R.

Reseni. Zadny student 2 nesed{ pred sebou samym, proto (z, ) ¢ R a relace R neni
reflexivni.

Vezméme dva libovolné studenty v poslucharné a oznacme je x,y, x # y. Mohou
nastat tii situace, bud z sedi ve stejné radé jako y, potom (z,y) ¢ R a (y,x) ¢ R,
nebo x sedi pred y, pak (z,y) € R a (y,x) ¢ R, nebo y sedi pred z, pak (z,y) ¢ R
a (y,z) € R. Vidime, ze pro kazdé dva studenty z,y, x # y plati, ze alespon jedna
z usporadanych dvojic (z,y) a (y, x) do relace R nepatii, takze R splinuje alternativni
definici antisymetrie.

Dokazte sami, ze R neni symetricka.

Plati-li (x,y) € R a (y,z) € R, pak z sedi pred y a y sedi pred z. Potom ovSem
musi z sedét pred z a plati (x, z) € R. Proto je relace R tranzitivni.

A

5.2 Relace ekvivalence

Definice 5.21. Kazda relace R na mnoziné A, ktera je reflexivni, symetricka
a tranzitivni se nazyva ekvivalence.

Poznamka 5.22. Je-li relace R ekvivalenci, pak ¢asto zapis x Ry zaménime zapisem
T ~ Yy a zapis x ~ y ¢teme prvek x je ekvivalentni s prvkem y.

Vsimnéte si, ze relace z priklada 5.11, 5.17 a 5.18 jsou ekvivalence.
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Definice 5.23. Méjme neprazdnou mnozinu A, na niz je definovana néjaka relace
ekvivalence ~ a prvek a € A. Potom mnozinu vsech prvki z mnoziny A, které jsou
ekvivalentni s prvkem a budeme nazyvat tridou ekvivalence prvku a a budeme ji
znacit [~ al.

Samozrejmé, ze [~ a] = [~ b], pokud a ~ b. Umite to zduvodnit?

Véta 5.24. Pro kaZdou mnozinu A s relaci ekvivalence ~ plati:

¢ Useal~val=4a
o [~alN[~0b] =0, jsou-li [~ a] a [~ b] dvé rizné tridy ekvivalence ~.

Diikaz. Chceme-li dokéazat, ze sjednocenim vsech tfid ekvivalence dostaneme celou
mnozinu A, pak staci ukéazat, ze kazdy prvek mnoziny A musi patrit do nékteré
tridy ekvivalence. Pro kazdy prvek a v mnoziné A plati a ~ a, nebot ekvivalence
~ je reflexivni, potom ovSem a € [~ a]. Tudiz kazdy prvek a € A musi patiit do
néjaké tridy ekvivalence.

Necht [~ a] a [~ b] jsou néjaké t¥idy ekvivalence ~ a necht existuje prvek
x € [~ a] N[~ b]. Potom ovSem libovolny prvek k € [~ a] je ekvivalentni s prvkem
x (jsou v téze tridé ekvivalence) a zaroven musi byt z ekvivalentni s libovolnym
prvkem [ € [~ b]. S tranzitivity ekvivalence ~ pak plyne, Ze také prvky k a [ jsou
ekvivalentni, a tudiz patii do téze tridy rozkladu. Ukéazali jsme, ze libovolné dva
prvky k € [~ a] a l € [~ b] patii vzdy do téze tridy ekvivalence, proto [~ a] = [~ 0]
a dukaz je ukoncen.

Mnozi z Vés se ted mozna ptaji, pro¢ je ukoncen? Vsimnéte si, ze jsme pouzili
nepiimy dukaz. Predpoklad nasi véty je [~ a] a [~ b] jsou dvé rizné tridy ekvivalence
~ a dusledek [~ a] N[~ b] = (). Vysli jsme z negace dusledku x € [~ a] N[~ b] a dosli
k negaci predpokladu [~ a] = [~ b].

O

Definice 5.25. Méjme neprazdné podmnoziny A;, As, ..., A, mnoziny A, pro
které plati:

eUL di=Aa
e A,NA; =0prokazdéi,j e {1,2,...,n},i#j.

Potom podmnoziny Ay, As, ..., A, tvori rozklad mnoziny A.

Véta 5.26. Ruzné tridy ekvivalence ~ na mnoziné A tvori rozklad mnoziny A.

Diikaz. Plyne primo z véty 5.24 a definice 5.25.
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Priklad 5.27. Urcete tiidy ekvivalence z prikladu 5.17

Resend. Studenti sedici v jedné z fad v posluchdrné jsou navzijem ekvivalentni.
Proto tridou této ekvivalence ~ je mnozina vsech studentl sedicich v néjaké ne-
prazdné fadé. Vezmeme-li si néjaké dva studenty x,y, kteri nesedi ve stejné radeé,
pak x ~ y. Tfida ekvivalence [~ x] obsahuje jen vSechny studenty, ktefi sedi s «
v jedné fadé (véetné x) a trida ekvivalence [~ y] obsahuje jen vSechny studenty,
ktetf sedi s y v jedné fadé (véetné y). Je evidentni, Ze [~ z]N[~ y] = 0 a [~ x], [~ y]
reprezentuji ruzné tridy ekvivalence na mnoziné A. Je také ziejmé, ze pokud prove-
deme sjednoceni studentt ve vSech neprazdnych radach (sjednoceni vsech ruznych
trid ekvivalence) tak dostaneme mnozinu A vsech studenti v poslucharné.

A

Priklad 5.28. Urcete tiidy ekvivalence z prikladu 5.18

Reseni. Pripometime A = {W, 0,4, 7,9, 2}, pfiéemi_)ﬁ = (0,1) ,Z: (1,0),
0,-1), 7 =(-1,0,Z=(1,-DavVd,beA:d~0b <3ke

= =
I

)
I

Vidime, 7e vektor @ = (0,1) je ekvivalentni jen sim se sebou a s vektorem
7 = (0,—1). Nebot (0,1) = (—=1) - (0,—1), zatimco k € R takové, ze by platilo
(0,1) = k-(1,0) nebo (0,1) = k-(1,1) nebo (0,1) = k-(—1,0) nebo (0,1) = k- (1, —1),
viibec neexistuje.

Snadno ukazeme, Ze také T = (0,—1) je ekvivalentni jen sam se sebou a s vek-
torem = (0,1).

Vektor @ = (1,0) je ekvivalentni jen sém se sebou a s vektorem 3 = (—1,0),
nebot (1,0) = (—1) - (—=1,0), zatimco k € R takové, ze by platilo (1,0) = k- (0, 1)
nebo (1,0) = k- (1,1) nebo (1,0) = k- (0,—1) nebo (1,0) = k- (1,—1), vibec
neexistuje.

Opét 1ze snadno ovérit, ze také v = (—1,0) je ekvivalentni jen sdm se sebou
a s vektorem @ = (1,0).

Vektory @ = (1,1) a 2 = (1, —1) jsou ekvivalentn{ jen sami se sebou.

Proto riazné tiidy ekvivalence ~ jsou:

Jesté dodejme, ze jako ,reprezentanta“ tiidy ekvivalence si muzeme vybrat
kterykoliv prvek, jenz do této t¥idy patii, protoze napriklad [~ 7] = [~ 7]
al~7]=[~7]

A
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Definice 5.29. Necht a,b,m € Ny. Potom jsou dvé ¢isla a, b kongruentni modulo
m (zapiseme a = b (mod m)), pokud a i b davaji tentyz zbytek z € [0, m — 1] pfi
déleni c¢islem m.

Priklad 5.30. Méjme mnozinu A = {5, 15,29, 31, 45, 50, 64, 66, 82} a na ni defino-
vanu relaci kongruence modulo 7. Ovérte obecné, ze relace kongruence modulo m je @

ekvivalence na mnoziné Ny a najdéte rizné tiidy kongruence modulo 7 na A.

Resend. Urcité plati a = a (mod m) pro libovolné a € Ny, nebot totéz ¢islo musi
davat tentyz zbytek pri déleni m € Ny. Kongruence je reflexivni.

Plati-li, Zze a dava pri déleni ¢islem m tentyz zbytek z jako b € Ny, pak b dava
pri déleni c¢islem m tentyz zbytek z jako a. Kongruence je symetricka.

Plati-li, ze a, b davaji pti déleni m tentyz zbytek z a b, ¢, kde ¢ € Ny, také stejny
zbytek z, pak nutné ¢éisla a, c musi mit pti déleni m tentyz zbytek z. R je tranzitivni.

Relace kongruence modulo m je na Ny relaci ekvivalence, proto musi byt ekvi-
valenci i na kazdé podmnoziné Nj.

Snadno zjistime, ze ¢isla 15,29, 50,64 davaji pri déleni ¢islem 7 zbytek 1, ¢isla
31,45,66 zbytek 3 a cisla 5,82 zbytek 5. Proto rtzné tiidy kongruence modulo 7
jsou:

o [= 15] = {15,29, 50,64} = [= 29] = [= 50] = [= 64].
e [=31] ={31,45,66} = [= 45] = [= 66].
o [=5] =1{5,82} = [=82].

5.3 Relace castecné usporadani

Definice 5.31. Kazda relace R na mnoziné A, ktera je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni se nazyva castecné usporadani mnoziny A, strucnéji cdstecné uspord-
dand.

Predefinujme relaci R v prikladu 5.10 tak, ze stanovime:
e Kazdy clovék je v relaci sam se sebou a
e pro kazdé dva ruzné lidi x,y € A plati xRy < x je starsi nez y.
Relace R na mnoziné A je potom nejen antisymetricka a tranzitivni, ale také refle-
xivni. Tudiz jde o ¢astecné usporadani.
Podobné predefinujme také relaci R v prikladu 5.20. Stanovme:

e Kazdy zak je v relaci sam se sebou a
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e pro kazdé dva rizné studenty x,y plati xRy < x sedi v Tadé pred y.
Opét obdrzime relaci R, kterd je castecné usporadani.

Poznamka 5.32. Pokud je relace R na mnoziné A ¢astecnym usporadanim, pak
misto aRb radéji pisSeme a < b a zapis ¢teme bud a predchdzi nebo je rovno b nebo b
nasleduje nebo je rovno a. Novy zapis totiz velmi pékné vystihuje vlastnosti castec-
ného usporadani. Obcas také pouzivame zapis a < b, ktery ¢teme bud a predchdzi b
nebo b nasleduje a.

Priklad 5.33. Ukazte, ze relace déli na mnoziné Ny je ¢astecné usporadéani.

Reseni. PYipomelime, Ze b déli a (znac¢ime b | a) < Iz € Ny takové, Ze a = b - x.

Protoze a = a -1, tak a | a pro kazdé a € Ny a relace | je reflexivni. Necht
a,b € Ny. Pokud b | a a a | b, pak musi nutné platit a« = b, nebot pro rizna ¢isla
by alespon jeden ze vztahti b | @ a a | b nemohl byt platny (vétsi ¢islo nikdy nedéli
mensi). Proto je relace | antisymetricka.

Necht a, b, c € Ny. Jestlize a |bab| ¢, pak 3z, y € Ny tak, ze b=a-zac=0b-y.
Z ¢ehoz plyne ¢ = a -z - y. Tudiz 3z -y € Ny takové, 7ze ¢ = a - (z - y). Proto a | c.
Relace | je tranzitivni.

Protoze je relace | reflexivni, symetrickd a tranzitivni, jde o ¢astecné usporadani.

Ponévadz je relace | ¢astecné usporadani, tak miuzeme psat Va,b € Ny:a b <
a|b.

A

Priklad 5.34. Nechf 2 je libovolny systém mnozin na némz je definovana relace
R takto: VA,B € A : (A,B) € R & A C B. Dokazte, ze relace R je ¢asteéné
usporadani.
Resend. Protoze VA € 2 : A C A, je relace R reflexivni. Ponévadz plati VA, B € 2 :
ACBABCA= A= B, jerelace R antisymetricka. Je-li A C B a B C C pro
A, B,C € 2, pak musi platit A C C. Relace R je tudiz i tranzitivni, a proto je R
casteénym usporadanim na 2.

Kdyz nyni vime, ze relace R je ¢asteéné usporadani, tak definici relace mizeme
prepsat: VA, BeA: A<B< ACB.

A

Definice 5.35. Méjme mnozinu A na niz je definovano c¢astecné usporadani <.
Jestlize pro dva ruzné prvky a,b € A neplati ani @ < b, ani b < a, pak a,b
nazyvame neporovnatelné pruky.

Méjme systém mnozin A = {0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1,
2,3,6}} na némz je definovdno Castecné usporadani C (viz 5.34). Pak napiiklad
dvojice mnozin {1,2,3},{1,2,4} nebo {1,2,5},{1,2, 3,6} jsou dvojice neporovnatel-
nych prvki, nebot {1,2,3} ¢ {1,2,4}, {1,2,3} 2 {1,2,4} a {1,2,5} ¢ {1,2,3,6},
{1,2,5} 2 {1,2,3,6}.
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Na mnoziné A = {2,3,6,12,15,60} je definovino ¢astecné usporadani | (viz
5.33). V A jsou neporovnatelné napiiklad dvojice prvku 2,3 nebo 6,15, nebot 2 1 3,
312a6115, 1516.

Definice 5.36. Necht prvky aq,ao,...,a, patii do mnoziny A s ¢astecnym uspo-
radanim <. Potom posloupnost (ay, as, . .., a;) nazyvame retézec prave tehdy, kdyz
ap X ag X - X Qg

Méjme opét systém mnozin 2 = {0, {1, 2}, {1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},
{1,2,3,6}} na némz je definovano castecné usporadani C (viz 5.34) a mnozinu
A = {2,3,6,12,15,60} s ¢astecnym usporadanim | (viz 5.33). Pak napiiklad po-
sloupnost (0,{1,2},{1,2,3},{1,2,3,6}) je Tetézec v systému mnozin 2, nebot () C
C {1,2} € C {1,2,3} C {1,2,3,6} (jinak 0 =< {1,2} =< {1,2,3} < {1,2,3,6})
a posloupnost (2,6,12,60) je fetézec v mnoziné A, nebot 2 déli 6 déli 12 deli 60
(jinak 2 < 6 < 12 < 60).

Definice 5.37. Necht je na mnoziné A definovano ¢asteéné usporadani <. Potom
prvku m € A pro ktery plati, ze zadny prvek z A\ {m} jej nepredchéazi, fikame
minimalni prvek v mnoziné A.

Méjme (2, C), kde A = {0, {1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5}, {1,2,3,
6}},a (A, ), kde A ={2,3,6,12,15,60}. 2 obsahuje jediny miniméln{ prvek, a to 0,
nebot tento prvek jako jediny spliiuje podminku, Ze neexistuje mnozina X € 2\ {(}}
takovd, ze X C () (jiny zdpis X < ()). V A jsou dva minimélni prvky, nebot pouze
pro 2 a 3 plati, Ze neexistuje z € A\ {2,3} takové, ze x | 2 a x | 3 (jiny zapis z < 2
axr =<3).

Definice 5.38. Necht je na mnoziné A definovano ¢astecné usporadani <. Potom
prvku M € A pro ktery plati, ze zddny prvek z A\ {M} jej nendsleduje, fikame
mazximalni prvek v mnoziné A.

V systému mnozin A = {0, {1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1,2, 3,
6}} jsou maximalni prvky {1,2,4,5} a {1,2,3,6}, nebot pouze pro ty plati, Ze nee-
xistuje X € A\{{1,2,4,5},{1,2,3,6}} takové, ze {1,2,4,5} C X a{1,2,3,6}} C X
(jiny zapis {1,2,4,5} < X a {1,2,3,6}} < X). V mnoziné A = {2,3,6,12,15,60}
je jediny maximalni prvek, a to 60, protoze pouze ¢islo 60 nedéli zadné jiné cislo
z A, tedy Sedesatku zadné Cislo z A nenasleduje.

Definice 5.39. Méjme mnozinu A na niz je definovano castecné usporadani <.
Jestlize v A existuje prvek m* tak, ze Vo € A,z # m* : m* < z, pak prvku m*
rikdme nejmensi prvek v mnoziné A.

Pouze minimdlni prvek muze byt nejmensi (Proc¢?). Méjme (2, C), kde A =
= {0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5}, {1,2,3, 6}}, a (A,]), kde A =
={2,3,6,12,15,60}. 2 obsahuje nejmensi prvek, a to (), nebot VX € 2\ {0} plati
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) C X, tedy ® < X.V A jsou dva minimalni prvky 2 a 3, ale ani jeden neni nejmensi,
protoze 2 1 3 a 312, nebo-li 2 £ 3 a 3 £ 2, z ¢ehoz plyne, Ze ani 2 ani 3 vSechna
ostatni Cisla z A nenasleduji.

Definice 5.40. Méjme mnozinu A na niz je definovano c¢asteéné usporadani <.
Jestlize v A existuje prvek M* tak, ze Vo € A,x # M* : x < M*, pak prvku M*
fikame nejvetsi prvek v mnoziné A.

Pouze maximalni prvek mize byt nejvétsi (Proc¢?). V systému mnozin 2 =
={0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1, 2,3, 6} } jsou maximdlni prvky
{1,2,4,5} a {1,2,3,6}, které jsou neporovnatelné. Protoze plati {1,2,4,5} 4 {1, 2,
3,6} a{l,2,4,5} £{1,2,3,6}, tak ani jeden z prvka {1,2,4,5}, {1,2,3,6} vSechny
prvky z 2\ {{1,2,4,5},{1,2,3,6}} nepredchazeji, tudiz ani jeden neni nejvétsi.

V mnoziné A = {2,3,6,12,15,60} je jediny maximalni prvek, a to 60, protoze
kazdy prvek z A\ {60} déli 60, tak Vo € A\ {60} : x < 60 a 60 je nejvetsi.

Véta 5.41. Kazda konecnd neprazdnda mnoZina A s c¢dstecnygm uspordddnim < md
minimalni resp. maximalni prvek.

Diikaz. Pokud by (A, <), kde |A| = n,n € N, neméla minimélni prvek, tak by
kazdému prvku z € A musel néjaky prvek z A predchézet a |A| by bylo vétsi nez
n (|A| by muselo byt alespon n + 1), coz neni mozné. Proto musi (A, <) obsahovat
minimalni prvek. Podobné bychom dokézali, ze (A, <), kde |A| = n,n € N, obsahuje
maximalni prvek.

O

Véta 5.42. Ezistuje-li v mnozZine A s castecnym uspordadanim = vice nezZ jeden
minimdlni resp. mazimalni prvek, pak mnoZina A nemd nejmensi resp. nejuetsi
proek.

Diikaz. Necht (A, <) obsahuje dva rtizné minimélni prvky m; a my. Pokud by platilo
my1 < Mo, tak mo neni minimalni a pokud by platilo my < my, tak m; neni mini-
malni. Proto jsou m; a msy neporovnatelné. Potom ovsem k prvku m; existuje prvek
ms, ktery jej nenasleduje a k prvku ms existuje prvek mq, ktery jej nenasleduje.
Proto ani m; ani msy nejsou nejmensi. Takto bychom ukazali, Ze Zddny z minimdl-
nich prvku (které jsou v A alespon dva) neni nejmensi a zadny dalsi z prvka mnoziny
A nejmensi byt nemuze. Podobné bychom dokéazali neexistenci prvku nejvétsiho.

O

Véta 5.43. Mad-li konecnd mnozina A s castecnym uspordddnim =< presné jeden
manimdlni resp. maximalni prvek, pak je tento prvek v mnoziné A nejmensi resp.
nejvétsi prvek.
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Diikaz. Chceme ukazat, ze pokud ma (A, <), |A| = n,n € N, jediny minimAalni
prvek m, pak je m nejmensi v A, tedy, ze jej vSechny prvky z A\ {m} néasleduji.
Pripomenme, ze zadny prvek z A nepredchazi minimalni prvek m. Proto pro kazdy
prvek z € A\ {m} plati bud m < x nebo jsou z, m neporovnatelné.

7 vyse uvedeného plyne, ze pokud vylou¢ime moznost, ze by m, x byly neporov-
natelné (x je néjaky prvek z A), pak pro kazdy prvek x € A\ {m} plati m <z am
je nejmensi v A.

Predpokladejme, ze existuje z € A\ {m}, ktery je s m neporovnatelny. Jestlize by
vSechny prvky z A\ {m, x} prvek z nasledovaly nebo s nim byly neporovnatelné, tak
by byl x minimalni, nebot by jej zadny prvek z A nepredchézel. Coz neni mozné,
protoze A obsahuje jediny minimalni prvek, a to m. Proto musi existovat prvek
xy € A\ {m, x} takovy, ze x; < x.

Pokud by byl z; porovnatelny s m, tak by m < z; < x, tedy by m < =z,
coz neni mozné, nebot m, x jsou neporovnatelné. Proto i 1, m jsou neporovnatelné.
Opét, pokud by vSechny prvky z A\ {m, z, x1} prvek z; nasledovaly nebo s nim byly
neporovnatelné, tak by byl z; minimalni, nebot by jej zadny prvek z A nepredchazel,
coz ovSem neni mozné. Proto existuje x5 € A\ {m,x,z,} tak, ze x5 < x;. Stejnou
metodou, jako predesle, bychom ukazali, Ze x5, m jsou neporovnatelné.

Timto zptusobem dokazeme, ze A\{m} obsahuje fetézec (z,,_2, Tp_3,..., T2, T1,T)
(mize mit nejvyse n — 1 prvku, nebot |A\ {m}| =n — 1), kde vSechny prvky z, x;
pro i € [1,n — 2] jsou neporovnatelné s m. Proto je prvek x, 5 minimalni, nebot
vSechny prvky z A\ {m} jej nasleduji a m je s nim neporovnatelny. To ovsem neni
mozné, nebot A obsahuje jediny minimélni prvek, a to m.

Ukazali jsme, ze pokud by A obsahovala prvek neporovnatelny s m, tak musi
obsahovat alespon dva minimalni prvky, coz je vylouceno. Proto vSechny prvky v A
jsou s m porovnatelné, a tudiz Vx € A\ {m} plati, ze m < x, a proto je prvek m
nejmensi v A.

Ditkaz druhé casti, tzn. je-li v A jedinyg maximdlni prvek M, pak je M nejvétsi
se provede témer shodné jako ditkaz predesly, a proto je ponechan vazenému a po-
zornému ¢tenari.

O

Definice 5.44. Hasseiv diagram mnoziny (A, <), kde A = {a1,aq9,...,a,}, je
rovinné schéma takové, ze prvky mnoziny A jsou body v roviné, pricemz bod
a; je umistén v roviné pod bod a; pro i,j € [1,n|,i # j, a tyto jsou spojeny
kiivkou (pripadné tseckou) pravé tehdy, kdyz a; < a; a neexistuje ay takové, ze
a; < a < a;j. Hassetiv diagram mnoziny (A, <) budeme znacit H(A, <).

Méjme (2, C), kde A = {0, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,4,5},{1,2,3,
6}} a zkonstruujme H (2, C). Nejnize bude umistén bod (), nebot predchazi vSem
ostatnim prvkim 2A. VSechny ostatni prvky budou nad nim. Nad () umistime bod
{1, 2}, nebot @ < {1,2} a spojime body 0, {1, 2} tseckou. Protoze {1,2} < {1,2, 3},
{1,2} < {1,2,4} a {1,2} < {1,2,5}, tak body {1,2,3},{1,2,4},{1,2,5} budou
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umistény nad {1,2}, ale mohou byt umistény na stejnou troven, nebot jsou vza-
jemné neporovnatelné. Doplnime tsecky mezi body {1,2},{1,2,3} a {1,2},{1,2,4}
a {1,2},{1,2,5}. Usetky mezi body 0,{1,2,3} a 0,{1,2,4} a 0,{1,2,5} nejsou,
protoze existuje prvek {1,2} tak, ze 0 < {1,2} < {1,2,3}, 0 < {1,2} < {1,2,4}
a < {1,2} <{1,2,5}. Jinymi slovy spojnice mezi body, které vyplyvaji z tranziti-
vity ¢asteéného usporadani do Hasseova diagramu nezakreslujeme!

Nad body {1,2,4},{1,2,5} musi byt umistén bod {1,2,4,5} a nad {1,2,3} bod
{1,2,3,6}, protoze {1,2,4} < {1,2,4,5}, {1,2,5} < {1,2,4,5} a {1,2,3} < {1,2,3,
6}. Mezi body {1,2,4},{1,2,4,5} a {1,2,5},{1,2,4,5}, a {1,2,3},{1,2,3,6} dopl-
nime usecky. Opét, spojnice vyplyvajici z tranzitivity relace nezakreslujeme. Body
{1,2,3,6},{1,2,4,5} mohou byt umistény ve stejné trovni, nebot jsou neporovna-
telné a H(2A, C) je zkonstruovan.

Dodejme jeste, ze do schématu také nezakreslujeme spojnice vyplyvajici z refle-
xivity, tzn. spojnice z bodu x do bodu z pro néjaké x € A, témto spojnicim obvykle
rikdame smycky.

Mame ¢éastecné usporadanou mnozinu (A4, |), kde A = {2,3,6,12,15,60}. Sestro-
jme H(A,|). Nejnize budou umistény body 2 a 3, nebot ostatni prvky v A jeden
nebo druhy nasleduji. Body 2 a 3 mohou byt na stejné trovni, protoze jsou nepo-
rovnatelné. Nad body 2,3 budou body 6,15 a doplnime spojnice mezi 2,6 a 3,6
a 3,15, nebot 2 | 6,3 |6 a3 |15 tedy 2 < 6,3 <6 a3 < 15. Body 6,15 mohou
byt na stejné trovni, nebot jsou neporovnatelné. Bod 12 musi byt nad bodem 6,
protoze 6 | 12 (6 < 12), doplnime spojnici 6, 12. Bod 60 je nad bodem 12, protoze
12 | 60 (12 < 60). Doplnime spojnice 12,60 a 15,60, nebot 12 | 60 a 15 | 60 (12 < 60
a 15 < 60). Spojnice vyplyvajici z tranzitivity a reflexivity nezakreslujeme. V tuto
chvili je H(A,|) hotov.

Definice 5.45. Relace R na mnoziné A je uplnd pravé tehdy, kdyz pro kazdou
dvojici prvkia x,y € A plati, ze alespon jedna z usporadanych dvojic (x,y) a (y, z)
do relace R patii.

Vsimnéte si, ze uplna relace musi byt reflexivni.

Definice 5.46. Je-li ¢astecné usporadani < uplna relace na mnoziné A, pak se <
nazyva linedrni nebo-li uplné usporaddni.

Vidime, ze linearni usporadani neobsahuje neporovnatelné prvky.

5.4 Zobrazeni a cykly v permutacich

Definice 5.47. Méjme binarni relaci f € A x B pro kterou plati, ze ke kazdému
x € A existuje presné jedna uspordadand dvojice (z,y) € f, kde y € B. Potom
relaci f tikame zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B, coz zapisujeme f : A — B.
Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B v diskrétni matematice také rikame funkce.
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Poznamka 5.48. Casto také slychavame nésledujici definici zobrazeni f : A — B,
a to: Zobrazeni f kazZdému prvku z A priradi jednoznacne néjaky prvek z B. Nedé
nam prilis prace rozeznat, ze obé definice vlastné rikaji totéz. V literature také
muzeme najit pojem zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, nikoliv mnoziny A do
mnoziny B (Pozor na ptredlozky!). Prvni pojem pripousti, ze mnozina vsech vzoru
muze byt vlastni podmnozinou A, zatimco druhy tika, Ze mnozina vsech vzori je
celd mnozina A.

Vsimnéte si, ze v diskrétni matematice je pojem funkce obecnéjsi nez v ma-
tematické analyze, zatimco v matematické analyze bylo funkci zobrazeni f néjaké
podmnoziny R do mnoziny R (f : R O Dy — R), tak v diskrétni matematice je
funkce f zobrazeni jakékoliv mnoziny do jakékoliv mnoziny.

V piipadé zobrazeni f piSeme radéji misto (x,y) € f bud z — y nebo f(x) =y,
coz ¢teme bud prvek x se zobrazi v zobrazeni f na prvek y nebo obrazem prvku x
v zobrazeni f je prvek y. Prvku x € A tikdme vzor a prvku y = f(z) obraz proku x.
Mnozina A v zobrazeni f : A — B je mnoZina vzoru a mnozina vsech prvka z B,
na které se zobrazi alespon jedno x € A se nazyva mnozina obraziu. Mnoziné obrazu
také fikame obor hodnot zobrazeni f a znacime jej Hy.

Priklad 5.49. Méjme relace f1, fo, f3 € A X B takové, ze f; = {(a,2), (b, 1), (c,2),

(
(da 2)}7 Ja= {(aa 1)7 (ba 4)? (a72)> (07 5)7( a, )7 (d> 2)}7 f3= {(av 1) (ba )7( >} a A=
={a,b,¢,d}, B =[1,5]. Které z relaci fi, fa, f3 jsou zobrazeni?

Reseni. V pripadé relace f; vidime, ze ke kazdému z € A je skuteéné prirazeno
jediné ¢islo z B, proto je relace f; zobrazeni.

Relace f obsahuje napiiklad usporddané dvojice (a,2), (a,3), coz znamena, ze
k prvku a € A byly pritazeny dva riazné prvky 2,3 € B, a tudiz f, neni zobrazeni.

V relaci f3 je sice k prvkiim z A prifazeno jediné cislo, ale ne ke vSem. V f3 totiz
chybi usporadand dvojice, kterda by meéla na prvni pozici d. Protoze k d € A neni
pritazen zadny prvek z B, tak f; neni zobrazeni.

A

Priklad 5.50. Mgjme relace fy, fs, fo takové, ze fi = {(z,y) € R x R = R? : 2% +
+y? =25}, fs={(z,y) eERxR=R*: ¢y’ =z} a fo={(v,y) ERxR=R*:y =
= arctg(|z|)}. Které z relaci fy, fs5, fs jsou zobrazeni?

Reseni. V tomto prikladu je A = B = R.

V pripadé relace f; ne ke kazdému = € R je ptitazeno c¢islo z R. Pokud by bylo
x > 5 nebo x < —5, pak nenalezneme y takové, ze 22 + y? = 25, nebot by bylo &slo
25 — 2% zaporné a rovnice y? = 25 — 22 by neméla feseni. Ddle, pokud bychom zvolili
napifklad z = 3, tak y? = 25 — 9 = 16 a takova rovnice mé dvé riizna feSeni, a to
y =4 ay = —4. Proto k ¢islu 3 jsou prifazena dvé rizna cisla. Odtud, relace f;
urc¢ité neni zobrazeni.
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Relace f5 obsahuje napifklad uspofddané dvojice (4,2), (4, —2), nebot 22 = 4
a (—2)% = 4. Coz znamen4, 7e k prvku 4 € R byly pfifazeny dva rizné prvky
2,—2 € R, a tudiz f5 neni zobrazeni.

Naleznéte graf funkce y = arctg(|z|). Uz samotny fakt, ze jde o funkci fs: R — R
zajistuje, ze jde o zobrazeni, pokud Dy = R, nebot kazda funkce f je zobrazeni
mnoziny Dy do mnoziny R. Protoze pro funkci y = arctg(|z|) plati Dy = R, tak
f6 je zobrazeni. Mate-li graf funkce y = arctg(|z|), pak vidite, ze opravdu kazdému
redlnému ¢islu x je prifazeno jediné redlné cislo y € (0, 7). Relace fs je zobrazeni.

A

Definice 5.51. Zobrazeni f : A — B je prosté nebo-li injektivni pravé tehdy,
kdyz ke kazdé dvojici raznych vzora z; # w9 jsou pritazeny dva ruzné obrazy
f(z1) # f(xs). Prostému zobrazeni také fikame injekce.

Zobrazeni f; z prikladu 5.49 a fg z prikladu 5.50 nejsou prosta, nebot zobrazeni
f1 pritazuje dvéma riznym prvkam a # ¢, a,c € A tentyz obraz 2 € B a fg pritazuje
dvéma riznym prvkim, napitklad —1,1 € R jediny obraz arctg(1) = § € R.

Priklad 5.52. Jsou zobrazeni f : A — B, kde Vz € A : f(z) = [%], kde
A={-7,-4,-1,2},B=[-3,2l a g: R\ {0} = R\ {0}, kde g(z) = %, prostd?

Reseni. Vidime, 7e f(=7) = —3,f(—4) = =2, f(=1) = 0 a f(2) = 1. Zaprvé,
kazdému prvku z A je prirazen presné jeden prvek z B, f je tedy opravdu zobrazeni.
Za druhé, kazdym dvéma prvkum z A jsou prifazeny dva rizné obrazy z B. Odtud
f je prosté zobrazeni.

Ke kazdému cislu = € R\ {0} existuje presné jedno ¢islo % € R\ {0}, proto je g
opravdu zobrazeni. Pokud x; # x4, kde 1, 25 € R\{0}, tak wil = g(z1) # g(x9)
Proto je g prosté zobrazeni.

_,1:2'

A

Definice 5.53. Méjme zobrazeni f : A — B takové, ze ke kazdému y € B existuje
x € A tak, ze y = f(z). Potom o zobrazeni f fikdme, Ze je na mnozinu B nebo-li
surjektivni. Zobrazeni na mnozinu B také tikame surjekce.

Vidime, ze v surjekci f : A — B musi platit B = Hy. Pokud je zobrazeni
surjektivni, tak kazdy prvek y z mnoziny B je obrazem néjakého vzoru x z mnoziny
A. Protoze v zobrazeni f z prikladu 5.52 existuji prvky —1,2 € [—3,2] = B, které
nejsou obrazy zadného prvku z A, tak f neni surjektivni zobrazeni.

Uvédomme si, ze ke kazdému y € R\ {0} existuje ¢islo z = i € R\ {0} tak, ze

1

g(x) = ; = 1 =y, proto je zobrazeni g z prikladu 5.52 surjektivni.

< || =
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Definice 5.54. Je-li zobrazeni f : A — B injektivni a surjektivni, pak se nazyva
vzdjemne jednoznacné nebo-li bijektivni. Vzajemné jednoznacnému zobrazeni také
fikdme bijekce.

Vsimnéte si, ze zobrazeni g z prikladu 5.52 je prosté i surjektivni, tudiz jde

o bijekci.

Definice 5.55. Méjme dvé zobrazeni g : A — B a f : B — C. Potom sloZené
zobrazeni (f o g) : A — C je takové zobrazeni, ze plati (f o g)(x) = f(g(x)) pro
kazdé x € A. To znamend, ze ve slozeném zobrazeni (f o g) : A — C nejdiive
zobrazeni g vzoru x € A pritadi obraz g(x) € B, a pak zobrazeni f ptifadi vzoru

g(x) € B obraz f(g(z)) € C.

Poznamka 5.56. Mame-li slozené zobrazeni (fog), pak libovolny vzor x je nejdiive
zobrazen pravym zobrazenim g na obraz g(z), a pak je g(z) zobrazen levym zobraze-
nim f na obraz f(g(z)), ¢ili jako bychom zépis (fog) Cetli zprava doleva. V literatufe
se také ¢asto objevuje jiny zapis slozeného zobrazeni, a to (fg). Tento zapis ¢teme
naopak zleva doprava, tzn. nejdiive zobrazuje zobrazeni f a az potom g.

Vsimnéte si také, Ze mnozina obrazi prvniho zobrazeni g musi byt podmnozi-
nou mnoziny vzorit druhého zobrazeni f. Pokud by tomu tak nebylo, pak slozené
zobrazeni viibec neexistuje.

Priklad 5.57. Mé&jme zobrazeni g : A — B, kde A =[-2,3],B=[0,2], =2 — 1, — @
-1—-00—-11—-12—-03—1af:B—C kde C =[-2/1], f(0) = —

-2, f(1) = 0, f(2) = 1. Naleznéte slozend zobrazeni f o g, g o f a urCete vlastnosti
zobrazeni g, f, foga go f.

Reseni. Nejdiive nalezneme zobrazeni (f o g) : A — C. Protoze —2 S 1ald 0,
tak —27%90. -1 % 1205 —2 odtud =1 2% —2. Protoze 0 % 1 a1 % 0, tak
02¢0.1% 14120, odtud 12 0. Protoze 2% 0a 0% —2, tak 27 —2.3 % 1
ald 0, odtud 3 1°9.0). Zobrazeni f o g mizeme zapsat takto:

fog:A—=C kde (fog)(=2)=0,(fog)(=1)==2,(fog)(0) =0,(fog)(l) =
=0,/(2) = =2,(f29)3) = 0.

Nebot C' = [-2,1] C [-2,3] = A, tak i slozené zobrazeni go f : B — B existuje.
Vime, 76 0 5 —2a -22%1,150a021,2%51a12 1. Proto pro zobrazen
gof:B— B plati (g0 £)(0) = L(ge f)(1) = L, (g0 /)(2) = 1.

Je zfejmé, Ze ani jedno zobrazeni neni surjektivni a pouze zobrazeni f je injektivni
(prosté).

A

Priklad 5.58. M¢jme zobrazeni g : (—1,1) — R, kde g(x) = arcsin(z) a f : (— @
—3,3) = R, kde f(z) = v9 — 22. Naleznéte slozend zobrazeni f o g, g o f a urCete

vlastnosti zobrazeni g, f, foga go f.
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Reseni. Nakreslete si graf funkce g(z) = arcsin(z), vidite, Ze D, = (—1,1) a H, =

< g Z). Déle si uvédomme, Ze pokud y = v/9 — 22, pak y* = 9 — 2 a dostévame
2?2 +y? =9, coz je rovnice kruznice se stiedem v poc¢atku systému soufadného a po-
lomérem 3. Nebot /9 — 22 2 0, tak grafem funkce f(x) = /9 — 22 je pulkruznice se
sttedem v pocatku systému souradného a polomérem 3 nad osou z, pricemz krajni
body [—3,0] a [3,0] do ni patii. Proto Dy = (—3,3) a Hf = (0, 3).

Hledejme zobrazeni fog: (—1,1) — R. Protoze H = (=5, 5) €(=3,3) = Dy,
tak takovd funkce existuje a mé predpis (f o g)(z) = /9 — (arcsin(z))? (misto
argumentu x druhé funkce f napiSeme funkcéni hodnotu prvni funkce g). Nebot musi
nutné platit, ze Hyoy € Hy = (0, 3), tak funkce f o g neni zobrazeni na mnozinu R,

proto f o g neni surjektivni Déle vime, ze napfiklad arcsin(—3) = —% a arcsin(z) =
s )2

= &. Potom (fog)(— \/9— - \/9— = 9—(3) :(fog)(%).

Cili zobrazeni f o g prlradl ke dvéma riznym vzoriam —% a % jeden a tentyz obraz

\/9 - ;[—2, proto f o g neni prosté (injektivni).

Protoze Hy = (0,3) € (—1,1) = Dy, tak slozené zobrazeni go f viibec neexistuje.

Neni tézké zjistit, ze zobrazeni g je prosté (injektivni) ale neni na mnozinu R,
proto neni surjektivni. OvSem zobrazeni g : (—1,1) — (=73, 3), kde g(z) = arcsin(x),
je i surjektivni, nebot tentokrat obrazy ,pokryvaji“ celou mnozinu (—7, 7).

Stejné tak f neni zobrazeni na mnozinu R, proto neni surjektivni. Ale zobrazeni

f:(=3,3) = (0,3), kde f(z) = 9 — 22, by bylo surjektivni. Zobrazeni f neni
urcité prosté, nebot napitklad f(2) = v9 —22 =5 = /9 — (-2)2 = f(—
Jesté si vSimnéte, ze funkce f a g, kde f(z) = V9 — 22 a g(x) = arcsin(x), nejsou
zobrazeni mnoziny R do mnoziny R (Proc?).
A

5.5 Bijekce koneéné mnoziny A na sebe nebo-li
permutace

Méjme mnozinu A = [1,6] a definujme na mnoziné A zobrazeni 7 : A — A tak, ze
(1) =6,7(2) =4,7(3) = 2,7(4) = 3,7(5) =5 a 7(6) = 1. Neni tézké ovérit, ze
zobrazeni 7 je bijekce. Zobrazeni m mizeme také popsat dvojradkovou matici tak, ze
do prvniho fadku napiseme vSechny vzory v prirozeném poradi a pod né umistime
piislusné obrazy (viz nésledujici zapis).

1 23 456
6 4 2 3 5 1
Zapis bijekce m mizeme jesté zjednodusit tak, Ze zapiSeme posloupnost (6,4, 2, 3,

5,1), kde kazd4a pozice v posloupnosti urcuje vzor v bijekci 7 a ¢islo na této pozici,
obraz ptislusného vzoru. Napriklad, protozZe na treti pozici je dvojka plati 7(3) = 2
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nebo protoze na paté pozici je pét plati 7(5) = 5 atd. Cili bijekci 7 na mnoziné A =
= [1, 6] umime zapsat jako posloupnost, tudiz permutaci bez opakovani na mnoziné
A = [1,6]. Pozorovani zobecnime v nésledujici definici.

Definice 5.59. Kazdou bijekci konetné mnoziny A = [1, n] na sebe lze zapsat jako
néjakou permutaci bez opakovani na mnoziné A. Proto bijekci konecné mnoziny A
na sebe fikame také permutace na mnoziné A nebo strucnéji permutace.

Uvédomme si, ze prvky kazdé koneéné mnoziny mizeme ptreznacit ¢isly z mnoziny
[1,n]. Proto bijekei libovolné koneéné mnoziny na sebe muzeme nazvat permutaci.

Vratme se k permutaci 7 = (6,4,2,3,5,1). VSimnéte si, ze 2 se zobrazi na 4, 4
na 3 a 3 zpét na 2. Vytvori se tedy jakysi cyklus 2 — 4 — 3 — 2 délky 3. Ddle,
1 se zobrazi na 6 a 6 zpét na 1, vznika cyklus 1 — 6 — 1 délky 2, a konecné 5
se zobrazi na 5, vznika cyklus 5 — 5 délky 1. Cykly jsou disjunktni, nebot zadny
prvek z [1,6] neni ve vice cyklech. Déle, kazdy prvek z [1,6] do né&akého cyklu
patii. Permutaci 7 = (6,4, 2, 3,5, 1) mizZeme také zapsat pomoci disjunktnich cyklu,
atom=(24,3)(1,6)(5), pricemz vime, ze v zapisu pomoci cyklid nalezneme obraz
c¢isla bud napravo od néj nebo na zacatku cyklu, pokud je ¢islo na konci cyklu.
V pripadé cyklu délky jedna je jediné ¢islo v cyklu obrazem sebe sama. Pozorovani
opét shrneme v nasledujici definici a véte.

Definice 5.60. Necht 7 je permutace na koneéné mnoziné A = [1,n]
a ai,as,...,ar € A. Potom cyklem permutace m rozumime posloupnost
(ay,aq,...,ax), pokud plati:

o m(a;) = a;y1 prokazdé i =1,2,... )k —1anw(ay) = ay, je-li k > 1,

o m(ay) = ay, je-li k= 1.

Véta 5.61. KazZdou permutaci m na konecné mnozine A = [1,n| muZeme zapsat
jako sloZeni cykli na vzdjemné disjunktnich podmnoZindch mnoziny A.

Poznamka 5.62. Mdme-li permutaci napriklad = = (6,4,2,3,5,1) musime vzdy
zdiraznit, zda jde o zapis cyklicky nebo o zapis ,,jednoradkovy“. V prvnim piipadé
by totiz platilo 7(6) = 4,7(4) = 2,7(2) = 3,7(3) = 5,7(5) =1 a w(1) = 6, zatimco
ve druhém piipadé 7(1) = 6,7(2) =4,7(3) = 2,7(4) =3,7(5) =5 a n(6) = 1.

Priklad 5.63. Méjme dvé permutace zapsané ,jednoradkové“; a to m; = (8,1,5,6,
2,7,4,3) a mp = (5,6,2,4,1,8,3,7). Prepiste je do cyklického tvaru a naleznéte
slozené permutace m = m o my a Il = 7y o 7.

Reseni. Pokusime se prepsat permutaci m; do cyklického tvaru. Prvni cyklus zpra-
vidla za¢iname nejmensim ¢islem, tj. jednickou. Vime, ze 1 se zobrazi na 8, proto
vedle jednicky napiseme 8, 8 se zobrazi na 3, vedle 8 piseme 3, 3 se zobrazi na 5,
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vedle 3 piseme 5, 5 se zobrazi na 2, vedle 5 piseme 2 a konecné 2 se zobrazi na
1, tudiz uzavieme zavorku a mame prvni cyklus (1,8, 3,5,2). Dalsi cyklus zacneme
nejmensim dosud nezarazenym ¢islem, tj. ¢tyrkou. 4 se zobrazi na 6, 6 na 7 a 7 na
4, mame dalsi cyklus (4,6, 7). ProtoZe jsou v tuto chvili zatazena vSechna ¢isla do
néjakého cyklu méame m; = (1,8,3,5,2)(4,6,7).

Nyni se budeme vénovat permutaci my. Prvni cyklus opét za¢neme jednickou. 1
se zobrazi na 5, 5 se zobrazi na 1. Mame prvni cyklus (1, 5). Druhy za¢neme dvojkou.
2 se zobrazi na 6, 6 se zobrazi na 8, 8 se zobrazi 7, 7 se zobrazi na 3 a 3 se zobrazi
na 2. Mame dalsi cyklus (2,6, 8,7, 3). Posledni cyklus zacneme ¢tyikou. 4 se zobrazi
na 4. Mame cyklus délky jedna, a to (4). Odtud m = (1,5)(2,6,8,7,3)(4).

Najdeme cyklicky zapis permutace m = m; o 7y tak, ze pouzijeme cyklické zapisy
permutaci m a m. Plati 1 3 5a5 5 2 proto 1 "5 2.2 B3 6 a6 2 7, proto
2 ™ 7 783 3a353 5 proto7 ™5 53 1a13 8 proto 5 "8,
8 B 7a7 4 proto8 ™ 4,4 B 4a4 5 6, proto 4 "= 6,6 3 8
a8 5 3 proto 6 =7 3,33 2a2 5 1, proto 3 "= 1. Mame prvni a po-
sledni cyklus (1,2,7,5,8,4,6,3), odtud cyklicky zdpis permutace 7 je m = 7w 0 gy =
=(1,2,7,5,8,4,6,3). Vidime, ze 7 obsahuje jediny cyklus.

Prejdeme k cyklickému zapisu permutace II = 75 o 1. Opét pouzijeme cyklické
zépisy permutaci m a 7. Plati 1 2 8a 8 B3 7, proto 1 ™" 7. 7 B 4a4 3 4,
proto 7 X" 4,4 3 6a6 3 8, proto 4 X" 8,8 55 3a 33 2 proto 8 = 2,
23 1a135 proto2 ™5 5532a2536, proto5 ™5"6,637a73 3,
proto 6 =5"3,3 3 5a5 3 1, proto 3 X" 1. Permutace II obsahuje jediny cyklus
(1,7,4,8,2,5,6,3). Cyklicky zépis permutace II je Il = mpom = (1,7,4,8,2,5,6,3).

Je patrné, ze skladani permutaci neni komutativni, nebot m = 7w 0my # meom =
=1II.

A

Definice 5.64. Necht n € N. Pak n-tou mocninu permutace m budeme definovat
rekurentné, ator! =ra "t =7 o = wo 7",

Z definice plyne, ze 7" = w o 7w o - - - o w pro kazdé prirozené n, nebot je znamo, ze
—_—

skladani libovolnych zobrazeni je asociativni (plati (fog)oh = fo(goh) = fogoh,
pro libovolnd zobrazeni f, g, h jejichz sklddani je mozné).

Jesté dodejme, Ze permutace na mnoziné A = [1,n], kterou miZeme zapsat
sjednoradkové® (1,2,3,...,n—1,n) nebo cyklicky (1)(2)(3)...(n—1)(n) se nazyva
identita a znacime ji id.

Definice 5.65. Mé&jme nejmensi mozné k € N takové, Ze 7F = id, kde 7 je néjaka
permutace. Potom ¢islo k£ nazyvame rdd permutace .

Piiklad 5.66. Permutace 7 je zaddna ,jednoradkové“ takto m = (6,4,2,3,5,1).

Naleznéte 72, 2, 74, w5 a 5.
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eni. Permutaci 7 si zapiSeme cyklicky 7 = (1,6)(2,4,3)(5). Potom 7> = o =

- (1)(2,3,4)(5)(6), m=momr? = (L6R)B)H)G), m = o = (1)(2,4,3)(5)(6),
m=mont=(1,6)(2,3,4)(5), 7® = mon® = (1)(2)(3)(4)(5)(6). Vidime, Ze 7 = id,
proto ¢islo 6 je fadem permutace m = (2,3,4)(1,6)(5).

A

Véta 5.67. Méjme permutaci m s m cykly, pricemz cisla ci,¢o,...,¢p € N
jsou délky cykli. Potom rdd k permutace 7, je mejmensi spolecny ndsobek cisel
€1,y Cm (kK =mnsn{ci,ca,...,cn}).

Vratime-li se k ptikladu 5.66, tak vidime, ze nsn{3,2,1} = 6 a fad permutace 7
je opravdu 6.

Definice 5.68.
Permutace o pro kterou plati m o 0 = 0 o ™ = id se nazyva permutace inverzni
k permutaci m a budeme ji znacit 7 *

Véta 5.69. Permutace m obsahuje cyklus (ay,as,as, . .., a,_1,ax) pravé tehdy, kdyz
permutace T obsahuje cyklus (ay,ag, ax_1 ..., as,as).

Poznamka 5.70. Populdrné feceno, permutace 7 a 7! obsahuji vzédjemné opacné
cykly. Z toho plyne, Zze maji tentyz rad.

Dejme si priklad. Méjme permutaci 7 = (2, 3,4)(1,6)(5). Potom podle véty 5.69
je 71 = (2,4,3)(1,6)(5), nebot cykly délky 1 a 2 zlstanou stejné. Naleznéme
mon b = (1)(2)(3)4)(5)(6) = id a 7 om = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = id. Timto
jsme ovéfili, ze permutace 7! je vskutku inverzni k m. Obé& permutace maji fad
k =nsn{3,2,1} = 6.

Jisté jste si vsimli, ze cykly v permutacich ndm vyrazné usnadnily hledani per-
mutace inverzni a jejitho tadu. Jenze se asi ptate, k ¢emu je nam rad permutace
a permutace inverzni?

V kasinech byva k michani karet casto pouzivan, strojek. Dejme tomu, Ze mame
strojek, ktery miché karty tak, ze balicek 32 karet rozdéli na ptlky a karty vsune mezi
sebe. Presnéji, popisuje-li poradi karet pred zamichanim posloupnost (1,2,3,...,31,
32), pak poradi karet po prvnim zamichéani je popsatelné posloupnosti (1,17, 2, 18, 3,
19,...,16,32). Posloupnost (1,17,2,18,3,19,...,16,32) je vlastné néjakd permu-
tace m, kterou mizeme zapsat i cyklicky. Aby se nam to lépe darilo, popisme ji
dvojradkovou matici:

1 2 3 4 5 6 ... 30 31 32
1 17 2 18 3 19 ... 31 16 32
Vidime, ze takova permutace kazdé liché cislo 2k — 1, £ = 1,2,...,16, zobrazi

na c¢islo k, zatimco kazdé sudé cislo 2k zobrazi na k 4 16. Nyni jiz pomérné snadno
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najdeme cykly permutace. Urcité vime, ze m = (1)(32).... Dale m obsahuje cykly
(2,17,9,5,3), (4,18,25,13,7), (6,19,10,21, 11), (8, 20, 26,29,15), (12,22,27,14,23)
a (16,24, 28,30,31). Takze m ma pouze cykly délky 1 nebo 5, proto fad permutace
7 je 5. Z ¢ehoz plyne, ze takovy zplisob michani vytvori jen pét riiznych zamichani
z 32! moznych, a navic, po kazdém patém zamichani dostaneme totéz poradi karet,
jaké bylo na pocatkul!

Predstavme si strojecek, ktery by poprvé zamichal karty zcela libovolné a toto
zamichani bychom v ném zafixovali. Popisme takové zamichani néjakou permutaci 7
a prevedme ji do cyklického tvaru. Pak snadno najdeme permutaci inverzni 7! (ob-
racenim orientace cykli viz véta 5.69). Pokud bychom ji strojku ,naprogramovali
tak, Ze by poprvé michal dle permutace 7 a podruhé dle permutace 7!, potom
by vytvarel jen dvé rtiiznd zamichani, a navic bychom po kazdém sudém zamichani
obdrzeli stejné poradi karet jako na pocatku.

Pojmy k zapamatovani

— n-4rni a bindrn{ relace na mnoziné A (R C A" a R C A?).
— Reflexivita: Va € A : aRa.

— Symetrie: Va,b € A : aRb = bRa.

— Antisymetrie: Va,b € A: aRbANbRa = a =b.

— Tranzitivita: VYa,b,c € A: aRb N bRc = aRc.

— Uplnost: Va,b € A : aRbV bRa.

— Diagram a matice sousednosti relace.

— Ekvivalence ~ je relace reflexivni, symetricka a tranzitivni, tifidy ekvi-
valence.

— Céstecné usporadani < je relace reflexivni, antisymetricka a tranzitivni,
Hassetv diagram.

— Miniméln{ resp. maximalni prvek m € (A, <): flx € A\ {m} 1z <m
resp. fv € A\ {m}:m < z.

— Nejmensi resp. nejvétsi prvek m* € (A, <X): Ve € A\ {m*} : m* <z
resp. Vo € A\ {m*} : z < m*.

— Zobrazeni je f C Ax B, kdeVx € A,y € B: (z,y) € f.

— Injekce f: Vay, 20 € Aty # 20 = f(21) # f(22).

— Surjekee f:Vy € B,3xr € A:y = f(x).

— Bijekce je injekce i surjekce.

— Bijekce mnoziny A na sebe je permutace 7.

— Zapis permutace pomoci cykli.

— Rad permutace a permutace inverzni.
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Pro zajemce:

Mame-li na mnoziné A definovanu bindrni operaci A\, pak musi platit, ze ke kazdym
dvéma prvkim a,b € A je jednoznacné prirazen néjaky prvek ¢ € A, coz zapisujeme takto
a\b = ¢, c tedy chiapeme jako vysledek operace a/Ab a je uréen jednoznacéné. Napriklad
s¢itdni a nasobeni na N jsou jisté bindrni operace. Usporadané dvojici (A,A) fikdme
algebraickd struktura.

Vezméme si mnozinu S vsech permutaci na mnoziné X = [1,n] definujme na ni bindrni
operaci sklddani o (sloZzenim libovolnych dvou permutaci z S dostaneme vzdy jedinou
permutaci z S). Mame tudiz algebraickou strukturu (5, o).

Protoze je skladani zobrazeni asociativni, je také skladani permutaci asociativni, plati
tudiz Vm,o,w € S : mo (0 ow) = (moo)ow. Déle je v S identita id a pro ni plati
moid =1idom = m, jestlize 7 je libovolnd permutace z S (Vyzkousejte si!). Mazeme fici,
ze se id chova vuci skladdni neutralné (jako 0 vadi s¢itdni a 1 vuci ndsobeni), proto také
permutaci id fikame neutrdlni prvek. Vime také, ze ke kazdé permutaci 7 € § umime najit
permutaci inverzni 71, pro kterou plati 7 o 7! 1

Plati-li v algebraické strukture asociativni zakon, ma-li neutralni prvek a ke kazdému
prvku prvek inverzni, pak ji fikdme grupa. Odtud (S,0) je grupa. Grupé (S,0) fikdme
grupa permutac.

Vyzkumem algebraickych struktur, zvlasté pak grup, se vénuje teoretické algebra, ktera
je, da se tici, uhelnym kamenem celé matematiky! Je obecné znamo, ze kazda konecna
grupa je izomorfni s néjakou podgrupou grupy permutaci. Coz znamena, ze resime-li néjaky
problém v libovolné konec¢né grupé, pak si jej umime prevést do fe¢i permutaci s operaci
skladani. Jelikoz je jiz grupa permutaci velmi dobie prozkouména, tak se neptehledny
problém v néjaké libovolné konec¢né grupé muze timto ,prekladem* do grupy permutaci
vyrazné projasnit.

=7n7" " om=1d.

Priklady k procviceni

1. Muze existovat na mnoziné A relace R takova, ze je zaroven symetricka i antisymetricka?
Pokud ne, zdivodnéte. Pokud ano, uvedte priklad.

2. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které nejsou reflexivni?

3. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou symetrické?

4. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou reflexivni a symetrické?

5. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které nejsou symetrické?

6. Urcete ruzné t¥idy ekvivalence = (mod 5) na mnoziné A = {5, 16,19, 50,59, 61, 75}.

7. Méjme v roviné ¢tyfi body o soufadnicich X10,0], Y[1,0], Z[1,1] a U[0, 1]. Prolozme
témito body vSechny mozné primky a ty budou tvorit mnozinu A. Na A definujme relaci

R tak, ze Vp,q € A : pRq < p || q. Je relace R ekvivalence? Pokud ano, urcete ruzné
tridy ekvivalence.

@ ——p
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8. Je relace R v (A, R), kde A = {0,3,6,9} a R = {(0,0), (3,6),(9,3),(0,9),(3,3),(6,6),
(6,3),(3,9),(9,9),(9,0)} ekvivalence?

9. Dokazte, ze R v (A, R), kde A je mnozina vSech t¥iprvkovych podmnozin mnoziny
X =1{1,2,3,4,5} a pro kazdé dvé mnoziny M, N € A plati (M,N) € R < maji M a N
stejny nejveétsi prvek, je ekvivalence. Naleznéte vSechny rtzné tridy této ekvivalence.

10. Dokazte, ze R v (A,R), kde A=CaV(a+bi),(z+yi) € C: (a+bi)R(x +yi) & a=
= z, je ekvivalence. Umite popsat, co tvori tridy této ekvivalence v Gaussové roviné?
(Komplexni ¢islo a + bi umime zakreslit jako bod v roviné se soutadnicemi [a, b], pokud
zakreslime vSechna komplexni ¢isla, pak takto vzniklé body vyplni Gaussovu rovinu.)

11. Mé&jme (A, |), kde A = {2, 5,15, 20,60, 300}. Naleznéte maximdlni, minimalni, nejmensi
a nejvetsi prvky mnoziny A, néjaky retézec délky alespon 4 a zakreslete Hassetiv diagram
mnoziny A.

12. Na systému mnozin 2 = {0, {1},{2},{1,2,3},{2,4},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}} je defi-
novano ¢astecné usporadani C. Uréete maximalni, minimalni, nejmensi a nejvétsi prvky
mnoziny A, naleznéte néjaky retézec délky alespon 4 a zakreslete Hassetv diagram sys-
tému mnozin 2.

13. Jerelace Rv (A, R), kde A = M?, M = {1,2,3} aV(a,b), (v,y) € M? : (a,b)R(z,y) <
a < x, ¢astedné usporadani?

14. Je relace R v (A, R) ¢astecné usporadani, pokud A je mnozina lidi a Va,b € A : aRb &
a je vyssi nebo stejné vysoky jako b?

15. Najdéte alespon dvé uplna usporadani na N.

16. Méjme zobrazeni g : A — B, kde Vx € A: g(x) =32 — 2, A={1,2,6}, B={1,4,16}
af:B— C,kdeVz € B: f(x) =logy(z), C = [0,4]. Naleznéte slozend zobrazeni f og
a go f a urcete vlastnosti zobrazeni g, f, fogago f.

17. Mé&jme zobrazeni g : (—m,m) — (—1,1), kde Vo € (—m,m) : g(x) = cos(x), a f : (—
-2,2) — <%,e3), kde Vz € (—2,2) : f(z) = e""1. Naleznéte slozena zobrazeni f o g
a go f a urcete vlastnosti zobrazeni g, f, fogago f.

18. Méjme permutace m = (7,4,3,6,5,2,8,1) a mo = (3,6,1,5,4,2,8,7) zadané jedno-
radkové. Prepiste obé permutace do cyklického tvaru a najdéte permutace m = w1 o 7o,
II = 7o o 7y, w2 a 113,

12345678 /12345678
74360528 1/*™ 3615 4287)

Piepiste obé permutace do cyklického tvaru. Dale, najdéte permutace L Ty La 4dy

, -1 -1
permutaci 7y, wo, Ty, Ty .

19. Méjme permutace m; = (

20. Dokazte, ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : B — C prostd, pak i zobrazeni
go f:A— C je prosté.
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21. Dokazte, ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : B — C surjektivni, pak i zobrazeni
go f:A— C je surjektivni.

22. Dokazte nebo vyvratte, 7Ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : C — D prost4,
pticemz plati B C C' (B je vlastni podmnozinou C), pak i zobrazeni go f : A — D je

prosté.

23. Dokazte nebo vyvratte, Ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : C' — D surjektivni,
pricemz plati B C C, pak i zobrazeni go f : A — D je surjektivni.

24. Dokazte vétu 5.67.

Kli¢ k prikladim k procviceni @é

1. Ano, napi. A=[1,5], R =1{(2,2),(3,3),(5,5)}.

2. 27 (1 — 5%).

3. 2("37).

n

4. 20).
5. 27" — (V2)n*
6. [= 5] = {5,50, 75}, [= 16] = {16,61} a [= 19] = {19, 59}.

7. Ano, R je ekvivalence. Necht p =UZ, q=UY,r=UX, m=2Y, n=2X, 0= XY,
potom [N p] = {p7 0}7 [N T] = {’f', m}v [N Q] = {Q}a [N 7’L] = {n}

8. R neni ekvivalence, nebot neni tranzitivni.

9. Ano, R je ekvivalence. [~ {1,2,5}] = {{1,2,5},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,5}, {3,
4, 5}}’ [N {1>2>4}] = {{1>2>4}’ {17374}7 {2a374}}7 [N {1’273}] = {{1’273}}'

10. Ano, R je ekvivalence. Necht a € R, pak [~ a] je pfimka kolm4 na redlnou osu (osa x)
prochézejici bodem [a, 0].

11. Minimalni{ prvky jsou 2,5, maximéalni 300, nejmensi neexistuje, nejvétsi je 300, Fetézec
(5,15, 60, 300).

12. Minimaln{ prvek je (), maximdlni {1,2,3,4,5}, nejmens{ je (), nejvétsi je {1,2,3,4,5},
fetézec (0,{2},{1,2,3},{1,2,3,5}).

13. R neni ¢astecné usporadani, nebot neni antisymetrickd ((1,2)R(1,3) A (1,3)R(1,2)A
(1,2) # (1,3)).

14. Pokud jsou v A dva lidé stejné vysoci, pak R neni antisymetrickd, tudiz neni ¢asteéné
usporadani.

15. Relace < je na N tplné usporadani. Méjme dvé riznd prirozend ¢isla a,b zapsana
v desitkové soustavé a = ag+aj - 10+as-1024---+a,, - 10", b = bg+ by - 10+ by - 102 +
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+ -4 by - 10", kde m,n € No,n =2 m a a;,b; € [0,9] pro kazdé i € [0,n],j € [0,m].
Najdéme nejmensi i € [0,n] takové, Ze a; # b;. Pak b < a < b; < a; (lexikografické
usporadani). Relace < je na N tplné usporadani.

16. Zobrazeni g je bijektivni, zobrazeni f je prosté, ale neni surjektivni. Zobrazeni fog:

A — C,kde (fog)(1) =0,(fog)(2) =2,(fog)(6) =4, obecné (fog)(x) = logy(3x—2),
je prosté, ale nenf surjektivn{. Zobrazeni g o f viibec neexistuje, protoze Hy ¢ A.

17. Zobrazeni g neni prosté, protoze napt. cos(—m) = cos(m) = —1, ale je surjektivni.
Zobrazeni f je bijektivni. Zobrazeni fog: (—m, ) — (%,e‘g), kde (f o g)(x) = e®s@)+1,
nenf prosté, nebot (f o g)(—m) = e(-MHl = =141 = &0 — 1 = es(M+1 — (f o g)(n),
a nenf surjektivni, protoze napiiklad k 3 neexistuje z € (—m, ) tak, ze (fog)(z) = €3,
nebot —1 < cos( < 1 a exponent cos(x)+ 1 € (0,2). Zobrazeni g o f vibec neexistuje,

protoze (g, e3) ¢ L.

)=
(=

18. m = (1,7,8)(2,4,6)(3)(5 >
(

m = (1, 5)(7,8), m = (1,3,7)(2)(4,6,5)(8), Il =
=(1,8,3)(2,5,4)(6)(7), = = (1,7,3)(2) i

19. 771 = (1,8,7)(2,6,4)(3)(5), 75 ' = 7o, ¥ad permutaci 71 a 7, ' je 3, fad permutaci mo
-1 .
am,  je 2.

20. Primy dikaz s vyuzitim definice injekce.
21. Piimy dukaz s vyuzitim definice surjekce.
22. Plati, dokazte primo.

23. Neplati, ukazte protipriklad.

24. Nejdiive dokazte, zZe jestlize je x néjaky prvek cyklu délky m v permutaci 7, pak kazda
mocnina permutace m, kterd je nasobkem ¢isla m, zobrazi prvek x na prvek x, jinymi
slovy m*™(z) =  pro k € N.
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Kapitola 6

Princip inkluze a exkluze

Jiz na stredni skole jsme se setkavali s ilohami nasledujiciho typu.

Priklad 6.1. Studenti nasi skoly, byly dotazovani, zda pravidelné ¢tou nékterou
z uvedenych tiskovin. Slo o ¢asopisy Respekt (déle R), Reflex (déle X) a Hospodéiské
noviny (déle HN). Ukdzalo se, ze 14 studentu ¢te R, 14 ¢te HN, 16 cte X, Sest
c¢te jak R tak HN, pét cte jak R tak X a sedm c¢te jak HN tak X. Tt studenti
¢tou vSechny tii tiskoviny. Jesté zbyva dodat, Ze bylo dotdzano 36 studenti. Kolik
studentti pravidelné ¢te alespon jednu z uvedenych tii tiskovin? Kolik studentii necte
zadnou z uvedenych tiskovin?

Resend. Ozna¢me mnozinu vSech ¢tenaitt Respektu R, mnozinu vech ¢tenditt Hos-
podatskych novin H, mnozinu vsech ¢tenart Reflexu X. Je ziejmé, ze pokud chceme
odpovédét na prvni otdzku z prikladu 6.1, tak musime nalézt |RU H U X|, a pokud
na druhou otézku, hleddme |[RUH U X|=|S\RUH U X| =|S|—-|RUH U X|,
kde S je mnozina vsech dotazovanych studenti.

Pokud by byly mnoziny R, H, X disjunktni, pak by platilo |[RU H U X| = |R| +
+ |H| + | X|. Mnoziny R, H, X vsak disjunktni nejsou, coz je patrné jiz v zadani,
nemaji prazdné pruniky.

V souctu |R|+ |H| + | X| jsou zapocitany prvky z pruniki RNH, RNX a HNX
dvakrét (vyjma prvki z pruniku RN HNX) a z praniku RN H N X dokonce tTikrat.
Upravme vypocet nasledovné: |[RUH U X| = |R|+ |H|+ |X|—|RNH| - |RNX]|—
— |HNX]|. Nyni jsou vSechny prvky zapocitany pravé jednou vyjma prvki z pruniku
RNHNX, nebot puvodné byly zapocitany trikrat, a pak jsme je trikrat odecetli (jsou
totiz pritomny ve vsech prunicich RNH, RNX a HNX). Nasleduje posledni tiprava,
ato | RUHUX| = |R|+|H|+|X|—|RNH|—|RNX|—|HNX|+|RNHNX]|. Nyni
je kazdy prvek ze sjednoceni mnozin R, H, X zapocitan presné jednou a dostavame
spravny vysledek. Proto |[RUHUX| = |R|+|H|+|X|—|RNH|—|RNX|—|HNX|+
+|RNHNX|=144+14416—6—-5—-7+3=29a|S|—-|RUHUX|=36—29 =T1.
29 studentti ¢te alespon jednu z uvedenych tiskovin a 7 neéte zadnou.

A
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V prikladu 6.1 jsme pomérné snadno nasli zptisob, jak zjistit pocet prvki ve sjed-
noceni t¥i mnozin, které nejsou po dvojicich disjunktni. Ale dokazali bychom totéz
v pripadé vice nez tii mnozin? Bylo by mozné myslenku z ptikladu 6.1 zobecnit?

Méjme n mnozin Ay, As, ..., A,, které nejsou disjunktni. Mizeme pocet prvku ve
sjednoceni mnozin spocitat tak, ze vytvorime vsechny mozné priniky téchto mnozin,
vezmeme jejich mohutnosti, a ty obdafime znaménkem +, jde-li o prinik lichého
poctu mnozin (mezi tyto pruniky jsou zapocitdny i samotné mohutnosti jednotlivych
mnozin) nebo znaménkem —, jde-li o prunik sudého po¢tu mnozin?

Odpovéd zni, ano, takovy princip funguje obecné a je popsan v nasledujici véteé.

Véta 6.2. (princip inkluze a exkluze) Méjme mnozZiny Ay, As, ..., A,, pricemz
n € N. Potom plati

n

Jal= > )4l

i=1 P#£JC{1,2,...,n} JjedJ

Vsimnéte si, ze pokud 0 # J C {1,2,...,n}, pak jde o néjaky neprazdny vybér
indext téch mnozin, které budou figurovat v pruniku e Aj. Takto jisté obdrzime
vSechny mozné priniky a kazdy piesné jednou. Déle, ¢islo (—1)1+! je —1, pokud
je ¢islo |J| sudé (tzn. poCet mnozin v pruniku je sudy), a naopak je rovno 1, pokud
je ¢islo |J] liché (tzn. po¢et mnozin v pruniku je lichy). Vztah ve vété 6.2 tudiz
popisuje skutec¢nost, kterou jsme vyse pojmenovali jen slovy.

Omezme se na kone¢né mnoziny. Plati-li pro |J| = k € N,k < n (vybér k indext
pro pevné zvolené k z mnoziny {1,2,...,n}), Ze |ﬂj€J A;| = My, € Ny, pak princip
inkluze a exkluze miuzeme prepsat nasledovné.

Véta 6.3. M¢éjme konecné mnoziny Ay, Ao, ..., A, pricemz n € N. Potom
n n n
Jail = (-t (k) M,
i=1 k=1
pokud pro kazZdou neprazdnou podmnozinu J mnoZiny {1,2,...,n} s presné k < n
proky plati | (e, Aj| = My € No.

Mame-li mnoziny Aq, A, ..., A,, pak existuje presné (Z

a kazdy takovy prunik m& mohutnost M. Proto je mozné nahradit vyraz |[)

) prunikit k£ mnozin
jed AJ’|
z obecného principu inkluze a exkluze vyrazem (Z) M. a scitaci index k volit od 1
do n.

Priklad 6.4. Pribéh o sedmi statec¢nych. Nejdrive kratky tvod. Sedm statec-
nych, je sedm razovitych kovboji z USA, ktefi se rozhodli sitit dobro i za hranice
svého statu. Na mexickém tzemi je jiz dlouhodobé suzovana mala vesnice najezdy
mistnich gangstert, prijedou, vypleni vSe, co obyvatelé nashromazdi za cely rok,
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znasilni zeny a odjedou. Toto se periodicky opakuje. Sedm statecnych se odhodlalo
vesnici chranit. Po odrazeni zvlasté prudkého utoku gangsterti se onéch sedm kov-
bojii rozhodlo navstivit mistni hostinec. Pti prichodu odevzdali obsluhujici Juanité
své klobouky. Vyborné se bavili, Juanita jen zarila, Tequilla tekla proudem a nejednu
sklenicku s nimi urazila i ona. P¥i odchodu stastnd a ponékud zasnénd Juanita roz-
dala kovbojim jejich klobouky, ale jaké prekvapeni, ani jeden z kovboji nedostal
sviij klobouk. Kolika zptisoby to mohla Juanita provést?

Reseni. Pokud v permutaci 7 na mnoziné [1,n] plati 7(i) = i, kde i € [1,n], pak
prvku i rikdme pevny bod permutace w. Mame-li tedy zjistit pocet vSech moznych
rozdani klobouki, kdy nikdo ze sedmi statecnych nedostane sviij klobouk, mame
vlastné urcit pocet vSech permutaci na mnoziné [1,7]| bez pevnych bodi. My to
uc¢inime tak, ze si vypocitame pocet permutaci s alespon jednim pevnym bodem,
a toto ¢islo odecteme od poctu vSech permutaci.

Nazvéme A; pro ¢ = 1,2,...,7 mnozinu vSech permutaci 7 na mnoziné [1,7],
které zobrazi prvek ¢ € [1,7] na i, tzn. m(i) = 7. Tudiz napriklad v mnoziné Az jsou
vSechny permutace, pro které plati 7(3) = 3. Uvédomme si, Ze takové permutace
mohou obsahovat i jiné pevné body nez-li trojku.

Hledédme-li vSechny permutace, které obsahuji alespon jeden pevny bod, pak
hleddme A; U Ay U ... U A7, nebot v této mnoziné jsou vsechny permutace, které
alespon jeden z prvku i € [1,7] zobrazi sam na sebe. Chceme-li znat pocet takovych
permutaci, pak chceme urc¢it |[A; U Ay U. ..U Az|. PonévadZ mnoziny Ay, As, ..., A;
nejsou disjunktni, musime pouzit princip inkluze a exkluze.

Nalezneme mohutnosti vSech pruniki, jez obsahuji £ mnozZin pro k € [1,7]. Dejme
si nékolik konkrétnich prikladi. Cheeme-li urcit |Ay N A5 N Ag|, pak si musime uvé-
domit, ze mnozina A; N A; N Ag obsahuje vSechny permutace 7, pro které plati
m(2) = 2 A7(5) = 5 Am(6) = 6. Kazdou permutaci z mnoziny A, N A5 N Ag vy-
jadiime jednoradkové takto: m = (—,2,—,—,5,6,—), pri¢emz na volnych pozicich
muzeme ¢isla 1, 3,4, 7 usporddat libovolné. Proto |A; N A5 N Ag| = 4! = (7 —3)!. Je
ziejmé, ze pokud bychom do priniku vybrali jiné tfi mnoziny, tak jeho mohutnost
je opét (7 — 3)!. Najdéme jesté |A; N A3 N Ay N Ag N Az|. Vime, Ze kazdou permu-
taci o z mnoziny A; N A3 N Ay N Ag N Ay 1ze zapsat takto: (1,—,3,4, —,6,7). Proto
|AiNAsN AN AsNA7| =20 = (T—5)L Je jasné, ze kazdy pranik péti mnozin bude
mit mohutnost stejnou, tj. (7 — 5)!.

Vyse uvedené myslenky zobecnime. Mame-li libovolny prunik & € [1,7] mnozin,
pak je jeho mohutnost (7 — k)! a pro vypocet pouzijeme princip inkluze a exkluze
z véty 6.3, nebot vime, ze M, = (7T —k)lan=7.

7
Dostavame |7, Ai| = ;;(_Dkﬂ(’g(? — k) = };(-1)%1#1@!(7 ) =

7 7
= ];1(—1)’““2—’! = 17! kz_:l(—l)k“%.

7
Cislo 7! Z(—l)’”l% urcuje pocet vsSech permutaci s alespon jednim pevnym
k=1
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bodem Chceme-li znat pocet x vsech permutaci bez pevného bodu, pak x = 7! —

7
—7'2( )’”11 =71 - > (-1 )k“l) 7‘2( 1) k,,nebot pro k = 0 je
=1

7

1 a misto (—1)*" musi byt (—1)¥, protoze znaménko — pfed sumou »_ (—1)* L
k=1

zméni znaménka u vsech séitanct.

Nebylo by tézké zjistit, ze pokud by do hostince prislo n stateénych, kde n € N,
pak pocet moznosti, jak miize Juanita rozdat klobouky tak, aby nikdo nedostal sviij,

by byl n! > (—1)’“%
k=0

Pro zajemce:

Na zavér jesté dodejme, ze pro velkd n by byl pocet permutaci na mnoziné [1,n] bez
pevnych bodu témér presné %!, kde e je eulerovo cislo (e=2,7812...).

Zopakujme si Mac Lauriniv polynom (Tayloruv polynom se stfedem v bodé 0) pro
funkci f(z) = e®. Pro libovolnou funkci f(z) vypadd Mac Laurintv polynom takto:

/ " n)
F©,  f0) o fM0) .

Ta(w) = £O) + = 51 al

Pro f(x) = e pak dostavame

1 1 1

nebot f)(x) = e (i-t4 derivace) pro kazdé i € [0,n], a proto f@(0) =e? = 1.
Zvolime-li x = —1, obdrzime

Tu(-1) =1 g = (1) = D (-

k=0

Lze ukazat, ze Vx € R plati lim (1 + ,x + ,x + .- 4 Lan) = e®, proto lim (1 —

n—00 n n—00
n
— &+ F2?— o+ (-1)"d) = et = 1 Cislo L je tudfz rovno sumé kzo(_l)k% pro
n — 0. B
n
Nahradime-li vyraz > (—1)*% ¢éislem I pro dost velkd n, dopustime se jen zane-
k=0
dbatelné chyby. D4 se vypocitat, jak velké mé byt n, aby chyba nepiekrocila libovolné
stanovenou mez.

A

Priklad 6.5. Na tramvajové refizi rozdavaly dvé studentky reklamni plakaty. Mély
dohromady 15 rtiznych plakati a vSechny rozdaly Sesti lidem tak, ze kazdy ¢lovek
dostal alespon jeden. Kolika zptisoby to mohly studentky provést?
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Reseni. Necht P = {py,ps,...,p15} je mnozina vech plakitti a L = [1, 6] mnoZina
vsech lidi. Rozdavani plakatt mizeme definovat jako pritazeni libovolného plakatu
z mnoziny P pravé jednomu ¢lovéku z mnoziny L, pricemz kazdému ¢lovéku z L je
pritazen alespon jeden plakat z P. Kazdé rozdani plakatth mizeme tudiz modelovat
jako surjektivni zobrazeni f mnoziny P na mnozinu L.

Cili chceme zjistit pocet vSech surjekef mnoziny P na mnozinu L. Vime, Ze viech
zobrazeni P do L je V*(6,15) = 6'°. Pokud se ndm podaf{ uré¢it pocet x vsech
zobrazeni, kde alesponi jeden prvek z L neni obrazem zadného prvku z P (zobrazeni,
kterd nejsou surjekce), tak rozdil 6'° — z udava pocet s viech surjekci mnoZiny P
na mnozinu L.

Necht A; je mnozina vSech zobrazeni mnoziny P do mnoziny L, kde prvek
i € [1,6] = L neni obrazem zddného prvku z mnoziny P. Potom mnozina A; U
UAsU...U A = U?:1 A; je mnozina vsech zobrazeni P do L, kde alespon jeden
prvek i € [1,6] nenf obrazem Zadného prvku z P. Proto || U2, A = .

Vs&imnéme si, ze napiiklad As N As # ), protoZze jak v mnoziné As tak v mnoziné
As jsou i zobrazeni, kde ani 3, ani 5 nejsou obrazem zadného prvku z P. Proto
pro vypocet | U?:1 A;| = x musime pouzit princip inkluze a exkluze, nebot mnoziny
Ai, Ag, ..., Ag nejsou disjunktni.

Chceme-li vypocitat | U?Zl A;| = x, pak musime znat mohutnost (pocet prvku)
kazdého pruniku & mnozin, kde k € [1,6]. Uvedme nékolik piikladi. V mnoziné
A1 N A;N As jsou zobrazeni P do L, kde zadny z prvki 1,4, 5 neni obrazem zadného
prvku z P. Tedy jde o zobrazeni mnoziny P do mnoziny L \ {1,4,5} a téch je
V*(6 — 3,15) = (6 — 3)1. Proto |A; N A4 N As] = (6 — 3)'%. Je zfejmé, Ze pocet
prvki v libovolném priiniku t#{ mnozin je (6 — 3)'®. V mnoziné A; N Ay N A4 N As
jsou zobrazeni P do L, kde zadny z prvka 1,2,4,5 neni obrazem zadného prvku
z P. Tedy jde o zobrazeni mnoziny P do mnoziny L \ {1,2,4,5} a téch je V*(6 —
—4,15) = (6—4)'°. Proto |[A;NA;NAs| = (6—4)". Opét, pocet prvki v libovolném
priniku ¢tyt mnozin je (6 — 4)°.

Méjme pevné zvolené k € [1,6]. Pak mohutnost kazdého pruniku & mnozin je
(6 — k). VSimnéme si, ze uvedeny vzorec plati i pro k = 6, nebot A;NAyN...N Ag
je mnozina vSech zobrazeni, kde zadné z ¢isel 1 az 6 neni obrazem zadného prvku
z P, ale takové zobrazeni neexistuje, odtud |A; N Ay N ... N Ag| = 0= (6 — 6)'.

Hodnota M, z véty 6.3 tudiZ je v tomto pifpadé (6 — k)5 a

'OA@" = i (=) (2) (6— k)" =a.

Odtud s = 6% — i (=D*1(%)(6 — k)® = é(—l)k(g)(ﬁ— k) = (0)6' —

k=1 =0
_ 5(1;)51251;_ (%411515_ (2)315 + (2)215 N (2)115 + (2)015 — 615 _6.55415.415 _90.315 +
+ . —6- .

Spoéitejme si 57 = 78125, 37 = 2187, 27 = 128, potom 5'° = 78125 - 78125 -5 =
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= 30517578125, 3!° = 2187-2187-3 = 14348907 a 2% = 128-128-2 = 32768, a odtud
61° = 315. 215 = 14348907 - 32768 = 470184984576, 415 = 215 . 215 = 32768 - 32768 =
= 1073741824. Dostavame

470184984576 — 183105468750 + 16106127360 — 286978140 + 491520 — 6 =

= 287079515826 + 15819149220 + 491514 = 302899156560.

Existuje tudiz 302 miliard 899 miliénta 156 tisic 560 zpusobt, jak divky mohou
rozdat 15 plakati Sesti lidem tak, aby kazdy dostal alespon jeden.

Nebylo by tézké zobecnit, ze existuje (—1)’“(2)(71 — k)™ surjekei mnoziny M

na mnozinu N, pokud |M| =m,|N|=nam = n.

Déle si vSimnéme, Ze pro |M| = m = n = |N| jsou surjekce mnoziny M na
mnozinu N vlastné bijekce a my vime, Ze bijekci mnoziny M na mnozinu N pro
m = n je n!. Proto

S (o= (e (oo (e

Priklad 6.6. Jané zbylo od narozenin 5 riznych zakuskt. Rozhodla se, ze je sni v n
po sobé jdoucich dnech s tim, Ze kazdy den sni alespon jeden zdkusek (n je libovolné
¢islo z mnoziny [1, 5]). Kolik existuje zpusobi, jak muze Jana vsechny zakusky snist?

A

Reseni. Necht Z = {z1, 2, 23, 24, 25} je mnozina vech zdkusktt a D = {1,2,...,n}
je mnozina po sobé jdoucich dnu, kdy bude Jana jist zdkusky, pticemz n € [1,5].
Kazdému zakusku priradime presné jeden z n dni, ve kterém zakusek sni a ke kaz-
dému dni bude pritazen alespon jeden zakusek. Opét vidime, ze poc¢et moznosti, jak
muze Jana zakusky snist odpovida poc¢tu surjekci mnoziny Z na mnozinu D s tim,
ze n je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 5].

Pokud tedy spocitame zvlast pocty surjekei pro kazdé n z mnoziny [1,5], pak
soucet vypocitanych hodnot bude konecny vysledek. Obecné plati, Ze pocet surjekei

m-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu je > (—=1)*(})(n — k)™. V nasem pri-

padé jem =5an € [1,5]
Proto pro n = 1 dostavame

S 0t ) -k = (g)a-or - (Ja-1r =1,
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i (—1)’“(2) (2—k)’ = (3) (2—0)° — G) (2—1)°+ @) (2—2)° =32—2 =30,

pro n =3
;(—U%Z) (3—k)° = (g) (3—0)°— (i’) (3—1)°+ (2) (3—2)°— (g) (3—3)° =
= 243 — 96 + 3 = 150,
pro n =

4
+< >(4—4)5:1024—972+192—4:240,

pron =25

> 5
> (-1F (k) (5 — k)° = 5! = 120.
k=0
Tudiz pocet moznosti, jak mize Jana snist zbylych pét zakuski je 1+ 30+ 150 +
+ 240 + 120 = 541.
A

Priklad 6.7. Karel ¢te velmi zajimavou knihu, zbyva mu poslednich 7 stran. Roz-
hodl se, ze je precte za k po sobé jdoucich dntl s tim, ze kazdy den precte alespon
jednu stranku (k je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 7]). Kolik existuje zpisob, jak muze
Karel knihu do¢ist?

Resend. Necht S = [1,7] je mnoZina zbyvajicich stran a D = {d;,ds, . .., d;} je mno-
zina po sobé jdoucich dnu, kdy bude Karel ¢ist zbyvajici stranky, pficemz k € [1, 7).
Kazdé strance pritadime presné jeden z k dni, ve kterém Karel stranku precte a ke
kazdému dni bude pritfazena alespon jedna stranka. Pokud bychom uvazovali takto,
pak pocet moznosti, jak mize Karel zbylé stranky docist, je pocet surjekci mnoziny
S na mnozinu D, kde k je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 7).

Ovsem tato tivaha je zcela spatna! Jedna z moznych surjekci mnoziny S na mno-
zinu D je naptiklad zobrazeni: 1 — d3,2 — dy,3 — dy,4 — ds, 5 — dy,6 — d3, 7 —
— dsy pro k = 3. Potom by ovsem Karel precetl v prvnim dni druhou,tteti a patou, ve
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druhém dni ¢tvrtou, sedmou a treti den prvni a Sestou dosud neprectenou stranku.
Proboha! Kdo by takto docital knihu?!

Musime zvolit zcela jinou metodu uvazovani. Potfebujeme vlastné rozdélit stran-
ky 1 — 7 do k prihradek tak, ze v prvni prihradce je prvnich n; stranek, ve druhé
nasledujicich ny stranek az v k-té je poslednich ny, stranek, pricemz v kazdé prihradce
je alespon jedna stranka a ny +mng+---+mn, =7, n; =2 1 pro kazdé i =1,2,... k.
Priklad takového rozdéleni pro £k = 4 je mozné modelovat nésledujici symbolikou
1,2,314,5|6| 7, kde symbolu | budeme fikat prepdzka.

Predstavme si posloupnost dosud neptectenych stranek (1-2—-3—-4—-5—-6-7),
kde symbol — zndzornuje mezeru mezi ¢isly. Je ziejmé, ze pokud pro dané k € [1, 7]
vybereme k£ — 1 ze Sesti mezer mezi ¢isly a zaménime je prepazkami dosdhneme
presné jednoho spravného rozdéleni stranek do k dnt. Proto pro pevné zvolené
k € [1,7] existuje piesné (kél) spravnych rozdéleni. Jelikoz k muze byt libovolné

7
&slo z mnoziny [1, 7], dostavame vysledek > (°) =)+ )+ )+ ) + () +
k=1

6 6Y _ 06 _
+(5) + (5) =25 =64.
Vsimnéte si, ze zpusobt, jak mtze Karel docist knihu, je presné tolik jako pod-
mnozin Sestiprvkové mnoziny (2°). Dokdzali by jste tuto rovnost vysvétlit?
A

Pojmy k zapamatovani
— Princip inkluze a exkluze: ||J;_, 4| = > (—1)H1 Njes Ajl-
0#£JC{1,2,...,n}

— Princip inkluze a exkluze, pokud kazdy priinik £ mnozin ma mohutnost
n

My |UiZy Ail = 32 (=1 () M.

— Pocet vsech permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoziné:
n
k1
k=0
— Pocet vsech surjekci m-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu:

S (1 () (n— B)™.

k=0

Priklady k procviceni

1. Ve tridé je 24 zaka. Ucitel zakim nahodné rozdal opravené pisemky tak, ze alespon
jeden zak dostal svou pisemku a zaroven alespon jeden z zdkt nedostal svou pisemku.
Kolika zptsoby to mohl ucitel provést?

2. Kolik zistane v mnoziné [300, 6000] ¢isel, pokud vyskrtneme vsechny nasobky 3,5 a t¥i-
nacti?

3. Kolika zptsoby mtze Anna umistit 13 knih do sedmi policek tak, ze v kazdé je alespon
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jedna kniha (na pofadi knih v poli¢ce nezalezi).

4. Jakd je pravdépodobnost, ze pri ndhodném rozdani 12 listki do divadla deviti lidem
néktery clovek nedostane listek?

5. Na vanoc¢nim stromecku zustaly ¢tyii cokoladové figurky. Jaromir se je chysta snist v k
po sobé jdoucich dnech s tim, ze kazdy den sni alespon jednu figurku (k je libovolné
¢islo z mnoziny [1,4]). Kolika zptisoby to muze Jaromir provést?
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