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Posloupnosti
Definice 5.1 (Cauchyovskd posloupnost). Posloupnost raciondlnich ¢isel (g,)52; se nazyva cauchyovska,
jestlize

Ve > 03ng € NVn,m > ng : |qn — qm| < &.

Definice 5.2 (Omezené posloupnost). Rekneme, ze posloupnost (a,) je omezend, pokud je mnozina jejich
¢lenu {a, | n € N} omezend v R. Tedy:

dK > 0vn e N : |a,| < K.

Uloha 5.1 (4 body). 1. Dokazte, ze pro rostouci, shora omezenou posloupnost redlnych ¢isel (a,) plati

lim a, =sup{ax | k € N}.
n—oo

2. Dokazte, ze kazda cauchyovska posloupnost realnych ¢isel je omezend.

Ndpovéda. ad 1) Fakt, ze supX = s znamend dvé véci - s je horn{ zdvora X (Vz € X : s > ) a s je nejmens{
horni zavora (Vy € R: (Vo € X : z < y) — s < y). Zkuste tu druhou podminku vyjddfit obménou. To
uz by vam snad mélo pomoci. Pak budete chtit ukazat, ze pro libovolné ¢ > 0 najdete néjaké ng € N, zZe
YneN:n>nyg—la, —s| <e, tedy s—e<a, <s+e.

ad 2) V definice cauchyovské posloupnosti se kvantifikuji dvé piirozend ¢isla m,n > ng. Zkuste jedno z nich
zafixovat - neomezi to tu posloupnost?
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Indukce

Uloha 5.2 (4 body).

1) Necht (X, <) je koneéna neprazdnd ¢dstecné usporddand mnozina (poset). Dokazte matematickou indukef
podle poctu prvku mnoziny X (oznacme n = |X|), ze X obsahuje alespon jeden minimalni prvek.

Formalné dokazujete tvrzeni:

YneN,n>1:(VX:|X|=n = Im € X minimélni).

2) Dokazte, ze plati:
vn €N, 2| (n®+11n).

Ndpovéda. Zatnéte tim, ze tvrzeni dokazete pro jednoprvkovou mnozinu. Potom piejdéte k indukénimu kroku
- predpokladejte, ze tvrzeni plati pro n prvkové mnoziny, a chcete ho dokéazat pro libovolnou n + 1 prvkovou
mnozinu X. Zkuste vyuzit indukéni pfedpoklad pro mnozinu X - abyste to mohli udélat, budete ji muset néjak
pozménit.
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Svazy
Uloha 5.3 (4 body). Nechf FLE je mnozina vech vyrokovych formuli.

1. Vlastnosti vyplyvani: Urcete, které vlastnosti (reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita) ma re-
lace logického vyplyvan{ E na mnoziné FLE. Dokazte, Ze se nejednd o ¢astecné uspordddni (ndpovéeda:
co antisymetrie?).

2. Faktorizace na poset: Uvazujme relaci logické ekvivalence = definovanou jako:
p=9Y <= (FEpo—19Y aziroven F¢ — o).
Ukazte, ze na faktorové mnoziné £ = FLE/ = je indukovana relace [¢] < [¢)] < ¢ E ¥ skutetnym
casteénym usporadanim. (Tady [¢] = {¢ | ¥ € FLE A ¢ = ¢}.)

3. Vizualizace a svazova struktura: Nakreslete Hasseiv diagram tohoto uspotfadani pro piipady, kdy
mame k dispozici:
e 1 atom (proménnou p) — diagram bude mit 4 prvky.

e 2 atomy (proménné p, q) — diagram bude mit 16 prvka.
Na zakladé nakreslenych diagramti rozhodnéte:

a) Jednd se o linedrni uspordddni? (Pokud ne, najdéte v diagramu ”neporovnatelnou” dvojici formulf).

(a)
(b) Jednd se o svaz? (Tj. ma kazda dvojice v diagramu jednoznaény ”strop”a ”dno”?).
(c¢) Jakou logickou spojku reprezentuje operace suprema a infima?

)

(d) Existuji nejmensi a nejvétsi prvek? Jak vypadaji?

Napovéda. 1. Antisymetrie: Uvédomte si rozdil mezi rovnosti formuli a logickou ekvivalenci. Pokud ¢ F 1
a zdroven 1 F ¢, znamend to nutné, ze ¢ a v jsou identické Fetézce znaku? (Zkuste napi. ¢ = p A ¢
a ¥ = g A p). Na faktorové mnoziné uz tento problém zmizi, protoze tam ¢ a v spadnou do stejné
"krabicky” [¢] = [¢].

2. Mnozinov4 interpretace (Jak to nakreslit): Misto abyste pracovali s nekoneénym mnozstvim formuli,
divejte se na jejich pravdivostni ohodnoceni - ty se daji reprezentovat jako posloupnost nul a jednicek.
Ekvivalenéni t¥idu [¢] muZzeme ztotoznit s mnozinou vsech ohodnoceni v, pro kterd je ¢ pravdiv,
tedy néco jako V,, = {v | v ohodnoceni atomu t.z. v(y) = 1}.

e Cemu odpovida relace vyplyvani ¢ & 1, kdyZ si misto ekvivalenénich tiid ], [¢/] budeme predstavovat
mnoziny ohodnoceni V,,, V,,?

e Rikali jsme si, Ze potenéni mnozina uspoidadand C tvoi{ svaz (vzpomeiite si, ¢emu odpovidaji sup a
inf). Tady Tesite véechny podmnoziny mnoziny vSech ohodnoceni{ jednoho nebo dvou atomu.



