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Posloupnosti

Definice 5.1 (Cauchyovská posloupnost). Posloupnost racionálńıch č́ısel (qn)
∞
n=1 se nazývá cauchyovská,

jestliže
∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n,m ≥ n0 : |qn − qm| < ε.

Definice 5.2 (Omezená posloupnost). Řekneme, že posloupnost (an) je omezená, pokud je množina jej́ıch
člen̊u {an | n ∈ N} omezená v R. Tedy:

∃K > 0∀n ∈ N : |an| ≤ K.

Úloha 5.1 (4 body). 1. Dokažte, že pro rostoućı, shora omezenou posloupnost reálných č́ısel (an) plat́ı

lim
n→∞

an = sup{ak | k ∈ N}.

2. Dokažte, že každá cauchyovská posloupnost reálných č́ısel je omezená.

Nápověda. ad 1) Fakt, že supX = s znamená dvě věci - s je horńı závora X (∀x ∈ X : s ≥ x) a s je nejmenš́ı
horńı závora (∀y ∈ R : (∀x ∈ X : x ≤ y) → s ≤ y). Zkuste tu druhou podmı́nku vyjádřit obměnou. To
už by vám snad mělo pomoci. Pak budete cht́ıt ukázat, že pro libovolné ε > 0 najdete nějaké n0 ∈ N, že
∀n ∈ N : n ≥ n0 → |an − s| < ε, tedy s− ε < an < s+ ε.
ad 2) V definice cauchyovské posloupnosti se kvantifikuj́ı dvě přirozená č́ısla m,n ≥ n0. Zkuste jedno z nich
zafixovat - neomeźı to tu posloupnost?
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Indukce

Úloha 5.2 (4 body).
1) Necht’ (X,≤) je konečná neprázdná částečně uspořádaná množina (poset). Dokažte matematickou indukćı
podle počtu prvk̊u množiny X (označme n = |X|), že X obsahuje alespoň jeden minimálńı prvek.
Formálně dokazujete tvrzeńı:

∀n ∈ N, n ≥ 1 : (∀X : |X| = n =⇒ ∃m ∈ X minimálńı).

2) Dokažte, že plat́ı:
∀n ∈ N, 2 | (n3 + 11n).

Nápověda. Začněte t́ım, že tvrzeńı dokážete pro jednoprvkovou množinu. Potom přejděte k indukčńımu kroku
- předpokládejte, že tvrzeńı plat́ı pro n prvkové množiny, a chcete ho dokázat pro libovolnou n + 1 prvkovou
množinu X. Zkuste využ́ıt indukčńı předpoklad pro množinu X - abyste to mohli udělat, budete ji muset nějak
pozměnit.
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Svazy

Úloha 5.3 (4 body). Necht’ FLE je množina všech výrokových formuĺı.

1. Vlastnosti vyplýváńı: Určete, které vlastnosti (reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita) má re-
lace logického vyplýváńı ⊨ na množině FLE. Dokažte, že se nejedná o částečné uspořádáńı (nápověda:
co antisymetrie?).

2. Faktorizace na poset: Uvažujme relaci logické ekvivalence ≡ definovanou jako:

φ ≡ ψ ⇐⇒ (⊨ φ→ ψ a zároveň ⊨ ψ → φ).

Ukažte, že na faktorové množině L = FLE/ ≡ je indukovaná relace [φ] ≤ [ψ] ⇐⇒ φ ⊨ ψ skutečným
částečným uspořádáńım. (Tady [φ] = {ψ | ψ ∈ FLE ∧ φ ≡ ψ}.)

3. Vizualizace a svazová struktura: Nakreslete Hasse̊uv diagram tohoto uspořádáńı pro př́ıpady, kdy
máme k dispozici:

• 1 atom (proměnnou p) – diagram bude mı́t 4 prvky.

• 2 atomy (proměnné p, q) – diagram bude mı́t 16 prvk̊u.

Na základě nakreslených diagramů rozhodněte:

(a) Jedná se o lineárńı uspořádáńı? (Pokud ne, najděte v diagramu ”neporovnatelnou”dvojici formuĺı).

(b) Jedná se o svaz? (Tj. má každá dvojice v diagramu jednoznačný ”strop”a ”dno”?).

(c) Jakou logickou spojku reprezentuje operace suprema a infima?

(d) Existuj́ı nejmenš́ı a největš́ı prvek? Jak vypadaj́ı?

Nápověda. 1. Antisymetrie: Uvědomte si rozd́ıl mezi rovnost́ı formuĺı a logickou ekvivalenćı. Pokud φ ⊨ ψ
a zároveň ψ ⊨ φ, znamená to nutně, že φ a ψ jsou identické řetězce znak̊u? (Zkuste např. φ = p ∧ q
a ψ = q ∧ p). Na faktorové množině už tento problém zmiźı, protože tam φ a ψ spadnou do stejné
”krabičky”[φ] = [ψ].

2. Množinová interpretace (Jak to nakreslit): Mı́sto abyste pracovali s nekonečným množstv́ım formuĺı,
d́ıvejte se na jejich pravdivostńı ohodnoceńı - ty se daj́ı reprezentovat jako posloupnost nul a jedniček.
Ekvivalenčńı tř́ıdu [φ] můžeme ztotožnit s množinou všech ohodnoceńı v, pro která je φ pravdivá,
tedy něco jako Vφ = {v | v ohodnoceńı atomů t.ž. v(φ) = 1}.

• Čemu odpov́ıda relace vyplýváńı φ ⊨ ψ, když si mı́sto ekvivalenčńıch tř́ıd [φ], [ψ] budeme představovat
množiny ohodnoceńı Vφ, Vψ?

• Ř́ıkali jsme si, že potenčńı množina uspořádaná ⊆ tvoř́ı svaz (vzpomeňte si, čemu odpov́ıdaj́ı sup a
inf). Tady řeš́ıte všechny podmnožiny množiny všech ohodnoceńı jednoho nebo dvou atomů.
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