HW4 - Seminéai z matematiky Deadline 10.12.

Definice 4.1. Okruhem rozumime Sestici R = (R, +,—,0,-,1), kde R je neprazdnd mnozina, na které jsou
definovany binarni operace +, -, undrni operace — a prvky 0,1 € R spliujici podminky:

(R,+,—,0) je abelovska grupa,

e Asociativita Va,b,c € R : a-(b-c)=(a-b)-c,
e Neutralni prvek Va e R: a-1=1-a=a,
e Distributivita Ya,b,c € R : a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Definice 4.2. Bud R komutativni okruh. Idedlem rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu I C R, spliiujici:
e a,bel,potoma+bel,—acl,
eacl,re R potomr-acl.

Definice 4.3. Bud R = (R, +, —,0,+,1) okruh. Podmnozinu S C R nazveme podokruhem okruhu R, pokud
S obsahuje jednicku a je uzaviend na operace s¢itani, od¢itani a nasobeni. Tedy:

e lecs§,
e a,be S, potoma+be S —acelf,
e a,be S, potoma-beS.

Definice 4.4. Necht R a S jsou okruhy. Zobrazeni ¢ : R — S se nazyvd homomorfismus okruhi, jestlize
pro vSechna a,b € R plati:

* p(a+b) = p(a) + ¢(b),
e p(a-b) =p(a)-p(b),
e o(1r) = 1s.

Pokud je ¢ bijekce, nazyvame jej izomorfismus.
Definujeme také jadro ¢ jako: ker p = {a € R | ¢(a) = 0g}.

Uloha 4.1 (1 bod). Dokazte, ze v libovolném okruhu R plati pro vSechna x,y € R rovnost —z(—y) = xy.
Uloha 4.2 (1 bod). Najdéte v okruhu Z;o ({0,1,...,9} se s¢itdnim a nasobenim mod 10) vsechny:
e délitele nuly (a € Zyg t.2. Ic € Z10\ {0} : ac = 0),
e invertibilni prvky (a € Z1g t.2. Ic € Z19 : ac = 1).
Uloha 4.3 (3 body). Bud R, S okruhy a ¢ : R — S homomorfismus. Dokazte, Ze
a) ¢(0r) = 0s,
b) Va € R: o(—a) = —¢(a),
¢) ¢ je prosty ~ ker p = {Og}.

Uloha 4.4 (2 body). Rozhodnéte, zda jsou nésledujici zobrazeni homomorfismy okruhu (s klasickym +, -):
1) p: C—=C, ¢(a+bi)=a—bi (komplexni sdruzeni),
2) 0:Z—=2Z, ¢x)=2x.

Uloha 4.5 (3 body). Necht R je komutativni okruh a I C R. U nésledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda plati.
Svou odpovéd zdivodnéte.

a) I jeidedl v R — I je podokruh R,
b) I je podokruh R — I nen{ idedll v R,
c) pro libovolny prvek a € R je aR = {a-r | r € R} idedl v R.
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Bonusova tiloha (3 body). Zjistéte posledni cifru éisla a posledni dvé cifry éisla 63322,

Hint. Abyste urcili posledn{ cifru ¢isla =", sta¢i najit y € {0,1,...,9}, t.z. 2™ = y mod 10. K tomu vyuzijte
dusledek Lagrangeovy véty, ktery jsme si fikali na seminaii — fad prvku déli pocet prvku grupy, a tedy
prvekpocet prvkit grupy — jdentita. Grupa, kterd vas bude zajimat je Z%, — operace je nasobeni mod 10. Jeji pocet
prvku jste zjistili v druhé loze - je to pfesné pocet invertibilnich prvka v okruhu Zyo. Déle plati |Z7,,| = 40.



