
HW4 - Seminář z matematiky Deadline 10.12.

Definice 4.1. Okruhem rozumı́me šestici R = (R,+,−, 0, ·, 1), kde R je neprázdná množina, na které jsou
definovány binárńı operace +, ·, unárńı operace − a prvky 0, 1 ∈ R splňuj́ıćı podmı́nky:

• (R,+,−, 0) je abelovská grupa,

• Asociativita ∀a, b, c ∈ R : a · (b · c) = (a · b) · c,

• Neutrálńı prvek ∀a ∈ R : a · 1 = 1 · a = a,

• Distributivita ∀a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a.
Definice 4.2. Bud’ R komutativńı okruh. Ideálem rozumı́me libovolnou neprázdnou množinu I ⊆ R, splňuj́ıćı:

• a, b ∈ I, potom a+ b ∈ I,−a ∈ I,

• a ∈ I, r ∈ R, potom r · a ∈ I.

Definice 4.3. Bud’ R = (R,+,−, 0, ·, 1) okruh. Podmnožinu S ⊆ R nazveme podokruhem okruhu R, pokud
S obsahuje jedničku a je uzavřená na operace sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a násobeńı. Tedy:

• 1 ∈ S,

• a, b ∈ S, potom a+ b ∈ S,−a ∈ S,

• a, b ∈ S, potom a · b ∈ S.

Definice 4.4. Necht’ R a S jsou okruhy. Zobrazeńı φ : R → S se nazývá homomorfismus okruh̊u, jestliže
pro všechna a, b ∈ R plat́ı:

• φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),

• φ(a · b) = φ(a) · φ(b),

• φ(1R) = 1S .

Pokud je φ bijekce, nazýváme jej izomorfismus.
Definujeme také jádro φ jako: kerφ = {a ∈ R | φ(a) = 0S}.

Úloha 4.1 (1 bod). Dokažte, že v libovolném okruhu R plat́ı pro všechna x, y ∈ R rovnost −x(−y) = xy.

Úloha 4.2 (1 bod). Najděte v okruhu Z10 ({0, 1, ..., 9} se sč́ıtáńım a násobeńım mod 10) všechny:

• dělitele nuly (a ∈ Z10 t.ž. ∃c ∈ Z10 \ {0} : ac = 0),

• invertibilńı prvky (a ∈ Z10 t.ž. ∃c ∈ Z10 : ac = 1).

Úloha 4.3 (3 body). Bud’ R,S okruhy a φ : R → S homomorfismus. Dokažte, že

a) φ(0R) = 0S ,

b) ∀a ∈ R : φ(−a) = −φ(a),

c) φ je prostý ↔ kerφ = {0R}.

Úloha 4.4 (2 body). Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı zobrazeńı homomorfismy okruh̊u (s klasickým +, ·):
1) φ : C → C, φ(a+ bi) = a− bi (komplexńı sdružeńı),

2) φ : Z → Z, φ(x) = 2x.

Úloha 4.5 (3 body). Necht’ R je komutativńı okruh a I ⊆ R. U následuj́ıćıch tvrzeńı rozhodněte, zda plat́ı.
Svou odpověd’ zd̊uvodněte.

a) I je ideál v R → I je podokruh R,

b) I je podokruh R → I neńı ideáll v R,

c) pro libovolný prvek a ∈ R je aR = {a · r | r ∈ R} ideál v R.

Bonusová úloha (3 body). Zjistěte posledńı cifru č́ısla 7123 a posledńı dvě cifry č́ısla 63322.

Hint. Abyste určili posledńı cifru č́ısla xn, stač́ı naj́ıt y ∈ {0, 1, ..., 9}, t.ž. xn ≡ y mod 10. K tomu využijte
d̊usledek Lagrangeovy věty, který jsme si ř́ıkali na semináři – řád prvku děĺı počet prvk̊u grupy, a tedy
prvekpočet prvk̊u grupy = identita. Grupa, která vás bude zaj́ımat je Z∗

10 – operace je násobeńı mod 10. Jej́ı počet
prvk̊u jste zjistili v druhé úloze - je to přesně počet invertibilńıch prvk̊u v okruhu Z10. Dále plat́ı |Z∗

100| = 40.
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