HW3 - Seminai z matematiky Deadline 19.11.

Definice 3.1. Grupou rozumime ¢tverici (G, *,’,e), kde G je neprdzdnd mnozina, e € G, x je bindrn{ operace
na G (tedy x: G x G = G) a’ je unarn{ operace na G (": G — G) spliujici axiomy:

(G1) Asociativita: Vo,y,2 € G: xx(y*xz)=(z*xy)*z,
(G2) Neutralni prvek: VeeG: xz=xzxe=ex*uz,
(G3) Inverzni prvky: VreG: e=xxz =1z,

Pokud je operace x navic komutativni, tedy spliuje:
(A) Komutativita: Ve, y € G: x*xy=yx*u,
rekneme, Ze je komutativni, nebo Abelovska.

Definice 3.2. Necht G = (G,-,”',1) je grupa a H C G podmnozina takové, ze 1 € H. Rekneme, ze H je
uzaviena na grupové operace, pokud pro kazdé a,b € H plati:

aleH a a-be H.

Ctveiici H = (H, |, |, 1) nazyvdme podgrupou, ptiemz |z znac restrikci operace na mnozinu H. Znacime
H<G.

Definice 3.3. Necht H, G jsou grupy t.z. H < G. Mnozinu gH := {g-h | h € H}, kde g € G, nazyvdme levy
coset nebo leva rozkladova tfida podgrupy H.

Uloha 3.1 (4 body). Rohodnéte, zda nasledujici dvojice (mnozina, operace) tvoi{ grupu - ovéite, zda platf
grupové axiomy:

i) (P(X),N), kde X je libovolna neprézdnd mnozina a N je klasickd operace pruniku.
ii) (P(X),A), kde X je libovolnd neprédzdnd mnozina a A je operace symetrického rozdilu:
alb:= (a\b)U(b\ a).

iii) Necht G = (G,-,71,1) je grupa a a € G. Na G definujme operaci x : G x G — G jako gxh :=g-a- h.
Tvoii (G, ) grupu?

Uloha 3.2 (2 body). Necht G = (G,-,71,1) je abelovska grupa a H jeji podgrupa. Na G definujme relaci ~
jako:
Va,be G : a~b < ab~' € H.

Ukazte, ze ~ je ekvivalence.

Uloha 3.3 (2 body). Dokazte, ze prunik dvou podgrup je opét podgrupa.

Uloha 3.4 (2 body). Bud G = (G,-,7!,1) grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, 7e pro kazdé a,b € G plati:

aH = bH — a"lb e H.

Bonusova tloha (1 bod). Necht G = (G,-,71,1) je koneénd grupa a H jeji podgrupa. Odivodnéte, Ze pro
kazdé a,b € G plati |[aH| = |bH| (vSechny cosety maji stejnou velikost).



