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Opakovani NP

Definition (Verifikator, NP, NTIME(t(n)))
o Verifikator jazyka L je algoritmus (Turingdv stroj) V, kde:
L= {w | V pro néjaky Fetézec c pFijima (w,c)}.

e T¥ida jazykd rozhodnutelnych v polynomialnim €ase (znatime NP) je
tvorena jazyky s polynomialnim verifikatorem.
@ Méjme funkci t : N — RT. Definujeme tfidu

NTIME (t(n)) = {L| L jazyk rozhodnutelny nedeterminist. TM v &ase O(t(n))}

o

Theorem

NP = J NTIME(n¥).
k
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co-NP, Tautologicnost

Definition 13.1 (co-NP)
Jazyk L C ¥* patti do tfidy co-NP pravé kdyz jeho doplnék ¥* — L patfi do NP.

@ P je casti NP i co-NP.
@ Domnivame se, Ze NP-GplIné problémy nejsou v co-NP.
» pokud P = NP, tak jsou.

Definition 13.2 (tautologi¢nost)

Problém, zda je dana DNF formule vyrokové logiky tautologie, nazyvame
tautologicnost TAUT.

Theorem 13.1
Problém tautologi¢nosti TAUT je co-NP.

e Dukaz z pozorovani, ze doplnék TAUT (do mnoziny korektnich formuli VL) je
snadno prevoditelny na SAT a SAT je v NP.

@ Doplnék SAT je otazka, jestli negace dané formule je tautologie.

@ Doplnék SAT je co-NP.

& v formule tedv i ieiich negace
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NP N co-NP (nezkousi se)

Example 13.1 (Délitel mensi nez) J

Méjme dvé prirozena Cisla m, n € N,.. Existuje d délitel m ktery je 1 < d < n?

Lemma J

Problém existence délitele m mensiho nez n je NP i co-NP.

NP Délitel je certifikatem, vydélime a zkontrolujeme nulovy zbytek
v polynomialnim case, tj. poblém je NP.

co-NP Za certifikdt vezmeme seznam prvoéiselnych déliteld (faktorti) m vétsich
nez n. Vynisobenim ové¥ime rovnost m, AKS (Agrawal-Kayal-Saxena)
testem ovéfime prvociselnost déliteld v polynomialnim case.
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Prostorova slozitost

Definition 13.3 (prostorova sloZitost)

Podobné jako ¢asovou slozitost méfime prostor potrebny k vypoctu.

Pro deterministicky Turinglv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu, je
prostorova slozitost M funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni polet
bunék pasky, které M precte pri jakémkoli vstupu délky n.

Pro nedeterministicky Turingiiv stroj M, ktery vSechy vétve vypoctu zastavi
na kazdém vstupu, je prostorova sloZitost M je funkce f : N — N, kde f(n)
je maximalni pocet bunék pasky, které M precte pri jakémkoli vstupu délky n
na libovolné vétvi vypoctu.

V takovém pFipadé fikame, Ze jazyk L(M) je rozhodnutelny strojem M v
prostoru f(n).

Pro logaritmickou slozitost musime modifikovat vypocetni model:
vstupni paska je pouze na Cteni

pracovni paska na psani i ¢teni, na ni méfime prostorovou sloZitost.
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Tridy prostorové slozitosti

Definition 13.4 (tfidy prostorové slozitosti)

Mg&jme funkci f : N — R™. Definujeme t¥idy prostorové sloZitosti
SPACE(f(n)) a NSPACE(f(n)):
e SPACE(f(n)) =
{L | L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) deterministickym TM},
e NSPACE(f(n)) =

{L | L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) nedeterministickym TM}.
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P¥ijima NFA vse?

Example 13.2 (P¥ijima NFA vse?)

Méjme nedeterministicky konecny automat NFA. Prijima vSechny Fetézce?

ALLypa = {(A) | A je NFA a L(A) = T*}.

@ Oznalme g pocet stavi A. Pokud A neprijiméa néjaky fetézec, musi
neprijimat i néjaky délky nanejvys 29

| 4

>

Po precteni pismene si pamatujeme, v jakych stavech se A miize nachazet.
pokud se nachazi ve stejné podmnoziné stavi, v jaké uz byl, mizeme 'smycku’
mezi témito stavy vynechat.

pocet moznych podmnozin stavi A je 29.

Pottebujeme prostor pro pamatovani ano/ne kazdého stavu, jestli je
dosazitelny aktudlnim slovem, a &itaé cyklu do 29 - staéi linedrni prostor

(g < n, stavy jsou na vstupu).

* protoze Cisla zapisujeme v binarnim tvaru
nedeterministicky ovéfime kazdy fetézec do 29 délky; pokud p¥i néjakém neni
ano pro zadny z pfijimajicich stavl, mame svédka L(A) # X*.

Sméfujeme ki ALLyra je coNSPACE(n), SPACE(n?), tedy i PSPACE.
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Savitch-ova véta

Theorem 13.2 (Savitch-ova véta)
Pro libovolnou funkci f : N — R, pro kterou f(n) > n plati:

NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)).

@ Kdybychom simulovali NTM p#imo:
> musime si pamatovat aktualni vétev vypoctu
» vétev s f(n) prostorem miize bézet 2°0(") krokii, v kazdém z nich miize mit
nedeterministickou volbu.
> potfebovali bychom 20(f(n) prostor SI volby pamatovat.
» Mame dovoleno jen O(f2(n)) < 2°((M) (asymptoticky).

Dikaz Savitch-ovy véta pres CANYIELD(cy, ¢, t).
V kvadratickém case vyfe$ime problém dosazitelnosti (yieldability)
@ Pro dvé dané konfigurace NTM ¢, ¢ a éislo t € N,

o Je v NTM z konfigurace ¢; dosazitelnd konfigurace ¢, v maximélné t krocich
a maximalné pouzivajici f(n) prostor?

@ Pak c¢; pocatecni konfigurace, ¢, prijimajici, t maximalni pocet krokd NTM.
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Mé&jme nedeterministicky NTM NTM.

dosazitelnost konfiguraci NTM

1: procedure CANYIELD( (NTM, c1, ¢, t) )

2 if t =1 then

3 return ¢; = ¢ nebo dosazitelné NTM v jednom kroku?
4 end if

5: if t > 1 then

6 for kazdou konfiguraci ¢, stroje NTM na prostoru f(n) do
7 prvni < CANYEALD(cy, Cm, 5)

8 druha < CANYEALD(cm, c2, %)

9 if (prvni & druha) = TRUE then

10: return Accept

11: end if

12: end for

13: if pokud dosud neprijato then

14: return Reject

15: end if

16: end if

17: end procedure
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TM M simulujici NTM N v kvadratickém prostoru

Méjme nedeterministicky NTM N.

Modifikujeme ho, aby pfed pFijetim smazal pasku a posunul se na nejlevéjsi
poli¢ko (pfi jednostranné pasce).

Vsechny pfijimajici stavy slou¢ime do jednoho, pak stejné vic nedéla.

Tim je pijimajici konfigurace Ciccept jednoznacna.
Najdeme d maximalni pocet Stépeni konfigurace v jednom kroku, tj. horni
odhad pro pocet konfiguraci 24 (") (kde n = |w]).

Tim je 297(") i horni odhad ¢asu b&hu libovolné vétve N.

Savitch_ Simulace

1: procedure SAVITCH__SIMULACE( (w) )
2: return CANYIELD(Cstart, Caccept, 2777
3: end procedure
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Proof.
Slozitost simulace
@ CANYIELD pottebuje ukladat konfigurace a t, tj. O(f(n)) prostoru.
@ Pocet volani CANYIELD je logaritmicky vzhledem k t = 29-f(")
Hloubka rekurze je O(log(2¢"(")) tedy O(f(n)).
e Celkem O(f(n)) - O(f(n)) = O(f?(n)) prostoru.

o Zamléeli jsme, ze M potfebuje znat f(n)
bud zkousi postupné f(n) =1,2,3,...
nebo pfiddme do predpokladu Ze N rozhoduje jazyk v prostoru f(n).
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PSPACE

Definition 13.5 (PSPACE)

PSPACE je tfida jazykl rozhodnutelych v polynomialnim prostoru
deterministickym Turingovym strojem, tj.

PSPACE = | ) SPACE(n").
keN

o NPSPACE ani nedefinujeme,

» protoze NPSPACE = PSPACE, protoze mame Savich-ovu vétu a polynom na
druhou je také polynom.

e SAT is SPACE(n), tj. PSPACE.
(] ALLNFA je
» ALLyra je NSPACE(n)
» dle Savitchovy véty i SPACE(n?)

> deterministické prostorové t¥idy jsou uzavfené na doplnék (stroj vzdy zastavi -
my jen obritime odpovéd).

» Proto ALLnra je SPACE(n?), tedy PSPACE.

Marta Vomlelova
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Prostorové a casové tridy

Theorem 13.3

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME = | J TIME(2").
k

P C PSPACE Stroj v Case t(n) navstivi maximalné t(n) poli¢ek, proto pro
t(n) > n stadi prostor t(n).

@ Podobné NP C NPSPACE.
PSPACE = NPSPACE ze Savichovy véty.

PSPACE C EXPTIME Pro f(n) > n dosdhne TM M pracujici v prostoru f(n)
maximalné f(n) - 2°((") riznych konfiguraci,

v kone¢ném deterministickém vypoctu se zadna konfigurace neopakuje

proto existuje TM M, simulujici TM M v &ase f(n) - 20 (M) | tedy
PSPACE C EXPTIME.

@ Jedina nerovnost, co vime, je P # EXPTIME.
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PSPACE
TQBF

rekurzivné
spocetné
EOyLu

EXPSPACE
EQrext

rozhodnu-
telné

Ly
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PSPACE — complete

Toto uz neni treba ke zkousce.

Definition 13.6

@ Problém je PSPACE-tézky, pokud je kazdy PSPACE problém na ngj
prevoditelny v polynomiélnim case.
@ Problém je PSPACE-uplny, pokud je PSACE-tézky a zaroven PSPACE.

@ Jde o polynomialni ¢asovou prevoditelnost, chceme 'jednoduchou’.

Example 13.3

o TQBF true quantified boolean formulas Mé&jme plné kvantifikovanou
booleovskou formuli v prenexnim tvaru. Rozhodnout jeji pravdivost je
PSPACE-(plny problém.

@ Booleovska znamend, ze univerzum pro proménné je dvohodnotové
{TRUE, FALSE}.

TQBF = {(¢) | ¢ je pravdiva pIné kvantifikovana booleovska formule}
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TQBF € PSPACE

1: procedure TQBF( (¢) )

2 if ¢ neobsahuje kvantifikatory then

3 ovéF dosazenou formuli vhodné accept/reject
4: end if

5: if prvni kvantifikator je existenéni ¢ = (3x)t) then
6 if ¥[x/0] je TRUE then

7 return accept

8 else if ¢)[x/1] je TRUE then

o: return accept

10: else

11: return reject

12: end if

13: end if

14: if prvni kvantifikator je univerzalni ¢ = (Vx)v then
15: zkus dosadit 0 i 1, pokud oba TRUE, ptijmi

16: end if

17: return reject
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TQBF € PSPACE-tézka

e Jazyk L(M) rozhodovany TM M v prostoru f(n) = n* redukujeme na TQBF.

o Vytvaiime formule ¢, ., dosazitelnosti konfigurace v ase t.

o Stadi t < 29'F(n) = 2dn" pro &&pici konstantu d. Pro jednoduchost
predpokldddme t je mocnina dvojky.

@ Formule pro jeden krok obdobné jako v diikazu Cook-Levin-ovy véty.

© Obecné by byla ¢c,,c, ¢ = IM[dc; my £ &Ppm, c,,¢] moc dlouhd.

e Formule zdvojnésobi délku, tj. prostor potfebujeme O(t) = O(24F(").

@ PomuzZeme si univerzalnim kvantifikdtorem:

(3m1)¥(cs, ca) € {(c1, m), (M1, @)} (¢, ]

o Kde (Im1)V(ces, ca) € {(c1, m1), (m1, c2)} je zkratka pres kvantifikaci
proménnych reprezentujici konfigurace a c =1 & ... V... — ...

e Formule zistavad O(f(n)), pocet vnofeni je
O(log h) = O(log 24f(M) = O(f(n)), pottebny prostor je tedy O(f2(n)).
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Hra dvou hraci

FORMULAGAME = {(¢) | hra¢ E m3 vyhrévajici strategii pro ¢}.

o FORMULAGAME je PSPACE-lplna. Je to prevlecend TQBF.

» Existencni kvantifikdtor jsou moje tahy
> univerzalni jsou tahy oponenta.
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Shrnuti - Automaty, gramatiky, jazyky

(] Ld, Lu.
o P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME =], TIME(2™).

Automaty a gramatiky — dva zpisoby popisu

Turingovy stroje Lo
vicepaskové  nedeterministické
s jednostrannou paskou

gramatiky Typu 0

Ly kontextové gramatiky

linedrné omezené automaty P— .
monoténni gramatiky

L
zasobnikové automaty 2 bezkontextové gramatiky
kone¢né automaty L3 lrni "
DFA NFA eNFA regularni gramatiky

Automaty a gramatiky TINO71 May 19, 2025 347 /351



Definice

@ Jednotlivé typy automati a jazyky jimi pfijimané, gramatik a jazyky jimi
generované, jazyk generovany gramatikou | 3 definice k tomu nutné.
o regularni vyrazy  yztah k regularnim jazykiim
o TFetézcové operace = substituce ~homomorfismus
inverzni homomorfizmus
o bezkontextové gramatiky (CFG, CFL): derivalni strom
jednoznaénost /viceznaénost gramatiky a CFL jazyka,
Chomského normalni tvar gramatiky
o zasobnikové automaty PDA L(P), N(P), deterministické zasobnikové

automaty, bezprefixové jazyky
2025 ne Dvousmérné konecné automaty =« Dyckovy jazyky

o Turingiv stroj =~ rekurzivni 5 rekurzivné spocetné jazyky,
Diagonalni jazyk [, = {w; TM s kédem w nepfijima vstup w},
Univerzalni jazyk ( Univerzalni Turinglv stroj

o SAT  3SAT PCP ; nerozhodnutelné problémy pro CFG

o T¥idy asové slozitosti ( TIME | NTIME ) P verifikdtor NP
co-NP  NP-tplnost jazyka | tfidy prostorové slozitosti -PSPACE

o Redukee (prevoditelnost) a - Polynomialni pfevoditelnost  rozhodovacich
problémd.
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Véty

o Mihyll-Nerodova véta Pumping lemma pro regularni jazyky
Pumping lemma pro bezkontextové jazyky = Kleeneho véta (algebraicka
definice regulérnich jazyka),
e vztahy pojmii ve Figure 'Chomského hierarchie iy ramci ramecku, i riiznych
rameckd,
@ nedeterminismus: nutny u zasobnikovych automat( a linedrné omezenych
automatd, u konecnych automati a TM ne,
o Cook-Levin-ova véta (3SAT je NP-Gplny), < Postova véta
@ uzéavérové vlastnosti — ditkaz ANO, protiptiklad NE k Tabulce nize, uzavérové
vlastnosti regularnich a CFL jazyk( na Fetézcové operace.
Algoritmy
Nedosazitelné a ~dosazitelné stavy konecného automatu (FA),
RozliSitelné 3 ekvivalentni stavy FA, Ekvivalence FA,
Nalezeni ‘reduktu DFA,
PodmnoZzinova konstrukce DFA z NFA
Redukce bezkontextové gramatiky
Pfevod CFG na gramatiku v Chomského normalni formé =~ CYK' (slovo

v CFL).
o Prevod CFG na zasobnikovy automat prevod PDA na gramatiku.
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL

sjednoceni Fi x QUQ X F S — 5115, ANB=AUB
L={0"1"2"n>1}

priinik F=hxh = {0"172/|n,i > 1} N {0'1"2"|n,i > 1}
ﬁSRL F:F1><F2 F:FlXFQ F:F1><F2
doplnék F=0Q:—F ANB=AUB | F= Q1 — F, Z, cykly
homo- Kleene +  elem.

morfismus | 1azvky 1z a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

Buffer

h(a)
Toput L,
Input a
Y

—
state reject
i
Input Y
Start h(a) o A
L Acceplreject
A Stack
. ,
inverzni

hom
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L3
regularni jazyky
{0,00}

{010}

deterministické PDA
{0"1™:0 < n < m}

bezkontextové (=CFL)
{wwR|w € {0,1}}
L,

kontextové (=CL)
Ly

{a'bicl|i=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

rekurzivné
spocetné
Lo
Ly ={(M,w);
TM M ptijimd w}

Ly = {w; TM s kédem w nepfijim4 vstup w}

Automaty a gramatiky TINO71

May 19, 2025 350 /351




PSPACE
TQBF

rekurzivné
spocetné
EOyLu

rekurzivni
rozhodnu-
telné

EXPSPACE
EQrext
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Dékuji za pozornost.
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