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Casova slozitost

Definition 12.24 (¢asova sloZitost)

Mé&jme Turingiiv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu. Casova sloZitost M je
funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni pocet krokd vypo¢tu M nad vstupy
délky n.

Definition 12.25 ((Asymptoticka) horni hranice O(g(n)))
Mg&jme funkce f,g : N — R*. Rikdme, Ze f(n) € O(g(n)), pokud existujf
¢, ng € N takova, Ze:

Yn > ng plati f(n) < c-g(n).

V takovém pfipadé fikame, ze g(n) je (asymptotickd) horni hranice pro f(n).
(Slovo asymptoticka vyjadFujici ignorovani prvnich ng i konstanty c se zpravidla
vynechéva.)

@ Realna disla jsou tam kvili logaritmu.
o Napt. £(5n% +2n% +22n+6) € O(n®) s ny = 10, ¢ = 6.
I 2
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Definition 12.26 (tfida ¢asové sloZitosti)

Méjme funkci t : N — R*. Definujeme t¥idu asové slozitosti TIME(t(n))
jakozto mnoZinu vSech jazyk(, které jsou rozhodnutelné jednopaskovy Turingovy

strojem v Case O(t(n)) tj. vzdy zastavi, pro vstup délky n nejpozdéji po O(t(n))
krocich, a vyda spravnou odpovéd.

m

Example 12.26 ({0'1/|i € Np} je O(n?))
Jazyk {071]i € Ng} je O(n?)
@ Zkontroluj vstup 0’1/, pokud za 1 je 0, nepfijmi (¢as O(n))
@ ndvrat na zalatek se schova v konstanté, O(2n) = O(n)
@ prochézej postupné 0 v &ase O(n?)
@ prepis 0 na X

@ najdi 1 a prepis na X
© vrat se na zacatek

@ Kdyz uz neni 0, ovéF Ze neni ani 1 a pFijmi (s 1 nepfijmi). (¢as O(n))
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Jde to rychleji?

Example 12.27 ({0'1/|i € Ny} je O(nlog n))

Jazyk {0'1/|i € No} je O(nlog n)
@ Zkontroluj vstup 0'1/, zkontroluj sudou délku (&as O(n))
@ prochazej dokud najdes 0 v ¢ase (O(nlog n))

@ prepis kazdou druhou 0 na X
@ prepis kazdou druhou 1 na X

@ zkontroluj sudost poctu nul a jedni¢ek dohromady, pokud ne, nepfijmi
@ a vrat se na zacatek

@ Kdyz uz neni 0, ovéF Ze neni ani 1 a prijmi (s 1 nepfijmi). (¢as O(n))

e
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Regularni jazyky - jen pro zajimavost

@ O moc rychleji to nejde.

Definition (o())

lim f(n)

Mg&jme funkce f,g : N — R*. Rikdme, ze f(n) = o(g(n)), pokud

=0.
n—o00 g(n)

Theorem (just for info)

Tj. pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, Ze (Vn > ng) (f(n) < cg(n)).
@ Malé 0 ma vyznam 'ostfe mensi’, velké O mensi nebo rovno.
regularni.

12

Kazdy jazyk rozhodnutelny v ase o(nlog n) na jednopdskovém Turingové stroji je
]
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Vicepaskovy Turinglv stroj

Vicepaskovy Turinglv stroj pro {0"1"}

1: procedure ONIN( w € {0,1}* )

2: Kopiruj nuly na pomocnou pasku.
3: Na prvni jedni¢ce prepni do nového stavu, maz nulu i jednicku.
4: return Vymazaly se zaroven nuly i vstupni paska?

5: end procedure

Lemma

Mg&jme funkci t : N — RT, t(n) > n. Kazdy vicepaskovy Turingiv stroj s ¢asem
t(n) m4 jednopaskovy ekvivalent O(t?(n)).

Proof: opakovani Simulace 2-paskového

TM na jedné pasce
@ Simulaci vypoétu k—paskového stroje o n

krocich Ize provést v ¢ase O(n?) (simulace D
jednoho kroku z prvnich n trva 4n + 2k, {
hlavy nejvy& 2n daleko, preist, zapsat, T R
posunout znacky). 0 nE x

=
=

e
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Nedeterministicky Turinglv stroj

Definition 12.27 (doba béhu nedeterministického TM)

Mé&jme nedeterministicky Turinglv stroj M, ktery zastavi na kaZzdém vstupu.
Doba béhu M je funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni polet krokd ktery M
potrebuje v jakékoli vétvi vypoctu nad jakymkoli vstupem délky n.

O takovém nedeterministickém Turingovu stroji M fikame, Ze rozhoduje jazyk
L(M) v &ase f(n).

Theorem 12.24

Méjme funkci t : N — RT, t(n) > n. KaZdy nedeterministicky Turingiv stroj
s Casem t(n) ma deterministicky ekvivalent 20(t()

@ Pokud pro dvojici @ x ' mdme maximalné d variant, pak po k krocich se TM
miize dostat maximalné do d* konfiguraci.

o Jeden krok zvlddneme 'schovat do konstanty' k t(n), logaritmus d pro pfevod
také, proto simulace je v &ase O(t(n)d*(") = 20(t(n),

o Mame pridat prevod simulace vice pasek, ale (20(1(M))2 = 20(2t(n) — 20(t(n)



e

Proof: opakovani - idea diikazu

@ paska nekonecna — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci
@ prohledadvame do Sitky vSechny vypoclty My
@ modelujeme TM se dvéma paskami

> prvni paska: posloupnost konfiguraci

z ’ v Vv 7 Finite
* aktudlni oznagena (k¥izkem na obrazku) cono
* vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout UG
. vy e, AN N
* vpravo aktudlni a pak dalsi cekajici Queve )

s D1 #D2 21p3 #ipe ) o
» druha paska: pomocny vypodet Sy ————————="———
pite

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi

> precti stav a symbol aktudlni konfigurace 1D
> je—li stav prijimajici € F, pfijmi a skonci
» napi$ konfiguraci ID na pomocnou pasku
> pro kazdy mozny krok § (uloZeny v hlavé Mp)
* proved krok a napi$ novou ID na konec prvni pasky

v

vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
opakuj

v
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Opakovani - Jednosmérna paska

X | Xi | X
X, | X

Lemma (Jednosmérna paska)

Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj M, ktery pfijima stejny jazyk
a

@ M nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice
@ M;j nikdy nepise blank B.
Proof.

@ Misto B blank zavedeme novy péaskovy symbol, B;.

Misto kazdého psani B piseme Bi a vSechny instrukce pro ¢teni B zkopirujeme
téz pro Cteni Bj.
Takto modifikovany TM nikdy nepise B (pise Bi).

@ Pro jednosmérnou pasku
Nejd¥iv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.
Pod nejlevéjsi symbol ddme novy znak *, abychom védéli, Ze jsme na levém
okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni. ve stavu (hlave) si pamatujeme, jestli cteme horni

stopu (‘normélng’) nebo spodni stopu (kde L znamena doprava a R doleva). Pokud vidime *, odpovidajici instrukce prepieme na zménu

stopy (zhora vlevo pfepnu na dolii, pokud jsem dole pte3la na "*", mam rovnou &ist horni symbol a smérovat dle horni pasky).
d 12 =
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Polynomialni problémy P

Definition 12.28 (tfida P)

P = TIME(n").

Definujeme P (PTIME) t¥idu jazykid rozhodnutelnych v polynomialnim case
jednopaskovym deterministickym Turingovym strojem. Tedy
k

Theorem 12.25 (CFL C P)

Kazdy bezkontextovy jazyk patii to P.
Proof.

e Gramatiku prevedeme do ChNF (velikost nezavisi na n),
e CYK algorithmus je polynomialni (O(n%)).

_ Ttidy P, NP jazykii rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12

O

v
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Priklady problémi tfidy P, NP

Example 12.28 (Nalezeni cesty v grafu (s minimalni cenou) € P)
o Cesta v grafu PATH
Dijkstriv algoritmus O(|V/|*> + |E|)

Example 12.29 (Jsou x, y nesoudélnd? € P)

@ Nesoudélna &isla RELPRIME
Repeat until y =0
X < x mod y
exchange x and y
Return x.

Example 12.30 (HAMPATH € NP (viz pozdéji))

Hamiltonovska cesta je takové (orientovand) cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol
grafu pravé jednou.

v

Kdybychom tu cestu méli, umime ovéfit v polynomialnim Case. Cesta = certifikat.

_ Ttidy P, NP jazyki rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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Verifikatory, trida NP

Definition 12.29 (Verifikator)
o Verifikator jazyka L je algoritmus V/, kde:
L={w | V pro néjaky Fetézec c pfijima (w,c)}.

o Napovéda c pro snadné ovéfeni se nazyva certifikat.

o Casova slozitost verifikadtoru se méfi pouze vzhledem k délce w,

polynomialni verifikator rozhoduje v ¢ase polynomidlnim vzhledem k |w].

@ Jazyk L je polynomialné verifikovatelny, pokud ma polynomialn{

verifikator. Pak i certifikat vzdy existuje i polynomialni, delsi by verifikator
nestihl ani precist.

Definition 12.30 (NP)

Trida jazykl rozhodnutelnych v polynomialnim ¢ase NP je tvorena jazyky
s polynomialnim verifikatorem.

_ Ttidy P, NP jazykii rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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Hamiltonovska cesta

Example 12.31

HAMPATH = {(G, s, t)|G je orientovany graf s hamiltonovskou cestou z s do t}.

Hamiltonovska cesta je takova (orientovand) cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol
grafu pravé jednou.

@ Slozitost u grafii bereme vidi poctu uzlil, pocet hran je max. kvadraticky, tj.
polynomialni.

o Nas certifikat je posloupnost vrcholl cesty.
@ Algoritmus v polynomidlnim Case ovéfi, ze jde o hamiltonovskou cestu.

e Pro HAMPATH, nezname verifikator (jen umime ovéfit v exponencialnim
Case).

(HAMPATH je mnozina (neplatnych vstupd HAMPATH a) orientovanych
grafii s dvojici vrcholii s,t, pro které neexistuje hamiltonovska cesta z s do t.)

_ Ttidy P, NP jazykii rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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Tridy NTIME
Definition 12.31 (NP)

Mg&jme funkci t : N — RT. Definujeme tfidu

NTIME(t(n)) = {L | L jazyk rozhodnutelny nedeterminist. TM v &ase O(t(n)).}
Definition (definice)

Theorem 12.26

T¥ida jazykd rozhodnutelnych v polynomialnim &ase (znaéime NP) je tvofena
jazyky s polynomialnim verifikatorem.

o

v

NP = J NTIME(n¥).
k

o ldea dikazu: prevedeme verifikdtor na NTM a opacné.

@ NTM uhodne certifikat a simuluje verifikator.

_ Ttidy P, NP jazyki rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12

o Verifikator bere prijimajici vétev NTM jakozto certifikat.
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verif. = .
o Predpokladéame L € NP.
o Hleddme nedeterministicky TM M.

e Vezmeme verifikator V z definice NP. Necht rozhoduje L v &ase n*

@ M na vstupu w délky n:
Nedeterministicky uhodne ¥etézec ¢ délky nanejvys n*.
Spusti V' na vstupu (w, c).
Pokud V pfijme, M také pfijme.

U = verifikator .
o Predpokladdme L = L(M) rozhodnutelny néjakym NTM M v polynomiélnim
Case.
o Hleddme verifikator V.
o Certifikdt ¢ ndm v kazdém kroku fekne, kterou z moznych akci/vétvi volit.
@ V na vstupu (w,c):

Simuluje M na vstupu w, v bodech vétveni vybere vétev podle c.
Pokud tato vétev NTM prijme, V pFijme.

@ Pokud vsechny vétve selhaly, NTM nepfijima.

Ttidy P, NP jazyki rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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Example 12.32 (CLIQUE je NP)

Problém k-kliky CLIQUE je v daném grafu G urcit, jestli existuje klika velikosti k,
t].
CLIQUE = {(G, k)|G je neorientovany graf s klikou velikosti k}.

Verifikator pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE_ VERIFIER( ((G, k), c) )

2: Otestuj, jestli ¢ je podgraf G o k uzlech.

3: Otestuj, jestli je ¢ klika, tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.
4: return Oba predchozi testy TRUE?

5. end procedure

Nedeterministicky Turingiiv stroj pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE_NTM( (G, k) )

2: Nedeterministicky vyber k prvkovou podmnozinu ¢ vrcholi G.
3: return Je c klika? tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.

4: end procedure

_ Ttidy P, NP jazyki rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikdtory 12
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Prevoditelnost v polynomialnim case

Definition 12.32 (Polynomialn{ pfevoditelnost)

Funkci f : £* — ¥* nazveme polynomialné vycislitelnou, pokud existuje

Turinglv stroj M, ktery pro kazdy vstup w v polynomidlnim &ase zastavi s f(w)
na pasce.

Jazyk A je prevoditelny v polynomialnim ¢ase na jazyk B, A <p B, pokud
existuje funkce f : ©* — ¥* vydislitelna v polynomialnim ¢ase a pro kazdé w € **

weAs f(w)eB.

Funkci f pak nazyvame polynomialni redukci A do B.

_ Ttidy P, NP jazykii rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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Definition 12.33 (SAT, 3SAT)

Formuli ¢ nazveme 3-cnf formule, pokud je formule vyrokové logiky v CNF, kde
v kazdé klauzuli jsou nejvyse tfi literaly.

Formule je splnitelnd, pokud existuje takové ohodnoceni vyrokovych proménnych
ze je hodnota formule TRUE.

Problém 3SAT je pro kazdou 3-cnf formuli rozhodnout, zda je splnitelna, tj.

3SAT = {¢ | ¢ je splnitelnd 3-cnf formule}.
Problém SAT je pro kazdou booleovskou formuli v rozhodnout, zda je splnitelna

SAT = {¢ | ¢ je splnitelnad formule}.

Theorem 12.27
3SAT je polynomialné prevoditelny na CLIQUE.

Proof.
o Kazdy vyskyt proménné - uzel grafu.
@ Hrany vsude, jen ne:

mezi uzly z téze klauzule

mezi proménnou a jeji negaci x a —x.

k pocet klauzuli, polet vrcholl v klice.
_ Ttidy P, NP jazykii rozhodnutelnych v polynom. &ase, verifikatory 12
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NP uplnost

Definition 12.34 (NP Gplnost)

Jazyk B je NP uaplny, pokud je NP a kazdy jazyk A € NP je na B polynomiélné
preveditelny.

Theorem 12.28
Pokud B je NP-tpiny a B € P, pak P = NP.

Proof.

Ptimy disledek definice polynomialni prevoditelnosti a NP. O

Theorem 12.29
Pokud B je NP-iplny a B <p C pro néjaké C € NP, pak C je NP-diplny.

Proof.

Ptevod problému na B dale prevedeme na C, staci polynomialni Cas. O

v

N o 2
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Cook-Levin-ova véta

Theorem 12.30 (Cook-Levin-ova véta)
SAT je NP-dpliny.

na SAT.

|

@ idea dlkazu Gplnosti: prevedeme vypocet nedetrministického Turingova stroje

— e e
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Proof
e SAT is NP

Nedeterministicky TM uhodne spravné ohodnoceni a v polynomialnim Case
ovéFi, je je pro néj formule pravdiva.
@ SAT je NP-dplny
Vezmeme libovolny L € NP
necht M je nedeterministicky TM ktery rozhoduje jazyk L v &ase n* — 3 pro
néjaké k
(zde pro jednoduchost NTM s jednostrannou paskou)
Vytvorime tabulku (tableau) n* x n*, kazdy ¥adek odpovida konfiguraci M na

vstupu w
muZeme predpokladat (opatfit) kazdou konfiguraci ohraniéenou zardzkami #.
# g | w1 | wo | ... | wy | _ | _ 7#
# #
# #
# #
# #
Vypocet budeme sklddat po okynkach 2 x 3.

— e e
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@ V/ybrana dovolend okénka, (a,b,c,d €T)

5((717 b) > (q27 c, L) 5(‘71, b) > (q2a c, R) 5(‘717 b) > (Q2, c, R)

a | q|b alq| b dla|q
Q| a|c al c | g d|la| c

prenos beze zmény 0(,_)3(q,_, L) o(,_)>(_cL)
#lal|b alb| c alb|d
#1alb al|b| g c|b|d

> PfFenos beze zmény vSude, kde neni v okolf stav (hlava)

> prenos beze zmény pokud stav je prijimajici

> na kazdém radku nejvyse jeden stav

> okénko musi byt ¢asti povoleného pfechodu

> rozbor technicky, udélali za nas jini.

> Tvrzeni: Pokud je prvni fadek tabulky pocateéni konfigurace a kazdé

sz

okénko je legalni, pak kazdy radek odpovida legéini konfiguraci
dosazitelné jednim krokem z predchoziho fadku.
* 'V hornim fadku neni stav, pak se prostfedni symbol musi opsat beze
zmény.
* 'V hornim Fadku stav vprostfed: okénko garantuje korektnost prepisu
obou stran. O

— e e
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Proof.

vyrokovou proménnou X; j ,

LJA tabU|ky VytVOFllme formuli QS = ¢cell & d’start & Dmove & ¢accept-
@ pro kazdé poli¢ko tabulky (i,/) a pismeno a € I U Q U {#} vytvofime

¢cell = /\ \/
1<i,j<n*

Xi,j,a &
aclTUQU{#}

N Kgs VX
s#tETUQU{#}

F£pravé je

Gstart = X1,1,#&X1,2,008X1 3w, &X1 4w, & - - - &X1 12,0, &X1 01 3,_& .. &Xq o4
Paccept = \/1§i,j§nk Xi.j,Gaccept

o Celkova formule ¢move bude konjunkce, ze kazdé okénko s hornim stfedem na

pozici i, j je legalni

Pmove = N ¢ # okénko (i,]) je legalni

1<i<nk 1<j<nk

o legélnost okénka (i, ) zajistime disjunkci legalnich okének
P

_ Cook-Levin-ova véta 12

(a1,...,36) ELEGAL

(Xij— 1,21 &Xi,j, 2y & 1,2, & X141 j—1,2, & Xi141,,25 & X1+1,-+1,26)
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Proof.

indexujici bunku

e Tvrzeni: Pfevod ma polynomiéln{ sloZitost, konkrétn& O(n?* log n).
¢ITIOVE7 ¢accept S O(n2k |Og n),

dee € O(n* log n), prochazime dvojice indexti do n krat konstanta |T|
Gstart € O(nk log n), prochazime prvni Fadek
polet bunék n?k, pro kazdou konstantni velikost formule.

@ pro Stouraly log n pro zapis indexu proménnych, jehoz délka zavisi na n.

— e e
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3SAT je NP-tplny.

Theorem 12.31
3SAT je NP-dplny.

Proof.

@ Upravime predchozi pfevod na formuli 3SAT.
prevedeme do CNF

@ V CNF je skoro vse, kromé disjunkce okének pohybu, kterd jsou konjunkcf,
nikoli na délce vstupu

staéi polynomialni (konstantnfi) ¢as - velikost podformule zavisi jen na stroji N,
@ v kratkych klauzulich zkopirujeme proménnou

@ dlouhé rozdélime zavedenim novych proménnych.

— e e
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Shrnuti

Definice ¢asové slozistosti

asymptotické slozitosti O()

tfida P polynomialné slozitych problémi
tfida NP zavedena pres verifikatory

ttida NP odpovida jazykim rozhodovanym turingovymi stroji
v polynomialnim case
> vSechny vétve vypocCtu zastavi v polynomialnim case.
@ polynomialni prevoditelnost
@ NP-lplnost
SAT je NP-uplny.

— e e
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