Podrobny sylabus

EVF 112 - Metody zpracovani fyzikalnich méreni
Ondrej Santolik (http://os.matfyz.cz) 9., 16., 30. listopadu, 7. prosince

1. Nutné minimum z teorie pravdépodobnosti

e Klasicka pravdépodobnost

e Kolmogorovova axiomaticka soustava

e Podminénd pravdépodobnost, nezavislé jevy, iplna pravdépodobnost, Bayestv vzorec
e Nahodna veli¢ina, distribu¢ni funkce, hustota pravdépodobnosti

e Parametry ndhodné veli¢iny: momenty, stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka, kvantily,
mod

e Priklady rozdéleni: rovhomérné, normalni, binomické, Poissonovo, exponencialni
e Centralni limitni véta

e Nahodny vektor, sdruzena distribucni funkce

e Stredni hodnota a rozptyl linearni kombinace ndhodnych velic¢in, kovariance

e Pseudonahodné sekvence, projekéni metoda

1



2. Nékteré partie z matematické statistiky

e Zakladni pojmy

e Odhady, jejich vychylenost a rozptyl

e Odhady stredni hodnoty, smérodatné odchylky, medianu

e Test shody strednich hodnot pro dva vybéry, Studentovo rozdéleni
e Linearni korelace

e Spearmantv korelac¢ni koeficient
3. Hledani parametru modelu

e Druhy experimentalnich chyb, siteni chyb

e Cilova funkce

e Odhad parametru modelu, jejich smérodatnych odchylek, test dobré shody
e Princip maximalni vérohodnosti, metoda 2, metoda nejmensich &tvercit

e Prokladani dat jednoduchym linedrnim modelem

e Nelinearni modely, Marquardtova metoda

e Test pomoci simulovanych realizaci dat, konfiden¢ni oblasti
4. Spektralni analyza

e Stacionarita (silna a slaba), ergodicita

e Konvoluce, odezva linearniho systému



e Fourierova transformace, vlastnosti, normalizace (Parcevaliv teorém)
e Fourierova transformace konvoluce a korelace

e Vykonové spektrum (Wiener-Chincinuv teorém)

e Diskrétné vzorkovana data, Nyquistova kriticka frekvence

e Vzorkovaci teorém, aliasing

e Diskrétni Fourierova transformace, FFT

e Spektralni analyza, kiizova spektra, spektralni matice

e Aplikace vahovych oken, prekryvani datovych segmentii

e Waveletova analyza, aplikace
5. Priklady analyzy dat z umeélych druzic.

e Slunecni vitr: Model valcového elektrostatického analyzatoru

e Auroralni oblast: Vicebodové vinové méreni plazmatickych struktur nad polarnimi zaremi



1 Klasicka pravdépodobnost

Klasicka pst jevu A:

Ny
P(A) = —
()=
Ny ...pocet pripadua priznivych jevu A, neboli elementarni jevy ze kterych se sklada A.

N ...pocet vSech moznych pripadi, neboli pocet prvkii prostoru elementarnich jevi.

e Arabsky ”al zar” kostka. Nejstarsi kniha ... 16. stol., Cardano: ”De ludo alae”
e 17. stol ... Pascal, Fermat: reSeni klas. paradoxii

— Kolikrat musime hodit 2 kostkami aby pst, Ze padne (6,6) byla vétsi, nez 0.57

— Dva hraci hraji spravedlivou hru: kdo prvni vyhraje 6 kol, dostane celou vyhru. Hra musi skoncit
diive - hra¢ A vyhral 5 kol, hra¢ B 3 kola. Jak rozdélit vyhru?

Nevyhoda: zavedena piilis specialné (diskrétni jevy)



2  Kolmogorovova axiomaticka soustava (1929)

e ()...Mnozina elementarnich jev.
e Jev: podmnozina A C 2 (nemusi platit, ze kazdd podmnozina je jevem).

e ... Mnozina vSech jevil - systém podmnozin mnoziny §2.
Axiémy:

1. Qe b.
2. A e B= Q\A (doplnék do Q) € B. Odtud 0 € B.
3. A1, Ag, ... A, € B (konecny nebo spocetny systém jevii)

1=1

Odtud .
m Az e B.
=1

neboli B je mnozinova o-algebra.



Kazdy jev A € B ma nezapornou pst P(A)

Axiémy:
4. P(Q) =1
5. P(0) = 0

6. Je-li A;,i=1...n systém po dvou disjunktnich jevi (tj. Zzddné dva nemohou nastat zaroven):
AZQAJ:Q),VZ#],Z,]: 1...n

pak
P(UAz‘) = ZP(Ai)-

=1



3 Podminéna pravdépodobnost

Bud {2, B, P} pstni pole a B € B takové, ze P(B) > 0. Potom na systému jevu
C={ANB},AeB

lze definovat podminénou pravdépodobnost (pst jevu A za podminky B):

P(AN B)

P(AIB) = =55

Vlastnosti:

1. 0< P(A|B) <1.
2. A; ...po dvou disjunktni jevy A;NA; =0,Vi # j:
— P(| JAi|B) =) P(Ai|B).
i=1 i=1

3. jev B implikuje jev A, neboli
BC A= P(A|B)=1.

4. Matematicky triv. z definice podminéné psti (ne tak prakticky):
P(AN B)= P(A|B) P(B).



Nezavislé jevy

Jevy A a B jsou nezavislé :
P(ANB)= P(A) P(B)

Souvislost s podminénou psti:

P(A|B) = P(A).
Uplna pravdépodobnost
By, ..., B, jsou po dvou disjunktni jevy takové, ze
0= Bi7
=1

tj. tvori uplny soubor jevi (P(|J B;) =Y P(B;) = 1) a A je libovolny jev, pak

P(A)= > P(B;) P(A|B).

Dukaz:



4 Bayestuv vzorec

neboli véta o pravdépodobnosti hypotéz (inverzni pravdépodobnosti):

By, ..., B, je uplny soubor jevu a A je libovolny jev, pak

_ P(A|By) P(By)
P(By|A) = ST P(Z|BZ) P?Bi)

kde P(Bj|A) jsou aposteriorni pravdépodobnosti hypotéz By, a P(By) jsou jejich apriorni pravdépodobnosti.

— Oprava pravdépodobnosti hypotéz B; nastane-li jev A.



5 Nahodna velic¢ina

Néhodn4 veli¢ina £ je redlna funkce definovana na mnoziné elementarnich jevii € (zobrazeni Q2 — R) takova,
ze mnoziny vSech w € () splnujicich

{w:¢(w) <a}eB VaeR,

neboli takové mnoziny jsou prvky mnoziny jevu (jsou jevy)

maji tudiz pravdépodobnost.

Distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny

je realnou funkci realné proménné

neboli je pravdépodobnosti, ze £ < x.

10



Vlastnosti distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny

e neklesajici;

lim Fe(x)=0;

T——00

o lim Fe¢(x) =1;

r—00

e spojita zprava;

e nejvyse spocetné bodi nespojitosti;

Pro diskrétni ndhodné veli¢iny

Priklad - soucet dvou kostek:

e Nahodna veli¢ina £ = soucet dvou kostek.

o1, =23,...,6,7,8,...,12.

— ) - 1 2 5 6 5 1

'P(f_xz)_367367'"7367367367"'736'
1 3 15 21 26 36
.Fg(.fi)——6,%,...,%,%,%,...,%.
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Hustota pravdépodobnosti

Je-li £ spojitda nahodna velicina, pak

Fe(x) = jf(u)du,

kde f(u) je hustota pravdépodobnosti distribu¢ni funkce Fp.
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6 Parametry nahodné veli¢iny

Stredni hodnota nahodné veli¢iny

e Spojitd ndhodné veli¢ina:

obecné Lesbequetiv-Stieltjestv integral s mirou danou pravdépodobnosti —

e Diskrétni nahodné veli¢ina:

(44

Téz ,ocekavana hodnota“ neb , matematicka nadéje®.

e.¢]

:/ u f(u) du.

—0o0

(&) =E() = Z$¢P(§ = T;).

Stredni hodnota funkce nahodné veli¢iny

Spojité n.v. : E<¢(§)) - / o(u) f(u) du.

Diskrétni n.v. :
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Momenty

Pozn.: m1(§) = E(£) je stfedni hodnota.

Centralni momenty

Mi€) = B(l€ - BQF) = [ o= B f(w du

Rozptyl
var(§) = D(§) = 0*(§) = Ma(€) = / [u—E@©) f(u) du; (=D lwi— B P& =

neboli rozptyl je 2. centrdlni moment. o je smérodatnéd odchylka (standard deviation).

14
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Kvantily
p-kvantil ndhodné velic¢iny & (neboli jejtho rozdéleni) je cislo z, takové, ze

F(zp) =p

® o5 ... median;

® 70.25(0.75) - - - dolni (horni) kvartil;

® 1y - .. £-ty decil;
® Ty/100 - - - -ty percentil;
Mod

Mod je ¢islo x,, takové, Ze hustota pravdépodobnosti f(x,,) mid maximum:

f(xw) =0, f'(zm) <O.

— Lokalni maximum — modi muze byt vice (pfiklad: bimodalni rozdéleni).
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7 Priklady diskrétnich rozdéleni

Binomické rozdéleni

Diskrétni ndhodna veli¢ina (§): pocet vyskytt néjakého jevu v n nezavislych pokusech, je-li pravdépodobnost
vyskytu tohoto jevu v kazdém jednotlivém pokuse rovna .

Pravdépodobnost pro £ = x, kde x =0...n:

e Stfedni hodnota: E(§) = n;

e Rozptyl: var(§) = nw(1 — ).
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Poissonovo rozdéleni

Limita binomického rozdéleni pro velky pocet nezavislych pokusi, klesa-li pravdépodobnost vyskytu daného
jevu v kazdém jednotlivém pokuse jako A/n (n — oo, nm — A).
Pravdépodobnost pro ¢ = x, kde x = 0,1, .. .:

e Stredni hodnota: F(&) = A;
e Rozptyl: var(§) = A — o(&) = VA
e Relativni chyba: o(€)/E(&) = 1/V/);

e Vlastnost: ndhodné velic¢iny &1, &5 . .. & maji Poissonova rozdéleni s A\, Ao ... \g.
Potom ) & ma Poissonovo rozdéleni s > \;.

Praktické priklady nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim:

e Pocet ndhodnych ¢isel padnoucich do zadaného podintervalu (— pocet preklept v textu).

e Pocet nezavislych udalosti, které nastanou v zadaném ¢asovém intervalu 7: A = It (— detekce ¢astic,
rozpad ¢astic, telefonni hovory za den na dané ¢islo, zbozi uréitého druhu prodané za den).

e Pocet bodi ve ¢tverci (nebo jiném ohrani¢eném ttvaru) ndhodné umistovaném na plochu na niz jsou
body predem ndhodné rozmistény (— malé ¢astice ¢i krvinky v zorném poli mikroskopu).

17



8 Priklady spojitych rozdéleni

Rovnomérné rozdéleni

Konstantni hustota pravdépodobnosti na intervalu (a, b):

flu)=0 pro (z<a)V(z>D); f(u):b_a pro (x> a) A (z <b).
Distribu¢ni funkce:
F(z)=0 pro t<a  F(z)=1 pro z > b; F(x)zi_a pro (z >a)A (z <b).
—a

e Stredni hodnota: ,

E(g):/ bﬁadu:%(am).

a

e Rozptyl:

var(f):/ (u—%(a—l—b))2 bia du:%(b_a)?
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Normalni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti:

e Stredni hodnota: F(§) = p

e Rozptyl: var(¢) = o?

Distribuc¢ni funkce:

F(z) = N, () = ¢L2_7T !O exp <—§> dt.

kde erfc(y) je funkce chyb a ®(y) je Laplaceova funkce:

Y

erfc(y):\% / exp (—t%) dt; <I>(y)=\/g /y exp (—g)

0
®(a) = P(—aoc <& —p<ao):
B(0.67) = 0.5, ®(1)=0.68, &(1)=0.68, &(2)=095 &(3)=0.997
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0.40

0.30

0.20

0.10

0.00 L
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Exponencialni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti:

f(u):%exp (—%) pro (0 >0, x >0).

Distribuc¢ni funkce:
T

F(z)=1 — exp (——) :
)
e Stfedni hodnota: E({) = 4.
e Rozptyl: var(¢£) = 62
e Vlastnost: rozdéleni bez paméti  P(§ >a+x | £ > a) = P( > x).

e Priklad: délky casovych intervali mezi nezavislymi udalostmi.
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Rozdéleni y?

Rozdéleni velic¢iny

kde kazda &; je norméalné rozdélena.

Hustota pravdépodobnosti:

e Stfedni hodnota: E(§) = v.
e Rozptyl: var(§) = 2v.

e Vlastnost: pro velkd v konverguje k normalnimu rozdéleni.
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9 Centralni limitni véta

Lindbergova-Lévyho formulace

{&.}, n € N je posloupnost vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in s timtéz rozdélenim,
se stiedni hodnotou p a s koneé¢nym rozptylem o2 < oo.

Potom, pro z € R

nh_)rgo P{ J—\l/ﬁ (21:51 —nu) < LE} = Nopa(x),

t.j. k distribuc¢ni fci norméalniho rozdéleni se

e stredni hodnotou p =0

e a rozptylem: 02 =1
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Ljapunovova formulace centralni limitni véty

Pti podmince

lim VY E (& — wil?)
N

pro 3. absolutni centralni moment nemuseji byt rozdéleni ndhodnych veli¢in & vSechna stejnd a k Ny

konverguje pro n — oo distribuce ndhodné proménné

Z?:l & — Z?:l 223
Z?:l 01‘2
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Aplikace centralni limitni véty

Soucet vétsiho poctu ndhodnych veli¢in & rovnomérné rozdélenych na intervalu < 0,1 > aproximuje nor-
malni rozdéleni.

Pro kazdé

e stredni hodnota = 0.5

e rozptyl: 02 = %

Potom, z Lindbergovy-Lévyho formulace centralni limitni véty, ndhodna veli¢ina

ey

konverguje pro n — oo k ndhodné veli¢iné s rozdélenim Ny 1.

Tvrdi se obcas, ze staci n = 6:

(o)
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10 Nahodny vektor

—

E=1£,8,...,&)] -..sloZen z ndhodnych veli¢in &, &, . . ., &,

Sdruzena distribuéni funkce

F(:z:l,:bg,...,:z:n):P{(& S.lfl)/\(gzél’Q)/\/\(fnan)}

Sdruzena hustota pravdépodobnosti

F(IEl,ICQ,...,l’n):/ / / lf(U/l,'U/Q,...,un) dui dus ... du,
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Stredni hodnota funkce nahodného vektoru

E[h(&,gg,...,fn)}:/_ /_ Btz 1) f s 1) duy iy . s

Stredni hodnota linearni kombinace nahodnych veli¢in

h(€17£27"'7€n) - Za2£z+b
1

— — 00 1
= Zai/ / w; fug,ug,. .., uy) duy dus ... duy,
1 — —

+b/ / flur,ug, ... up) duy dug ... du, =

E flur,ug, ... uy) duy duy ... du,

ZCLZ‘& +b
1

= Z a; E(&)+b

1
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n

Zaifi-f-b

1=1

D

- F j » agi+b-E (Zai&—l—b)
= Fq Zaifi — ZaiE(&)
=1 =1
i=1 j=1

2
| Li=1 =1 }
2
2 }
— Z Z a;ajcov(&;, &)

Rozptyl linearni kombinace nahodnych veli¢in
= Y > waE{[& — E(S)] - E(E)]}
i=1 j=1

Kovariance

cov(&;, &) = E{[& — E(&)[S — E(&)]}

plati, ze kovariance ndhodné proménné samé se sebou je jejim rozptylem:

cov(&, &) = E{[& — E(&)])*} = D(&)
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Nezavislé nahodné veli¢iny

Sdruzena distribu¢ni funkce:

F(IEl,ICQ,...,QZn) = P{(fl le)/\(£2§$2)/\/\(€n§xn)}

I
=
™
N
=
=
&

A
S
)
Iy
S
IN
<

Podobné pro sdruzenou hustotu pravdépodobnosti:

flay, zoy ..o xn) = flx1) - fxe) -t f(zn)

Stredni hodnota soucinu nezavislych nahodnych veli¢in

E& & ... &) :/ / U - Us - Uy f(ur,ug, ... uy) dug dug ...

- (fn)

Kovariance nezavislych nahodnych veli¢in

cov(§;, &) = E{[& — E(G)E — E(E)]} = El& — E(&)] - El§ — E(&)] =

Rozptyl linearni kombinace nezavislych nahodnych veli¢in

D [Z a;& +b| = Z Z a;ajcov(§;, &) = Z afD(&)
i=1 i=1

i=1 j=1
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Kovarian¢éni matice

cov(é1,&) -+ cov(éy, &)
C— . . :

cov(ﬁ-n,&) COV(émgn)

symetricka z definice

na hlavni diagondle cov(&;, &) = D(&;)

e pro nezavislé veli¢iny pouze diagonélni (zbytek 0)

pro linedrné zavislé velic¢iny (& = a;€):

cov(a;§, a;€) = E{[a;§ — E(aif)lla;§ — E(a;€)]} = aia;D(§) = £/ D (&) D(&;)
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Koeficient linearni korelace nahodnych velic¢in §; a §;

) — COV(gZ‘, gj)
Pro nezavislé veli¢iny

Pro linedrné korelované velic¢iny (zavislé s kladnym koeficientem):

& = agj,a>0:p(&, &) =1

Pro linedrné antikorelované veli¢iny (zavislé se zdpornym koeficientem):

§i =aj,a<0:p(&,&) =—1
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11 Pseudonahodné sekvence, projekéni metoda
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12 Zakladni pojmy matematické statistiky

e Zakladni statisticky soubor. .. hypoteticky nekonecny soubor dat vzniklych za stejnych podminek; ma

prvky.

e Vybér. .. konecna ¢ast statistického souboru; ma rozsah = pocet prvki.

e Znak. . .vySetfovana vlastnost = ndhodna proménna.

Rizné typy znakt (ndh. proménnych):

— Nominalni - diskrétni mnozina bez daného poradi. Priklad: narodnost.
— Ordinalni - diskrétni mnozina s danym poradim. Priklad: skolni zndmky.

— Spojité. Priklad: teplota. Prevedeni na ordinalni znak - rozdéleni do t¥id. TFidnim znakem pa muze
byt stfed intervalu.

~

e Statistika(?) ...funkce znaku prvki vybéru = ndhodna proménna.

7 hodnot statistiky ¥ chceme udélat zavér o prislusném parametru 9 zakladniho statistického souboru.

Statistika 0 (t.j. ndh. proménnd) je odhadem prislusného parametru ¢ zakladniho statistického souboru
na zakladé prvka vybéru.
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13 Odhady, jejich vychylenost a rozptyl

e Vychylenost odhadu (statistiky)

Asymptoticky nevychyleny odhad:

e Rozptyl odhadu (statistiky)

DY) = E{[9 — E(9)]*} = E[(9)*] — [E()]>.

Vétsinou zavisi na rozsahu (poctu prvki) vybéru. Mélo by platit:

lim D[J] = 0.

N—o0
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14 Odhad strfedni hodnoty

Necht v zakladnim statistickém souboru ma néjaky znak stfedni hodnotu p a rozptyl o?.

Vybérovy aritmeticky prameér ...odhad stfedni hodnoty

1
— (X + Xy X)
N<‘1+ zt + AN

=)

prvky vybéru: ndhodné proménné. N...rozsah vybéru.

a) Vychylenost aritmetického priiméru

Eln) = (Z“X> ZE ——Nu p

ARITMETICKY PRUMER 7i JE NEVYCHYLENYM ODHADEM STREDNI HODNOTY .
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b) Rozptyl aritmetického priméru

D) = E{pi-E@P}=E (ZLQEM)

2|~

N
1 N
=2 D (Xi-
=1
B(X— ) B(X; — )
0 0

36
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15 Odhad rozptylu
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16 Odhad medianu

stfedni absolutni odchylka
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