
Podrobný sylabusEVF 112 - Metody zpra
ování fyzikální
h mìøeníOndøej Santolík (http://os.matfyz.
z) 9., 16., 30. listopadu, 7. prosin
e

1. Nutné minimum z teorie pravdìpodobnosti
• Klasi
ká pravdìpodobnost
• Kolmogorovova axiomati
ká soustava
• Podmínìná pravdìpodobnost, nezávislé jevy, úplná pravdìpodobnost, Bayesùv vzore


• Náhodná velièina, distribuèní funk
e, hustota pravdìpodobnosti
• Parametry náhodné velièiny: momenty, støední hodnota, rozptyl, smìrodatná od
hylka, kvantily,mod

• Pøíklady rozdìlení: rovnomìrné, normální, binomi
ké, Poissonovo, exponen
iální

• Centrální limitní vìta

• Náhodný vektor, sdru¾ená distribuèní funk
e
• Støední hodnota a rozptyl lineární kombina
e náhodný
h velièin, kovarian
e
• Pseudonáhodné sekven
e, projekèní metoda1



2. Nìkteré partie z matemati
ké statistiky

• Základní pojmy
• Odhady, jeji
h vy
hýlenost a rozptyl

• Odhady støední hodnoty, smìrodatné od
hylky, mediánu

• Test shody støední
h hodnot pro dva výbìry, Studentovo rozdìlení

• Lineární korela
e
• Spearmanùv korelaèní koe�
ient3. Hledání parametru modelu
• Druhy experimentální
h 
hyb, ¹íøení 
hyb
• Cílová funk
e
• Odhad parametru modelu, jeji
h smìrodatný
h od
hylek, test dobré shody

• Prin
ip maximální vìrohodnosti, metoda χ2, metoda nejmen¹í
h ètver
ù

• Prokládání dat jednodu
hým lineárním modelem
• Nelineární modely, Marquardtova metoda
• Test pomo
í simulovaný
h realiza
í dat, kon�denèní oblasti4. Spektrální analýza

• Sta
ionarita (silná a slabá), ergodi
ita

• Konvolu
e, odezva lineárního systému 2



• Fourierova transforma
e, vlastnosti, normaliza
e (Par
evalùv teorém)

• Fourierova transforma
e konvolu
e a korela
e

• Výkonové spektrum (Wiener-Chin
inuv teorém)

• Diskrétnì vzorkovaná data, Nyquistova kriti
ká frekven
e

• Vzorkova
í teorém, aliasing
• Diskrétní Fourierova transforma
e, FFT
• Spektrální analýza, køí¾ová spektra, spektrální mati
e

• Aplika
e váhový
h oken, pøekrývání datový
h segmentù

• Waveletová analýza, aplika
e5. Pøíklady analýzy dat z umìlý
h dru¾i
.
• Sluneèní vítr: Model vál
ového elektrostati
kého analyzátoru
• Aurorální oblast: Ví
ebodové vlnové mìøení plazmati
ký
h struktur nad polárními záøemi

3



1 Klasi
ká pravdìpodobnostKlasi
ká pst jevu A:
P (A) = NA

N

NA . . . poèet pøípadù pøíznivý
h jevu A, neboli elementární jevy ze který
h se skládá A.

N . . . poèet v¹e
h mo¾ný
h pøípadù, neboli poèet prvkù prostoru elementární
h jevù.

• Arabsky "al zar" kostka. Nejstar¹í kniha . . . 16. stol., Cardano: "De ludo alae"

• 17. stol . . . Pas
al, Fermat: øe¹ení klas. paradoxù{ Kolikrát musíme hodit 2 kostkami aby pst, ¾e padne (6,6) byla vìt¹í, ne¾ 0.5?{ Dva hráèi hrají spravedlivou hru: kdo první vyhraje 6 kol, dostane 
elou výhru. Hra musí skonèitdøíve - hráè A vyhrál 5 kol, hráè B 3 kola. Jak rozdìlit výhru?Nevýhoda: zavedena pøíli¹ spe
iálnì (diskrétní jevy)
4



2 Kolmogorovova axiomati
ká soustava (1929)

• 
. . .Mno¾ina elementární
h jevù.
• Jev: podmno¾ina A ⊆ 
 (nemusí platit, ¾e ka¾dá podmno¾ina je jevem).

• B. . .Mno¾ina v¹e
h jevù - systém podmno¾in mno¾iny 
.Axiómy:1. 
 ∈ B.2. A ∈ B =⇒ 
\A (doplnìk do 
) ∈ B. Odtud ∅ ∈ B.3. A1, A2, . . . An ∈ B (koneèný nebo spoèetný systém jevù)=⇒ n⋃

i=1Ai ∈ B.Odtud

n⋂

i=1Ai ∈ B.neboli B je mno¾inová σ-algebra. 5



Ka¾dý jev A ∈ B má nezápornou pst P (A)Axiómy:4. P (
) = 1.5. P (∅) = 0.6. Je-li Ai, i = 1 . . . n systém po dvou disjunktní
h jevù (tj. ¾ádné dva nemohou nastat zároveò):

Ai ∩ Aj = ∅, ∀i 6= j, i, j = 1 . . . npak

P ( n⋃

i=1Ai) = n∑

i=1 P (Ai).
6



3 Podmínìná pravdìpodobnostBuï {
,B, P} pstní pole a B ∈ B takové, ¾e P (B) > 0. Potom na systému jevù

C = {A ∩ B}, A ∈ Blze de�novat podmínìnou pravdìpodobnost (pst jevu A za podmínky B):

P (A|B) = P (A ∩ B)

P (B)Vlastnosti:1. 0 ≤ P (A|B) ≤ 1.2. Ai . . . po dvou disjunktní jevy Ai ∩ Aj = ∅, ∀i 6= j:=⇒ P ( n⋃

i=1Ai|B) = n∑

i=1 P (Ai|B).3. jev B implikuje jev A, neboli

B ⊂ A =⇒ P (A|B) = 1.4. Matemati
ky triv. z de�ni
e podmínìné psti (ne tak prakti
ky):
P (A ∩ B) = P (A|B)P (B).7



Nezávislé jevyJevy A a B jsou nezávislé :
P (A ∩ B) = P (A) P (B)Souvislost s podmínìnou pstí:

P (A|B) = P (A).
Úplná pravdìpodobnost

B1, . . . , Bn jsou po dvou disjunktní jevy takové, ¾e
 = n⋃

i=1Bi,tj. tvoøí úplný soubor jevù (P (⋃Bi) =∑P (Bi) = 1) a A je libovolný jev, pak
P (A) = n∑

i=1 P (Bi) P (A|Bi).Dùkaz:

A = n⋃

i=1(Bi ∩ A)8



4 Bayesùv vzore
neboli vìta o pravdìpodobnosti hypotéz (inverzní pravdìpodobnosti):

B1, . . . , Bn je úplný soubor jevù a A je libovolný jev, pak

P (Bk|A) = P (A|Bk) P (Bk)∑n
i=1 P (A|Bi) P (Bi)kde P (Bk|A) jsou aposteriorní pravdìpodobnosti hypotézBk, a P (Bk) jsou jeji
h apriorní pravdìpodobnosti.

→ Oprava pravdìpodobností hypotéz Bi nastane-li jev A.
9



5 Náhodná velièinaNáhodná velièina ξ je reálná funk
e de�novaná na mno¾inì elementární
h jevù 
 (zobrazení 
 → R) taková,¾e mno¾iny v¹e
h ω ∈ 
 splòují
í
h
{ω : ξ(ω) ≤ a} ∈ B ∀a ∈ R,neboli takové mno¾iny jsou prvky mno¾iny jevù (jsou jevy)mají tudí¾ pravdìpodobnost.

Distribuèní funk
e náhodné velièinyje reálnou funk
í reálné promìnné
Fξ(x) = P (ξ ≤ x)neboli je pravdìpodobností, ¾e ξ ≤ x.

10



Vlastnosti distribuèní funk
e náhodné velièiny

• neklesají
í;
• lim

x→−∞
Fξ(x) = 0;

• lim
x→∞

Fξ(x) = 1;
• spojitá zprava;
• nejvý¹e spoèetnì bodù nespojitosti;Pro diskrétní náhodné velièiny

Fξ(x) = ∑

i,xi≤x

P (ξ = xi)Pøíklad - souèet dvou kostek:

• Náhodná velièina ξ = souèet dvou kostek.
• xi = 2, 3, . . . , 6, 7, 8, . . . , 12.

• P (ξ = xi) = 136, 236, . . . , 536, 636, 536, . . . , 136.

• Fξ(xi) = 136, 336, . . . , 1536, 2136, 2636, . . . , 3636. 11



Hustota pravdìpodobnostiJe-li ξ spojitá náhodná velièina, pak
Fξ(x) = x∫

−∞

f(u)du,kde f(u) je hustota pravdìpodobnosti distribuèní funk
e Fξ.
12



6 Parametry náhodné velièinyStøední hodnota náhodné velièinyTé¾ þoèekávaná hodnotaÿ neb þmatemati
ká nadìjeÿ.

• Spojitá náhodná velièina:
〈ξ〉 = E(ξ) = ∞∫

−∞

u f(u) du.obe
nì Lesbequeùv-Stieltjesùv integrál s mírou danou pravdìpodobností −→
• Diskrétní náhodná velièina:

〈ξ〉 = E(ξ) =∑
i

xiP (ξ = xi).

Støední hodnota funk
e náhodné velièiny

Spojitá n.v. : E
(
φ(ξ)) = ∞∫

−∞

φ(u) f(u) du. Diskrétní n.v. : E
(
φ(ξ)) =∑

i

φ(xi) P (ξ = xi).13



Momenty
φ(ξ) = ξk,Neboli φ je mo
ninná funk
e: k-tý moment

mk(ξ) = E(ξk) = ∞∫

−∞

uk f(u) du.Pozn.: m1(ξ) = E(ξ) je støední hodnota.

Centrální momenty
Mk(ξ) = E

([ξ − E(ξ)℄k) = ∞∫

−∞

[u − E(ξ)℄k f(u) du.

Rozptylvar(ξ) = D(ξ) = σ2(ξ) = M2(ξ) = ∞∫

−∞

[u − E(ξ)℄2 f(u) du; ( =∑ [xi − E(ξ)℄2 P (ξ = xi) pro diskrétní n.v.)neboli rozptyl je 2. 
entrální moment. σ je smìrodatná od
hylka (standard deviation).14



Kvantily
p-kvantil náhodné velièiny ξ (neboli jejího rozdìlení) je èíslo xp takové, ¾e

F (xp) = p

• x0.5 . . . medián;
• x0.25(0.75) . . . dolní (horní) kvartil;
• xℓ/10 . . . ℓ-tý de
il;
• xℓ/100 . . . ℓ-tý per
entil;

ModMod je èíslo xm takové, ¾e hustota pravdìpodobnosti f(xm) má maximum:
f ′(xm) = 0, f ′′(xm) < 0.

−→ Lokální maximum −→ modù mù¾e být ví
e (pøíklad: bimodální rozdìlení).15



7 Pøíklady diskrétní
h rozdìleníBinomi
ké rozdìleníDiskrétní náhodná velièina (ξ): poèet výskytù nìjakého jevu v n nezávislý
h pokuse
h, je-li pravdìpodobnostvýskytu tohoto jevu v ka¾dém jednotlivém pokuse rovna π.Pravdìpodobnost pro ξ = x, kde x = 0 . . . n:
P (ξ = x) = (

n

x

)
πx (1− π)n−x.

• Støední hodnota: E(ξ) = nπ;
• Rozptyl: var(ξ) = nπ(1− π).

16



Poissonovo rozdìleníLimita binomi
kého rozdìlení pro velký poèet nezávislý
h pokusù, klesá-li pravdìpodobnost výskytu danéhojevu v ka¾dém jednotlivém pokuse jako λ/n (n → ∞, nπ → λ).Pravdìpodobnost pro ξ = x, kde x = 0, 1, . . .:

P (ξ = x) = exp(−λ)λx

x!

• Støední hodnota: E(ξ) = λ;
• Rozptyl: var(ξ) = λ −→ σ(ξ) = √

λ;
• Relativní 
hyba: σ(ξ)/E(ξ) = 1/√λ;
• Vlastnost: náhodné velièiny ξ1, ξ2 . . . ξk mají Poissonova rozdìlení s λ1, λ2 . . . λk.Potom∑

ξi má Poissonovo rozdìlení s ∑λi.Prakti
ké pøíklady náhodný
h velièin s Poissonovým rozdìlením:
• Poèet náhodný
h èísel padnou
í
h do zadaného podintervalu (→ poèet pøeklepù v textu).

• Poèet nezávislý
h událostí, které nastanou v zadaném èasovém intervalu τ : λ = Iτ (→ detek
e èásti
,rozpad èásti
, telefonní hovory za den na dané èíslo, zbo¾í urèitého druhu prodané za den).

• Poèet bodù ve ètver
i (nebo jiném ohranièeném útvaru) náhodnì umis»ovaném na plo
hu na ní¾ jsoubody pøedem náhodnì rozmístìny (→ malé èásti
e èi krvinky v zorném poli mikroskopu).17



8 Pøíklady spojitý
h rozdìleníRovnomìrné rozdìleníKonstantní hustota pravdìpodobnosti na intervalu 〈a, b〉:

f(u) = 0 pro (x < a) ∨ (x > b); f(u) = 1

b − a

pro (x ≥ a) ∧ (x ≤ b).Distribuèní funk
e:
F (x) = 0 pro x ≤ a F (x) = 1 pro x ≥ b; F (x) = x − a

b − a

pro (x ≥ a) ∧ (x ≤ b).
• Støední hodnota:

E(ξ) = b∫

a

u

b − a
du = 12(a+ b).

• Rozptyl: var(ξ) = b∫

a

(
u − 12(a + b))2 1

b − a
du = 112(b − a)2.

18



Normální rozdìleníHustota pravdìpodobnosti:
f(u) = nµ,σ(u) = 1

σ
√2π exp(−12 (u − µ

σ

)2)
• Støední hodnota: E(ξ) = µ

• Rozptyl: var(ξ) = σ2Distribuèní funk
e:
F (x) = Nµ,σ(x) = 1√2π x−µ

σ∫

−∞

exp(−t22) dt,kde erf
(y) je funk
e 
hyb a �(y) je Lapla
eova funk
e:erf
(y) = 2√
π

y∫0 exp (−t2) dt; �(y) =√2
π

y∫0 exp(−t22)�(a) = P (−aσ < ξ − µ < aσ) :�(0.67) = 0.5, �(1) = 0.68, �(1) = 0.68, �(2) = 0.95, �(3) = 0.99719
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Exponen
iální rozdìleníHustota pravdìpodobnosti:
f(u) = 1

δ

exp(−u

δ

) pro (δ > 0, x ≥ 0).Distribuèní funk
e:
F (x) = 1 − exp(−x

δ

)
.

• Støední hodnota: E(ξ) = δ.
• Rozptyl: var(ξ) = δ2.
• Vlastnost: rozdìlení bez pamìti P (ξ > a + x | ξ > a) = P (ξ > x).

• Pøíklad: délky èasový
h intervalù mezi nezávislými událostmi.
21



Rozdìlení χ2Rozdìlení velièiny
χ2 = ν∑

i=1 (ξi − E(ξi))2var(ξi) ,kde ka¾dá ξi je normálnì rozdìlená.Hustota pravdìpodobnosti:
f(u) = 12ν/2�(ν/2) uν/2−1 exp(−u2) ,kde ν je poèet stupòù volnosti a �(z) = ∞∫0 tz−1 exp(−t)dt.

• Støední hodnota: E(ξ) = ν.
• Rozptyl: var(ξ) = 2ν.

• Vlastnost: pro velká ν konverguje k normálnímu rozdìlení.
22



9 Centrální limitní vìtaLindbergova-Lévyho formula
e
{ξn}, n ∈ N je posloupnost vzájemnì nezávislý
h náhodný
h velièin s tímté¾ rozdìlením,se støední hodnotou µ a s koneèným rozptylem σ2 < ∞.Potom, pro x ∈ R lim

n→∞
P

{ 1
σ
√

n

(
n∑1 ξi − nµ

)
≤ x

} = N0,1(x),t.j. k distribuèní f
i normálního rozdìlení se
• støední hodnotou µ = 0
• a rozptylem: σ2 = 1

23



Ljapunovova formula
e 
entrální limitní vìtyPøi podmín
e lim

n→∞

3√∑E (|ξi − µi|3)√∑
σ2

ipro 3. absolutní 
entrální moment nemusejí být rozdìlení náhodný
h velièin ξi v¹e
hna stejná a k N0,1konverguje pro n → ∞ distribu
e náhodné promìnné

∑n
i=1 ξi −

∑n
i=1 µi√∑n

i=1 σ2

i

24



Aplika
e 
entrální limitní vìtySouèet vìt¹ího poètu náhodný
h velièin ξi rovnomìrnì rozdìlený
h na intervalu < 0, 1 > aproximuje nor-mální rozdìlení.Pro ka¾dé
• støední hodnota µ = 0.5
• rozptyl: σ2 = 112Potom, z Lindbergovy-Lévyho formula
e 
entrální limitní vìty, náhodná velièina

√12
n

(
n∑1 ξi −

n2)konverguje pro n → ∞ k náhodné velièinì s rozdìlením N0,1.Tvrdí se obèas, ¾e staèí n = 6:

√2( 6∑1 ξi − 3)
25



10 Náhodný vektor
~ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn℄ . . . slo¾en z náhodný
h velièin ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Sdru¾ená distribuèní funk
e
F (x1, x2, . . . , xn) = P{(ξ1 ≤ x1) ∧ (ξ2 ≤ x2) ∧ . . . ∧ (ξn ≤ xn)}

Sdru¾ená hustota pravdìpodobnosti
F (x1, x2, . . . , xn) = ∫ x1

−∞

∫ x2
−∞

. . .

∫ xn

−∞
f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun

26



Støední hodnota funk
e náhodného vektoru

E[h(ξ1, ξ2, . . . , ξn)℄ = ∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
h(u1, u2, . . . , un)f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun

Støední hodnota lineární kombina
e náhodný
h velièin

h(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = n∑1 aiξi + b

E

[
n∑1 aiξi + b

] = ∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

[
n∑1 aiui + b

]

f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun= n∑1 ai

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
ui f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun+b

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun == n∑1 ai E(ξi) + b

27



Rozptyl lineární kombina
e náhodný
h velièin

D

[
n∑

i=1 aiξi + b

] = E






[
n∑

i=1 aiξi + b − E

(
n∑

i=1 aiξi + b

)]2
= E






[
n∑

i=1 aiξi −
n∑

i=1 aiE(ξi)]2= n∑

i=1 n∑

j=1 aiajE {[ξi − E(ξi)℄[ξj − E(ξj)℄}= n∑

i=1 n∑

j=1 aiaj
ov(ξi, ξj)Kovarian
e 
ov(ξi, ξj) = E {[ξi − E(ξi)℄[ξj − E(ξj)℄}platí, ¾e kovarian
e náhodné promìnné samé se sebou je jejím rozptylem:
ov(ξi, ξi) = E
{[ξi − E(ξi)℄2} = D(ξi)28



Nezávislé náhodné velièinySdru¾ená distribuèní funk
e:
F (x1, x2, . . . , xn) = P{(ξ1 ≤ x1) ∧ (ξ2 ≤ x2) ∧ . . . ∧ (ξn ≤ xn)}= P (ξ1 ≤ x1) · P (ξ2 ≤ x2) · . . . · P (ξn ≤ xn)= F (x1) · F (x2) · . . . · F (xn)Podobnì pro sdru¾enou hustotu pravdìpodobnosti:

f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1) · f(x2) · . . . · f(xn)Støední hodnota souèinu nezávislý
h náhodný
h velièin
E(ξ1 · ξ2 · . . . · ξn) = ∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
u1 · u2 · . . . · un f(u1, u2, . . . , un) du1 du2 . . . dun= E(ξ1) · E(ξ2) · . . . · E(ξn)Kovarian
e nezávislý
h náhodný
h velièin
ov(ξi, ξj) = E {[ξi − E(ξi)℄[ξj − E(ξj)℄} = E[ξi − E(ξi)℄ · E[ξj − E(ξj)℄ = 0Rozptyl lineární kombina
e nezávislý
h náhodný
h velièin

D

[
n∑

i=1 aiξi + b

] = n∑

i=1 n∑

j=1 aiaj
ov(ξi, ξj) = n∑

i=1 a2i D(ξi)29



Kovarianèní mati
e
C =  
ov(ξ1, ξ1) · · · 
ov(ξ1, ξn)... . . . ...
ov(ξn, ξ1) · · · 
ov(ξn, ξn) 

• symetri
ká z de�ni
e
• na hlavní diagonále 
ov(ξi, ξi) = D(ξi)
• pro nezávislé velièiny pouze diagonální (zbytek 0)
• pro lineárnì závislé velièiny (ξi = aiξ):


ov(aiξ, ajξ) = E {[aiξ − E(aiξ)℄[ajξ − E(ajξ)℄} = aiajD(ξ) = ±
√

D(ξi)D(ξj)
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Koe�
ient lineární korela
e náhodný
h velièin ξi a ξj

ρ(ξi, ξj) = 
ov(ξi, ξj)√
D(ξi)D(ξj)Pro nezávislé velièiny

ρ(ξi, ξj) = 0Pro lineárnì korelované velièiny (závislé s kladným koe�
ientem):

ξi = aξj , a > 0 : ρ(ξi, ξj) = 1Pro lineárnì antikorelované velièiny (závislé se záporným koe�
ientem):

ξi = aξj , a < 0 : ρ(ξi, ξj) = −1
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11 Pseudonáhodné sekven
e, projekèní metoda
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12 Základní pojmy matemati
ké statistiky

• Základní statisti
ký soubor. . . hypoteti
ký nekoneèný soubor dat vzniklý
h za stejný
h podmínek; máprvky.
• Výbìr. . . koneèná èást statisti
kého souboru; má rozsah = poèet prvkù.

• Znak. . . vy¹etøovaná vlastnost = náhodná promìnná.Rùzné typy znakù (náh. promìnný
h):{ Nominální - diskrétní mno¾ina bez daného poøadí. Pøíklad: národnost.{ Ordinální - diskrétní mno¾ina s daným poøadím. Pøíklad: ¹kolní známky.{ Spojité. Pøíklad: teplota. Pøevedení na ordinální znak - rozdìlení do tøíd. Tøídním znakem pa mù¾ebýt støed intervalu.
• Statistika(ϑ̂) . . . funk
e znakù prvkù výbìru = náhodná promìnná.Z hodnot statistiky ϑ̂ 
h
eme udìlat závìr o pøíslu¹ném parametru ϑ základního statisti
kého souboru.Statistika ϑ̂ (t.j. náh. promìnná) je odhadem pøíslu¹ného parametru ϑ základního statisti
kého souboruna základì prvkù výbìru.
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13 Odhady, jeji
h vy
hýlenost a rozptyl

• Vy
hýlenost odhadu (statistiky)
b[ϑ̂℄ = E[ϑ̂℄− ϑ.Asymptoti
ky nevy
hýlený odhad: lim

N→∞
b[ϑ̂℄ = 0.

• Rozptyl odhadu (statistiky)
D[ϑ̂℄ = E{[ϑ̂ − E(ϑ̂)℄2} = E[(ϑ̂)2℄− [E(ϑ̂)℄2.Vìt¹inou závisí na rozsahu (poètu prvkù) výbìru. Mìlo by platit:lim

N→∞
D[ϑ̂℄ = 0.
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14 Odhad støední hodnotyNe
h» v základním statisti
kém souboru má nìjaký znak støední hodnotu µ a rozptyl σ2.Výbìrový aritmeti
ký prùmìr . . . odhad støední hodnoty

µ̂ = 1
N

(
X1 + X2 + · · ·+ XN︸ ︷︷ ︸

)prvky výbìru: náhodné promìnné. N . . . rozsah výbìru.a) Vy
hýlenost aritmeti
kého prùmìru
E[µ̂℄ = E

(∑N
i=1 Xi

N

) = 1
N

N∑

i=1 E(Xi) = 1

N
Nµ = µARITMETICKÝ PRÙMÌR µ̂ JE NEVYCHÝLENÝM ODHADEM STØEDNÍ HODNOTY µ.
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b) Rozptyl aritmeti
kého prùmìru
D[µ̂℄ = E

{[µ̂ − E(µ̂)℄2} = E




(∑N

i=1 Xi

N
− µ

)2
= 1

N2E ( N∑

i=1 Xi − µ

)2
 = 1

N2E [ N∑

i=1 (Xi − µ)2] + 1

N2E [∑∑
i 6=j

(Xi − µ) (Xj − µ)] == 1
N2Nσ2 + 1

N2∑∑
i 6=j

E(Xi − µ)︸ ︷︷ ︸E(Xj − µ)︸ ︷︷ ︸0 0 . . . nezávislé náh. promìnné= 1

N
σ2
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15 Odhad rozptylu
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16 Odhad mediánu

støední absolutní od
hylka
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