5 Cela cisla

Pozn. 14. Pokud bychom se drzeli historického vyvoje ¢iselnych obort, nasledo-
vala by nyni ¢isla, ktera by byla racionalni a zaroven nezaporna. My ovSem budeme
postupovat podle schématu 1. Pokud bychom totiz nyni definovali ¢isla racionélni,
museli bychom po zavedeni celych ¢isel zvlast dodatecné zavést zapornd racionalni

¢isla.

Na zékladni skole jsou zavedena celd ¢isla jako ¢isla kladna, nula a ¢isla zaporna.
Zaporna jsou takova ¢isla, ktera jsou opacna k ¢islim kladnym vzhledem k operaci
sCéitani. Dale jsou znazornéna na ciselné ose, jak ukazuje obrazek 4 z ucebnice

MATEMATIKA [1] pro 7. rocnik zdkladni skoly (Odvarko, Kadlecek, 1998).

Cela ¢isla jsou Cisla
eee,=5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...
Znizorliujeme je na &iselné ose.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
] 1
zdpornd celd Cisla kladnd celd &isla

g
celd Cisla
Obrazek 4: Cel4 ¢isla na ¢iselné ose (Odvéarko, Kadlecek, 1998, s. 39)

Ve stredoskolské ucebnici Matematika pro gymndzia, Zakladni poznatky z ma-
tematiky (Busek, Calda, 1992) se o celych ¢islech hovoii pouze jako o druhu ¢i-
sel, ktery umoznuje vyjadiit zménu/narust/ubytek. Déle je zavedeno znaceni 7Z
(z némeckého Zahlen, coz jsou v prekladu ¢isla). Nakonec ucebnice uvadi véty
o operacich s¢itani a nasobeni. Konkrétné jsou uvedeny véty o jejich uzavrenosti,
asociativité, komutativité, existenci neutralniho prvku, opac¢nych prvka a distri-
butivite.

Zavedeni celych ¢isel na zakladni i stfedni skole predpoklada jisté intuitivni
chapéni toho, jak budou ¢isla na ose usporadana (o tom blize kapitola 5.4), fungo-

vani aritmetickych operaci na oboru, i toho, ze viibec néjaka zaporna ¢isla mohou
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existovat. K objevu zapornych ¢isel vSak vedla dlouhd cesta, jak je popsano déle.

5.1 Historie zapornych a celych cisel

Fine (1907) o zapornych ¢islech tikd, ze na rozdil od ¢isel komplexnich a iraci-
onalnich, ktera byla objevena skrze problémy geometrie, zaporna c¢isla vychézeji
z Teseni algebraickych rovnic. Proto je existence celych cisel tésné spjata prave

s historii feseni rovnic.

Definice 12. Necht VW jsou dva vyrazy, z nichz alespon jeden obsahuje pro-
ménnou. Jsou-li &y, 9, ..., x, vSechny proménné, které jsou obsazeny bud ve V,
nebo W, nazyvame zapis V = W rovnici o n neznamych x1,zs,...,x,. Vyraz V
je leva strana, vyraz W prava strana rovnice. Specialné zapis tvaru V = 0, kde V

obsahuje alespon jednu proménnou, je rovnice v zékladnim tvaru.

(Novotnd, Trch, 1993)

O rovnicich se poprvé doc¢teme ve staroegyptském spisu pisare Ahmese (2000
pr.n.1.), ktery fesi rovnice s jednou neznamou, kterou oznacuje slovem hau zname-
najicim kupa. Crilly (2007) uvadi jako prvni Babylonany, ktefi pracovali dokonce
s kvadratickymi rovnicemi, a to az dva tisice let pfed nasim letopoctem. (Fine,

1907)

5.1.1 Zaporna &isla v Recku?

V raném Recku byly hlavnim tématem matematiky problémy z oblasti geometrie.
Pristup k nim byl ¢isté synteticky. Algebraizace se objevuje teprve u Eukleida ve
tretim stoleti pred nasim letopoctem a to stale ve spojitosti s geometrickymi pro-
blémy. Dansky matematik Zeuthen ve svém dile Die Lehre von den Kegelschnitten

im Altertum (1886) zkouma praci Conics (2. stoleti pt. n.l.) matematika Apollonia

Vees
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autor musel vyuzivat algebraického aparatu k popisu geometrickych zakonitosti,
o kterych hovori. (Fine, 1907)

Rovnice se poté objevuje az ve spisech Hera z Alexandrie okolo roku 120 pred
nasim letopoc¢tem. Hero mél za cil slozité geometrické pravdy ucinit pouzitelnymi
resil pomoci rovnic, ze kterych se tak stal plnohodnotny nastroj geometri. Hero
resil i rovnice kvadratické. (Fine, 1907)

Posledni z vyznamnych feckych matematiki Diofantos z Alexandrie Zzijici ve
tTetim stoleti naseho letopoctu zasadné prispél k rozvoji teorie tykajici se algeb-
raickych rovnic a jejich symbolismu. Diofantos vyuzival oznaceni pro rovnost, ne-
znamou nebo mocninu neznamé. Dale pouzival specialni znak pro odcitani, zatimco
pro sc¢itani nikoliv. Dvé ¢isla se s¢itala, pokud stala za sebou. Déle se zde také ne-
objevovaly obecné znaky pro zndmé hodnoty. Spolecné se znacenim prisla i nova
pravidla pro algebraické operace. Dale pak Diofantos popsal pravidla pro sé¢itani,
ode¢itani a nasobeni polynomu. (Fine, 1907)

Rovnice, které tesil, jsou néasledujiciho tvaru:
1. ax™ = bx",

2. ar® +bxr = c,

3. ar® + ¢ = bx,

4. ax® = bx + c,

5. y? = ax® + bx + c,

kde koeficienty jsou nezédpornd ¢isla. (Proto rozliSujeme piipady 2, 3 a 4.)
Déle se v dile Aritmetika (Diofantos, 3. st. n.1.) objevuje i jedna rovnice kubicka.
Resenim rovnice typu 5 nazyval Diofantos libovolnou dvojici [z, %], pro kterou

byla rovnice po dosazeni pravdiva. Diofantos ve svém dile nediskutoval pocet feseni
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a za uspokojivé povazoval nalezeni jednoho Teseni, a to i v pripadé, kdy jich ma
dané rovnice nekonecné mnoho.

V Aritmetice (3. st.n.l.) také nenajdeme popsané obecné postupy vypoctu
danych typu rovnic, nybrz feseni konkrétnich piikladu. (Fine, 1907)

Ptesto lze vysledovat, jakym zptsobem Diofantos a pred nim také Hero Tesili

rovnici typu 3:

azr® + ¢ = bz,

a’z? + ac = abz,

p\*  (b)’
a2x2—abx+<§> :<§> —ac,
=)
ax—§: 5 — ac,

%—l— ()Q—ac

NS

xr =

Q

Za Teseni Diofantos povazoval pouze takové pripady, kdy ¢islo pod odmocninou
bylo nezaporné a zaroven druhou mocninou prirozeného ¢isla. Zatimco dnes bychom
za YeSeni 22 = a, kde a € N, povazovali +/a, Difantos bral v potaz pouze feSeni
s kladnym znaménkem. Z toho a z faktu, Ze Diofantos byl poslednim z velkych
reckych matematiki, Fine usuzuje, ze feckd matematika o zapornych (natoz kom-

plexnich) ¢islech nikdy neuvazovala.

Pozn. 15. Fine upozornuje, ze rovnice, které dnes zndme pod nédzvem Diofantické,
se v zddném z Diofantovych dél nevyskytuji. Nazvany po feckém matematikovi

byly zfejmé pro jeho zasluhy v oblasti feSeni rovnic jako takovych.

5.1.2 Al-Chorezmi

Dalsi pokrok, co se feSeni rovnic tyce, pak prichazi z vychodu s praci matema-

tika Al-Chorezmiho (z jehoz jména pochézi slovo algoritmus). Ve své knize Hisdb
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al-dZabr wa-l-mugdbala (Al-Chorezmi, 825) se zabyva fesitelnosti linedrnich a kva-
dratickych rovnic. V knize se také objevuje slovo al-dZabr znamenajici sklddat
dohromady, které pozdéji dalo jméno tomu, co dnes zname jako algebra. (Crilly,
2007)

, U Diofanta algebra nebyla nicim vice neZ umeénim, jeZ resi numerické pro-
blémy, mezi kterymi neniZ souvislosti; v Indii je povysena na distojnost védy se

svymi vlastnimi obecnymi metodami a koncepty. “

(Fine, 1907, s.70)

5.1.3 Indie a objev zapornych c¢isel

Na poznani Rekil navazali indi¢ti astronomové a matematici Arjabhata, Brahma-
gupta a Bhaskara. Geometrii prijali od Hera a neuéinili v ni dalsi vyznamné
pokroky. Zato algebra prejatd od Diofanta v rukou indickych matematikii byla
rozvijena a obohacena o velké mnozstvi poznatki. Indové zacali vice pracovat
s obecnymi symboly a zavadéli universalni znaceni. S¢itani a odcitani byly zna-
¢eny obdobné jako u Diofanta, jen nad od¢itanym byla napsana tecka. Dale méli
symboly pro nasobeni, déleni nebo odmocninu. (Fine, 1907)

Nejvétsim prinosem symbolismu indickych matematiki je jejich pristup k odci-
tani. Na rozdil od Diofanta, ktery mezi mensenec a mensitel vlozil symbol znacici
odecitani, v Indii byl symbol odé¢itani primo soucasti mensitele. To znamena, ze
problém odc¢itani byl preveden na problém pric¢itani zaporného ¢isla. Dalsim di-
sledkem této formy zapisu je fakt, ze ¢islo odecitané nyni mohlo stat samo jako
plnohodnotny koeficient v rovnici. (Fine, 1907)

Bhaskara dale objevil dalsi vlastnosti odmocnin, uvédomil si, ze znaménko po
odmocnéni muze byt jak kladné, tak zaporné. Diky tomu jiz byl schopen nachazet

oba koreny kvadratickych rovnic. Také zminil, Ze odmocnit zdporné ¢islo neni
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mozné. Fine tuto poznamku povazuje za prvni vyrok tykajici se ¢isel komplexnich
v historii matematiky. (Fine,1907)
O kladnych cislech se zprvu hovorilo jako o means znamenajicim prostredky

a zapornych jako o debt, tedy dluh. (Fine, 1907)

5.1.4 Cardano a Viéte

Pro tplnost jesté uvadime dalsi dva vyznamné matematiky, ktefi se zaslouzili o roz-
voj algebry a feseni rovnic. Prvnim byl Cardano, ktery dokazal, ze algebraické rov-
nice stupné mensiho nebo rovného ¢tyfem je mozno fesit algebraicky, tj. vyjadrit
kotfeny pomoci koeficientil a operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, umocnéni
a odmocnéni. Také byl prvnim, kdo uspokojivé odtuvodnil existenci zapornych re-
seni linedrnich rovnic a prijal existenci zapornych korenti odmocniny. (Crilly, 2007;
Heffeer, 2011)

Druhym byl Viete, ktery vyrazy zacal zapisovat pomoci pismen a prinesl nové

metody FeSeni rovnic. (Crilly, 2007; Heffeer, 2011)

5.2 Descartova Geometrie

Na vyznamu zaporna c¢isla vsak nabyla az s vydanim dvojice Descarteovych knih
Géométrie (1637). Knihy byly poc¢atkem analytické geometrie. Descartes se snazil
veskeré problémy matematiky prevést na rovnice a zacal pravé u geometrie.

Fine (1907) popisuje, jak Descartes v knize Géométrie, Livre II. (1637) prevadél
krivky na rovnice. Postupoval tak, ze znamé oznacil pro nas konvencénim zptisobem
a,b,c... a neznamé x,y. Obecné poté popisoval kazdy bod kiivky ve vztahu ke
zvolené line of reference (budeme prekladat jako vztaznd primka) zptsobem, kde
nejprve spustil kolmici z bodu k¥ivky ke vztazné primce a vzdalenost krivky od paty
oznacil y. Vzdalenost paty kolmice od pevné zvoleného bodu na vztazné primce

oznacil x. Rovnici k¥ivky rozumél takovou rovnici, kterd je platna pro kazdou
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dvojici x a y, kterou dostaneme v kazdém bodé krivky.

Pred Descartem lezel problém, jak rozlisit pripady, kdy ktivka je na jedné, nebo
druhé ,strané“ vztazné primky. Jelikoz y oznacovalo pouze vzdalenost od primky,
ztracela se z rovnice tato informace a napriklad dvé rovnobézné primky s primkou
vztaznou, kde jedna by lezela ,nad ni“ a druhd ,pod ni“ ve stejné vzdalenosti,
by mély stejnou rovnici. Descartes proto zavedl, ze pred délkou kolmic lezicich na
opacné ,strany“ od piimky vztazné budou stat opa¢na znaménka. (Fine, 1907)

Tento konstrukt c¢isla zaporna postavil na roven cislim kladnym. Nyni byla
nepostradatelnymi a prestala byt néc¢im nepredstavitelnym, jelikoz méla realnou

aplikaci, kterou bylo mozné graficky znazornit. (Fine, 1907)

Pozn. 16. V predchozim textu jsme mluvili o tzv. vztazné primce. Z dnesniho
pohledu by se jednalo o osu x, pevné zvoleny bod by byl poc¢atek soustavy sourad-
nic a délky z,y bychom nazvali souradnicemi. Fine (1907) piSe, Ze Descartes sam
nepouzival pevné zvolenou soustavu os, kterou dnes zname pod jeho jménem jako

kartézskou.

5.3 Konstrukce celych cisel

V konstrukci budeme postupovat podle nasledujicich kroku tak, jak je uvedeno ve

skriptech Posloupnosti a Tady (Kubinova, Novotna, 1997, s. 146):

1. Konstrukce mnoziny Z

a) Na N x N zadefinujeme vhodnou relaci. Oznac¢ime ji ~.
b) Ovérime, ze ~ je ekvivalenci na N.

¢) Rozklad mnoziny N x N podle ekvivalence ~ nazveme mnozinou Z.
2. Vytvoreni Abelovy grupy (Z, +)
a) Definujeme operaci séitani na Z.
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b) Ovéfime, ze struktura (Z, +) je skutetné Abelova grupa.
¢) Najdeme souvislost mezi (N, +) a (Z, +).

d) Izomorfné vnotime (N, +) do (Z, +).
l.a) Relaci na N x N definujeme takto:
(a,b) ~ (¢,d) = (a+d=c+b).
(Kubinova, Novotné, 1997)

Pozn. 17. V relaci jsou tedy napiiklad dvojice (1,2) a (4,5) protoze:

14+5=4+2.

1.b)

Véta 15. Relace ~ na N x N je ekvivalence.

Diikaz. Chceme ukazat, ze ~ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

i) ~ je reflexivni < V(a,b) € (N x N) : (a,b) ~ (a,b).
Pro Va,b € N plati, ze a + b = a + b. Z toho podle definice ~ plyne
(a,b) ~ (a,b).
Relace ~ je reflexivni.

ii) ~ je symetrickd < (¥(a,b), (c,d) € (Nx N): (a,b) ~ (¢,d) = (¢, d) ~
~ (a,b)).
Plati (a,b) ~ (c¢,d). Z toho vyplyva a + d = ¢ + b. To lze diky symetrii
relace = zapsat jako ¢ +b = a + d, coz z definice relace ~ plati pravé
tehdy, kdyz (¢, d) ~ (a,b).

Relace ~ je symetricka.

51



iii) ~ je tranzitivni < (Y(a,b), (¢,d), (e, f) € (N x N)) :
((a,b) ~ (¢, d) A (c,d) ~ (e, f)) = ((a,b) ~ (e, [))-
Vyjdeme z predpokladii, které prepiseme pomoci definice, tedy:

a+d=c+b,

c+ f=e+d
K prvni rovnosti pricteme f, ke druhé b. Ziskavame tedy:

atd+f=c+b+f,

c+f+b=e+d+0.

Prava strana prvni rovnosti se rovna levé strané druhé (vyuzijeme ko-

mutativitu prirozenych ¢isel). Proto tedy plati:
a+d+f=e+d+b.

Muzeme vyuzit pravidlo pro kraceni z véty 5. Tim ziskame rovnost
a+ f=e+b, coz je ale z definice relace ~ pravé (a,b) ~ (e, f). Relace

~ je tedy tranzitivni relaci.

Ukazali jsme, zZe relace je reflexivni, symetricka i tranzitivni, a je tedy ekvi-

valenci na N x N. O

l.c)

Definice 13. Mnozinou celych ¢isel Z nazveme rozklad na N x N podle

ekvivalence ~. Tridy tohoto rozkladu jsou prvky mnoziny Z. Tedy plati:

7= {T(a,b); (aa b) € N x N}vT(a,b) = {($,y) € N x N7 (x,y) ~ (a7 b)}

(Kubinova, Novotné, 1997)
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2.a)

2.b)

Nyni na mnoziné Z, kterou jsme sestrojili, definujeme operaci + takto:

Definice 14. \V/T(&b), T(de) el T(a,b) + T(qd) = T(a-i—c,b—i—d)-

Aby byla definice 14 korektni, musi splnovat nasledujici dvé podminky:
i) Tatepra) € Z,
H) \V/($, y) € T(a,b)av<u7 U) € T(c,d) : (fL’ Tu,y+ U) € T(a+c,b+d)-

i) plati, jelikoz kazdy prvek T(,,), kde z,y € N, je z mnoziny Z, tedy
i Tlateptd)- (Soucet dvou prirozenych ¢isel je znovu prirozené cislo podle

definice 4.)
ii) je nutné ovérit:
Y(x,y) ~ (a,b),Y(u,v) ~ (¢,d) : (x +u,y+v)~ (a+c,b+d).

Opét prepiseme predpoklady podle definice relace ~: (x4+b = a+y)A(u+d =
= c+v). Rovnosti se¢teme a dostavame x+b+u+d = a+y—+c+v. Vyuzijeme
komutativitu s¢itani prirozenych ¢isel (viz véta 5) a posledni rovnost prepi-
seme jako x+u+b+d = a+c+y+v, coz ale je pravé (z+u, y+v) ~ (a+c, b+d).

Tedy i druhd podminka pro korektnost definice sc¢itani je splnéna.

(Kubinova, Novotné, 1997)

Ptame se, zda mnozina Z s operaci + tvori Abelovu grupu.

Véta 16. Struktura (Z,+) je Abelovou grupou.
(Kubinové, Novotnd, 1997)

Diikaz. Aby struktura byla Abelovou grupou, musi platit:
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ii.
iii.

iv.

ii.

1ii.

L= (T(a,b) + T(c,d)) +Te,p) = (T(a+c,b+d)> + Te,p) = Tlatetrebrdrs)

. T(a,b)7 T(Qd) ceZ = T(a,b) + T(c,d) €,

VTapy, L) € Z 2 Tiap) + Ticay = Ty + T,
VT{a): Tieays Tie.py) € Z 2 (Tiap) + Tica) + Lie,py = Tiap) + (Lie) + Tie.p))s
HT(xjy) cZ VT(ayb) cZ: T(a,b) =+ T(Iyy) = T(Iyy) —+ T(%b) = T(a,b),

VIiap €Z gy € Z: Tiap) + Tizy) = Li0,0)-

Uzavtenost operace + byla jednou z ovérovanych podminek po zavedeni

definice 14. S¢itani celych cisel je tedy vnitini operace na mnoziné Z.

Pro dikaz komutativity prepiseme zvlast levou a zvlast pravou stranu

rovnosti:

L= T(avb) + T(c,d) = T(a+c,b+d)

def.5 L=P
P=Teca +Tap) = Ticradrt)y = Tlatepra

Scitani celych éisel je komutativni.

Dokéazeme asociativitu s¢itani celych ¢isel. Chceme ukazat, ze pro vsechna
Tasy Teeay Tie.py € ZPat] (Tiapy + Te) ) +Tte.s) = Tiamy+(Tiea + Teerp))-
Pro sc¢itani pouzijeme definici 14. Upravime zvlast levou a pravou stranu

rovnosti a ukazeme, ze se strany rovnaji:

L=P

P =T + (T(c,d) + T, f)) = Tlap) + (T(c+e,d+ f)) = Tlatetebrdtf)

iv.

Scitani celych ¢isel je asociativni.

Dokazeme existenci neutralniho prvku. Zvolme za hledanou tridy T{, ),
kde n € N. Ovéitme, Ze plati Ti,p) + T(nn) = T(ap)- Vyjdeme z rovnosti
a+b+n = a+b+n, kde a, b,n € N. Vyuzijeme komutativitu a asociativitu
s¢itani prirozenych ¢isel podle véty 5 a dostavame rovnost a + (b+n) =

= (a+n) +b. Pak ovSem z definice relace ~ plati (a,b) ~ (a+n,b+n).

o4



Podle definice 13 plati, Ze pokud (a,b) ~ (a + n,b+ n), pak se rovnaji
i tridy T(a,b) a T(a+n,b+n)- Plati:

T(a,b) = T(a+n,b+n) .

Pravd strana rovnosti lze podle definice 14 piepsat jako T(qp) + T(nn)-

Tudiz vime, Ze plati:
Tiap) + Tinn) = Tiap)-

Ze Tiap) +Tinn) = Tinm) +T{ap), uZ vime z dokazané komutativity scitani
celych cisel. Tiy, ) je tedy neutrdlnim prvkem vzhledem ke scitani celych
Cisel.

Pozn. 18. Podle definice 13 plati, Ze t¥ida T(,, ) = T(0,0)-

. Dokézeme existenci opacnych prvka. Necht T, ;) € Z. DokaZeme, Ze pro
Tv,a) € Z plati Tiap) + Tip,a) = T(0,0)- Vyjdeme z rovnosti a + b = a + b,
kde a,b € N. Vyuzijeme komutativitu a neutralnost prvku 0 vzhledem
ke scitani prirozenych ¢isel podle véty 5 a dostavame rovnost a+b+0 =
= 0+ b + a. Pak z definice relace ~ plati (a + b,b+ a) ~ (0,0). Podle
definice relace ~ plati, ze pokud (a + b,b + a) ~ (0,0), pak se rovnaji
i tTidy T(a+bp+a) @ T{0,0)- TudiZ plati:

Tatbbra) = T(0,0)-
Leva strana rovnosti lze rozepsat podle definice 14 jako T(,p) + T{p,a)-

Tudiz plati:

Tiap) + Tva) = T0,0)-

Opacnym prvkem pro kazdy prvek T{, ;) € Z je prvek ve tvaru T(, q) € Z.
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2.c)

Mnozina celych ¢isel s operaci + je tedy Abelovou grupou. O

Prirozena ¢isla nejsou podmnozinou ¢isel celych. Ovsem muzeme zkonstruo-
vat podstrukturu (Z', +), ktera bude se stukrurou (N, +) izomorfni. (Kubi-

nova, Novotna, 1997)

Véta 17. Ve strukture (Z,+) existuje podstruktura (Z',+), kterd je s (N, +)

izomorfni.
Diikaz. Zkonstruujeme (Z/,+):
7' ={T.0); = € N}, + je zizenim operace s¢itani ze Z na Z'.

Aby platilo, Ze (N, +) je izomorfni s (Z', +), musi existovat bijektivni zobra-
zeni ¢ : N — Z, pro které navic plati: Vo, y € N: p(z +y) = ¢(x) + ¢(y).

Zobrazeni definujeme takto:
Vor e N: gp(m) = T(m,O)-

(Kubinova, Novotna, 1997, s. 147)

Je bijektivni?
e Nejprve ukazeme, ze zobrazeni ¢ je injektivni. Ukdzeme, Ze plati:
Vay, 29 € N:ayp # 2o = o(x1) # @(x2).

Tvrzeni dokazeme sporem. Predpokladejme, ze Jz1, 29 € N(z1 # x2)A
Ap(z1) = p(x3)). Pak se oviem Tiy, 0) = T{(z,,0), COZ nastava prave
tehdy, kdyz (x1,0) ~ (z2,0). Pak plati 1 + 0 = 25 + 0, coz podle véty
5 prepiSeme jako x; = z. To je spor s predpokladem, ze x; a x5 jsou
rizna.

Zobrazeni ¢ je injektivni.
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o Ukéazeme, 7Ze zobrazeni ¢ je surjektivni. Tedy ze plati:
\V/T(J;,o) €7 dreN: go(x) = T(%o).

Z definice celych cisel plati, Ze pro kazdy prvek T(, ) jsou a,b € N. Tedy
i & z celého cisla T, o) je pTirozené ¢islo. Pro x plati p(x) = T(,.0).

Zobrazeni ¢ je surjektivni.

Zobrazeni ¢ je injektivni i surjektivni. Je tedy bijekce.

Ovérime, zda plati:
p(x+y) = p(z) +o(y).

Obé strany rovnosti pfepiseme podle definice zobrazeni ¢:

L= o +y)=Tatry0) = Two) + Tiy0) I_p

P =o¢(x) +¢(y) =T + Ty

Plati tedy ¢(z+y) = p(z)+¢(y). Struktura (Z', +) je izomorfni se strukturou
(N, +). O

2.d) Jestlize polozime Vo € N : 2 = T{, ), je N C Z. (Kubinové, Novotn4, 1997,
5. 148)

Véta 18. VI, JlceN: (T(a,b) = T(C?0)> V (T(a,,b) = T([)’c)) .

Dukaz. Podle véty 7 plati pro prirozena cisla a, b pravé jedna z nasledujicich moz-

nosti:
e a<b:3lceN—-{0}:a+c=0, pak

Tiap) = Ta,atre) = Lat0,a+c) = Tiaa) + T(0,c) = T0,0) + Ti0,c) = T{0,0)

e a=>b:T,p =Taa = T00), ¢ polozime rovno nule a plati.
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e a>b:3Jlce N—{0}:b+c=apak,
Tiap) = Totep) = Torev+0) = L) + Tico) = Ti0,0) + Lic,0) = Lic0)-

Jednoznacnost plyne z kréceni prirozenych ¢isel (viz véta 5). O
(Kubinova, Novotné, 1997, s. 148)
Pozn. 19. Typy ttid z véty 18 budeme nazyvat a znacit takto:

e Mnozinu {T(.0) € Z;c # 0} nazveme mnozinou kladnych celjch cisel a jeji
prvky kladnymi ¢isly. Budeme ji znacit Z*. Tiidu T(. ) budeme znacit zkré-
cene c.

e Mnozinu {T (o) € Z;c # 0} nazveme mnozinou zapornych celych ¢isel a jeji
prvky zapornymi ¢isly. Budeme ji znacit Z~. Ttidu Tg) = —T{c0) budeme

znacit zkracené —c.

e Nulu nebudeme zahrnovat ani do jedné z mnozin Z*,Z~. Budeme ji pova-
zovat za Cislo, které neni ani kladné, ani zaporné. Ttidu T(g gy budeme znacit

0.
Plati tedy, ze Z = Z~ U{0} UZ*.
(Kubinova, Novotné, 1997)

Definice 15. Operaci nadsobeni ® na celych ¢islech definujeme jako:

a®b=a-b Va,beN;
=(~a) - (~b) Va,beZ;
=—((—a)-b)) VaeZ ,beN;
=—(a-(=b)) VaeNbeZ .

(Kubinova, Novotné, 1997)
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Pozn. 20. Nasobeni celych cisel lze zavést také pomoci tiid:
VIap): Tied) € Z: Tiap) - Tie.a) = Tlacrb-dya-dtbc)-
Aby byla definice nasobeni korektni, musi spliovat nasledujici dvé podminky:
i) Tactbdadive) € L,
i) V(z,y) € Tiap), V(u,v) € Tieqy : (x-uty-v,2-v+y-u) € Tactbdadibe)-

Pozn. 21. Néasobeni celych ¢isel jsme definovali pomoci nasobeni ¢isel prirozenych
(+), proto se prenasi vlastnost komutativity, asociativity, distributivity nasobeni

vzhledem ke sc¢itani, existence neutralniho prvku a pravidla kraceni pro nasobeni

7z N na Z.

Pozn. 22. Definice 15 vyuziva podobné logiky jako Euler pii argumentaci, proc¢
minus krat minus dava plus (viz 5.4.2), a sice té, ze popiSe vSechny piipady, které

mohou nastat pro pravou stranu.

Ttidy ekvivalence po zavedeni znaceni z poznamky 19 mizeme znazornit ob-
razkem 5. Soutradnice bodi odpovidaji usporadanym dvojicim prirozenych cisel,
srafovana Cara znazornuje tridu ekvivalence. Cislo na konci této cary odpovida

oznaceni této tridy, tedy oznaceni prvku mnoziny celych cisel.

Pozn. 23. Véty, dukazy a definice v kapitole 5.3 jsou prevzaty ze skript (Kubinova,
Novotnd, 1997). Dikazy vét 15 a prvni dva body dikazu 16 jsou vlastni, tfeti bod
vychézi také ze skript (Kubinova, Novotnd, 1997).

5.4 Cela ¢isla a ¢iselna osa

V tvodu kapitoly 5 jsme zminili ¢iselnou osu jako zplisob grafické interpretace ce-

Iych ¢isel na zakladni skole. S chapanim ¢iselné osy v souvislosti se zapornymi cisly
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Obréazek 5: Rozklad podle ekvivalence (vlastni obrazek)

ovSsem vznikla v historii celd fada problémi, jimiz se v sedmnactém a osmnéctém
stoleti zabyvali matematici jako Euler, Leibnitz nebo d’Alembert. (Heeffer, 2011)

Jak v ¢élanku Historical objections against the number line (2011) fika Heeffer,
je dilezité rozumét témto problémim, které v chapani koncept zapornych cisel
na ose zpusobil v historii, zejména pro ucitele, kteri tak snéze dokazi porozumeét

obtizim zakt s uchopenim zapornych ¢isel.

Definice 16. Ciselnou osou rozumime reprezentaci ¢isel na primce, na niz jsou
body predstavujici celd/redlnd ¢isla. Vzdalenost mezi body ¢iselné odpovidé rozdilu
mezi prislusnymi ¢isly. V zapadni kultute obvykle znazornujeme vodorovné, tak,

ze kladné ¢isla jsou smérem vpravo, zaporna vlevo od nuly. (Heeffer, 2011)

Jako prvni ¢iselnou osu predstavil Wallis ve své knize Algebra (1685) v souvis-
losti se slovni tlohou o vzdalenosti (viz obrazek 6). (Heeffer, 2011)

Heeffer (2011) se zamysli nad piinosy a nedostatky tohoto modelu. Model od-
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Crar LXVL Of Negative Squares. | 265_

Yet is not that Suppofition (of Negative Quantities,) either Unufeful or
Abfurd ; when rightly underftond. And though, as to the bare Algebraick
Notation, it import a Quantity lefs than nothing: Yet, when it comes to a Phy-
fical Application, it denotes as Real a Quantity as if the Sign were -3 butto
be interpreted in a contrary fenfe.

As for inftance : Suppoling a man to have advanced or moved farward, (from
A to B,) 5 Yards; and then to retreat (from B to C) 2 Yards: If it be asked,
how much he had Advanced (upon the whole march) when at C? or how many
Yards he is now Forwarder than when he wasat A? 1 find (by Subducting 3
from s,) that heis Advanced 3 Yards. (Becaufe -5 —2 =+~ 3.)

Obrazek 6: Prvni vyskyt Ciselné osy v knize Wallise Algebra (1685)
Obrazek prevzat od Heeffera (2011, s. 14).

povidda mnoziné Z v tom, ze pro kazdé cislo existuje ¢islo vétsi i mensi, a stejné
tak osa, tedy primka, lze ,protdhnout“ do nekonecna na obou jejich stranach. Osa
také dobte znazornuje rozdily mezi ¢isly a v pripadé raciondlnich ¢isel je vhodnym
nastrojem pro predstavu, mezi kterd dvé celd ¢isla zlomek patii. Jako nedostatky
osy Heeffer (2011) spatfuje zndzornéni aritmetickych operaci jako nésobeni, dé-
leni nebo poméry v kombinaci se zapornym c¢islem. Déle si klade otazku, zda je
umisténi nuly jako predélu mezi kladnymi a zapornymi cisly zejména pro zaky
intuitivni a zda je predstaveni celych ¢isel osou vitbec vhodné. 7 tohoto divodu
zminuje problémy, se kterymi se v historii matematici potykali a o nichz budou

nasledujici kapitoly.

5.4.1 Pomér

Jako prvni na problémy s osou a intuitivnim chapanim celych ¢isel upozornil Ar-

nauld. V knize Geometry (1667) zminil vlastnost, Ze pokud zvolime pfirozené ¢islo
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n vetsi nez jedna, pomér cisel n+1 ku n—1 bude vzdy vétsi nez pomér prevraceny:

n+1 >n—1
n—1" n+1’

jakmile vSak k pfirozenym ¢islim na ose pridame opacna ¢isla (stale za podminky,
ze nedélime nulou), prestava vlastnost, ze vétsi ¢islo ku mensimu je vétsi nez mensi
¢islo ku vétsimu, platit. Uvadi to na nésledujicim pripadu:
1 -1
I
to evidentné neplati. (Heeffer, 2011)

5.4.2 Minus krat minus

Déle Heeffer (2011) uvadi sou¢in dvou zapornych ¢isel. Vlastnost, kterou dnes
zname (viz definice 15), neni, jak ¥iké, z osy patrna.

Cemu je roven takovy soucin, se zabyval v pojednani Aliabraa argibra (1344)
Dardi. Vysvétlil na konkrétnim prikladé za vyuziti distributivity, pro¢ se soucin

dvou zapornych ¢isel musi rovnat cislu kladnému:

64 =8-8=(10—-2)(10 —2) =100 — 20 — 20 + ((—2)(—2)),

aby rovnost platila, musi se sou¢in (—2)(—2) rovnat 4.

Obecnéji vztahy mezi znaménky stanovil na konci patnactého stoleti Paciolli
v dile Summa (1494). Viz obrézek 7 a 8. (Heeffer, 2011)

Ve volném prekladu z italstiny tabulka na obrazku 7 stanovi:
y,ooucin kladného s kladnym je kladny.
,oucin zaporného se zapornym je kladny.
,ooucin kladného se zapornym je zaporny.“
y,oucin zaporného s kladnym je zaporny.

Obdobné tabulka v prekladu na obrazku 8 popisuje:
,Podil kladného s kladnym je kladny.
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Obréazek 7: Pravidla pro znaménka pii nasobeni (Paciolli, 1494, s.112)
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Obréazek 8: Pravidla pro znaménka pti déleni (Paciolli, 1494, s. 113)

,Podil kladného se zdpornym je zdporny.

,Podil zaporného s kladnym je zaporny.*

,Podil zdporného se zapornym je kladny.*

Dilezitym pozorovanim na tabulkach je, Ze zcela upustily od hodnot a pravidla

jsou stanovena zcela obecné. (Paciolli, 1494; Heeffer, 2011)

Dardiho argumentaci zpochybnil Cardano v dilech De Aliza Regulae (1570)

a Sermo de plus and minus (1663). Vysel ze stejného prikladu jako Dardi a tvrdil,

ze stejné, jako z néj muzeme usuzovat, ze minus krat minus dava plus, mizeme

také Tict, ze plus krat plus dava minus. Cardano argumentoval takto:
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1. Méjme ctverec ABCD o délce strany 10 (viz obrazek 9).

2. Obsah ¢terce I BGF je roven 4 a obsahy shodnych obdélnika AIFE a FGCH

jsou rovny 16.
3. Obsah c¢tverce EFHD je tedy 64.
4. Abychom ze 100 dostali 64, musime odebrat obdélnik ABGFE a IBCH.
5. Tim jsme ovSsem odebrali ¢tverec IBGF dvakrat, musime ho tedy jednou
pricist.
Neboli:
100 — (10-2) — (10-2) + (2-2) = 64.

To je rovno (10 — 2) - (10 — 2) stejné, jako tomu bylo v pfipadé Dardiho, ovsem
podle Cardana je prictena ¢tyrka disledek dvojndsobného odecteni ctverce, nikoliv

soudinu (—2) - (—2). (Heeffer, 2011)

D H C

Obrazek 9: Dardi vs. Cardano (vlastni obrazek)

Cardano uzavrtel sviij argument slovy, Ze stejné jako mizeme tvrdit, Ze minus

krat minus déva plus, mizeme fict, Ze minus krat minus davd minus (Heeffer,
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2011). Heeffer soudi, ze Cardano chtél touto demonstraci poukazat, ze je treba
i zakonitosti, které jsou obecné prijmany nebo se jevi jako samoziejmé, zakotvit
v definicich a blize prozkoumat. Odiavodnéni matematiki tehdejsi doby véetné
Dardiho pro Cardana nebylo uspokojivé, a tak ukazal, jak jednoduse lze Dardiho

argumentaci napadnout.

5.4.3 Podil vétsi nez nekonec¢no

Wallis v Arithmetica Infinitorium (1656) predstavuje v souvislosti s problematikou
kvadratury ktivek, kterou se zabyval, myslenku, ze délime-li kladné ¢islo zapornym,
dostéavame ¢islo vétsi nez nekonecno. Uvahu stavél na tom, Ze ¢im mensim &slem
délime, tim vétsi ¢islo dostavame. Délime-li nulou, dostavame podle Wallise neko-
necno (puvodné Bhéskarova myslenka, viz2.2), a prekro¢ime-li tuto mez a délime
stédle mensimi ¢isly, dostaneme ¢isla vétsi nez samotné nekone¢no. (Heeffer, 2011)

Ke stejnému zavéru dospél v textu De seriebus divergentibus (1746) Euler (He-

effer, 2011). Euler zavedl rozdéleni na dvé zédporna:

1. Zaporno prvniho druhu je takové, které dostaneme, odecteme-li od ¢isla a

jeho naslednika o(a).

2. Jako zaporno druhého druhu Euler chapal vysledek déleni kladného c¢isla
zapornym, tedy napriklad %17 nebo pripady, kdy se sé¢italy divergentni rady
a vysledky byly zaporné.

(Heeffer, 2011)
Prvni druh jsou zaporna ¢isla mensi nez nula. Druhy druh jsou zaporna ¢isla vétsi

nez nekonec¢no. To Euler demonstroval na obdobném ptikladu jako Wallis:

1111 1 1

3a271707_17__27"'a
smérem zleva do prava ¢isla rostou, az dosahnou nekonecna, a tak budou podle

Eulera rust i nadale az pfes nekonecno. (Heeffer, 2011)
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Heeffer zminuje miskoncepce mnohych historiki (Kline, Dunham, Sandifer,
...), ktefi tato pozorovani interpretovali tak, ze Euler s Wallisem tvrdili, Ze za-
porné c¢isla na ose nemaji misto vlevo od nuly, nybrz za nekoneénem. Euler sam
ve své knize elementarni algebry (1822) napsal, Ze zapornd ¢isla jsou méné nez ni-
¢im. To také demonstroval na ose tim, ze od nuly odecital opakované —1 (obdoba
naslednika v pfirozenych ¢islech). Déle pfisel s argumentem, pro¢ soucin dvou za-
pornych &sel je kladny. Rekl, ze vime-li, Ze minus krat plus je minus, musi minus
krat minus mit jiny vysledek, tedy plus. (Heeffer, 2011)

D’Alembert v Encyclopédie (1761-1790) o zapornych ¢islech zminuje: ,,Zéaporné
kvantity jsou ty, které jsou ovlivnény znaménkem minus a které jsou nékolika ma-
tematiky povazovany za mensi nez nula. Posledni myslenka je chybna, jak bude za
moment vidno.* (d’Alembert, 1785, s.445) Argumentoval poté tim, Ze nemizeme
tvrdit, ze zaporna ¢isla jsou mensi nez nula, protoze ne vzdy musi prejit z kladnych
do zapornych pravé pres nulu. To ukazal na prikladu y = = — a, ktery pres nulu
z kladnych do zapornych vzdy prejde, a poté na prikladu y = ﬁ, kdy z klad-
nych do zapornych neptechdzime pres nulu, nybrz nekone¢no (pro hodnotu z = a).

Proto neni podle d’Alemberta mozné tikat, ze zaporna ¢isla jsou vzdy mensi nez

nula. (Heeffer, 2011)

5.5 Spocetnost

Véta 19. Mnozina celych cisel je spocetnd.

Diikaz. Cela cisla prerovname do nasledujici posloupnosti:
0,1,-1,2,-2,3,-3...

Podle definice 9 je mnozina spocetnd, pravé kdyz existuje bijektivni zobrazeni f
na prirozena cisla. To zajisté existuje, muzeme ho definovat naptiklad nasledujicim
zpusobem:
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f0) =1,
f(1) =2,
f(=1) =3,
f(2) =4
f(=2) =5,

Véta 20. Mnozina celych cisel je nekonecnd mnoZzina.

Diikaz. Celé ¢isla jsou nadoborem piirozenych ¢isel (definice 2). Déle plati véta

11. Z toho plyne, Ze i mnozina celych cisel je nekonec¢na. O

5.6 Usporadani celych cisel

Definice 17. Relace <, kterou nazveme usporadanim na Z, je definovana takto:
Va,b€Z:a<bs b+ (—a) € LT,

(Kubinova, Novotna, 1997)

Véta 21. Relace < je na Z tranzitivni a trichotomickad.

Diikaz.  i. Nejprve dokazeme tranzitivitu relace <. Chceme ukézat, ze pro vSechna
a,b,c € Z plati [(a < b) A (b < ¢)] = (a < ¢). Vime, ze b+ (—a) = u, kde
u € ZT. Také vime, ze ¢ + (—b) = v, kde v € Z*. K obéma strandm rovnosti

b+ (—a) = u pricteme ¢islo a € Z. Dostaneme b = u + a. Do druhé rovnosti
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dosadime za b a dostaneme rovnost ¢ + (—u — a) = v. K obéma stranam pfi-
¢teme w. Dostaneme ¢ —a = v + u, v,u € Z*, proto i soucet u a v, ktery
ozna¢ime w, je ze Z". ¢ — a = w,w € Z*, prepiSeme podle definice relace <

jako a < c.

Relace je tedy tranzitivni.

ii. Nyni ukdzeme, Ze relace < je trichotomicka. Chceme ukazat, ze pro vSechna
a,b € Z plati pravé jedna z moznosti a < b,a = b,a > b. Zajisté plati pravé

jedna z moznosti, bud b+ (—a) € Z*, nebo a+(—b) € Z*, anebo a+(—b) = 0.

Relace < je trichotomicka

Relace < je usporadanim na Z. O

Mnozina (Z, <) neni dobfe usporddand mnozina, jelikoz nema nejmensi prvek.

5.7 Cela cisla jako algebraicka struktura

Definice 18. Strukturu (O, +,-) nazveme oborem integrity, pokud plati:
e (O,+) je Abelova grupa.

e Nasobeni je asociativni, komutativni a ma neutralni prvek. Nasobeni je dis-

tributivni vzhledem ke séitani.

e Ve struktufe neexistuji délitelé nuly, tedy plati:

Va,be O:a-b=0= (a=0Vb=0).

Véta 22. Celd cisla spolu s operacemi + a - tvori obor integrity.

Diikaz. Podle véty 16 vime, Ze struktura (Z, +) tvoii Abelovu grupu. Z definice 15
vime, ze pro nasobeni celych ¢isel plati stejné vlastnosti jako pro nasobeni priroze-
nych ¢isel, tedy asociativita, komutativita, existence neutralniho prvku i distribu-

tivita. Staci ukazat, ze v Z neexistuji délitelé nuly. Chceme ukazat, ze pro vsechna
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T(a,b)7 T(qd) e plati:
(T(a,b) . T(qd) = 0) = (T(a,b) =0V T(c,d) = 0) .

Pfedpokladejme, Ze T(4p) - T(c,q) = 0 a bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme,
ze T(q,p) # 0. Chceme ukdzat, Ze pak plati T(. 4y = 0. Podle pozndmky 20 pro soucin
celych cisel plati:

T(a,b) : T(c,d) = T(a-chb-d,a-der-c)-
Z predpokladu vime, Ze se soucin cisel T4, T(¢q) TOVDA nule. Proto:
T(a~c+b-d,a-d+b-c) =0.
Podle poznamky 18 a véty 19 plati:
(T(a~c+b-d,a~d+b-c) = 0) S(a-ctb-d=a-d+b-c).
Protoze a # b, je podle véty 7 bud a > b, nebo b > a.

i) Predpoklddejme nejprve, ze a > b. Pak existuje k € N— {0} : a = b+ k. Do

rovonostia-c+b-d=a-d-+b-c dosadime za a:
b+k)-c+b-d=(b+k)-d+b-c.

Vyuzijeme distributivitu ndsobeni vzhledem ke sc¢itani prirozenych ¢isel podle
véty 9:
b-c+k-c+b-d=b-d+k-d+b-c

Zkratime podle véty 5 a dostaneme:
k-c=k-d.
Protoze k # 0, mizeme pouzit vlastnost kraceni podle véty 9 a dostaneme:
c=d.
Potom plati T{¢ 4y = T(c,c) = 0, coz jsme prave chtéli ukazat.
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ii) Nyni predpokladejme, Ze b > a. Pak existuje k € N — {0} : b = a + k. Do

rovnostia-c+b-d=a-d-+b-c dosadime za b:
a-c+(a+k)-d=a-d+(a+k)-c

Vyuzijeme distributivitu nasobeni vzhledem ke sc¢itani prirozenych ¢isel podle
véty 9:
a-ct+a-d+k-d=a-d+a-c+k-c

Zkratime podle véty 5 a dostaneme:
k-d=k-c.
Protoze k # 0, miizeme pouzit vlastnost kraceni podle véty 9 a dostaneme:
d=c.
Potom plati T(. 4) = T{c,c) = 0, coz jsme prave chtéli ukazat.

Na Z neexistuji délitelé nuly a struktura (Z, +, -) je obor integrity. O
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