7 Cisla realna

Objev nesouméritelnych ¢isel je pripisovan Pythagorovi, ktery zil v Sestém stoleti
pred nasim letopoctem, a jeho stoupencim. Pro Pythagorejce a antickou mate-
matiku, véetné aritmetiky, je typické interpretovat vsSechny zdkonitosti pomoci
geometrie. Dokonce od Rekti pochazeji i pojmy jako éisla trojihelnikova, (viz ob-

razek 13) nebo ¢tvercova (viz obrazek 14 ). (Fine, 1907; Crilly, 2010; Kolman, 2008)

1 3 6 10

1. .40 ° 6 . . 0160 . . . 2.5 . .

Obrazek 14: Ctvercové ¢isla (vlastni obrazek)

Pravé pti zkoumani ¢isel ¢tvercovych si Pythagoras vsiml vztahu mezi ¢tverci
trojky, ¢tytky a pétky. Tedy, Ze plati 32 + 42 = 52. Stejné tak védél, Ze trojihelnik
o téchto délkach stran je pravouhly. Pythagorovi se povedlo vétu zobecnit i geo-
metricky ukazat jeji platnost. OvSsem kdyz zacal hledat trojice ¢isel odpovidajici
délkam stran pravouhlych trojuhelnikii, narazil na problém.

Rekové se zabyvali tzv. teorii méreni (Crilly, 2010). Ta spocivala v tom, Ze
chceme-li zméftit délku tsecky AB méfidlem (jednotkou) délky C'D, budeme mé-

ridlo prikladat n-krat. Pokud se po n-tém prilozeni konec tsecky AB a konec
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méridla prekryvaji, je délka tsecky AB pravé n (vzhledem k jednotce). Pokud
meéridlo presahlo, prodlouzime tsecku AB na dvojnasobek jeji délky a postup opa-
kujeme. Pokud se konce prekryji, je délka tsecky AB poctem prilozeni meéridla
k prodlouzené tsecce déleny nasobnosti délky tusecky AB v usecce prodlouzené.
Pokud meéridlo znovu presahne, prodlouzime puvodni tsecku AB na trojnasobek
atd.

Rekové véfili, ze po koneéné mnoha prodlouzenich tise¢ky AB se konce prodlou-
zené usecky a meéridla prekryji, a bude tak mozné vyjadrit délku mérené tsecky
ku méridlu jako pomér néjakych dvou celych ¢isel. Délky, pro které tato vlastnost

plati, nazyvame souméritelné. (Crilly, 2010, Fine, 1907, Kolman, 2008)

Pozn. 26. V Eukleidovych zakladech (Servit, 1907) jsou jako soumeéftitelné veli¢iny
oznaceny takové veli¢iny, pro néz existuje spole¢na mira, a nesouméritelné takové,

pro které spole¢na mira neexistuje.

Pythagoras chtél timto zptsobem zmérit délku prepony pravotuhlého trojihel-
niku, jehoz odvésny mély délku jednotky. Hledal tedy délku uhlopricky ¢tverce. Za
jednotku, pomoci které méril, zvolil délku strany ¢tverce. Najit délku ihlopricky se
mu ovSem nedarilo. Pythagorejciim se podarilo ukazat, ze délka thlopricky ¢tverce

neni s délkou jeho strany souméritelnd. (Fine, 1907; Kolman, 2008)
Véta 30. Strana a uhlopricka ctverce jsou nesouméritelné.

Dukaz. Vétu dokazeme sporem. Predpokladejme, ze uhlopricka U a strana S
¢tverce jsou souméritelné. Pak maji pomér jako néjaka dvé cela ¢isla u,s € Z.
Podle Pythagorovy véty plati u? = 2s2.

Pokud jsou ¢isla u, s soudélna, tedy pokud 3¢ € N —{0,1} : u = c-a,s = ¢ f3,

pak tvar (c¢-a)? =2 (c-f3)? zkrdtime ¢® a dostavame:
a?=2. 5%
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ProtoZe se o rovna dvojndsobku 32, miizeme Fict, Ze a je sudé ¢islo. JelikoZ jsme
vydélili ¢2, &isla o, 3 jsou nesoudélné, musi 3 byt liché éislo.
Je-li a sudé ¢islo, existuje v € N takové, ze o = 2 - v. Kdyz dosadime za a do

rovnosti o = 2 - 32, dostévame:

(2'7)2:2'627
cOZ je po umocneéni:
4- 72 =2- 627
obé strany vydélime dvéma:
2.~4% =2

Z toho plyne, ze 3 je sudé ¢islo. To je spor s nesoudélnosti ¢isel a, 5. Ke sporu jsme
dosli také proto, ze ¢islo je bud sudé, nebo liché, ale 5 je soucasné sudé i liché.

Délka hrany ¢tverce a jeho thlopricky jsou tedy nesouméritelné. O

(Servit, 1907; Fine, 1907; Kolman, 2008)

Dikaz véty lze provést i graficky:

Diikaz. Méjme cCtverec o délce strany s a délce thlopricky u. Preneseme délku
strany s na u. Nad zbyvajici délkou strany w sestavime ¢tverec. Délku jeho strany
oznacime sy a délku jeho thlopricky uy (viz obrazek 15).

Predpokladejme nyni, Ze je mozné zmérit s pomoci u, nebo opacné, tedy, ze
existuje spoletnd mira s a u. Oznac¢ime ji FE.

Pro délky mensiho ze ¢tvercu vsak plati:
® 5o =u—S5,

® Uy = s— 359 (je vidét z deltoidu, v némz je vepsan oblouk kruznice na obrazku

15).
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Obréazek 15: Nesouméritelnost délek strany a tihlopficky ¢tverce (vlastni obrazek)

Proto by spolec¢na mira u, s byla i spole¢nou mirou us, s3. Kone¢nym poctem opako-
vani stejné konstrukce pro vzniklé mensi ¢tverce dostaneme pro libovolné F stranu
a uhlopricku, které budou kratsi nez F, tedy E nemiize byt spole¢nou mérou a to

je spor. [

(Kolman, 2008)

Pozn. 27. Cisla, kterd jsou nesouméfitelna, tedy je nemozné je zapsat jako po-
dil dvou celych ¢isel, dnes nazyvame iracionalni. Slovo pochazi z latinského slova
ratio, znamenajiciho pomér, a predpony, vyjadiujici zapor. Slovo ratio ovsem také
znamena rozum, a proto by se slovo iraciondlni dalo prelozit i jako stojici mimo

rozum.

7 prace se ¢tvercovymi ¢isly Rekové usoudili, Ze rovnice 2?2 = 2 nemé FeSeni,
jelikoz neznali zadné ¢islo, které by ji spliiovalo. Ovsem préavé takové cislo se ob-

jevovalo v geometrii jako pomér uhlopricky jednotkového ¢tverce k jeho strané.
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Thurston (1956) soudi, Ze objev iracionédlnich ¢isel mohl prispét k tomu, pro¢ se

anticti matematici prestali vénovat aritmetice a sousttedili se na geometrii. (Thurs-

ton, 1956)

7.1 Konstrukce realnych cisel

7.1.1 Axiomaticka vystavba oboru realnych cisel

Definice 23. Mnozinu R nazveme mnozinou realnych ¢isel, jestlize plati nasledu-

jici axiomy:

1. Na mnoziné R je definovana operace sc¢itani +,+ : R x R — R. Operace

pritazuje kazdé dvojici z,y € R x R prvek z + y € R. Scitani ma tyto

vlastnosti:

a) eR YVaeR:0+a=a+0=aq, (nula je neutrdlni prvek pro +)

b) Vae R I(—a)eR:a+ (—a)=(—a)+a=0,
pruki)

¢) Ya,b,ce R:a+ (b+c¢)=(a+0b) +c,

d) Va,beR:a+b=0b+a.

2. Na mnoziné R je definovana operace nasobeni -,

(existence opacnych

(asociativita)

(komutativita)

-t R x R — R. Operace

pritazuje kazdé dvojici =,y € R x R prvek z -y € R. Nasobeni ma tyto

vlastnosti:

a) A1 €R VaeR:1-a=a-1=a, (jednicka je neutrdlni prvek vzhledem

b) Vae R—{0} FJa':a-a'=a"'-a=1, (existence inverznich proki)

¢) Ya,b,ceR:a-(b-¢c)=(a-b)-c,
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d) Va,beR:a-b=b-a. (komutativita)

. Va,b,ceR:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c). (- je distributivni vzhledem k +)
. Na mnoziné R je definovana relace nerovnost <, ktera splnuje tyto podminky:

a) Ya,b,ce R: (a<bAb<c)=a<c, (tranzitivita)

b) Va,beR:a<b®a=b®a>b. (trichotomie)
. Axiom vazby operaci a usporadani: Va, b, c € R:

a) a<b=>a+c<b+ec,

b) (0<an0<b)=0<a-b
. Axiom tplnosti: (A, BCR:Va€ AVbe B:a<b)=3ceR:a<c<b.

(Kubinova, Novotna, 1997, s. 154-155)

Pozn. 28. Thurston (1956) k ndzvu redlnych ¢isel pise, ze nejsou redlnd proto, ze

by byla v néjakém ohledu realnéjsi nez podobory, nybrz proto, ze jsou v nékterych

vlastnostech redinéjsi nez jejich nadobory. Napriklad je mozné znézornit je na

Ciselné ose.

7.1.2 Cantorova konstrukce oboru realnych déisel

Pro zavedeni oboru realnych ¢isel Cantorovou konstrukei je potieba nejprve defi-

novat, co je cauchyouvskd posloupnost.

Definice 24. Posloupnost a = {a,}°,, a, € Q, je cauchyovska, jestlize:

Ve>0 dngeN Vm,neN;mn>ng:l|a, —a,| <e.

(Kubinové, Novotnd, 1997, s. 155)
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Definice 25. Necht a = {a, }5°,,b = {b,}°°; jsou posloupnosti racionalnich ¢isel.

Definujeme:
e a+b={a,+0,}52,,
o a—b={a,— b},
e a-b={a, b,}¥

n=1»

= {Z—:}il pro b, # 0.

Slls]

(Kubinova, Novotna, 1997, s. 155)

Nyni zavedeme mnozinu vSech cauchyovskych posloupnosti F'.
F ={a;a = {a,}}2, je cauchyovska posloupnost racionélnich ¢éisel}.
Déle definujeme relaci ~ na F"

a~b< lim(a, —b,) =0.

n—oo

Ukéazeme, ze relace ~ je ekvivalence na F:

e Je relace ~ reflexivni? UkézZeme, ze Va € F' : a ~ a. PrepiSeme relaci podle

definice:

a~a<:>nli_>1£10(an—an):0.

To plati, relace je tedy reflexivni.

e Je relace ~ symetricka? Ukazeme, ze Va,b € F : a ~ b= b ~ a. Obé strany

prepiseme podle definice relace ~:

L:a~b< lim(a,—b,) = lim (a,)— lim (b,) = 0 = lim (a,) = lim (b,),

n—0o0 n—oo n—oo n—oo n—o0
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P:b~as T}Lr{}o(bn—an) = lim (b,) — im (a,) = 0= lim (b,) = lim (ay).

n—oo n o0 n—oo n—oo
Tedy dostéavame lim,, o (a,) = lim, o0(b,) = lim, o0 (by) = lim,_o0(ay),

a relace ~ je proto symetricka.

e Je relace ~ tranzitivni? Ukdzeme, ze Va,b,c € F: (a ~bAb~c) = a ~ c.

Zacneme prepsanim predpokladu podle definice relace ~:

lim (a, —b,) =0 A lim (b, —¢,) = 0.

n—oo n—oo

Chceme ukézat, ze pak lim, . (a, — ¢,) = 0:

A3 (an = en) = Jim (an = ca) + Jimm (bn) = litg (b,) = litg (a0) =

— lim (¢,) + lim (b,) — lim (b,) = lim (@, — by) + lim (b, — ) = 0.

n—o0 n—oo n—oo

Protoze lim,, o (a, — ¢,) = 0, plati a ~c.

Relace ~ je na F' tranzitivni.

Protoze je relace ~ reflexivni, symetricka i tranzitivni, jedna se o ekvivalenci na F'.

Mnozinu R realnych ¢isel definujeme jako rozklad mnoziny F' podle ekvivalence

~. Ttidy tohoto rozkladu jsou prvky mnoziny R. Tedy plati:

R={T,;aec F},T,={x € F;z ~a}.

Na mnoziné R zavedeme operace + a -.

Definice 26. Sc¢itani na mnoziné R definujeme:

VT, Ty €R: Ty + Ty = Tyrp.

Pozn. 29. Pro korektnost definice 26 je jesté treba ovérit, ze soucCet nezavisi na

volbé reprezentanti trid a ze T, € R.

Definice 27. Odc¢itani na mnoziné R definujeme:

VI, T e R:T,—-T,=1T,_,.
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Pozn. 30. V dikazech vét 31 a 32 pouzijeme nasledujici vlastnosti limit posloup-
nosti. Ty vychazeji z (Kubinové, Novotnd, 1997, s. 23) a (Kubinové, Novotnd, 1997,
s.35).

1. Necht lim,, ,, a, = 0 a posloupnost {b,}>; je omezena. Pak existuje limita

lim,, . (a, - b,) a je rovna 0.
2. Je-li lim, o a, =a € R, lim,_,, b, =b € R, pak:

a) Flim,, o (a, + b,) a plati lim, o (a, + b,) = a + b,
b) Flim, s (ay - by) a plati lim, oo (ay, - b,) = a - b,

c) prob#0 Flim, 32 a plati limy, o0 32 = 7.

Véta 31. VT,,T;,,T. € R plati:

1) (To+Ty)+ T, =T, + (Ty + T,), (asociativita)
2) To+ T, =T, + T,, (komutativita)
3) T, + Tro0,.1 = T, (Th0,0,..y je neutrdlni proek)
4) T, + (T, —T,) =Ty. (existence inverznich prvki)
Diikaz. 1. Dokazeme, ze s¢itani realnych cisel je asociativni:

(Ta + Tb) + 1. = T(a+b) +1T. = T(a+b)+c = a+(b+c) — Ty + T(bJrc) =
=T, + (T, + Tv).

* 1 Vyuzili jsme asociativitu séitani raciondlnich ¢isel (viz véta 25).

Scitani je asociativni pro vSechna T,,T;, T, € R.

97



2. Chceme ukézat, ze sé¢itani redlnych ¢isel je komutativni:
To+ Ty = Tiart) = Toia = Ty + T
* @ Vyuzili jsme komutativitu s¢itani racionédlnich cisel (viz véta 25).
Scitani je komutativni pro vsechna T,,T;, € R.
3. Chceme ukézat, Ze Tiop,..} je neutrdlnim prvkem vzhledem ke scitani:
To+ Tiop,..} = Tiaro) = T,.

* : Vyuzili jsme toho, Ze 0 je neutralni prvek vzhledem ke s¢itani racionalnich

Cisel (viz véta 25).

Tio,0,..y je neutrdlnim prvkem pro vsechna 7T, € R vzhledem ke scitani.
4. A nakonec platnost tvrzeni T, + (T, — T,) = T:
Ty + (Tb - Ta) =T, + T(b—a) = T(a+b—a) = T(b+0) =T.

* : Vyuzili jsme komutativitu a vlastnost opac¢nych prvki vzhledem ke sc¢itani

racionalnich ¢isel (viz véta 25).

Pro kazdé realné ¢islo T, existuje opacné ¢islo vzhledem ke s¢itani ve tvaru —75,.

L]
Definice 28. Nasobeni na mnoziné R definujeme:
VI, T, e R:T, T, = Tiap).

Pozn. 31. Pro korektnost definice 28 je jesté treba ovérit, ze soucin nezavisi na

volbé reprezentantu t¥id a to, ze T, € R.

Definice 29. Déleni na mnoziné R definujeme:
T,
VI, Ty e R: — =Ta; Ty # Tyop,..3-
T, b ”

98



Véta

32. VT,,Ty,T. € R plati:

(T, - Ty) T.=T,- (T - T..), (asociativita)
2) T, - Ty =T, -T,, (komutativita)
8) To-Tua,..y =T, (Tria,..y je neutrdlni prvek)
4) Ty - % =TTy # Tiop,..1, (existence inverznich proki)

5) (T, +Ty) T.=Ty, - T+ T, -T.. (distributivita ndsobeni vzhledem ke scitini)

Diikaz. 1. Dokéazeme asociativitu nasobeni realnych ¢isel:

(T, - Tp) T. = Tiawy - T = Tiwryq = Tawey = Lo Tpey = To - (T - T).

* : Vyuzili jsme asociativitu ndsobeni racionalnich ¢isel (viz véta 24).

Nasobeni je asociativni pro vSechna T;,,T;, T, € R.

. Chceme ukazat, ze nésobeni redlnych ¢isel je komutativni:

Ty Ty =Tty = Tipay = Tp - T
* 1 Vyuzili jsme komutativitu ndsobeni raciondlnich ¢isel (viz véta 24).
Nésobeni je komutativni pro vsechna T}, T, € R.

Ukéazeme, Ze T,y je neutrdlnim prvkem vzhledem k ndsobeni redlnych

Cisel:
T. - Taa.y =T = T

* 1 Vyuzili jsme toho, Ze 1 je neutralni prvek vzhledem k nasobeni racional-
nich ¢isel (viz véta 24).

T{1,1,..y je neutrdlnim prvkem vzhledem k ndsobeni pro vSechna T, € R.
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4. Chceme ukéazat, ze VT,,T,, T, € R plati tvrzeni T}, - % =T,

T,
Ty-To =Tha =T,.

Ty =% =
b T, a

Sylls)

* : Vyuzili jsme vlastnosti inverznich prvka vzhledem k nésobeni racionalnich
Cisel (viz véta 24).

Pro kazdé redlné cislo T, # Tjo,,..} existuje inverzni prvek ve tvaru L.
a

T

goee

5. Nakonec dokazeme distributivitu nésobeni vzhledem ke s¢itani:
(Ta + Tb) T, = T(a+b) T, = 7ﬂ[(a+b)~c] = T(a~c+b~c) =Ty T+ Ty T..

* : Vyuzili jsme distributivity nasobeni vzhledem ke s¢itani racionalnich ¢isel
(viz véta 25).
Nésobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani pro vsechna T,,T;,,T. € R.

O

Pozn. 32. Definice a véty v kapitole 7.1.2 vychézeji ze skript Posloupnosti a rady
(Kubinova Novotnd, 1997).

7.1.3 Konstrukce pomoci Dedekindovych rezt

Jiny zptisob konstrukce redlnych ¢isel popsal Richard Dedekind. Jeho metoda je
zalozena na takzvanych rezech.

Predpokladejme, ze existuje zptusob rozdéleni mnoziny vsech racionalnich ¢isel
na dvé mnoziny. Mnozinu A a mnozinu B. Pritom plati, ze pro kazdy prvek b € B je
veétsi nez kazdy prvek a mnoziny A. Takové rozdéleni nazyvame Fezem na mnoziné
raciondlnich ¢isel. (Courant, Robbins, 1996)

Formalné tedy definujeme:

Definice 30. Dedekindovym fezem A/B na mnoziné raciondlnich ¢isel nazveme
usporadanou dvojici [A, B], kde A, B jsou mnoziny racionalnich ¢isel, pro které

lati:
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(1) A#0AB#0,
(2) prokazdé a € Aabe Bplatia<b,atedyi ANB =10,
(3) AUB=Q.

(Kolman, 2008, s.99; Kubinova, Novotna, 1997)

Pro ez mohou nastat pouze nasledujici t¥i pripady podle toho, zda existuje

supremum/infimum na A, B (viz obréazek 16):

1) Existuje supremum a’ € A, které je zaroven infimem mnoziny B. (viz obrazek

16 vpravo nahore)

2) Existuje infimum mnoziny ¥ € B, které je zaroven supremum mnoziny A (viz

obréazek 16 vlevo nahofe).
3) Neexistuje ani supremum v A, ani infimum v B. (viz obrazek 16 vpravo dole)

(Kolman, 2008; Courant, Robbins, 1996)

Obrazek 16: Dedekindovy fezy (Kolman, 2008, s.101)
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Pozn. 33. Pro piipad 1) plati, Zze supremum mnoziny A je infimem mnoziny
B, a pro pripad 2) obricené. Pripady se lisi pouze tim, do které z mnozin A, B

supremum/infimum nalezi. (Kolman, 2008)

Priipad, Ze by existovalo supremum o' € A a infimum 0 € B, kdy a’ # U,
nemuze nastat. Divodem je, ze napriklad racionalni ¢islo p, které je aritmetickym
prumérem a’ a b, by bylo vétsi nez a’ a mensi nez V', a tedy nepatrilo ani do A,
ani do B, coz je ve sporu s definici fezu. (Courant, Robbins, 1996)

V pripadé 3) fez podle Dedekinda definuje iracionélni ¢islo (viz obrazek 16 vlevo

dole). (Kolman 2008; Courant, Robbins, 1996)

7.1.4 Definice iracionalnich ¢isel pomoci vnorenych intervali

Definice 31. Uvazujme posloupnost intervala Iy, Iy, I3, ..., I, ... na mnoziné ra-
cionalnich ¢isel takovou, ze kazdy dalsi interval je obsazen v intervalech predeslych,
a takovou, ze velikost intervalu se s rostoucim n neomezené blizi nule. Takovou po-

sloupnost nazveme posloupnosti vnorenych intervalt (nested intervals).
(Courant, Robbins, 1996)

Véta 33. Pro kazdou posloupnost vnorengch intervalu existuje prdvé jeden bod,

ktery je obsazZen v kaZdém z nich.
(Courant, Robbins, 1996)

Pozn. 34. Véta je pod nazvem Cantorova véta o vnorenych intervalech dokazana
naptiklad na stranach 13-14 v textu Ucebni text k predndsce matematicka analijza
I (Klazar, 2007). Dostupné online na: https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/analyzal.
pdf.

Definice 32. Bod z véty 33 nazveme realnym ¢islem. Nejednd-li se o ¢islo racio-

nalni, pak se jedna o ¢islo iracionalni.

(Courant, Robbins, 1996)
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7.2 Spocetnost

Véta 34. MnoZina redlnych cisel je nekonecnou mnozinou.
Diikaz. Mnozina redlnych ¢isel obsahuje vSechna ¢isla raciondlni. Mnozina racio-
nalnich ¢isel je nekonecné, tedy i mnozina realnych ¢isel je nekonecna. 0
Véta 35. MnoZina redlnych cisel neni spocetnou mnozinou.
Dikaz. Predpokladejme, ze mnozina realnych cisel je spocetné. Je-li spocetna, pak
existuje jeji bijektivni zobrazeni na N. Seradme vsechna redlna ¢isla do nasledujici

posloupnosti {a, }:

a; = 0, U1ULU3U4LUS . . .
Ao — O, V1V203U4V5 . . .

asz = 0, wwowswaws . . .

Nyni pomoci tzv. Cantorovy diagonalizacni metody sestrojime prvek a. € R
ve tvaru 0, cicocscqcs . . ., pro ktery plati, ze prvek ¢; # uy, prvek co # vg, prvek
c3 # ws, ...

Takovy prvek ovSsem nebyl v posloupnosti {a,}, pficemz jsme predpokladali, zZe
v posloupnosti {a,} jsou vsechny prvky R. To je spor a bijektivni zobrazeni redl-

nych ¢isel na ¢isla prirozena neexistuje. O

7.3 Usporadani na mnoziné realnych cisel
Véta 36. Relace <, zavedend jako 4. axiom axiomatické viystavby oboru redlnych
cisel (viz kapitola 7.1.1), je uspordddnim na mnoZiné redlnijch cisel.

Diikaz. Axiom 4. v kapitole 7.1.1 také tika, ze je relace < na R tranzitivni a tri-

chotomicka. Proto se jedna o usporadani na R. O
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7.4 Realna cisla jako algebraicka struktura

Véta 37. Redlnd cisla spolu s operacemi + a - tvori téleso.

Dukaz. Vlastnosti télesa plynou z vét 31 a 32.
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