4.2 Zavedeni prirozenych cisel

Thurston déle popisuje, jak vznikla pfirozena cisla:

[*], [>l<>l<]7 [***]’ [****]7

1. Uvazujme posloupnost ... Pokud je mozné mnozinu

toho, co s¢itdme, prifadit k mnoZiné hvézdicek v [*], fekneme, ze pocet prvku
mnoziny je jedna. Je-li obdobné mozné ji pritadit k mnoziné [**|, fekneme,

ze pocet prvku je dva...Obdobné pro dalsi ¢isla.
Pozn. 4. Tento pristup zavedeni ¢isla je blizky definici ¢isla ze sedmé knihy
Eukleidovych Zaklada (300 pt.n.l.):
i) ,Jednotka jest, dle niz kazdé véci 1iké se jedna.“
i) ,,Cislo pak je mnozstvi sloZené z jednotek. “
(Servit, 1907, s.103).
2. Pro konstrukci ¢isel, jak je zndme, nyni jiz staci nahradit nesikovné symboly
* obvyklymi symboly. Tedy: [1], [1,2], [1,2,3], [1,2,3,4], ...
Kazda ze zavorek obsahuje n-tici, jejiz poradi musi byt neménné. Tyto mno-

ziny nazveme standardnimi.

3. Po prirazeni mnoziny k nékteré ze standardnich mnozin staci znat posledni
¢islo v zavorce, abychom znali pocet s¢itaného. (Takova ¢isla ¢estina oznacuje
pojmem ordinélni.) Zavedeme nésledujici oznaceni, kdy kazdé usporadané n-
tici prifadime jeji posledni prvek. Symbol <+ znaci prifazeni n-tice k ¢islu:

[1] < 1,
[1,2] <> 2,

[1,2,3] < 3,

[1,2,3,...,n] < n.
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Z této konstrukce ¢isel pro pocitani mnozstvi Thurston (1956) dedukuje zaveér,
a sice ze vse, co je potieba k pocitani, je usporadana sada rtznych symbolu, ktera
pokracuje do nekonecna.

Takto definovand ¢isla uz nesou jisté vlastnosti, které maji prirozena Cisla defi-
novand pomoci Peanovych axiomi, naptiklad, ze kazdé ¢islo méa svého naslednika
(viz definice 3), nebo vlastnost, Ze riznd ¢isla maji rizné nasledniky (viz definice
3).

4.2.1 Peanovy axiomy

Definice 3. Peanovy axiomy
1) 0 eN,

2) Ya € N dlo(a), kde o(a) nazyvame néslednikem ¢isla a,

4) da,o(a) =0,
5) Necht V je vlastnost pfirozenych ¢isel a necht:

[. Pro nulu vlastnost V' plati.

II. Jestlize vlastnost V' plati pro a, plati vlasnost V' i pro o(a).
Pak plati vlastnost V' pro vsechna prirozena cisla.

(Kubinové, Novotnd, 1997)

Jak je popsano ve skriptech Posloupnosti a rady (Kubinova, Novotna, 1997),
lze pro tento systém vytvorit také mnozinovy model nasledujicim zptisobem:

Na mnoziné N je definovana nula a zobrazeni o: N — N a plati:
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(i) o je injektivni,
(i) 0 ¢ o(N),
(iii) Necht U C N m4 tyto vlastnosti:
a) 0eU,
b) nelU = o(n) eU.
Pak U = N.

e Treti Peanuv axiom rika, ze zobrazeni o je prosté zobrazeni mnoziny priro-

zenych c¢isel do mnoziny prirozenych cisel.

e Paty Peaniv axiom nazyvame axiomem indukce. Je na ném zalozena znama
metoda dikazu vlastnosti prirozenych ¢isel. Nésledujici schéma 3 ze strany
87 knihy 1089 a dalsi parddni ¢isla od Davida Achesona princip ilustrativné

znazornuje.

jestliZe plati pro n = p, pak
také plati pron =p + 1

Obrazek 3: Myslenka principu matematické indukee (Acheson, 2006, s. 87)

Tento bod je nékdy zaménovan za nasledujici axiom:

5*) Nejsou jind prirozend Cisla nez ta, kterd vzniknou z axiomu 1) a 2).
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Nasledujici véta ukazuje, ze jsou oba axiomatické systémy ekvivalentni:

Véta 2. Systém Peanovych axiomi 1) —5) je ekvivalentni se systémem 1) —

4),5%).
Ekvivalence dvou systémii z véty 2 je zfejma.

Pozn. 5. Nulu v definici 3 chapeme jako prvni prvek mnoziny prirozenych c¢isel.
Pokud z néjakého divodu nulu jako takovou nepovazujeme za prirozené cislo,

chapeme nulu v definici 2 jako jednicku.

Pozn. 6. Abychom predchézeli nedorozuménim, kterd by mohla byt vyvolana
zahrnutim ¢i nezahrnutim nuly do mnoziny prirozenych ¢isel, budeme v dalSim

textu, kde to bude mit vyznam, rozliSovat nasledujici znaceni:
e N zna¢i mnozinu prirozenych ¢isel bez nuly,
e Nj znac¢i mnozinu prirozenych c¢isel véetné nuly.

Pozn. 7. Také je dilezité zde zminit, ze v anglické literatute (napt. The Number-
System [Thurston, 1956]) se nesetkdvame pouze s pojmem natural numbers, ale
také whole numbers. Whole numbers ovsem nejsou chapana jako nase cela
¢isla, nybrz pravé jako ¢isla prirozend zahrnujici nulu (tedy nezapornd). Pro celd
¢isla angli¢tina pouzivé termin integers. Casto je také v literatuie (napi. Number-
System of Algebra [Fine, 1907]) pouzivin pouze vyraz Positive integers, tedy

kladné cela cisla.

4.3 Operace na mnoziné prirozenych cisel

Definice 4. Scitani prirozenych c¢isel je zobrazeni + : N x N — N, definované

predpisem:

Va,b € N:a+b=0"a).
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Definice 5. S¢itani prirozenych ¢isel definujeme za pomoci axiomu 5) z definice

3 takto:
(i) Va e N:a+0=a,
(ii) Ya,be N:a+o(b) =c(a+0D).
Véta 3. Va,be N:o(a)+b=0c(a+Db).
Diikaz. K dikazu pouzijeme matematickou indukci. Zvolme a € N libovolné.
[. Nejprve ukédzeme, ze tvrzeni plati pro b = 0:
o(a)+0=0(a+0).

Podle definice 5 se levd strana rovnd o(a) a pravé také o(a). Pro b = 0 a

libovolné prirozené a tvrzeni plati.
II. Predpokladejme, ze pro b € N plati o(a)+b = o(a+0b). Ovérime, ze pak plati
také o(a) + o(b) = o(a+ o(b)) :

o(a) +o(b) “L” o(o(a) +b) "L o (0 (a + b)) “L7 o(a + o (D).

Tvrzeni je pravdivé pro vsechna a,b € N. O

Véta 4. Definice scitani na mnoziné prirozenych cisel 4 a 5 definuji totozZnou

operact.

Diikaz. Scitani z definice 4 budeme pro diikaz znacit 4. Obdobné s¢itani z definice
5 oznacime +.
K diikazu pouzijeme matematickou indukci. Ptame se, zda pro vsechna a,b € N
plati:
Va,be N:a+1b=a+-0.

Zvolme a € N libovolné.
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I. Nejprve ukazeme, ze rovnost plati pro b = 0. Chceme dokézat, ze a +1 0 =
= a+,0. Leva strana se podle definice 5 rovna a. Prava se také podle definice

5 rovna a. Tedy tvrzeni plati pro b = 0 a libovolné prirozené a.

II. Nyni predpoklddame, ze pro néjaké b prirozené plati a+1b = a+2b. Ovérime,

ze pak plati a +1 0(b) = a 42 o(b):

a+10(b) "L 670 (a) = (00 6%)(a) = o(0"(a)) = o(a +1 b) =

ind.pfezdPOklad O'(G +9 b) diB a +2 U(b)

Definice 4 a 5 definuji stejnou operaci.

0
Véta 5. Va,b,c e N:
1) a+b=>b+a, (s¢itand je komutativni)
2) (a+b)+c=a+(b+c), (s¢itdand je asociativni)
3)0+a=a+0=aq, (nula je neutrdlni prvek vzhledem ke scitani)
4) a+c=b+c = a=b,
a+b=0 = (a=0Ab=0). (pravidla pro krdceni)

Diikaz. K vétsiné dikazt pouzijeme matematickou indukci z definice 3. Také bu-

deme pouzivat definici 5.

1) Nejprve dokdzeme komutativitu séitani. K dikazu pouzijeme matematickou

indukci. Ptame se, zda pro vSechna a,b € N plati:
a+b=b+a.
Zvolme a € N libovolné.
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L.

II.

Nejprve ukazeme, ze rovnost plati pro b = 0. Chceme dokazat, ze a +0 =
= 0 + a. Leva strana se podle definice 5 rovna a. Prava je podle definice
4 rovna 0%(0), coz je také rovno a. Tedy komutativita plati pro libovolné

a prirozené a b = 0.

Nyni predpoklddame, ze pro b € N plati a + b = b + a. Ovéiime, zZe pak
plati také a + o(b) = o(b) + a:

def.

a+ o(b) :50(a+b) ael:s

ind.predpoklad o(b+a) “E” o (b) +a.

Scitani je tedy komutativni pro vsechna a,b € N.

2) Dokéazeme asociativitu s¢itani. K dukazu pouzijeme matematickou indukei.

Ptame se, zda pro vSechna a, b, c € N plati:

(a+b)+c=a+ (b+c).

Zvolme a, b € N libovolné.

L.

II.

Nejprve ukazeme, ze rovnost plati pro ¢ = 0. Chceme dokazat, ze (a+

+b)+0=a+ (b+0):

L:i(a+b)+0"L a4

o L=P
Piat+(®+0) "L a4

Tedy asociativita sc¢itani plati pro libovolna prirozend a,b a ¢ = 0.

Nyni predpokladejme, Ze pro néjaké ¢ pfirozené plati (a+0b)+c = a+(b+c).
Oveérime, ze pak plati také (a +b) +o(c) =a+ (b+o(c)):

Nejprve upravime levou stranu rovnosti:

def.5

ind.pfeipoklad 0(a+(b—|—c)) el CL+O’(b—|—C).

L = (a+b)+o(c) "L’ o((a+b)+0)

Nyni upravime stranu pravou:
def.5

P=a+(b+o(c) = a+ob+c).
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Leva strana se rovna pravé.

Sc¢itani je tedy asociativni pro vSechna a,b,c € N.

3) Plati, ze 0+a = a+0 = a? Vime jiz, ze sCitani ptirozenych ¢isel je komutativni,

plati tedy, ze a +0 = 0 + a. Z definice 5 také vime, Ze a + 0 = a. 0 je tedy

neutralnim prvkem pro sc¢itani prirozenych cisel.

4) Dokazeme prvni pravidlo pro kraceni. K dikazu pouzijeme matematickou in-

dukci. Ptame se, zda pro vSechna a, b, c € N plati:

at+tc=b+c=a=0.

Zvolme a,b € N libovolné.

L.

II.

Nejprve ukazeme, ze tvrzeni plati pro ¢ = 0. Chceme dokazat, ze a + 0 =

=b+0=a=0:

L:a+0 el
dets Tedy a = 0.
P:b+0"="b
Prvni pravidlo pro kraceni tedy plati pro libovolna prirozena a,b a ¢ = 0.

Nyni predpoklddejme, ze plati (a+c = b+c¢) = a = b pro néjaké prirozené
c. Ovéfime, ze pak plati také: (a + o(c) = b+ o(c)) = a = b. Upravime
levou a pravou stranu predpokladu implikace:

def.5

L:a+o(c) o(a+c)

ers Tedy o(a+c) = a(b+ c).
P:b+o0(c) ik a(b+c)

Peantiv axiom 3) (viz definice 3) tikd, ze pokud se naslednici dvou éisel

rovnaji, rovnaji se ¢isla samotna. Tedy:
ola+c)=cb+c)=a+c=b+c
Z indukéniho predpokladu vime, ze jestize a + ¢ = b+ ¢, pak a = b.
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(a+c=b+c) = a=0tedy plati pro vSechna a, b, c € N.

5) Plati Va,be N:a+b=0= (a=0Ab=10)?
Diikaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze Ja,b € N: (a # 0V b # 0)A
A(a+b = 0). Podle definice s¢itani 4 piepiSeme a+b jako o®(a). Pro a,b mohou

nastat nasledujici situace:

(a) a # 0 = o®a) je b-tym naslednikem nenulového ¢isla a. Je-li b = 0,
dostdvame o%(a) = a. Je-li b # 0, pak nenulovy naslednik nenulového ¢isla
rozhodné neni nula (viz definice 3, axiom 4). To je spor s predpokladem,

7e a+b=oba)=0.

(b) b # 0 = 0°a) je b-tym naslednikem &fsla a. Pokud je a nenulové, do-
stavame pripad, kdy jsou obé ¢isla nenulova, popsany ve druhé ¢asti (a).
Pokud je a = 0 nula, je b-ty naslednik nuly roven nenulovému cislu b. A to

je spor s piedokladem, %e a + b = o®(a) = 0.
Plati i druhé pravidlo pro kraceni.

0J

Definice 6. Nasobeni prirozenych cisel je zobrazeni -: N x N — N, definované
predpisem:

Va,beN:a-b=(c")°(0).
Nésobeni prirozenych cisel 1ze definovat také nasledujicim zptisobem:
Definice 7. Nasobeni je operace spliujici tyto podminky:
(i) VaeN:a-0=0,
(ii) Ya,beN:a-o(b)=a-b+a.
Véta 6. Definice ndsobeni 6 a 7 definuji totoZnou operaci.
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Diikaz. Nésobeni z definice 6 budeme v dikazu znacit jako -;. Obdobné nasobeni

z definice 7 oznacime jako -5.
K ditkkazu pouzijeme matematickou indukci. Ptame se, zda pro vsechna a,b € N
plati:
Va,beN:a-1b=a-b.

Zvolme a € N libovolné.

[. Nejprve ukazeme, ze rovnost plati pro b = 0. Chceme dokazat, ze a-10 = a-50.

Levou a pravou stranu rovnosti prepiseme podle prislusnych definic ndsobeni:

.6

(0)°(0) =0
"0

e

1<

L:a+0"
L=P

e

—

P:a-QOd

Definice 6 a 7 definuji stejnou operaci pro a libovolné prirozené a b = 0.

IT. Nyni predpokladame, ze pro néjaké b prirozené plati a -1 b = a -9 b. Ovétime,

ze pak plati také a -y 0(b) = a -5 o(b):

a-10(b) = (0%)77(0) = (0% 0 (0°)")(0) = 0*((¢)*(0)) = 0“(a 1 b) =

tnd.predpoklad

=ab+a a-92b+a=a-o(b).

Definice nasobeni prirozenych cisel 6 a 7 tedy definuji totoznou operaci.

Pozn. 8. Kde nebude hrozit nedorozuméni, mizeme misto a - b psat pouze ab.
Definice 8. Prvek ¢(0) budeme znacit 1 a nazyvat jednickou.

Véta 7. Pro relaci > na mnoziné prirozenych cisel definovanou takto:
m>n<3Ire N—{0} :m=n+r,

plati nasledugjici vlastnosti:
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a) je tranzitivni,

b) je trichotomickd.

Diikaz. a) Mame dokazat tranzitivitu relace >, tedy ptame se, zda pro vSechna

a,b,c € N plati:

(a>b)AN(b>c)=a>c
Prepiseme levou stranu implikace podle definice:
Iry,re € N={0}: (a=b+711)A(b=c+r9).
Dosadime do prvni rovnosti za b:
a=c+ro+r,=c+rs kders=ry+rq.

Protoze r3 je soucet dvou nenulovych prirozenych ¢isel 1, r9, tedy také prirozené

nenulové ¢islo, plati podle definice relace > | ze a > c. Relace je tedy tranzitivni.

Déle mame dokazat, ze relace je trichotomicka. To znamend, Ze se ptame, zda
plati:
Va,b e N:(a>b)® (b>a)® (a=0),

kde symbol & znadi logickou spojku XOR.
Z definice + plyne, ze nemize nastat, ze (a = b) A(a > b) nebo (a = b)A(b > a).
Zbyva tedy ukézat, ze nemuze nastat pripad, kdy (a > b) A (b > a). Tvrzeni

dokazeme sporem. Predpokladejme, Ze:
Jry,re e N={0}:a=b+r,b=a+mr.
Dosadime za b do prvni rovnosti:

a:a+r2—|—r1:a+(7“1+7’2),
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aby vsak tato rovnost platila, musela by obé ¢isla r1,ry byt rovna nule. To je
vsak ve sporu s predpokladem, ze ri, 79 # 0. Relace > je tedy trichotomicka.

O

Pozn. 9. Relace > je tranzitivni i trichotomické (viz véta 7). Je tedy usporadanim

na mnoziné N.
Véta 8. Va,beN:og(b)-a=0b-a+a.
Diikaz. K dikazu pouzijeme matematickou indukci. Zvolme b € N libovolné.
I. Ukazeme, ze pro a = 0 tvrzeni plati:
og(b)-0=>b-0+0,

leva strana je podle definice 7 rovna nule. Prava strana za vyuziti véty 5
a definice 7 je také rovna nule. Tedy tvrzeni pro libovolné ptirozené b a a = 0

plati.

II. Predpoklddejme, Ze pro néjaké a prirozené plati o(b)-a = b-a+ a. Ukdzeme,

ze potom plati i pro o(a). Tedy, Ze plati:
o(b)-o(a) =0b-o(a)+ o(a).

Zacneme upravovat levou stranu rovnosti:

() - o(a) "L o(b) - a+o(b) "L b ot a+o(b) =

L o)+ b a " o(a) +b4+b-a "B o(a) +ba+ b=
LT 5(a) +b-a(a) "L b-o(a) + ola).

Tvrzeni je tedy pravdivé pro vsechna a,b € N. O
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Véta 9. Va,b,c € N:

1) a-b=b-a, (ndsobeni je komutativni)
2) (a-b)-c=a-(b-c), (ndsobent je asociativni)
3)0-a=a-0=0, (nula je tzv. agresivni prvek vzhledem k ndsobent)
4) 1-a=a-1=a, (jednicka je neutrdlni prvek vzhledem k ndsobeni)
5) (a+b)-c=a-c+b-c (nasobeni je distributivni vzhledem ke scitdni)

6) (c£A£0Na-c=b-¢) = a=0b,

a-b=0 = (a=0Vb=0). (pravidla pro krdcen)

Diikaz. 1) Nejprve ukdzeme, Ze nasobeni je komutativni. K dikazu pouzijeme

matematickou indukci. Ptame se, zda pro vsechna a,b € N plati:
a-b=">-a.
Zvolme a € N libovolné.

[. Nejprve ukazeme, ze tvrzeni plati b = 0. Chceme tedy ukazat, ze a - 0 =
=0-a:

L:a-0"%"0

L=P
ef.6

P:0-a"% (5%0) =0

Komutativita nasobeni tedy plati pro libovolné a a b = 0.

II. Nyni predpokladejme, ze plati a-b = b-a pro b € N. Ovérime, ze pak plati
také a - o(b) = o(b) - a.:

def.7 5 ind.predpoklad 5
a o)L a b+a" L q+a b "L Ly 0 () .
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Nasobeni je tedy komutativni pro vsechna a,b € N.

5) Nyni dokazeme distributivitu nasobeni vzhledem ke sé¢itani, kterou pozdéji vy-
uzijeme k dikazu asociativity nasobeni. K dikazu pouzijeme matematickou

indukci. Ptame se, zda pro vSechna a, b, c € N plati:
(@a+b)-c=a-c+b-c
Zvolme a, b € N libovolné.

I. UkéZeme, Ze tvrzeni plati pro ¢ = 0. Chceme dokézat, ze (a +b) - 0 =
=a-0+b-0. Z definice nasobeni 7 plati, ze leva i prava strana jsou rovny
nule, a tedy se rovnaji. Pro a,b libovolné ptirozené a ¢ = 0 distributivita

nasobeni vzhledem ke sc¢itani plati.
II. Pfedpoklddejme nyni, ze plati (a+b)-¢ = a-c+b-c pro ¢ € N. Dokazeme,
ze pak plati (a+b)-o(c) =a-o(c)+b-0(c):

L:(a+b)-o(c) L (a+b)-c+ (a+D)

P:a-a(c)+b-a(c)de:f'7a-c+a+b-c+b£(a—l—b)-c~|—(a+b)

L=P

*: Vyuzili jsme komutativitu s¢itani z véty 5 a indukéni predpoklad.
Néasobeni je tedy distributivni vzhledem ke s¢itani pro vSechna a, b, c € N.

2) Nyni uz mizeme ukazat, ze nésobeni je asociativni. I zde k dukazu pouzijeme

matematickou indukci. Ptame se, zda pro vsechna a, b, c € N plati:
(@a-b)-c=a-(b-c).

Zvolme a,b € N libovolné.
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[. Nejprve ukazeme, ze asociativita nasobeni plati pro ¢ = 0. Chceme doka-
zat, ze (a-b)-0=a-(b-0):

L:(a-b)-0"70
def.7 def.7 L="F.
Pia-(b-0)" L7600

Asociativita nasobeni tedy plati pro libovolna prirozena cisla a,b a ¢ = 0.

II. Nyni predpoklddame, ze plati a - (b-c) = (a - b) - ¢ pro n&jaké ¢ prirozené.
Ukézeme, ze pak plati (a-b)-o(c) =a- (b-o(c)):

L:(a-b)-0(c) aelT (a-b)-c+a-bind’pfe:dp0klada-(b-c)+a-b

P:a-(b-o(c) de:f'7a-(b-c—i—b) BtrLnds o (bec)+a-b

Néasobenti je tedy asociativni pro vSechna a,b,c € N.
3) Agresivita nuly vyplyva z definice 7 a jiz dokdzané komutativity nésobeni.

4) Je 1 neutralni prvek vzhledem k nédsobeni? Z jiz dokdzané komutativity vime,

ze 1-a = a-1. Také vime, ze jednicka je 0(0). Za vyuziti definice 7 dostavame:
a-0(0)=a-0+a=0+a.

Nula je neutralni prvek ke sc¢itani. Tedy 0 4+ a = a.

1 je proto neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni.

6) Nejprve dokdzeme sporem druhé pravidlo pro kraceni:
a-b=0=(a=0Vb=0).

Predpokladejme, ze da,b e N:a £ 0Ab # 0A (a-b=0). PrepiSeme a - b podle
definice 6:
a-b=(c)0).
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Pokud jsou vSak ¢isla a, b nenulova, pak (02)°(0) nemiiZe byt rovno nule, jelikoZ
nula neni naslednikem zadného ptirozeného ¢isla (viz definice 3, axiom 4). To

je spor s predpokladem, ze (a-b = 0) a puvodni véta o kraceni plati.

Nyni dokazeme prvni z pravidel pro kraceni. Ptame se, zda pro vSechna a, b, c €
€ N plati:
(c#0Na-c=b-c)=a=0.

Pouzijeme opét dikaz sporem. Predpokladejme, ze da,b,c e N:a #bAa-c=
=b-cANc# 0. Protoze a # b, vime z véty 7, ze nastava bud pripad a > b,
nebo b > a. Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze a > b. Plati
potom, ze 3d € N — {0} : a = b+ d. Potom (b + d) - ¢ = b - c. Vyuzijeme
distributivitu ndsobeni vzhledem ke s¢itani a dostaneme b-c+d-c = b-c. Podle
véty 5 zkratime b - c. Potom d - ¢ = 0. Z druhého pravidla o kraceni vime, ze
d =0V c= 0. Protoze podle predpokladu je d # 0, je 0 rovno c. To je ale spor
s predpokladem, ze ¢ # 0. Pavodni véta o kraceni je pravdiva.

0J

Pozn. 10. Definice a véty v kapitole 4.3 vychézeji ze skript Posloupnosti a rady

(Kubinova, Novotnd, 1997). Dukazy také vychazeji ze stejnych skript, ptipadné

byly rozsiteny. Véty 3 a 8 jsou vlastni. Dikazy vét 3, 5, 8 a 9 jsou také vlastni.

4.4 Spocetnost

Pomoci prirozenych cisel definujeme spocetnost, kterou se budeme zabyvat i u nado-

bort.

Definice 9. Mnozinu M nazveme spocetnou, jestlize existuje bijektivni zobrazeni

mnoziny M na mnozinu N.

Pozn. 11. Je-li mnozina spocetna, lze ji chapat jako posloupnost.
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Véta 10. MnoZina prirozenych cisel je spocetnd mnoZina.

Diikaz. Plyne primo z definice. Hleddme zobrazeni f: N — N, které je bijektivni.

To spliuje napriklad f(x) = z. O
Véta 11. MnoZina prirozenych cisel je nekonecnd mnozina.
Dukaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvek mno-
ziny prirozenych ¢isel m:

dmeN VYneN:m =n.

7 definice 3 vsak vime, ze pro kazdy prvek N existuje jeho naslednik, ktery je také

prvkem N. Tedy i pro m existuje o(m). Pro takové ¢islo plati:
og(m) > m.

To je ovSem ve sporu s predpokladem, ze m je nejvétsim prvkem mnoziny N.

Mnozina prirozenych ¢isel je tedy nekonecnou mnozinou. O

Pozn. 12. Indicky matematik Ramanujan ukazal, Ze soucet vSech ptrirozenych

¢isel je roven cislu 1—21 Zpusob jeho argumentace a metodu sumace divergentni
rady popisuje napiiklad clanek Divergent Series: why 1+42+3+...=-1/12 (Cais,

2010) dostupny online z http://math.arizona.edu/~cais/Papers/Expos/div.pdf.

4.5 Prirozena cisla jako algebraicka struktura

Na mnoziné prirozenych ¢islech jsme definovali operace s¢itani a nasobeni. Mnozina

s nimi tvori hned nékolik vyznamnych algebraickych struktur.

Definice 10. Monoid je algebraicka struktura s jednou vnitini operaci. Pro operaci

plati, Ze je asociativni a mé neutralni prvek.

» (Be&vak, 2005)



Véta 12. MnozZina Ny spolu s operaci + tvori komutativni monoid.
Diikaz.

1. Va,b € Ny : (a+b) € Ny,

2.dneNy VaeNy:n+a=a+n=a,

3. Va,beNy:a+b=0b+a.

Uzavienost operace + na mnoziné N plati podle definice 4. Bod druhy, tedy exis-
tence neutralniho prvku, plati podle véty 5. Komutativita s¢itani je zaruc¢ena také

z vety b. O
Véta 13. Mnozina Ny spolu s operaci - tvori komutativni monoid.
Dikaz.

1. Va,b e Ny : (a-b) € Ny,

2.dneNy VaeNy:n-a=a-n=a,

3. Va,beNy:a-b=>b-a.

Uzavienost operace nasobeni na mnoziné prirozenych ¢isel zarucuje definice 6.

Existence neutralniho prvku stejné tak jako komutativita vyplyva z véty 9. O

Definice 11. Polookruh je algebraicka struktura se dvéma vnitinimi operacemi +
a -. Vzhledem ke séitani tvori komutativni monoid a vzhledem k néasobeni monoid.

Operace nasobeni je vzhledem ke scitani distributivni.
(Hrusa, 1970)

Véta 14. Mnozina Ny tvori spolu s operacemi + a - polookruh.
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Diikaz. Podle vét 12 a 13 plati, Ze struktura (N, +) i struktura (N, -) tvori komu-
tativni monoid.

Distributivita pak plyne z véty 9. O

Pozn. 13. Prestoze by se mnozina prirozenych cisel mohla zdat jako probadana,
stale ji matematici se zajmem studuji. V roce 2013 napriklad cesky matematik
Vopénka v knize Novd infinitni matematika ptisel se zavérem, ze mnozina vsSech

prirozenych ¢isel neexistuje.
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