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Phase space

\We move from an exact description to a description using probabilities.

Distribution functions

Interacting particles, ---- each obeys the laws of classical dynamics.

\Vectors: I, D Coordinate, impulse

The element dI' in T" space as: dI" =dr, dr,.....dr, dp;.....
The system file represents a ""cloud' with a density of

"cloud™ with density




Phase space 6N dimensional space
N interacting particles, ---- each obeys the laws of classical-dynanrics,

file == ensemble .... file



1.1 Zakladni definice

We introduce several new functions

Rovnice mechaniky nejsou pfi velkém po&tu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zdklad® a pfi statistickych pfedstavach dojit k zakonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému Eastic vystihnou.

Nechf pro makroskopicky systém, ktery ma objem V¥, je zndma mikrosko-

ickd struktura; systém je tvofen N interagujicimi ¢asticemi a necht kazda z téchto - . . .
Sistic s Fidi zikony Klasické dynamiky. Pro jednoduchost pledpoklédeime, 7 Estice pomt (phase) in 6N dimensional space
nemaji vnitini stupn€ volnosti. Mikroskopicky stav systému je uren bodem fézﬂ
v 6N rozmé&rném fazovém prostoru I', ktery méa soufadnice ry, ..., Py, Py, ---» Py, Kde
r., P; jsou polohové vektory i-té &istice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impulst. Definujme dale objemovy element dI" v I" prostoru jako

dr =dr,dr,...drydp, dp, ...dpy = dr"dp*. === FElement dI"in I space as: d I =dr,dr,.....dr, MEM|

ProtoZe kaZdy systém je reprezentovan fazi v I' prostoru, soubor velkého
poétu W systémil bude reprezentovdn ,,oblakem® W fazi v I'. Qznagime-li hustotu
tohoto oblaku (fizovou hustotou) v I" prostoru v fase f jako g(1; ¥y ... Pyi Prs ooos Pu)
je potom podet fazi (fazovych bodii), obsazenych v dI” kolem bodu (ry, ..., Fy; Py, -
...s Py) V Ease ¢, roven

N interacting particles ----

point in I" has coordinates r,, r

Q(I; Fiyeens P Py "'!PH) dl’NdPN

===) The system file represents a "cloud'* with a density of p(t, I;, I'yee...lyy, ProeeeeePy)
(1.1) J’g{r Fi..,py)dr¥dpt = W.

Fazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

a

. ; o(t; ris ..o Py)
(1.2) by = St

T Ph
nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potoﬁhz .predchozwh ase Space

tvah a z fyzikalniho vyznamu Py(¢; ry, ..., py) je zfejmé, Je

Y
e,
Ya,

(13) jpﬁ{:; ,,,7.'}1{553;'1 ELLTTT P, Probability density

P(t, Iy, Mogeenndlyy Proeeepy) [ W



N interacting particles, ---- each obeys the laws of classical dynamics.

coordinate

ElementdI'" inI" space as: d I =dr,dr,.....dr, dp;.....
The system file represents a ""cloud" with a density of

The total number of nh ses in the. f|| s

Probabiiity density
Py= Pt Iy, Mpeeeedlyy ProeeeesPy) [ W

By integrating P over a subset of variables, we obtain a ""projection' independent of coordinates rN-9pN-a




If we integrate through |mpulses we get the probability that the system has a certain configuration
of distribution i i space

Py (t, Fppee ki 1) =[Py (t, Ty, Fppeeennlys Bisizpy) dpN

Dile miZeme definovat hustotu pravd&podobnosti (pravdépodobnost)
Pt;ry, ..., P Pays + oo p%), co? je pravdépodobnost nalézt v souboru celkem ndhod-
n& urenou skupinu g &astic «, ..., &, s polohovymi vektory r,, ..., r,, a impulsy
Pays -+ s Pa,> ez ohledu na to, v jakém stavu je zbyvajicich (N — gq) &astic;

(14) P ([, ap J -spar') = PN(I; Fi, -"’pN) drN—q de—q

a podobné je mozné nalézt pravd€podobnost, Ze systém &astic ma danou konfiguraci

ry, ... ryjako
|

(1.5) Pu(tiry, o ry SP e PN Py, - Py) dDY .




Hamiltonian N Particles
Generalized coordinates

Liouvilluv teorém

We follow the time evolution of the set of N particles... D
each particle moves in accordance with Hamilton's equations:

_QH(ry, s Ty Py e P)
' 5ri¢

OH(ry, .. P P1s --s Pn)
| opi,

d=1,2:3:

b

The motion of the particles of the system can be viewed as canonical transformations of the Jacobian transformation
J=1 and therefore the

[dr’ =] dridpN = const, (1.10)
The phase volume does not change. The phase volume moves like an incompressible liquid..;

Theretore, we can write a ““contnuity equation™




1.1  Zakladni definice

Rovnice mechaniky nejsou pfi velkém po&tu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zdklad® a pfi statistickych pfedstavach dojit k zakonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému &astic vystihnou.

Nechf pro makroskopicky systém, ktery ma objem V¥, je zndma mikrosko-
picka struktura; systém je tvofen N interagujicimi Casticemi a necht kaZda z téchto
&astic se Fidi zakony klasické dynamiky. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze Eastice
nemaji vniténf stupn& volnosti. Mikroskopicky stav systému je urden bodem (fazi)
v 6N rozmérném fizovém prostoru I', ktery méa soufadnice ry, ..., Py, Py, --.. Py, kKde
r., P; jsou polohové vektory i-té &istice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impulst. Definujme dale objemovy element dI" v I" prostoru jako

dI' = dr, dr, ...drydp, dp, ... dpy = dr¥ dp" .

ProtoZe kaZdy systém je reprezentovan fazi v I' prostoru, soubor velkého

poétu W systémi bude reprezentovédn ,,oblakem® W fizi v I'. Qzna€ime-li hustotu

tohoto oblaku (f4zovou hustotou) v I' prostoru v &ase t jako g(f; #y, ..., Pyi P1s ooy Pu)s

je potom podet fizi (fazovych bodii), obsaZenych v dI" kolem bodu (Fy, ..., Fy: Py, +--
...s Py) V Case ¢, roven

0(t; Py vos P Py <oy py) APV dp®

a

(1.1) Ig{t; Fi..,py)dr¥dpt = W.

Fazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

1.2 .P =Q(t;rls --<!p1\’)
(12 = s )

nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potom z piedchozich
tvah a z fyzikdlniho vyznamu Py(t; ry, ..., py) je zfejmé, Je

(13) jP,.,{r; Fiyoonpy)dr¥dp¥ =1,
U 0 ap 0
e bnase vo e A0e 0 dl1(E
C PIAdSE O c OVE C d O ore DI1e U 0

1.2  Liouvilliiv teorém

Sledujme déle &asovy vyvoj souboru N Eastic systému. Z mechaniky je
zndmo, e pohyb kaZdé Eastice se déje ve shodé s Hamiltonovymi rovnicemi daného
problému; fizovy bod v I” prostoru se bude pohybovat opét podle Hamiltonovych

rovnic, které — zapsany pro i-tou &istici — jsou

BH(ry, .., 3 Prs -eos )
ar;

?:,- _ 6H[’rt,...,rﬂ;p,,.....Pﬁ)’ G=],2,3,

* ap,,
kde H(ry, ..., y; Py, - .., Py) je hamiltoniin $éstiee daného systému.

Z klasické mechaniky je zndmo*), Ze na ¢asovou zménu veliCin p;_a r;_pfi
pohybu &astic systému je moZno hledét jako na kanonické transformace. Dile je
znamo, Ze fazovy objem, tj. {dI" = [dr" dp" je invariantni vzhledem ke kanonickym
transformacim. Odtud dostdvame dileZity zivér: KaZdy bod fazového prostoru se
pohybuje ve shodg s Hamiltonovymi rovnicemi daného systému, stejnym zpisobem
se pohybuje i oblak fizovych bodi a navic objem tohoto oblaku (fazovy objem) se
nemeéni, tj.

(1.10) J:il’ = konst ,

(1-9) b= —

*) Viz napi. L. D. Landau, E. M. Lif§i& Mechanika. Moskva (1965), s. 183,

i kdyZ se miiZe ménit tvar tohoto objemu a tedy plocha, kterou je tento objem uzavfen.

Rovnice (1.10) je vlastné matematicky zapis Liouvillova teorému a fika, Ze
fazovy objem se pohybuje tak, jako kdyby byl nestlatitelnd kapalina. Pro takovéto
kapaliny v8ak plati rovnice kontinuity (v I' prostoru)

(1.11) g—f + div(eV) =0



Introduction
(1.11)

nebo, coz je totéz

(1.12) %

kde V je ,rychlost“ v. I' prostortt (o slo¥kach #,, ."wwr

deo ]
— + div(eV) =0
ot (e )

- -

Poradi
deriivaci

rovnici

(L13) divy = 3.:1 E (a
(1.14)

nebo

(1.15)

Py (I Fyeeeens

ri,

If we integrate through impulses ...
) =[Py (t, Ty, Fapevne

+

~
0*H

0fH
or 3pi

e
6p,¢6r

Iy, PpseeeePy) dP™

Probability density
= p(t, ry, Nypeeee

Dependence on time andpesition

rN, pl’ooooo

Py /W

) CC %o

~—

coZ mlZeme psat jako

Forms of Liouvil's theorem
External and internal forces

<} PN} P15 -5 PN)

or;.

- Pyy Pis -

s PN)
op;,

kde [¢; H] jsou Poissonovy zavork

aF; l'e vektor vnitfni silx Bﬁsobici na j-tou &astici kterd

Po vyd&leni rovnic (1 14), (1.15) a (1 16) poltem W systémd dostdvime

sily, plisobici na i-tou éastlcl

rovnice pro Py

(1.14)

(1.15)

-~

dP

(1.16) > _ Py
dt 0t

Py

+th V,‘PN"l‘Z(Xi'*"F)
=1 .

9, je rychlost i-té &astice,

X‘ ie vektor vnéj§i

+ V. gradPN =0,

PN‘=0'




1.3 Gibbs' H theorem

Reversibility and Irreversibility of the processes

Viimn&me si nyni alespofi &istedn® asového vyvoje systému N Castic, a to density of the probability
z hlediska vratnosti & nevratnosti procesfi, které v tomto systému probihaji. Ze _

- . p p ; v PN_ p(t, rl, rz,-..-orN, pl,.-oo-pN) /W
zkudenosti je znamo, Ze vEtSina procesil, které probihaji v pfirod€, jsou procesy
nevratné. To znamend, Ze entropie takméhom sy stému roste s ¢asem; v rovnovaze
je potom entropie konstantni. V . entropie tzce spjata s takzvanou

H-funkci a to vztahem

- .
f—“ InPydl' = — I[H: Py] In Pydl = JPN[H; In Py]drl =

- J[H;Pﬁ]dr ~ _ [Pugp,
ot Rovnice (1.10) je vlastné matematicky zapis Liouvillova teorému a Fika, Ze
fazovy objem se pohybuje tak, jako kdyby byl nestlatitelni kapalina. Pro takovéto

d S / dt O kapaliny v3ak plati rovnice kontinuity (v I" prostoru

dH/dt=0

This meanS'that the system does not evolve over time.....
...that is, an unequilibrium system can never reach a state of equilibrium.
Paradox - classical mechanics leads to a strictly reversible description, while nature behaves

irreversibly ...

Time development — entropy increases
System entropy increases, dS/dt>0

Or our approximations are inaccurate....




1.3 Gibbs' H theorem

Reversibility and Irreversibility of processes

S=-kH=-k|P\InP,, where H = [P\ InP,,

Using Liouville's theorem, we obtaine the expression

dH/dt=0 dS/dt=0

This means that the system does not evolve over time
That is, an unequilibrium system can never reach a state of equilibrium.

Paradox - classical mechanics leads to a strictly reversible description, while nature behaves

irreversibly. (?...) ...

Time evolution — entropy increases ...... System entropy increases, dS/dt>0

Or our approximations are inaccurate....




1.4 BBGKY equation (Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon)

1.4 BBGKY equation
The function Py (t, Iy, My.....ry, Pp--...py) has certain properties resulting from its relationship to particles...

Using this feature we can determine some macroscopic quantities characterizing a given set of particles at point r

J(t,r) =] I(r) Py (L, Fy, Fppeeensly, Poseeenapy) drN dpN D (1.27)

where J(r) is the current density operator
J(r)=Z p;&(r-r) (1.28)

Koncentrace &astic ! r; ! v misté r je

(1.29) n(r; 1) = |A(r) P;.,(t; r, ..., py)dr¥ dp¥,

Probability density

kde A(r)j At loh
Py= PEAry, Mogeeendy, PpseeeesPy) [ W (1) ie operétor polohy

(1.30) A(r) = ﬁlé(r - r).

Hustota kinetické energie E(f; r) v mist& r je rovna

{(1.31) E(t;r) = jE(r) Py(t;ry, .. py) drY dp",

kde E(r) je operétor kinetické energie
N 2
(1.32) En =Y Iisr-r)
=1 2m,;

a m; je hmotnost i-té &astice.

Pro nabité &astice je dile moZno zavést proudovou hustotu f(t; #) v bod& r
(hustotu toku naboje) vztahem

j(r): > E/H*pls(r'ri) (133) j(t; r). = fj(r) PN(t; .. ':pN) dr¥ de ,
Current Density (Charge Flow) Operator

kde }(r) je operator hustoty proudu (toku néboje)



Introduction to BBGKY

(Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon)

Z vySe uvedenych uvah plyne, Ze je vhodné zavést takové funkce a rovnice
ro tyto funkce, které budou urcovat

tedy pro s < N funkci F(t; ry, ..., r;; p,, ..., p;) timto zplisobem:
---s---..sllllllp "EEEag,,

W)
(1.38) _“‘ BT F(tr, .t Py
' !
\»——.’_../.:VSJ....J‘PN(t; rl,-.-, rN;pl,...,pN)drs_'_l-..drN,dps+1 ce
....l | nn®
IPTOS=123._, "EsssmmgEsEssumnnt®

Z normovaci podminky

(1.39) %J...JFS(I; Fisoes P3Py oo P dry oo drgdpy ... dp, =1

I’S,pl....ps) Is the probability that the group of S particles from the set of

N particles will be in time t in the element AIy, ......dF,dpP;....dP regardless of the state
of the remainine particles.




For interacting particles Let's narrow down the generality of the Hamiltonian a bit

3 ‘ .
(1.42) * . 0. ° Probability density
'. ot .ot Py= Pt Iy Fogennnlyy Poseeee

....IiIll---‘

Hamiltonovu funkci H pro N vzijemné interagujicich astic miiZeme zapsat ve tvaru

i,j=1
i<j

(1.43) ;N [ + U,(r,)] + Z Py = ZH(r,,pi) +
l 4 ’,

kde H{r, p,) je hamiltoniin samotné i-té &astice’a U{r
beny efekty na sténach a vné&jSimi silami: tD
mezl i-tou a j-tou Eastici. [

PouZitim rovnice (1.43) miiZeme I,l'ouvillovu rovnici :(1 42) ptepsat do tvaru

éPN .%[H P
i N]‘ Z [%’PN]*-O

lJ—

(1.44)

j[H‘: Py] drs+1 ...:el'r,\,ldps+1 ..dpy +

b
‘[ J‘[¢U’ PN] dreyy...drydp..q ... dpy,

VSE(Lry, ...l Pq....p,) 1S the probability that the group of S particles from the set of N particles will be located at
time tin the element dr,, ....dr,,dp,...dp, regardless of the state of the remaining (N-s) particles.




BBGKY Equation After many modifications ...

After many restrictions

After many simplifications

Shrnutim pledchozich visledkd dostivime konetng pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

EEEECEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETR

Je-Halmltonova funkce uzavieného systému s Castic. =

Qu_is Interaction potential between particles i and |

F. is a function of F.;, e system of equations
We are where we were!!



After many modifications ....
After many restrictions
After many simplifications

Shrnutim piedchozich visledkd dostivime konefng poladovanou
pro F, vo tvaru

BBGKY equation of application at s=1, s=2

EE ['ﬁ'r.JHQF.:u]d"ﬂl 2+ 1
i=1

Velmi ‘dﬁleiitff a pro fyziku plazmatu nepostradafeln)'/ j'e tvar rovnice (1.52)
pros =1as = 2. Pros = 1 dostaneme

~ VyH; . V,,F1

N—1(o . N
+ ‘TJ\(Vrldslz . Vp1F2 - Vp1¢12 . V”Fz) drz dPZ

=_2 dostaneme

2
21[¢i3; F3] dr, dp, .

@u IS interaction potential between particles i and |

F. Is a function of F_, system of equations




Derivation of the Boltzmann equation

Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime konetné pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

‘-: - b [['ﬁr.l+1; -F.:u] dr,. s e+
i




Finding solutions to B. equation In the shape of a row

v je potom pfevracena hodnota koncentace n, v = 1 /n. Rovnice (1.52) ma-poton

1;.;1-_*3; " —M V:l/n
o%s [®isie: F dps+ 1

= Hs,F]+—Z s+1 Fs+1
(1.56) - =L P

Sledujme tedy model klasického zfed&ného plynu, kdy "93 ZU < 1, tj. inter-
ak¢ni potencial je kratkého dosahu a koncentrace &stic je nizkd. Nadim daldim
tikolem je vypolet funkce F,. K tomuto ti&lu rozloZme F, do fady podle malého
parametru rgfv. Z rovnic (1.56) a (1.57) je zfejmé, %e z formalniho hlediska mi¥eme
misto parametru ro/v pfijmout parametr 1 /v aniZ se zm&ni obecnost daného postupu.
PoloZme proto

1

sut® vy
s® a,

.
.
.‘

. *
(1.58) Y F,=F94_ 1 F(z) + . R
U ““

L 4
! ]
4,y
ay a®
......IIIIIIIIII----

Dasadime: li.nynd. dany, rozklad .do. roymce (L.56). 2. paroynémei Sleny. obsahuiici
stejné.macniny 1/v. dostaneme. .,

(1.59) a1(;q§())=[H,;14"§°>], RRRPPPPTT > 2 FS(O)

F“’ + =

(1)
(1.60) oF,

at .

—[Hs§F§1)]+ [ii¢i,s+1’ s+1]d s+1 dPs+1____>F (1
=1 : S

0
a_t ¢(t; rly ""ps) = [Hu Q(ta rla ---9ps)] +f(t; rl, --.’Ps)'




2. Mutual Interaction of particles = We will analyze elastic collissions
m Collisions e- neutral, e- ion, e-e

We already have the equations

(1.59) az; io) = [H; F@], | FS(O)

|
oFH

(160) —“aT = [Hs; Fﬁl)] + f[i§1¢i,s+1; F.g?l-)l] d"'s+1 dps+1 F (1)
S

atd.

.... What we need is the knowledge of particle interaction ....
Elementary Processes in a Different Concept

Qﬂ IS the interaction potential between the particle i and particle |

F. is a function of F,, system of equations

r.,p;....ps) Is the probability that the group s of particles from the set of
N particles will be at time t located in the element dr,, ....dp, regardless of
the state of the remaining (N-s) particles.




Interaction of particles = We will analyze elastic collisions
s Collisions e- neutral, e- ion, e-e

-

Conservation Laws

The force exerted by particle 2 on particle 1 is F,,
F,,=-F, 2.1

We will assume that the forces decrease fast enough with r
Laboratory and centrum of gravity of system

different
Definitions

Pohyb ka?dé z téchto &stic je ve shodé s Newtonovymi rovnicemi, tj.

of [ul

m¥, = F,

ﬂijFl F FII . . . o
} j Attention p, and p, are dimensionless
TEZiste systému dvou &istic r, ;’t nyni urieno rovoic

/
myFy + alFa _ — u &
- Tlﬁ_”"’""”*" Fo = pify + psFs .

/

' " i
M= = 22 gy =1,
my +pm; m; + m,

[m1+ﬂ:1}F¢=FI_1+F31=[}

The center of mass of a two-particle system
moves at a constant speed throughout the collision process




Relative velocity during a collision

_ Maintaining Relative Velocity
Relative velocity {15=1I79

Movement around the power center
The laws of conservation of energy imply

= g=g";

e ' .
Oznatime-li Igill = galgy| = ¢ mime pak, Jcf§ ® = - L
I A REERERERRE L

The absolute value of the relative velocities Is conserved during
a collision, only their direction can change

ilové centrum je nyni totoZné s polohou Eistice 1.



Motion in a plane

: : redukuje na pohyb fiktivni redukované
hmotnosti yx, kterd se pohybuje kolem silového centra ve vzdalenosti ¢ = p. — p.

Silové centrum je nyni mm;né“g polohou &istice 1. With the position of the center of mass 777

2y, —
d*(r, — ry) _ Yr, x(r,—r,). Parallel

—_ oy
(2:26) (r2 = 1) de? T Vectors

Protode ale vzijemné plsobici sily jsou centrilni, je prava strana (2.26) rovna nule.

odkud dostivame, Zec

(2.28)

kde k je konstantni vektor (je urfen z poCitefnich podminek naleho pfub!ému}.
To ale znamend, ¥e vektor r i vzijemna rychlost &dstic leZi stale v jedne roviné a tedy
nami vydetfovany vzijemny pohyb &stic je skutedns rovinoy.




Derivation of the Boltzmann equation

Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime konetné pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

: E I‘['ﬁr.;+1; F,. |] dr,. dp,+ g
=

v je otom' plevricens hodnota koncentace n, v = 1/n. Rovaice (1.52) mé-potom

tvar*) —

(156) aaF [HsaF] t - Z J‘[ 1s+1;Fs+1] drs+1dps+1 '
{ vi=1




2. Interaction of particles We will analyze elastic collisions
Collisions e- neutral, e- ion, e-e.....

We already have the equations

f[Z‘pt +15 F+1] drg,, dpgy

.. What we need is knowledge of the interaction of particles....

Elementary Processes in a Different Concept



Distribution function .... Chapter 3

3.1  Zakladni uvahy

Pi‘edpnk]:iﬁej.@e pro jednoduchost, Ze mame systém N identickych éastic,
z nichZ Zadn4 nemé vnit(m stupeil volnosti. Mechanicky stav jedné &istice bude
putnm charaktenznv&n ti‘emi‘wastnmvyml SDI.II'dﬂ]]]C&II'll ra tfeml sloZkami r}'ch]ustl

nebo jinymi slovy, prav &
(r,r + dr)a (v, v + dv). Z definice f(v, r, t‘j je 1Pm.qd zfejmé, Ze celkovy podet Easnc
bude dén vyrazem

(3.1) N = J' f(r,v,t)drdo,




Center of mass system Motion in the center of mass system

(230~ R, = e, It is advantageous to work in the center
PoT ThamenE v prsin€. of mass system

Fiction of the motion of a particle in a force field

K popisu takovéhoto pohybu plnd postadi vibe uvedend i‘nin:grﬂy pohybu
(2-33) a (2.34). Tyto rovnice nam spoletné s rovnicemi (2.36) a (2,38) I.‘ﬂsi"'l E'-I:Lu.staw
dvou diferenciilnich rovnie

pbg = prf
tug® = dulr* + ré%) + @)

(2.39
(2.40)
pro dvié nezndmé r o 4,




Motion in the Field of Central Forces Collision parametr
Dispersion angle

To vﬁ&][\?:h: znamend, Ze nade lloha se redukuje na pohyb fiktivni redukované
h?l'!ﬂt[lﬂsll }Ia\lirter-’i s¢ pohybuje kolem silového centra ve vzdilenosti » = A
Silové ﬂenlrum‘ja‘j}:mi totoZné s polohou &stice 1.

Fiction - the movemé‘ht\g)f?} particle in a force field
R\

K popisu takovéhoto pohybu plné posta®i vEe uvedené integrily pohybu
(2.33) 2 (2.34). Tyto rovnice nim spoletnd s rovnicefni (2.36) a (2,38) tvobi soustavu
dvou diferenciilnich rovojg L-/

. pebg = prfl
: 2= flllﬂ :
: dug i‘#i/‘ﬁ?‘ )+ @)

e

.IIlll------------l---‘----------III

Uhel odklonu # je nynipodle (242) .

g o[ b \\3{_‘ U[-r-] =12
2.49 == =n=2 et dr.
- {: } £ jr.... Ffi'}_ﬂ_’_‘i]

[ ] ~
N
----------lllllllllllIlllllllll.\\llll




Elementary consequences Energy transfer in a collision

The laws of conservation of energy imply A large difference in masses
Equal masses

N

. QL
 ; RN o I
before after . before ~
) : : R At Iy
What Leads tc a Relationship | I Ty

i after |:_1'|"| + F’h}i

uill = cosy),

Art with Ar

(2.72)

a funkce A4 je maximalni

A~1/2

(2.73)

(2.74)

a

(2.75)




Differential cross-section.

N particles per second

Elastic collisions.
Differential cross-section.

b [db
@7) = -7,
sin y |dy

kde db/dy je moZno urtit z (2.49) pfi g = konst. Absolu
derivace db/dy mbZe byt asto zaporna.

hodnotu pifeme proto, Ze

el e —

dn=Nb db d(e)
dn=c(y) N d2

Differential cross-section of elastic collision

dn=Nb db d(e) =o(¥) N d€2 = N o(y) siny dy d(g)

o(y) = (b/siny). db / dy

Differential cross-section of elastic collision



Total effective cross-section Total effective cross-section
The Problem with the Experiment

@m) o) = —

b_|db
sin ¥ dx’

kde db/dy je moZno urtit z (2.49) pfi g = konst. Absoluggf’hodnotu pifeme proto, Ze
derivace db/dy mbZe byt asto zaporna.

N(V)

Total cross-section of elastic collision  o(y) = b db /dy siny

. (V) = Jo(y) dQ = 2xfo(y) siny dy = 2/ b db
Y .....0-m b .....0-infinity

Divergent integral ???7?

o.(v) = nD?2 for the collision of two perfectly flexible spheres



Transport cross-section

Transport cross-section

>

Deflection cross-section

Transport cross-section.
cross-section of deflection

Jak jsme si ukézali, celkovy dinny pritfez o, z hlediska klasické mechaniky
diverguje, a proto je pro nase dals u vaEy nepouz1’ teiny’. V kinetické teorii proto
zavadime veli¢iny typu

(2.90) oM = 27rj o(x) (1 — cos x) sin x dy =
o}

=2nj (1—cos*y)bdb, 1=1,2,...,

které‘j&z mohou byt v n€kterych pfipadech kone&né a maji tedy jisty fyzikalni smysl.
N‘egcastép se vyskytuji veligGiny 0 a 0‘®. Veli¢inu

\\\ IIIIII IIIIIIIIIIIIII

(2.91) BN Q(l) =2r a(x) (1 — cosx)sinydy ™

‘llllll%lllllllllllll'

nazveme transportnim rﬁrezeun protoZe faktor (1 — cos x) pg urduje sniZeni impulsu
astice v daném sméru iwz obr. 534:)

Velidinu

IIIIIIIII‘IIIIIIIIIII

(2.92) "0® =2x | o(x) (1 —~gos Zy)sin ydy &

hesEEnm OIIIIIIII\EIIIII|
nazveme prifezem odklonu, protoZe faktor

2 2
(2.93) ‘u—g—(l cos? z) = £4_ 2 sin® y N

<
charakterizuje pfiristek kinetické energic ve sméru kolmém na s?ﬁél; plivodni;
charakterizuje nam tedy jistym zpisobem odklon &Astice od pivodniho smgru\




oulomb particle scattering Coulomb particle scattering
| Rutherford's formula

Uhel odklonu ¥ je nyni podle (2.42)

(2.45) I:ﬂ—zﬂ“=n—ljm[i=_r _Eﬂ]_lﬂdrl
rm LD b

Uhel 8,, je nyni podle (2.48) dan vztahem

We gett g(x/2)=by/b, which is the relation y, by a b

~
(2_9 5) 9, = j’ _1_ [7'2 { — 1 ? - Veénujme se nyni vypoétu diferencidlniho sraZkového prifezu o(y) pro pripad

| B2 2p2 coulombovskyceh sil. Ukém‘h jsme s, 2 obecny vyTaz pro a(x) j¢ dan vZiatem (2.79). 4.

N
\

Pm

sin ¢ |dx

". db
kde r,, je neziporny kofen rovnice 2 113)\ 1 d)=— —\

(2.96) . Pj _ Z,Z,¢é =0. Z rovnice (2\'0@) jeale zrejmé Ze
| 7 (aneo) dugr ~ 2
(2.114) \ LA

T2k

EEN
al ... S-—

Zavedeme-li nyni parametr )
a \

- S zze S Coulomb particle
@97) U(r) = ng?*by/r %e ,;’ dmeopg® o ® “\ Scatterirlg‘

...--“‘ (2.115) 3 b=30\20tg£

a novou proménnou ¥ = bjr, je moZno (2.95) upravit na \ K

* Dosadime-li nyni (2.114) a (2.115) do {2.113), dostam[ne témet okamute‘pozadovany

Vyrazpmo‘x)chaiulllllllllllll\i\!ll}
(2.98) = (2.116) :U()_ﬁ 1 ZiZle 158, W
) X = 4 x—(41t5 Y u’g* I /

o sin® 0 4 sin* =

u 2 2 - \\\

*

] Lesssnmnnananannn
kde u,, je nyni kladny ko¥fen rovnice Toto je ale takzvanad Rutherfordova formule, kterou je mogno. zskat ve Etselném

tvaru jpa zaklad® uvah kvantove mecﬁamEy =5 \
b Z (2.116) je ziejmé, Ze a(y) nezdvisi na znaménku naboje Lstic; plati tcdy

2.99 1 =22 ;
( . ) - b jak pro piipad sil odpudivjch, tak i pro pfipad sil pfitaZlivych. Z uvah, které se tykaly

* Podrobndji ¢ tem viz L. D. Landauw, E. M. Liftic: Kvantovaja mechanika. op. cit.

(2.100)

Dropped b




Rutherford's formula Rutherford's formula

Experiment.
Detector
Vénujme s¢ nyni vs’lpoétmdi\fcrenciélniho srazkového prifezu o{x) pro pnpa
coulombovskych sil. Ukézali jsme si, Baobecny vyraz pro o(y) je dan vztahem (2.79),t.
~
N . - -
@2.113) o{z) = -2 d;[. Collision chamber (beam)
sin y |d Ny
~
Z rovnice (2.106) je ale zfejmé, Ze S

Zdroj
@119 R % :

dxl 2 bo cos? %
2
a

(2.115) b = b, cotg -’2§

Dosadime-li nyni (2.114) a {2.115) do (2.113), dostavime téméf okamZité poZadovany
vyraZproa(x)veltvlar:lllllllllllllllllll
= b 1 ZiZ%e*
{2.116) m o(y) = 4° = 12
- sin* *
- 2
AN EEEEEEEEENEEEENER
Toto je ale takzvand Rutherfordova formule, kterou je mo¥no ziskat ve stejném
tvaru i na zdklad& avah kvantové mechani E*)
Z (2.116) je zfejmé, Ze o(y) nezdvisi na znaménku naboje Sastic; plati tedy
jak pro ptipad sil odpudivych, tak i pro pfipad sil pfitaZlivych. Z tvah, které se tykaly

The problem is with the'dgtermination of o,

) Podrobngji o tom viz L. D. Landau, E. M. Lifiic; Kvantovaja mechanika. op. cit.

The problem of long-range ¢ellisions

.(V) = Jo(y) dQ = 2rjo(y) siny dy = 2z b db



Distribution functions
f(F,V,1)

The number of particles with a
coordinates r,v,t Indrd

f (F,V,t)drdv
fdrdv

Particle concentration

n(r,t)

— |

Mean particle velocity RS (F, t)

Flow of quantity y through
unit area moving with velocity v,

¥ =y = [y(V)VidV

" je koncentrace &astie’v misté r; a(r, t) dr je potom podel astic v objemu dr kolem

kde integraci se mini integrace pfes cely rychlostni prostor a pfes objem, ve kterém
je dany systém uzavien. Potom stfedni|hodnota funkce g(r, v)|je dana vyrazem

(3.2) dr= jg(r, v) f(r, v, t

Podobné prq lokalni stfedni hodnotu (stfedni hodnotu, kterd se miiZe obecn&
ménit v prostoru od bodu k bodu) funkce g(r, v) dostavime

(3.3) m ?’Hg(r, ») f(r, v, t

kde (7'
(34) ne, 1) = v[‘f(r', v, 1) dv

bodu r.*)

~ Pemoci definice (3.3) maZeme nyni zavést nekteré duleZité velitiny, které
budowpro nas v daldim textu nepostradatelné. .

Tak napiiklad stfedni rxchlost Sastic v bodé {r, 1) vo(r 1} bude podle (3.3)

dina vztahem
1

(3.5) ar ) =2 [orrenas,

Velmi asto by yhodné vztahovat rychlost &stic ke stfedni rychlosti vy(r, 1);

zavedeme _tedy pojem relativni rxchlosti V vzhledem ke stfedni txchlosti vni r tI

vziah

(3.6) V=10v—vfr1).

Potom s ohledem na definici vo(r, f) (3.5) je ziejmsé, Ze
3.7 V==5—10)r,t)=0.

V sys'ému, ktery neni v rovnovaZném stavu, existuje jisty pocet gradientd,
jako napfiklad koncentrace, relativni rychlosti, teploty atd., které zplsobuji pfenos
hmotnosti, impulsu, teploty a dalgich veli¢in, jeZ charakterizuji vlastnosti ¢astic daného
systému. Ozna&ime-li tyto veli&iny jako y(v), pak tok veli¢iny ¥ jednotkovou plochou,
kterd se pohybuje rychlosti v, **) za jednotku Zasu bude zfeymé roven

(3.8) Y=y =j¢(V) vidv.
) Pro jednoduchost zdpisu budeme misto ,,v dr kolem bodu r** Fikat ,,v bod& r*,
) V dal$im textu budeme vidy uvaZovat tok plochou, kiers je v klida vzhledem ke stfednf

rychlosti &astic systému,

70



Derivation of the Boltzmann equation



Derivation of the Boltzmann Equation

dPy _ Py
dit at

3.2 Odvozeni Boltzmannovy rovnice (1.157) + [Py H] =0,

Z piedchozich tivah a z definice rozd&lovaci funkee vyplyva, Ze k popisu
systému N &4stic plng postadi, budeme-li znat rozdélovaci funkci tohoto systému

.jpﬁpadné rozd€lovaci funkce f; jednotlivich druhfi &stic systému)._Budeme tedy

v dal¥im textu sledovat zikony, kterymi je urdeno chovani fi za piedpokladu, ¥e
plati nasledujici podminky:

Na pohyb ¢astic systému je mozZno se divat jako na

o 1 Liouvilliv teorém a piedstavy o sré¥k4ch &stic plati podle nadich dosavad- kanonické transformace Jakobian transformace je 1 a proto je

g nich klasickych predstay;

= 2. plyn je natolik zfedény, %e miFeme uvaZovat pouze elastické binarni stazky; [dr =] drNdpN = const,

Q3. je splnén pfedpoklad molekulirniho chaosu, tj. stav Eastice 1 v bod& (r,, )

g a tastice 2 v bod& (r, v,) jsou na sob& nezévislé, Fazovy objem se neméni. Fazovy objem se pohybuje jako nestlacitelna
% 4, vigjsi sila F,, plisobici na i-ty druh stic, je nezdvisld na tychiosti a je mala kapalina... proto miiZeme napsat ,,rovnici kontinuity*

ve srovnani se silami, které vznikaji v dob& sraZek.

Méjme nyni objemovy element u prostoru se stfedem v bods r, v, o velikosti BBGKY equati ons appl ied for S=1, s=2
dr de; v &ase t obsahuje tento f(r, v,, £} dr dv, &astic i-tého druhu. JestliZe zanedbime

sraZky mezi Easticeri, pak v &ase ¢ + df vlivem vn&js sily veechny tyto Castice budon
v objemovém elementu dr kolem bodu r + v, dfa v rychlostnim elementu dp, kolem

bodu v; + (F;fm,) dt (ptedpoklidime, ¥e sila F, se tém®F nezméni wvnitt dr za di).
Podle Liouvillova teorému tedy plati

Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime konefng pofadovanou rovnici
pro F, v tvaru

lﬂF: .; IH‘: F'] +
b

N

(1.52)

— i I[#r.a+1§ -F.:u] dry s Pesr s
¥ ooa=a

f{r + v dt, v; + (F/m)dt, t + di) dr ds, = f{r, v, 1) drdo;,

Velmi dileZity a pro fyziku plazmatu nepostradatelny je tvar rovnice (1.52)
pros =1as = 2. Pros = 1 dostaneme

Vlivem sriZek se v§a15'_tyto dva &leny budou li§it, Oznadime-li

(3.32) "‘ (1.54) E % =V.,H; .V, Fy =V, H .V, F; + E
. . : N-1 ) :
jako zmé&nu pottu S4stic z‘“tého druhu v dr dv, zpiisobenou sriZkami za &as df, mus! : + 7 J.(Vr,‘l‘u VoF2 = V@45 .V, Fo)drydp, 2
ﬁejméplaﬁt “ : :llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll.
Al . a pro s = 2 dostaneme
(3.33y e + v,dr, v, + (Fifm) dr,y + di) dr do; — . ,
..'. . -2
e 5% @ss) Lo (m im 4]+ NV '[g [845; Fs] drs dps .
— fi{r, v, 1) dr dv, é'-—:;T‘.dr do; dr. ot , =t
T Tea, .
\d .'.....
Rozvineme-li prvni élen na levé strang !3.32! do Tﬁxlorovy ‘r’ady,'dosgaeme
“(334) % Fi v 300

-—+v,~.v, I'+_
ot m

Na pravé strané (3.33) stoji nyni sra¥kovy &len (5, f,/51), kterému nyni musime dat
explicitni tvar. Clen (3.32) je roven podtu &stic i-tého druhu, které se dostanou do
objemového elementu dr dv, vlivem sraZek s ostatnimi druhy &astic za &as dt {oznadi-
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3.2 Odvozeni Boltzmannovy rovnice

Z piedchozich tivah a z definice rozd&lovaci funkee vyplyva, Ze k popisu
systému N &4stic plng postadi, budeme-li znat rozdélovaci funkci tohoto systému
(pHipadn® rozdélovaci funkce fi jednotlivych druhi &astic systému). Budeme tedy
v dal¥im textu sledovat zikony, kterymi je urdeno chovani fi za piedpokladu, ¥e
plati nasledujici podminky:

Na pohyb ¢astic systému je mozZno se divat jako na '
kanonické transformace Jakobian transformace je 1 a proto je

1. Liouvillliv teorém a pfedstavy o sra¥kdch Sastic plati podle nasich dosavad-
nich klasickych piedstav;

2. plyn je natolik zfed&ny, e miZeme uvaZovat pouze elastické bindrni srazky; j dr = f drNdpN = const,
3. je splnén pfedpoklad molekulirniho chaosu, tj. stav Eastice 1 v bod& (r,, )

a tastice 2 v bod& (r, v,) jsou na sob& nezévislé, Fazovy objem se neméni. Fazovy objem se pohybuje jako nestlacitelna
4, yn&isdisila F. phsobici na i-tv druh stic, fe nezavisld na rychlosti a je mala kapalina... proto miiZeme napsat ,,rovnici kontinuity*

ve srovnani se silami, které vznikaji v dob& sraZek.

Méjme nyni objemovy element u prostoru se stfedem v bods r, v, o velikosti BBGKY equatl ons appl ied for S=1, s=2
dr de;; v dase ¢ obsahuje tento f(r, v,, £} dr dv, &stic i-tého druhn. Jestli%e zanedbime :
sraZky mezi Casticemi. pak v &ase t + dt vlivem vn&id cilv vischmy tots $4stice budon Shrnutim pfedchozich visledkn dostivime koneénd po¥adovanou rovnici
v objemo :ntu dv, kolem f—
et G(A+X)-G(A)=XA, I smten [l oo
Podle Lic (1.52) "ZF’ = [H,:F,] + - sE: I['Fr,nﬁ Faur] drpgs dPysy

. ‘ p-

fdr + v de, v, + (F/m)dt, ¢ + df) drde, = f{r. v, ) drde:

+

! J.(Vn@lz Vo Fy =V, 5. Van) dr, dp,

° Velmi dileZity a pro fyziku plazmatu nepostradatelny je tvar rovnice (1.52)

Vlivem srdzek se viaktyto dva Zleny budou li§it, Oznadimecli prog=las=2Pros=ldostaneme

. piENEEEEEEEEEEEEEEEE .

. . " .

5 - @ . _ []

(3.32) . Oalt 4 dv, dt (s L= VL Hy Yy = Vol V4 :

: . dt : :

Y - . . . 12 .

zre}méplatlt “ : .IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII.

- \ . . a pro s = 2 dostaneme
(3.33) F{r + v.ds, v + (Fifm) dt,% + df) dr do, —~
...

OF.

‘ , N
(1.55) 6—; =[H + H, + &5 F,] +

_ 2
'-.... 5.1 ZJ.Z[<D,3;F3]dr3dp3.
— f{r, v, 1) dr dv, éu:;_:. drdo, dt . v )=

t
.

Rozvinemeé-li prvni &len na levé strang (3.32) do T Torovy ‘r’a&i,’dos eme
: yorovy taps

?Li+v,-.vr I'+_
ot m

.
a
tea,
tea,
.
Yy
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me Y A;; dr dv; df), minus podet ¥astic i-tého druhu, které tento objemovy element 2

J ] ".ll“

oDush vIvem STaZek s ostatnimi druhy &4stic za stejny asovy interval df (oznadime
Y A drde, dté. Symbofit:ky.’r.e.dy milzeme psat «
] i g e o volume” element
(3.35) —5—‘ drde, dt = YA} - Ag)drdy; dt, .

) t i -

g,;b db de dt

kde secitéme pfes viechny druhy &astic.
VEnujme se nejdfive &lenu Aj; dr dv; dt. Nechi &astice i-tého druhu je After the collision

umisténa v bod# r a nechf se pohybuje rychlosti v;. Spodteme pravdépodobnost toho, 1

¥e tato Gastice se za dobu dt srazi s &stici j-tého druhu. Elasticka'sraZka dvou Eastic leaves the elemen NU 1 be J Of partl CleS
je ve valcovych soufadnicich charakterizovina relativni rychlosti t¥ckto Castic g,; = ov, INn an e I ement
= 9, — v, sta¥kovym parametrem b a ihlem ¢ mezi rovinou trajektorie aJibovolnou > &

rovinou referenénf (viz kapitolu 2). Polet sriZek astice i-tého druhu za Zas dt s Lasti- *
cemi j-t€ho druhu, jejich? relativni rychlost je g,), stazkovy parametr je v mezich b,

b + db a tihel v mezich ¢, ¢ + de potom bude roven podtu astic j-tého druhu, které

jsou obsaZeny v objemovém elementu A” SUCh J'th p arti CI es

gib dbdaydt hits the i-th particle at the origin
1

er‘J‘ SfAr v t) g;;bdb dedo;

(r, v, 1) dr dv,.
Obr. 3.1. dr dl}i, je A;} dr dl’i dt

Number of collisions
Celkovy podet sraZek &astice i-tého druhu se viemi E4sticemi druhu j-tého za &as dt = the number of partiCIQS that leave the drdVi element is:
potom zfejm& bude

(3.36) ‘ dt J‘-Ufj(r, v, ) g;;bdb dedy;,

A;; drdv; dt = drdv; dt j'fj(r, v, 1) fr, v, 1) g;;bdb 4:1.1?(:11?_‘F



= \olume element Similarly, for the number of particles,

that enter into the element
g;;b db de dt

LV  Pocet ¢astic v elementu

fj(rs vj: t) gi_,-b db de dt

w £ . ! *
All such j-th particles pfed srazkou jsou v; a v;

hits the i-th particle at the origin

disledku sraZzky nabyvaji tyto Castice

dt j J. JAr. v 1) g;;b db de dv; pravé rychlosti

(r, v, 1) dr dv,.

drdv;, je A;; dr dv; dt

Number of precipitations
= the number of particles that leave the element dr;dv; is :

Aj;drdv;dt = drdv; dt jjj'fj(r, v;,1) f(r, v, 1) g;;bdb d;}ivj ‘

A;: dr dtli dt = dr dt": dtJ:|‘ f}(r, n;., ‘)f;(i’, IJ:-, 1:) g;jb: db’ de’ dﬁ;
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me Y A;; dr dv, df), minus podet ¥astic i-tého druhu, které tento objemovy element 2
ST

] sumgas®
opush vlivem srazek s ostatnimi druhy &4stic za stejny Casovy interval dt (oznatime )

YAG d\h@t% dt). Symbolicky tedy miiZeme psét
; N “volume” element

o — 5.1, B
(3.35) S taranar = ~ Ay dr v, dt,

kde se€itame pies v§echr?y~druhy Eastic.
~,
VEnujme se nejdfivesglenu Aj; dr dv; dt. Nechi &astice i-tého druhu je

After the collision .

umisténa v bodé r a nechf se pol:?hujc rychlosti v,. Spodteme pravdépodobnost toho, leaves the element Num be r Of p arti CI es
¥e tato Gastice se za dobu dt srazi s gﬂsﬁfi j-tého druhu. Elasticka‘sraZka dvou &stic .
je ve valcovych soufadnicich charakterizdwdna relativni rychlosti t¥ckto Castic g,; = ov, R IN an e | ement

rovinou referenénf (viz kapitolu 2). Polet sriZek Sstice i-tého druhu za Zas dt s Lasti-

cemi j-tého druhu, jejich? relativni rychlost je g, sraZkovy parametr je v mezich b,
b + db a thel v mezich ¢, ¢ -+ de potom bude roven po&h@\éstic j-tého druhu, kteréd

jsou obsaZeny v objemovém elementu S

gﬁb db de dt \\
Yoo h

Ly . , S . . - . B &
= v, — v, sta¥kovym parametrem b a Ghlemsmezi rovinou trajektoric a libovolnou .

All such j-th particles
hits the i-th particle at the origin

Number of collisions oo
Celkovy polet sraZek &astice i-tého druhu se viemi Easticemi druhu j-tého za &as df = the number Of partiCIeS that |eaVéthQ drdVi element iS:

potom zfejm& bude

(3.36) ‘ dt J‘-Ufj(r, v, ) g;;bdb dedy;,




A;; drdv;dt = drdv; dt ﬂj'fj(r, v;, 1) f{r, v, 1) g;;b db de dv j

A:; dr dv; dt = dr dt?: d? j:[ f}{r} n;.} f)f;(l’, ﬂ:_’ f) g;jb.- dp’ de’ dﬂ;

ProtoZe &astice neopusti b&hem sraZek objem dr (= dr’), dostivame z platnosti

Liouvillova teorému dilezity vysledek, Ze
dv; dv; = dv; dv;




Velky Kracik continued

.(“i:; dr dﬂ; dt - dr dui dtjj‘ fJ(r, IJj, t)f,—(r, vi, ‘ gin db dﬁ}iﬂ.;

A} drdo,dt = drdy] drﬂ fir, 05, 0) fi(r, v}, t}gf_,b’ db’ de’ dv;

dv; dv; = dv; dv;

Af; drdv; dt = drdo, drjf fi(r, v}, 1) fi(r, v}, i) g”b db de dv; .

Nyni jiz miZeme pfFistoupit k explicitnimu vyjadrem rovnice (3.34]. Po
dosazeni (3.37) a (3.42) do (3.34) za pomoci rovnice (3.35) dostaneme integrodiferen-
cialni rovnici

Ptvp+ By oy ﬂ j (fifs = £.£) g,;b db de o,
5: m; J

pro vypocet rozd€lovaci funkce f; i-tého druhu ¢astic — Boltzmannovu rovnici.




Full text

me Y A;; dr dv, df), minus polet &istic i-tého druhu, které tento objemovy element
7

opusti vlivem sri%ek s ostatnimi druhy &4stic za stejny Sasovy interval df {ozna¥ime
3.47; dr de, di). Symbolicky tedy mitZeme psat
i

(3.35) ‘5—514 dr v, dt = S(A7, — A;) drdv; dt,
. ; 1

kde secitéme pfes viechny druhy Eastic. .

Vénujme se nejdiive &enu A, dr dv; dt. Necht Eistice i-tého druhu je
umisténa v bodé r a nechf se pohybuje rychlosti v,. Spotteme pravd€podobnost tc’:'h?,
Fe tato Gastice se za dobu d¢ srazi s &Astici j-iého druhu. Elasticka srdZka dvo’u &astic
je ve valcovych soufadnicich charakterizovina relativni .rychlost_i téch'to é{i.stl_c g4ij =
= v, — v,, stazkovym parametrem b a tihlem ¢ mezi rovinou trajektorie a hbovolno.u
rovinou referenéni (viz kapitolu 2). Podet sriZek Eastice i-tého druhu za fasdts ’ééstl-
cemi j-tého druhu, jejichZ relativni rychlost je g,;, sraZkovy par-ametr je v mezich b,
b + db a fihel v mezich ¢, ¢ + dz potom bude roven pottu &stic j-tého druhu, které
jsou obsaZeny v objemovém elementu

1 y

F4

(viz obr. 3.1). Vzhledem k definici f(r, ;. 1) je tento polet Eastic roven vjrazu

flrv,t) g bdbdeds.

Celkovy polet sraZek &astice i-tého druhu se viemi Sasticemi druhu j-tého za &as dt

potom zkejm& bude

(3.36) ‘ dt ijfj(r, v, t) g;;b db dedo;,

kde se integrovini provadi ptes b, ¢ a v;. Abychom zachytili celkovy podet sriZek
viech Zastic i-téhe druhu v objemu dr dv,, je nutno (3.36) vynasobit poétem Eastic
i-tého druhu, které se nachizeji v objemovém elementu drdv,, tj. je nutno (3:36)
vynasobit vyrazem fi(r, v, f) dr dv,. ProtoZe ka’da Zastice i-tého druhu, kterd se
srazi s &dstici j-t€ho druhu za dt, opusti nimi uvaZovany element dr dv;, je A;; dr dv, dt
rovno poftu sraZek, tj.

(3.37) I Ay drde,dt = drde, dt J‘j JAn v, O fr v, 1) g,b dbaaiv; I

Obdobnym zptisobem miiZeme stanovit 4; dr dv, dt, tj. podet astic i-tého
druhu, které se vlivem srdZek s &4sticemi J-tého druhu dostanou za d¢f do nami
uvaZovaného objemu dr dv;. V tomto pfipad® stadi uva¥ovat takové inverzni srazky
mezi Easticemi i-tého drubu a ¥4sticemi j-tého druhu, kdy rychlosti t&chto &4stic
pfed srazkou jsou v} a v; a kdy v disledku srazky nabyvaji tyto Zastice pravé rychlosti
v a0 (p‘r’edpok]édéme, Ze se stdZkové podminky oproti piedchazejicimu pfipadu
nezméni). Potom 1ipIn& analogicky s (3.37) je poget takovych sraZek roven

(3.38) IA; dr de, dt = dr dv] dr'[:[ Tir v} 1) filw, vi, 1) gi;b” db de’ do) I

Ze zékona zachovani energie a impulsu (viz kapitolu 2) déle plyne, 7e

(3'39) Giy=gy, b=1".

Budeme-li dile pfedpokladat, %e interakéni potencia! Sastic je sféricky symetricky,
muZeme poloZit

(3.40) £=¢

ProtoZe Cdstice neopusti bhem sri%ek objem dr (= dr"), dostdvame z platnosti
Liouvillova teorému dille¥ity vysledek, Ze

(3.41) dv, dv; = dv; dv].

Dosadime-li nyni (3.39), (3.40) 2 (3.41) do rovnice (3.38), dostaneme konetng, %o
(342) A} drdo,dt = drdv, dtjjff}(r, v;, 1) fi(r, vi, 1) g,;b db de de; .

Nyni jiz miZeme pfistoupit k explicitnimu vyjadfeni rovnice (3.34). Po
dosazeni (3.37) a (3.42) do (3.34) za pomoci rovnice (3.35) dostancme integrodiferen-
EEEEENEENNEN

DR i P
G4 |Liw.vieFivyoy f j J' (fi1 ~ 11} 9.yb db do d,
ot m; J -

pro vypolet rozdélovaci funkee f, i-tého druhu #4stic — Boltzmannovu rovnici.




Collision term Some properties of the collision term

Precipitation invariants

oWt g= 3 (015 - 5y b ab deas

UkéaZeme si nyni nékteré symetrické vlastnosti sraZkového Clenu, které
budeme'v daliim textu Zasto pouZivat. Srazkovy ¢len na pravé stran& Boltzmannovy
rovnice (3.43) je zfejmé funkei 1, r a v,. Velmi Zasto se vyskytuje tloha provést inte-
graci srazkového Clenu s n&jakou vahovou funkci @; = @(v,, r, t) pies rychlostni
prostor v,, ;. urdit

Z

-

o We will show that for some functions -
Nekteré vlastnosti sra¥kového clenu . .
Srazkové invarianty Invariants

UkaZeme si nyni néktevé symefnckc vlastnosti srdZkového &lenu, které
budeme v dal¥im textu &asto pouzwat Srazkovy ¢len na pravé strané Boltzmannovy
rovmce (3 43) j Je zfejme funkc1 te “Fa v, Velmi éasto s¢ vyskytu_]e tloha provést inte-

(3'53) "i‘s‘ﬁi J‘ &e/i de, = j (6Efi) do; + 3 |9, (5 fi) do; =
ot J, FES: ot

- H BSLI® ~ £) gb db de dnfV do, +

33

'f; — fif;) 9.;b db de dv; dv;

+ J_;i ,”J‘J.@i(f;f‘; — fif) giyb db de dv; do,

Pomoci n&kterych symetrickych vlastnosti srdzkového &lenu je moZno (3.53)
pievést na podstatné vyhodn&j¥i formu. Uvafujme nejprve

(3.54) J‘J’ ﬂcﬁ.{f:f; — fif}) guyb db de dv, dv, .
Zam&nime-li nyni integra&ni promé&nné v,, v ;> baeza v, v, b’ ag’, dostaneme integél

(3.55) J'ﬂ_&’;(f,f,- — fif}) g db’ de’ do) v}, I N d etai I

an
kde 9= dii(n;, r, 1), ktery je iseln& roven integrilu (3.54). ProtoZe ale plati rovnice —




Collision term — a deterrent example

. (3 39), (3.40) a (3.41), dostavime z (3.54) a (3.55)

3.3 Né&které vlastnosti srazkového &lenu.
Srazkové invarianty

UkéZeme si nyni n€které symetrické vlastnosti srazkového &lenu, které
budeme v dal¥im textu Zasto pouZivat. Srd¥kovy len na pravé strang Boltzmannovy
rovnice (3.43) je zfejmé funkci ¢, » a v,. Velmi asto se vyskytuje Gloha provést inte-

graci staZkového Clenu s n&jakou vihovou funkef &, = @, (u“ r, II Rfes rzchlostru
‘Prostor o5, 1). ureit -

3, 3, 5,
00 o oo fo 3 g o (o

J*i
- [[[fecnno - s avasca o+
+ j;s J‘J].J-¢i(fi’f; - fz.f;) gyb db dedv; dv, .

- Pomoci nékterych symetrickych viastnosti srazkového &lenu j je moZno (3.53)
plevést na podstatng vyhodn&j§i formu. Uva¥ujme nejprve

(3.54) ﬂf J' Dfif; = £if7) guyb db de dv; do, .

Zaménime-li nyni integradni prom¥nné v;, v;, b a s za v}, v}, b" a¢’, dostaneme integral
(3.55) Hﬂ iy = fif}) gi;b" db’ de’ do) do},

kde @; = @ (v}, r, t), ktery je &seln& roven integralu (3.54). ProtoZe ale plati_rovnice

Some properties of the collision term
Precipitation invariants

Hﬂ«p (Fif; = £if ) giyb db de dv, do, =
m {Ffy = F17) guyb db de de, de, = J'm (fifs - f.f;)g:,bdbdsdv«dv

Uvazune-h nynl platnost (3.56) a identitu z (3.54), miZeme koneén& psﬁt Ze

(3.57) .UJ- j B(fif; — f.f) gisb db de dv; do, =

A

J‘(Q: — @) (fif; — ff) gybdb ds dv dv,

Pro prvni &en na pravé stran& (3.53) mﬁzen;e napsat zcela analogickou
rovnici, tj.
(3.58) j cbi(f,’f’(” Fif) gb db da dvmdv,. =

“)) gb db de delV dv, .

s ][ e

Zamé&nime-li v, za »{"), rovnice (3. 58) se r;ezmém miZeme potom psat

o [

= %ijﬁﬂu 45'(1)) (f10F f“)f‘) b db d i, ol

Nyni se&tenim (3.58) a (3. 59) zmkévame‘lﬁleznty zévér Ze

(3.60) J‘J.H@( FifiD — fiff) gb db dedv}“ dv =

e

Vv pnpadé 7e i #+ j, budeme postupovat pon&kud jinym zpﬁsobem K tomu-
to ugelu sestrOJme vyraz 3

(3.61) J.J.J“[(P(f;fj fif;) gib db de dv; de;, =

FifI ‘fJ“’)gb db de dof" dv; =

- ) (fi ;D - fJf") gb‘u,b de dv{? do, .

=1 Z Z "‘J“‘](@i - cb;) (f;f} - ftfj) gijb db de d"j de,
1 4*i




Collision term — a deterrent example

3.3 Ng&které vlastnosti sraZkového &lenu.

UkéZeme si nyni nikteré symetrické vlastnosti sraZkového &lenu, které
budeme v daliim textu Sasto pouZivat, Srézkovy ¢len na pravé strané Bo!tzmannovy
rovnice (3.43) je z¥ejmé funkci Lraw, -
graci sraZkového &lenu s né&jakou vihovou funkci &, = dfv , r, t) pies rychlostni

prostor vl-, tl' urcit

S.f ] 5
0P, = |&, 2 @y = |& e’!dv+ '«ps—“d=
o ,[1& ’ Jli(ét ! ;‘; ! ét)jv[
|

) gb db de dof® e, +

e same species
]

+j;i.|‘ Qi(fi'f}_fifj)gub db de do;de,

Pomoci|n&kterych symetrickych vlastnosti sra¥kového Slenu je mo¥n
pfevést na podstatng vihodn&jé formu. UvaZujme nejprve

(3.54) .”:[ I Dfif; — 7). 915 db de dv; dv, .

ZamEnime-li nyni integraéni prom&nné v,, v;, b a ¢ za v}, v}, b’ a ¢, dostaneme integrl
(3.55) Ijij}(f,_f T —Tif)) gi;b db' de’ de} do;,

kde @; = ®,(o}, r, t), |ktery je &seln& roven integralu (3.54). ProtoZe aie plati rovnice
I

I

If this is equal ....=
then thisis=0

Some properties of the collision term
Precipitation invariants

(3.39), (3.40) a (3.41), dostavame z (3.54) a (3.55)

.[J.II¢.(f;f; - fifj) Q’ub db de de; do; =

_ J'_[ Hqs;(f;f; £ gisb db & dv dv; .

{fif; = fif;)gi;b db dedy, dv; =

Pro prvni &len
rovnici, tj.

(3.58)

HH@&,( FIFO — £,£0) gb db de dof® d; =

&, + & — &) — S (f{ iV — fifi) gbdbde dug”dn,.l
» Particles of the same species
| | |

- . -
v pnpadé 7e i #+ j, budeme postupovat pon&kud jinym zpﬁsobem K tomu-
to G&elu sestrojme vyraz

(3.61) J.J.J“[(P(f;fj fif;) gib db de dv; de;, =

=1 Z Z "‘J“‘](@i - cb;) (f;f} - ftfj) gijb db de d"j de,
1 4*i




Some properties of the collision term

Collision term — a deterrent example

(fr I g hte n I n g) na zékiadé platnosti (3.57). Provedeme-li nyni zAim&¥nu i za j, je prava strana (3.61)
But the result..... rovna také viraza

reslllt (3.62) %Eu; ”.”(cpj — B (fif; — fuf) gybdb de dv{- dv,,

ktery za pomoci (3.61) diva zivéredny vztah, e
pEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEENEYNF
t

(.63)m Ty J' .f '[ f ®(fif; — 1.17) gi;b db de du, do, = .

Precipitation invariants (srazkove invarianty)

3.3 Ngkteré vlastnosti sra¥kového &lenu.
Srazkové invarianty

m i ¥

UkaZeme si nyni nZkteré symetrické vlastnosti sra¥kového Glenu, které ] -
budeme v daliim textu &asto pou¥ivat. Srd¥kovy ¥len na pravé stran& Boltzmannovy .= Z Zi I (‘ps + & — &) — 45;) (f if; = fif j) gibdbdede;dv,. B
rovnice (3.43) je zfejmé funkci ¢, r a v, Velmi Sasto se vyskytuje tloha provést inte- - .‘ ’.' EEEE T B ERERERBREREREL

graci sra¥kového &lenu s n&jakou vahovou funkci @, = ®,(v, », t} pfes rychlostni
prostor v, 1], uréit

(.53)  nod, = .[ 0, %1 gy, J’q;, (Mi) do + ¥ (o, (‘U *) dv, =
i 8t ot J, 1

t i*i 8t

Vratime-li se nyni k ndkterym tGvahdm, které se tkaji teorie bindrnich
elastickych sraZek (viz kapitolu 2), vidime, Ze existuje jisty poZet funkci ®,, pro které
plati

Tyto funkce se nazyvaji sraZkové invarianty a budou zfeim& funkcemi hvbnosti
a energie &4stic, nebot tyto velifiny sc béhem sraZek zachovévaii. Jako tieti veliGinu,
ktera spiiuje (3.64), miiZeme p¥ijmout &; = 1, co# ndm vlastn® vyjadtdje podminku,
Ze b&hem srazky-Castice neopouiti objeimovy element dr. Proto?¢ b&hem binarnich
srdZek plati zdkon zachovani hmoty,/maZeme také jako t¥etivelidinu, kterd spliinje
(3.64), pFijmout &; = m,, coZ je.v podstats fipln& ekvivaleniini ®; = 1.

JestliZe je systém tvofén stejnvmi Sdsticemi, méme pét srdZkovych jggé—

= Hﬂqb{ﬂ T — £ gb db de dol do, +

+ j; ijj@(ﬂf} — fif) giyb db de de; do; .

Pomoci n¥kterych symetrickych viastnost! sra¥kového &enu je mo¥no (3.53)
pfevést na podstatn¥ vyhodngj¥i formu. UvaZujme nejprve

(3.54) J'ﬂ J DLfif; —~ fuf}) gusb db de v, dv, .

rianti
————ir,

Zaménime-li nyni integra&ni proménné v, v;, b a 2 za v}, v}, b’ a £, dostaneme integral

(3.55) I JI[Q;UJJ- ~ fif}) gy’ b’ de’ v} d;,

(3.65) =1, O =mv, IZ=}Ltmo?,

které, vzhledem k platnosti (3.60), spliiuji (3.64).

Pongkud jind situace nastane, jestliZe systém bude tvofen ngkolika druhy
Castic, Zde musime rozliovat dva piipady:

kde & = &(v}, r, 1), ktery je &seln¥ roven integralu (3.54). Protoze ale plati rovnice

a X,. Zde je nutno vzit v ivahu platnost rovnice (3.63), do které nyni za &; dosadime @, a} Jestlize ¥; = 1, potom podle ravnice (3.57) plati, Ze

a Z,. Potom dostaneme

(3.66) .U.” PASif; = ££,) gub db de da, do, = 0

(3.68) ZJ;J'UJ.&U;{; — fif}) g:;b db de dv; do, = 0

a

(3.69) zu;t Ifjfz‘(fff} = 11f)) 9ub db de do; dv; = 0.

a tedy tento ptipad je Gping obdobny ptipadu pfedchozimu.

b) JestliZe ale

3.67) O, =mp, a I,=1imp?,

Obdobné vysledky ziskdme, pfejdeme-li od promé&nnych v, r, ¢t k jejich ekvi-
valeatiim ¥, r, ¢ (respektive od v, r, t k ¥;, r, ). Forma sraZkovych invariantd (3.65)

pak jiZ neni moZno zobecnit (3.66)do t& miry, ¥e bychom nahradili ¥, funkcemi @,
a (3.67) se nezméni, je nutné pouze ekvivalentni zdm&na v za V respektive v, za ¥,



Gibbs H-theorem ......coccevveennnnnnns

(1.17) = —kH = —kJPN_ln pydr,

definované vztahem
(1.18)

Pro systém neinteragujicich a na sob
do tvaru i

(1.19)

Dosadime-li nyni (1.19) do (1.18) a zavedeme-li generickou rozd&lovaci
‘funkci

fx(’uPl) = NPl("nP;) s

dostaneme, Ze
(1-20) H= jf1(’i,P1) Infy(ry, py)dr, dpy — NIn N .

V rovnova¥ném stavu je fi(r;, py) toto#né s kinetickou rozdélovaci funkei

f(r, p) a H-funkce statistické mechaniky (1. 8) se potom redukuje na Boltzmannovu

H-funkci ) .
H = J' f(r,p) I f(r,B) dr dp ,

ktera se lisi od (1.20) pouze aditivni konstantou (N In N), coZ ovSem neni podstatné,

This means that the system does not evolve over time
equilibrium.

Paradox - classical mechanics leads to a strictly reversible description, while nature behaves irreversibly ...

Situace se ponZkud zméni, jestli¥ .

. , jestlize systém nebude 'y

otiZ z (1, 18) plyne, %e - ¥y v rovnovaZzném stavu.
dH

il oPy
& ,[a: (In Py + 1)dr.

And we were unha



Boltzmann's H-theorem  ...special case

of; F
(3.43) a‘ +0. .V + " — Vv.f Z ffj(fifj 1if5) ¢,;b db de dv;

10 VIDOs M . p .
pro vypocet rozdélo™™ Qoltzmannovu rovnici.

doby, dokud systém_nedosahnerevnovaZného stavu. Potom/je entropie konstantni,
Qa Case nezavisla.
Abychom si ukdzali vy¥e : ZMannovy rovnice, uva-

Zujme nejprwgjednoduchy ptipad, kdy V, = 0, vnéj§1 sﬂy jsou nulové a systém se skld-

da z jednoho dritwastic. Boltzmannova rovnice ma nyni tvar

(3’.70» Z_f= ” (Ff @ = D) gb db de doV .
t : .

Sestrojme dale funkcional H(t) podle definice

Gl H() = Jf(u, 1n f(v, i) dv

Potom M’

3.72 =1+ lnf) dv = ﬁ]f(l +1nf) (ff® — ffO) gb db de dv do .

Let's do function

J"Uj.di,{f,’f{m — fifP) gb db de do{V dv; =

‘[ﬂ (@; + &) — &) — SN (fifiD = fuffV) gb db de defP dr,

Tento vyraz maZeme dale upravit podle (3.60); po kratsich ipravaich miiZeme psét, ¥e

e
Particles of the same species (3.73) .a—H = ffm )(f FO — 1 0) gb db de dotD do . .
ot Jf Particles of the same species

. Odtud ji? snadno vidime, %e intégrand je vzdy kladny @tedy 0H/dr je vidy ziporné,

And we have no paradox - entropy Is increasing



Derivation of

equ”lbnum Maxwel distribution funkcion.

Dile 9H/[3t = 0 tehdv a jen tehdv, jestlize
(3.74) Ffa =

Podle rovnice (3.70
rovnovaZnému stavu. 7

Na zéklad€ rovynosti (3.74) mfti¥eme nyni urdit tvar rozd&lovaci funkce sys-
tému, ktery je v rovnovaze. Podle (3.74) maZeme totiz psat

‘z_f = ."J.J.UTIZU _ ﬂ‘(l]) gbdbde de'

ot

(3.75) Inf' + Inf'® = Inf + In f® Precipitation invariants

tj. logaritmus rovnova¥né rozd&lovaci funkce je srd¥kovym invariantem nafeho
systému. Podle nafich pfedchozich tvah (viz str. 80) musi tedy byi In £ linedrni kom-
binaci sraiZkovych invarianti (3.63), .

(3.76) Inf=am+b.mo+ cimv®,
|

kde konstanty 4, b a ¢ zavisi na celkovém po&tu &stic, celkovém impulsu a celkové
energii systému. Abychom uréili tyto konstanty, pfepiime (3.76) do tvaru

(377) Inf=Inag - ciml(v, — bylc} + (v, — b,fc)* + (v, — b,jc)].
PoloZime-li nyni

(3.78)

dostaneme z (3.77), Ze
(3.79) f=agexp(—cimy'?).

Z normovaci podminky (3.4) ddle méme

3/2
(3.80) n =J-fdv = ay ~{.exp(—E mV'Z)dV' = a, (2‘5) X
2 me

Podobné

(3.81) nvy = -[vfdv = j-(V’. + g)de’ =n-

4

protoZe [F'f AV’ = 0; miZeme tedy psét, Jc

(3.82) v, =

atedy
(3.83)



Maxwel distribution funkcion.
Dile 3H{ot = 0 tehdy a jen tehdy, jestlize &_y —
(3.74) FPw =g ét “

Podle rovnice (3.70) je pak ale 3f/dt =0, a proto podminka (3.74) odvidd

rovnoviZnému stavu. L
Na zaklad# roynosti (3.74) mdZeme nyni urdit tvar rozdélovaci funkce -

tému, ktery je v rovnovaze. Podle (3.74) mi¥eme totiZ psat ®

(3.75) Inf " +lnfM =laf+Inf®,

tj. logaritmus rovnovaZné rozdélovaci funkce je sri¥kovym invariantem nafeho
systému. Podle naSich pfedchozich dvah (viz str. 80) musi tedy byt In f line&rni kom-
binaci sraZkovych invarianti (3.65), tj.

(3.76) Inf=am+ b, mv+ cime?,
i

kde konstanty a, & a ¢ zavisi na celkovém podtu &astic, celkovém impulsu a celkové
energii systému. Abychom urili tyto kenstanty, pfepisme (3.76) do tvaru

(377} Inf =Ina, — ciml(v. ~ b/c)? + (v, — b,Je)* + (v, — b,jc)}*].
Polozime-li nyni

(3.78)

dostaneme z (3.77), Ze

(3.79) f = ageap(—cim?).

Z normovaci podminky (3.4) déle mame

(3.80) n= ff dv = a4 Iexp (— g mV'z) av’ = a4 (—

Podobné

(3.81)

(3.82)
a tedy
(3.83)

m‘(ff"“ /7) gb db ée

Diéle podle {3.80) a (3.83) plati

(3.84) 1V = virae = gy [Viexp( —Smp2)dv =3c .
2n 2n 2

S ohledem na definici ¥ (3.6) je ale zfejmé, Ze
(3.85)

atedy

(3.36)

kde k je Boltzmannova konstania a T kineticka teplota plynu. Spojenim pfedchozich
vysledki dostdvame ngli ﬁ)zgélo.vaci funkei f ve tvaru

EEEEEEEBN, ﬁ
372 2

| | f=n( m) exp(_ﬂ). | |

—_ mkT %T) o

4 H N [ |
Tato rozdelfam funkce se naz.'yvg Maxwe]Fovou rozgélovam funkei a systém, jehoZ

stav je takbvouto funkei popsén, se nazyvd maxwellovsky systém.
/Podle obecné definice rozdélovaci funkce j jednotkovém

kyth soufadnic (V, 9, @) snadno ziskame, Ze

do = d¥ = V2 sin 8 d9 do dV

a odtud integraci pfes $ a ¢ pak dostaneme, Ze podet Castic’v jednotce objemu, jejichZ

rychlosti leZ{ mezi Va V + dV, je din vztahem
E B EEEEEERN HEA

| 172 3/2 2
(3.89) ] Az F2exp (- MY gy
T kT 2kT u
SssssnEEEEEEn
Pomoci takto zapsaného rozdéleni miiZeme nyni snadno uréit stfedni hodnotu né&jaké

fyzikélni veliCiny, kterd nezévisi na sméru|rychlosti.
Tak napf.

(3.90) V=(T_2t)1f1( ) J‘@ e (i]:v)uz

a podobné

(3.91)




Mean values

Dile miZeme spotist nejpravdépodobngiii rychlost F, tj. rychlost, pro kterou (3.89)
dosahuje maxima. Snadno najdeme, Z¢

(352) = ()

m

Siedujme nyni, jak vypadd tlakovy tenzor (viz str. 71} maxwellovského
systému. Jak je moZno snadno zjistit, viechny &leny tenzoru (3.11), s vyjimkou
diagondlnich, jsou nulové, Pro vypolet diagonalnich &lenti stadi uvazit, Ze V_,:2 =
=7y’ = 7} = kT[m. Potom dostaneme, Ze

(3-93) Pxx = Pyy = Pz = i'(pxx + Pyy + Pzz) =p= nkT

a tedy
(3.94)




Boltzman H-theorem In general

Sledujme nyni obecnjsi pfipad systému stejnych &astic, kdy V, + 0a F # 0.
Pro jednoduchost pfedpokladejme, e vn&j3 sily F nezéivisi na rychlosti &astic.
Sestrojme nyni, stejné jako v kapitole 1, #-funkci podle definice

(3.95) H = ‘Uf Infdvde.

Potom
o _

(3.96) >

U(l + lnf) gdv dr =

=J‘H(I +lnf)5if- v.V{finf) - = u(flnf.)}dvdr,
St m

Posledni dva &leny pravé strany (3.96) pH integraci vymizi (protoZe lim fInf =
' o=+t
= lim flnf = 0) a mi¥eme proto psit

r+%x

(3.97) %if=jf(l+lnf)%dvdr.

“To ale znamen4 {stejng jako v pfedchozim ptipads), Ze

2%

(3.98) -

0;

(3.60) Hﬁdﬁ,{ Fifi® — fufD)y gb db de do{V dv; =

= &_[ﬂ (®; + BV — &) — SN (f1fiD = fif{) gb db de do{? dr,



Maxwel distribution function Potential field

v rovnovaZném stavu, kdy 8,f/6t = O,jc:c:tom z &—y — O EqUIllbl’Ium == that'S tel’l’lb|y Strong
(3.99) , = "(27:21") P _2kVT < ét
V.#0, F=0

kde ¥V = v — v,. Velidiny n, vy a Tnyni nezavisi na v a ¢, ale zdvisi na r.

Tuto zdvislost si demonstrujme na jednotuchém ptipadu, kdy v, = 0.

Potom

(3.100) f=(n(r) - )3"2 g™ MO HTE)
. 2rkT(r)

a musi platit

F
(3.101) 8.V f+ .V f=0.

m
Dosadime-li nyni do této rovnice rozdélovagi funkci 3.100), dostaneme po kratSich
Gpravach

2z '
(3.102) PR A (T L N Y S M
T3/2 2kT T kT

Odtud jiZ snadno dostaneme, Ze u EEER

(3.103) V.T=0 | < This only shows that it does not have an internal contradiction
a balance... thermodynamic equilibrium ??7?
(3.104) v, (ln L) _F _o.
T32) kT

. kde n, odpovida koncentraci v misté & = 0. Rozd&lovaci funkce (3.100) ma pak tvar
Z rovnice (3.104) dale plyne, Ze - ~ ‘

v " \ (3.108) f/= "o( m )312 exp( Ant? & .
(3.105) F =KkTV, (m ﬁi). - 2nkT
Oznagime-li nyni potencidl silového pole jako @ (F = —V,®), pak _

(3.106) ¢ = —kTInn + konst

a pro koncentraci dostavame k AI I th iS i n
0107 --eee(57)|  balance

It is necessary to understand this so
that we can use it???




Boltzman H-theorem  ....in general

V.#0, F=0




Maxwel distribution function botential field

v rovnovainém stavu, kdy 8,f/8t = @, je potom

m 3/2
3.99 —
o el e

Potom

(3.100) f= m_ V' mryaire |
- 2nkT(r) kde n, odpovida koncentraci v mist¥ @ = 0. Rézd&lovaci funkee (3.100) mé pak tvar

a musi platit

) m \3/2 2 —~
3.108 n ex A
(3.101) e.vif+ Eovr=o. (3.108) ° (2nkT) P ( S
m

Dosadime-li nyni do této rovnice rozdélovaci funkci (3.100), dostaneme po kratiich
Gpravach

n
(3.102) 0.V, (m s

Odtud jiZ snadno dostaneme, Ze

(3.103)

(3.104)

Z rovnice (3.104) dale plyne, Ze

(3.105)

Ozna¢ime-li nyni potencial silového pole jako & (F = -V, @), pak
(3.106) ¢ = —kTInn + konst
a pro koncentraci dostavame

(3.107)




Maxwel distribution function botential field

kde n, odpovida koncentraci v mist& & = 0. Rézdé&lovaci funkce (3.100) ma pak tvar

—

(3.108)

*

3 J 2 2
f=ng () exp(—% exp(—V ) a5

27T 2kT




Maxwelova rozdélovaci funkce

Potencialove pole

Density of trapped particles

f=ma >/ exp(——)exp(—%> dv

FEF0 = (0, F ) +V- f(v,F,1)



Maxwelova rozdeélovaci funkce Potencidlové pole

Potencial silového pole

Density of trapped particles

f=ma >/ exp(——)exp(—%> dv

FEF0 = (0, F ) +V- f(v,F,1)



Homogeneous electric field / Inhomogeneous electric field

mt = qE(r) cos(Qt + 6) + qE(r)

—— =3 —
- -——

- T -

homogen inhomogen

Kapitza 1951, Landau-Lifschitz Classical Mechanics 1962




22-pole ion trap

end elecirode

sapphire Insulation
ground plate

end electrode

side plates

homogen

Figure 10.13: Three-dimensional numerical simulation of the trajectory of a singly charged
ion (mass 3) in a 22-pole trap. RF parameters as above, static voltages at the end caps +0.1 V,
kinetic energy of the ion Ey, = 7.5 meV (~ 90 K). For clarity, only part of the side plates are
drawn and the upper rods and part of one of the side plates with the end electrode inside is cut
away.




8-pole trap

mmmmmm
(=]

Effective potential

8-pole trap



When we were still Barbarians Ked’ my sme este boli Barbari

22-pole trap
10-300 K



Figure 3.3: The 22-pole ion trap forms the central element of the new ion trap

setup. It is mounted on a helium cryostat and can be cooled to temperatures between

8 — 300 K. The base plate of a 50 K thermoshield can be seen, which reduces the
heat input on the trap housing caused by blackbody radiation. The 22 rf electrodes
are surrounded by five electrostatic ring electrodes, which can be used to shift the

stored ions inside the trap. Cylindrical endcaps are used to confine the ions in axial

direction.
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Rate Law

rate = kK[A]*[B]Y
rate order =x +y
knowledge of order can help control reaction

rate must be experimentally determined

Injection

Flow meter

mixin
5 detector



FA- Flowing Afterglow principle

Reactant *
gas

Buffer gas

(He) =% & plasma

~h
Mass

' Movable
Plasma Reaction spectrometer

source zone Langmuir probe

Figure 1.1: The basic principle of FA and FALP techniques.



Techniques for study of IMR — FALP
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Experimental studies of IMR =FA

Foals
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Techniques for study of IMR

microwave —| L— Ar H,
resonator — ' —

He flow tube with QMS
Langmuir probe

y \— /'l IJ='I=II=||L

N < Il Lol %
movable probe —— h_ —— e = —
eating/cooling
system U ‘U" | ‘U'

roots pump differential pumping

Fi6. 1. Pictorial representation of the flowing afterglow tube,










TWO FACES OF A HOWNG AHERG[OW

Two faces of a flowing afterglow.

(Opening picture to a seminar in Boulder, 1980)



Techniques for study of IMR

microwave —| L— Ar H,

resonator = r—
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flow tube with
Langmuir probe

QMS

I =

X

movable probe

heating/cooling

system

C,

1 IJﬂ=ﬂII;
hi |_|:|=:||| )

Ul Avd)

roots pump differential pumping

:

P te In ..

FG. 1. leﬁalwmimdthmmmmb&




H;, +CO = HCO" +H




H;, +CO = HCO" +H
H, CO H, @
: g .

I
H—e}'~k HTION*< QMS \
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CU — Chemistry 1980:
Eldon Ferguson watching the flow-tube centers




Plasma, IMR, Recombination
Diagnostics :
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Principle of Flowing Afterglow Langmuir Probe - FALP

T, ~2eV | | T.=T, =T = 170 - 260K




Apparatus -FALP SN

jlow plasma
—-Aftsl‘ p

Microwave Ar H.
HeNesonator
~
4 Flow tube with QMS
7/‘ Langmuir probe
— - \\ . m——e——— | 1] | e | e— ]
LC B . _— o \{!!l Leae—ll 3
Movable probe Heating / Cooling
System L L RV |
Roots Differential pumping
ﬁ pump

Kinetics _

<“‘<“<¢(¢¢‘{' MMM,

&

(X

\,
/'

-, XOO OO O OO0

a ~ 5x10°cms3s?t
Plasma decay can be monitored up to 35 cm =» 65 ms, Temperature — 130 - 300 K Pressure up to 12 Torr



koncentrace [m”]

K—K—

Reactant Port

p=95Torr o

v =85ms"




Langmuir Probe
T

0.4<p=<2.0 Tomr

Turbo Pump Roots pump

Schematic view of the Rennes FALP-MS [164]




Ar Reactant

l l Professor David Smith

T.=T. =T, =170 - 260K




FALP example Summarize what is expected of the

participants.

o ' F
a1 en (o) T Re T E a0, TO UNDERSTAND THE PROBLEM
Aby tato rovnice byla splnéna, musi byt &leny pfi stejnych mocninich » nulové.
Odtud jiz snadno dostaneme, e
(3.103) V,T=0
a
(3.104) vinY_F o DECAY OF PLASMA - H;" and H" in thermodynamic equilibrium
. \re)okr
Z rovnice (3.104) dale plyne, 7e ~9 Torr

(3.105) F = kTV, (m -'l-).

T:ﬂ:

Oznatime-li nyni potenciél silového pole jako @ (F = —V,®), pak

(3.106) ® = —kTlnn + konst

[H,][10%em”]

o 017
0.95

A 1.98
6.22

a pro koncentraci dostdvame

(3.107)

Diffusion+;_




Plasma parameters along the flow tube
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EEDF
measurements
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The time evolution of the EEDF in the recombination dominated FA plasma
In He (p= 9 Torr) with small admixture of HCOH (0.05 %).
EEDF is normalized to the electron number density.
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Recombination of H*(HCOH), + e

H"-(HCOH),
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Plasma parameters along the flow tube

9 Torr, o, = 0.17 sccm
9 Torr, <DNH3 =0.44 sccm
9 Torr, cDNH; =0.72 sccm
11.5Torr, d>NHd = 1.4 sccl

9 Torr, Q= 0.17 sccm
9 Torr, cDNHS =0.44 sccm
9 Torr, @NHZ =0.72 sccm
11.5 Torr, o, = 1.4 sccm

2
TRANSITIONAL REGION

3 4 5
L [cm]




Maxwell‘s distribution function =  Magnetic field

Sledujme nyni, jak vypada rovnovaZzny stav svstému za pfitomnosti magne-

tického pole. Jak jsme jiZ uvedli, je sila, zplisobenad timto polem, Umérn4 vyrazu
v x B. 'V rovnici (3.96) je posledni &len na pravé stran¥ nyni nutno nahradit &lenem

o,
6 Liso v+ 5y fimy f f f (fif; = £.1,) 6,sb db de d,
i J

pro vypocet rozd&lovaci funkce f, i-tého druhu #4stic — Boltzmannovu rovnici.

_(3.109) H{—-S VS(finf) — %(u x B). V,,(flnf)} dodr.

Jak snadno zjistime, je viak tento integral nulovy; vyskytuje se zde integril typu

ot of
(3.110) B, muy £ (fInf)dv,dv,dv, = B, va,,[fln flEztedo,do, =0 ) o H(l +1nf)— dodr =

. 9, F
a tedy rovnice (3.98) a (3.99) se nemé&ni. ProtoZe dale plati v.(v x B) = 0, ziistava = If{(l +Inf) (th ~v.V{fInf) = —.V(fInf )} dvdr.
v platnosti i rovnice (3.102) a plati proto i dalsi disledky této rovnice. "

Roziifime nyni na¥e fivahy na pfipad systému, kfery se sklida z n€kolika Posledni dva &l . oo . - -
N . . v v . - oy e - eny pravé strany (3.96) pfi integraci vymizi {protoZe lim fInf =
druhli ¢astic. Pro jednoduchost opét predpoklidejme, Ze ¥, = 0 a vngj3i sily jsoun ) P y (396) p g ¥ o ...l tmf nf
nulové. Boltzmannova rovnice pro i-ty druh &stic systému ma pak tvar = lim fInf = 0) a miZeme proto psit _

(@.111) %~ Zfﬂ(f;f; — ff) asb dbdeda,

H-funkce systému je nyni definovana rovnici ~

(3.112) H(t) = iji(vi, HInfiv, 1) dv;.
Potom

(3.113) ‘(11—‘;1 = Zﬂﬂ(l + Inf)Y(fif; — fif5) gi;b db de dv; do, ;

tento vyraz lze dale upravit za pamoci (3.63) tak, Ze ) . ) y o
Y rovnovéainém stavu je dH/dt=0 a stejnym zplisobem jako v pfedchozich ptipadech

Guey —, ﬂﬂ(ln”)(f;f, £i5,) gyb db da o, dv, [| ZStime, Ze o
(3.116) fi= ni(znkTi) exp(

(3.115) d_H . ' kde ¥, = v; — v,.

atedy
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End of story
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Maxwell's Transport Equations — Transfer Equations

Integration of B. equation

G Lo vy Bv ey ([0 - 15y 0,b dbdedo _ N
ot J fﬂ o ' Relations between guantities

pro vypocet rozd&lovaci funkce f, i-tého druhu #4stic — Boltzmannovu rovnici.

3.5 Maxwellovy transpoftm’ rovnice (Rovnice pfenosu)

V piedchozich odstavcich jsme si ukazali, jakym zplisobem lze urdit stfedni
hodnoty n&kterych fyzikalnich veli¢in daného systému p¥i znalosti rozd&lovaci funkce
Castic tohoto systému. UkaZeme si nyni, jakym zplisobem je mo¥no popsat makro-
skopické vlastnosti systému, aniZ jsme nuceni znat rozd&lovaci funkce Jednothvych
druhti &astic tohoto systému,

Necht funkce @(r, v, t) charak &j

(pfesndji fedeno i-tého druhu &4stic). Vynasobime-li nyni touto funkci Boltzmannovu

rovmc} (3. 43) a dale provedeme-li integraci takto zfskané rovnice fes rychlostni pro-

stor i-té ¢astice, dostaneme

foen 2o evse s o

Levou stranu této rovnice miiZeme déle upravit. Pro prvni len miZeme psét

af, 3 b,
3.118 Dfr, v, 1) —dv, = — |@.,f;dv; — | fi —dv, =
(3.118) f('"’)a, at.[fv.ffatv

druhy ¢len je moZno rozepsat, tj.
I

(3.119) f@iv Y fide, =V, .I@,-vfi do; — I(vi V. 8) fidy; =
= V.. (n @) — nfo;. V) - atd.




Maxwell's Transport Equations — Transfer Equatlolg]ltségration .

3.5 Maxwellovy transpoftm’ rovnice (Rovnice pfenosu) eq uatl 0]

V pfedchozich odstavcich jsme si ukazali, jakym zptisobem Ize urdit stfedni a kone&né tfeti &len je moino upravit zcela an‘alogicky l’j.
hodnoty n&kterych fyzikalnich veligin daného systému pii znalosti rozdélovaci funkee —— ?
&stic tohoto systému. UkéZeme si nyni, jakym zptisobem je moZno popsat makro-

skopické vlastnosti systému, aniZ jsme nuceni znét rozdslovaci funkce jednotlivych ( 3.1 2()) J‘ ¢‘_ ﬁ . Vv f‘ d"i = V”‘fE
m;

druhil &stic tohoto systému. m,
Necht funkce @ (¢, v, 1) charakterizuje n&jakou vlastnost naleho systému
(pfesnji Fedeno i-tého druhu &4stic). Vynasobime-li nyni touto funkei Boltzmannovu F; ] F. b,
rovnici (3.43) a dale provedeme-li integraci takto ziskané rovnice pies rychlostni pro- = J:(—-—E J.a ( ¢f f i) dvix dvi,, dv,—, -— j J-——E J-fi : dU,v, dv,-y dv,-, + ...
- Vi m; )

stor i-té &astice, dostaneme m; v

J‘dbi- I do;, do,, do,, + .
Oy,

i+t

) F, . 1 .
H@,.(r, v (7 Vit ; . protoZe lim (@,f;) = 0, je mo¥no dale psat

Levou stranu této rovnice miZeme déle upravit, Pro prvni &len miZeme psit

F . T
(3.121) féi;’.v,,fi dy; = —fﬂ-vo@f.- do; = — n,.(ﬁ. vv@).

af, 3 a®;
3.118 B r, v, ) Ldo, = — |&,f;de; — | i 2dv, = i my m
(3118) _[( ) 5 do atff”.ff‘at ’ i

_@ (nF) — m ( &), JestliZe F; nezAvisi na rychlosti, je moZno F,/m; vyjmout p¥ed integral
at ét a (3.121) m4 pak tvar '

druhy €len je moZno rozepsat, tj.

(3.122) f@i -ﬁ V. fido, = — m,-ﬁ (V,2).

m; m;

(3.119) J.diiu LV fide, = ¥, .j@ivff dv; — .[(u,- LV, P fidey =
=V (0 B) — nfv,. V,5) ' atd g | .- Dosadime-li nyni (3.118), (3.119) a (3.121) do (3.117), dostaneme

a(n,®;) ' — P\  ——— F -
(3.123) —w(ait—) + V.. (n@p) — n, [(——‘) +v,.V,®, + F{w) V@, + 545,] =0.

PoloZime-li dale ot m; ,
Rovnice (3.123) je obecnou rovnici ptenosu pro danou velidinu @, nazyva
se Maxwellovou transportni rovnici. Sumaci (3.123) pfes viechny druhy &stic daného

systému pak dostaneme rovnici p¥enosu pro velidinu @ celého systé

(3.127)



Maxwellovy transportni rovnice — Zakony zachovani

.- Dosadime-li nyni (3.118), (3.119) a (3.121) do (3.117), dostaneme

(3.123) "a"(n'ai_-@l‘) =+ V,. . (ni¢_i—vi) - n; [(%Qj) + ”,- . V,.Q;_ + L(vi) 'Vu¢i + 55;] = 0 .
t t

m;

PoloZime-li dale
(3.127)

Ovazujme pro jednoduchost neutralni jednocasucovy
funkce & je rovna postupné srafkovym invariantim (3.65).

a)d=¥=1 '

I

Potom ¥ = 1, PV = D¥/Dt = V,¥ = V,'¥ = ¥ = 0 a z(3.129) dosta-
neme ‘

D
(3.131) ot Vet =0

Integrace B. rovnice
Vztahy mezi veliCinami

S poutitim (3.127) mii¥eme tuto rovnici piepsat do tvaru

(3.132) j—tn + V,. (m)o) =0,

coZ je zdkon zachovini po&tu &istic. PoloFime-li ¥ = m, dostaneme z (3.132)zndmou
rovnici kontinuity

(3.133) 249, (or) = 0.
t

b) =0 =mV

Potom @ = §@ = V,0 = DODt = 0, n@V = p, V,@ = ml (I je jednot-
kovy tenzor); rovnice (3.127) davé

Dt

(3.134) B _wF—v,.p, = ﬁ%{b + 3o Wg

co je zikon zachovani hybnosti.

c) & =X =1imp

Potom DZ/Dt = V.2 = 65 = 0, V,Z = mV, n(V,Z) ¥ = p, podle (3.16)
nZV = g; rovnici (3.129) Ize nyni upravit na tvar

’

(3.135) P;

5 (nE)+nZV, 0o+ V,.qg+p:V0, - nFP = 0.
UvaZime-li nyni, z¢ -

(3.136) F(¥)Vv=0

plati i pro ptipad vogji sily typu (3.49), miZeme dale (s pouZitim rovnice kontinuity
(3.131) p¥epsat rovnici (3.135) do tvaru

3.137 — =—(p: Vs, +V,.q),
(3.137) n (p: Voo q)

coZ je zdkon zachovani ie.




Transportni rovnice pro plazma

Dosadime-li nynf (3.118), (3.119) a (3.121) do (3.117), dostaneme

a(n,B,) ' — b\ ———  Fio) -
(3.123) Ani®,) + VY, . (ndp) — n o2, + v, VB, + Fiv) V8, +68,]=0.
ot at m '

3.7 Iﬁprava transportnich rovnic pro plazmal

Rovnice (3.188), (3.189), (3.191) a {3.192) plati obecn& pro viceslofkové
plazma. Jsou viak velmi sloZité, a proto se k praktickému Yefen! konkrétnich tloh
piili§ nehodi. Upravime proto tyto rovnice na zdklad& nékterych pfedpokladi na
plijateln€jsi a zndm&;jsi tvar. Pfedpokladejme, Ze*):

a)[Plazma je kvasineutralni, t].

(3.194) o,~0 n J~j.

Prostorovy naboj ¢, miZeme zanedbat v pohybové rovnici (3.187) resp. (3.188)
a v rovnici pro proudovou hustotu 7 (3.189). o, viak neni mo¥no zanedbat v Poissono-
vE& rovnici.

1
(3.203) o L iy, (ov) + v, j=0.
e

at my
Rovnici je n¥kdy moZno je3té zjednodusit pfedpokladem c), tj.
(3.204) -V, .{ovo) = 0;

potom miiZeme psat

o 1y j=0.

3.203
( ' ) at e

Hmotnost elektronit m, je mnochem mensi ve srovnani s hmotnosti
iontd "G, '

19«1 a také %<1.
m; m;

(3.195)

| c)Plazma je tém&f izotropni a v, je dostatedné malg, tj. elektricky proud j,
v, a tlakové gradienty jsou poruchy prvniho fadu a proto &leny, obsahujici tyto veli-
&iny ve druhé mocning, stejn€ tak jako gradienty j a v, miZeme zanedbat.

Plazma neni daleko od termodynamické rovnovéhy, tj. ﬁarciélni tlaky
elektrORU P, a iontd p; jsou téhoZ Fidu; podle b} pak také plati

Z.:m
—p; € P. s
m;

(3.196)

coZ znamend, Ze elektrokineticky tenzor iontii je zanedbatelny ve srovnéni s elektro-
kinetickym tenzorem elektroni.

enzor p nahradime skalarnim tlakem p = p, + p;.
Plazma je dvousloZkové; je tvofeno elektrony a ionty.
Na zékladé téchto pfedpokladt miaZeme dale psat, %e

(3.197)

nZ, 2n,=n

(3'198) Hin, + mn; ~ @,

(3.199) = o + 08) = 5.
0

Dale
(3.200) J=ZenV,— enV, = Zens, — en,,;

potom.

7 .
x Ziop, — 7.
m; e

(3.201)

Na zikladé vyie uvedenych piedpokladt miZeme psat:

a) Pro jednotlivé slozky plazmatu:

1) [Rovnici kontinuity

%+LV,.(900)=0,
¢ m;




Transportni rovnice pro plazma Plazma,Piedpoklady

an,

3.203
( ) at-

+EV,.(QvO)+£V,..j=O.
m; e

Rovnici je n¥kdy moZno je3té zjednodusit pfedpokladem c), tj.
(3.204) -V, .{ovo) = 0;
potom miiZeme psat

(3.203)

2} Pohybové rovnice (na zéklad¥ (3.161))

(3.205) 0; (i',- + V,p; — en(E + %; x B) — m,F; = n,; 8 (m; V),
ot

(3.206) ge%a" + V,p, + en(E + v, x B) — n.F, = n,8{m,V,).
t

Na pravé strané t&chto rovnic vystupuje &len n; 8 (m,¥V;), resp. n, 5(m.V,).
Podle (3.158) ale plati

(3.207) n; 8 (m V) + n,8(m,¥.) =0, t.
ne 8,-("1-27e) = = 5e(rni-’7l')

a_tedy rovnice (3.205) a (3.206) jsou vzdjemn& spolu svaziny,

V nékterych ptipadech je moZno pfedpokladat, Ze*)
S I EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEERN

u — — — ]
(3.208) .ne Si(mgVe) = - ni Se(miV,-) = neme (Ve - V") = — neme (ﬁe ha 6‘)!
| e e |

.-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
kde 7, je stfedni doba mezi srAZkami mezi elektrony a ionty resp. mezi Sasticemi riz-

nych druhii; 7, ' = v je pak sré¥kova frekvence. Pohybové rovnice (3.205) a (3.206)
muZeme za pomoci (3.208) psat ve tvaru

.II5_.IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII‘
(3205) m 0, 4 V,p, — en(E + 5, x B) — n,F; = “2C¢(5, — 5),

[ ] at T

| ]

(3.206") . Qe% + V.p.+en(E+ %, x By — nF,= ——<—=
u
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Rutherfordova formule Rutherfordova formule

Experiment.

Detektor

Vénujme se nyni vypottu diferencialniho srazkového prufezu o(x) pro pripad
coulombovskych sil. Ukdzali jsme si, ¥¢ obecny vyraz pro o(y) je din vztahem (2.79).1).

@.113) Srazkova komora (paprsek)

i

Z rovnice (2.106) je ale zfejmé, Ze

(2.114) ’@l _L1e X /1 Zdroj

dxl  2bo o2 X
2
a

(2.115) ‘ b = b, cotg 222

Dosadime-li nyni (2.114) a {2.115) do (2.113), dostavime téméf okamZité poZadovany
y 0 t
Vyraz pr G(x)velvlar:lllllllllllllllllll
] bZ 1 lel 4
(2.116) m o(y) = 2 T A
- 4 sin* %
| 1 3
EEEEEEEEEEEEENEEEEEE R
Toto je ale takzvand Rutherfordova formule, kterou je mo¥no ziskat ve stejném
tvaru i na zékladZ fivah kvantové mechaniky.*)
Z (2.116) je zfejmé, Ze o(y) nezdvisi na znaménku naboje Sastic; plati tedy
jak pro ptipad sil odpudivych, tak i pro pfipad sil pfitaZlivych. Z tvah, které se tykaly

) Podrobngji o tom viz L. D. Landau, E. M. Lifiic; Kvantovaja mechanika. op. cit.

.(V) = Jo(y) dQ = 2rjo(y) siny dy = 2z b db



Shriite, co se od tcastnikl o¢ekava — pochopit, co je plazma.

Debyeho stinici vzdalenost

62 (212 n10T2 -+ Zzznonl) For quasineutral plasma,

Nyo= Nyo= N/2= with T,=T, we obtain




Stinéni v plazmé

ve~KT/m,

0(r) = (Zieldne,)/r e

5,(v) = 2nf b db

Stinéni v plazmé
Ustanoveni debyovského stinéni

2.124) se zna¥né zjednodusi, budeme-li predpokladat, Ze Z? =
=2}=1,T,=T,=Ta

(2.130) Mo+ Mzo =1, Ry~ g~ in,

kde n je celkovy poet &4stic v jednotce objemu. Potom, jak plyne z (2.124), je

(2.131)

(2.132)

kde m, je hmotnost clektrond a Wy, je plazmova frekvence elektrond, mit¥eme také
psit, Ze

(2.133)

Fyzikalni vyznam této rovnice je celkem jasny. Rovnice (2.133) totiz ¥ik4, %e I, je
takov4 délka, o kterou se premisti Eastice (elektron) za periodu plazmovych kmiti.

Potom doba 1,,, za kterou se ustanovi debyeovské stinéni, ie fadové
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEEN

(2.134) | Ty el

wy " kT }ne
I

Na zavér tohoto odstavce je nutno poznamenat, ¥e n&které nage tuvahy nejsou
pfesné vzato korektni. Tyk4 se to predevéim pfedpokladu, Ze rozloZeni Gdstic kolem
kaZdého silového centra plazmatu je déno sféricky symetrickym rozdélenim Max-
wella-Boltzmanna. Podrobn&j¥i analyza daného problému ukazuje*), Ze chyby,
kterych se timto jednoduchym popisem dopoustime, jsou pomé#rné malé a navic
i tento jednoduchy popis vede k relativn dobrym vysledkim v dal¥{ teorii plazmatu.

b4} Viz napf. D. V. Sivuchin: Voprosy téorii plazmy 4, red. M, A. Leontovi&, Moskva
(1964).




Zvlastnosti coulombovského rozptylu Coulombovsky rozptyl
Coulombovsky logaritmus

kde suma pfes i zna¥i se¥itani pfes viechny Sastice svazku. Vyraz ) (dg./d?) je mozno
@

celkem snadno uréit: fyzikalng toti¥ znamen4 zménu relativni rychlosti svazku &4stic
za jednotku &asu, nebo — coZ je toté — zmény relativni rychlosti jedné &astice svazku
vlivem srdZky, vynasobenou pottem srifek za jednotku &asu (pfedpoklédime, ¥e
interakei svazku miZeme rozd&lit na jednotlivé bindrai srazky).

Ag=g-g, igi=ig't

z

Ag=-g(1-cos )

Zmnu relativni rychlosti jedné &astice svazku Ag, uréime snadno z obr. 2,10,
Snadno Zjistime, 7¢

(2.136) Ag, = —g{l —cosy) = —2g siuzi.

Polet sraZek za jednotku &asu zavisi zfejmé& na prifezu svazku; za jednotku &asu
»»dosdhnou* silového centra pouze ty ¥stice, jejichZ vzdalenost Z < g . 1 sec. Podet
Castic, které projdou elementirni plochou b db de za jednotkn &asu a »dosidhnou**
silového centra, pak zfejm& bude i

(2.137) gn;bdbde,

kde n, je koncentrace istic svazku. Vyndsobime-li nynf (2.136) vyrazem (2.137)
a zintegrujeme-li vysledek pfes celou rovinu £, dostaneme, 7e

w0 1]
(2.138) v = [Tan( e ~2gsin2? gn b
@ dt o Jo 2
a odtud
(2.139) F=92.2 yom f bsin2% dp.
g 0 2

Uvézime-li nyni, Ze podle (2.106) tg x/2 = b,/b, miZeme déle psat, Ze

g 2,2 [ bdb
2.140 F =%y dnn,g%b —_.
( ) I e u 19 0o J; b2t b2

Integral

(2.141) L= [ _2db
o bE + b?




Zvlastnosti coulombovskeho rozptylu Coulombovsky rozptyl

Coulombovsky logaritmus

logaritmicky diverguje pro velké hodnoty parametru b. Abychom dostali pro F
konetné hodnoty, musime v Ln&jakym zplsobem omezit horni integra®ni mez.

V pfedchozim odstavei jsme si vkézali, Ze efektivni interakéni potencil
tastic je Fadove dosahu /,; bindrnf coulombovské staZky je pak moZno uvaZovat pouze
pro srazkovy parametr b < I;. Za horni integraéni mez L je tedy moZno zvolit I,
Dostaneme

s 2 2
(2.142) L bdb \/(ﬁﬂili) :

® bdb
o b3+ b?’

=9 p 4nn, g*b}
g .

In(E.kineticka/E.potencialni)
Ve vzdalenosti Id kde jsme za b, dosadili (2. z "140), mé nyni tvar

(2.144) P18 A% m
Uz jsme ukazali, ze plati.... g’ dme, p

Velidina L urfend rovnici (2.143) se nazyva coulombovsky logaritmus,
Pfedpokladali jsme, Ze platf

(2.145) i bo.

Tato podminka viak plyne pfimo z pfedpokladii (2.120), které maji platit pro libo-
volné r. PoloZme tedy r = I, a pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze Z, = Z, = 1.
Sedtenim nerovnosti (2.120) (¢(r) bereme v prvnim pfibliZen! jako coulombovsky)
dostaneme

2
2 1 T+ T,
dne, I,

(2.146)

coZ je moZno piepsat jako

2e®

2.147 Ly ———.
( ) : Aneak(T) + T3)

Proto¥e ale 3k{T, + T3) ~ pg®, je moino (2.147) déle pfepsat na

6e?
(2.148) ILi» ; ~ bo-
4neoug
Odtud ji vidime, ¥e nerovnost (2.145) je jiZ spln&na, plati-li (2.120), nebo jingmi slovy,
pfedpoklidime (stejn& jako v 1. kapitole), e interakini energic ¢astic je mnohem
mendi ve srovnin{ s jejich tepelnou energii. K tomuto vysledku je moZno dojit
je¥t& trochu jinym zpdsobem. Aby ,,ofezani* integralu L(2.141) m&lo fyzikalni smysl,




Dalsi kroky

o
(2.140) F=9, 4“"1921’3.[ bde
4q ] bg -+ b2
Integral

(2.141) L= J' ©_bdb
o b3 + b2

(2.151) |F| = konst L,

kde L je ddno rovnici (2.142), resp. (2.143). Sledujme dale, jak zavisi |F| na uhlu
rozptylu &astic. Na zékladg (2.106) mizeme tvrdit, Ze pro b » b, je

(2.152) 1= %’ <1

a tedy rozptyl na malé uhly odpovidi dalekym priletim. Hranici mezi dalekymi
a blizkymi prélety stanovme pro b = 2b,. Rovnici (2.151) miZeme nyni psit ve

tvaru

“ bdb

(2.153) g = konst (L.t L)

kde
(2.154)

je coulombovsky logaritmus odpovidajici blizkym priletim a

ta
@159 L[ U mlomiamitorri
250b0+b b bo

je coulombovsky logaritmus odpovidajici dalekym priletiim. Z (2.153) je zfejmé, Ze
stfedni silu, kterd piisobi na &astici 2 ze strany svazku &astic I, miZeme rozdélit
na dv& &asti a to na silu F, ,, odpovidajici blizkym priiletim, a F, , , odpovidajic
dalekym priletim; pro F, , a Fs,, plati

(2.156) |Fo.p.| ~ Ly,




Zavislost na teploté

V zévéru tohoto odstavee uvedeme jedt¥ nékolik poznimek, tykajicich se
coulombovského logaritmu L. Z (2.143) vidime, % L zivisi logaritmicky na ug*.
V disledku této logaritmické zdvislosti je mo#no v mnoha piipadech nahradit pg®
stfedni hodnotou této veli¢iny nebo tepelnou rychlosti &stic, tj. miZeme poloZit
#g® ~ 3k(T, + T;). Abychom si utvofili pfedstavu, jak zavisi Lna teplot¥ a koncen-
traci, pfedpoklddejme pro jednoduchost, ¢ T, = T, = T ‘Coulombovsky logarit-
mus mi pak jednoduchy tvar

(2.159) L=In [12_“ (io_kl")m]
nii2 2 .

e

V jednoduchém pkipad& kdy ug* ~ 4k(Ty + T3), Ty = T, = Ta |Z,
je moZno (2.161) ptepsat na tvar

5\ 1/2
(2.162) Lio=1Ly+In (4—’2—'T1°—) ,

.

kde L,, je dano vztahem (2.159). Hodnoty coulombovského logaritmu vypodtené
z (2.159) a (2.161) jsou uvedeny v tab. 1; nejsou zde uvedeny hodnoty coulombov-
ského logaritmu pro vysoké koncentrace a nizké teploty, protoZe v té&chto pfipadech
je nami uvedena teorie neplatna.

Tabulka 1. Hodnoty coulombovského logaritmu L.

Koncentrace Teplota K
elektronii
{m~3] 5.10%| 10*

10 17,60
101t 16,44
1012 15,29
1013 14,14
1014 12,99
1013 11,84
1016 10,69
1017 9,54
1018 8,39
1012 7,23
102° 6,08
102! 4,93
1022 -

1023 _

]024 _
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Quo vadis domine nostra

Shriite, co se od ucastnikt ocekava.
Shrite, co se ocekava od vas.



1.1  Zakladni definice

Rovnice mechaniky nejsou pki velkém poétu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zdklad& a pfi statistickych pfedstavach dojit k zékonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému &stic vystihnou.

Necht pro makroskopicky systém, ktery md objem ¥, je zndma mikrosko-
pick4 struktura; systém je tvofen N interagujicimi ¢asticemi a nechf kaida z téchto
tastic se fidi zikony klasické dynamiky. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze Eastice
nemaji vnitfni stupné volnosti. Mikroskopicky stav systému je uréen bodem (fazi
v 6N rozmé&rném fazovém prostoru I', ktery ma soufadnice ry, ..., Py, Py, --., Py, kde
r., P; jsou polohové vektory i-té &istice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impuls{. Definujme dale objemovy element dI" v I' prostoru jako

dI' = dr, dr, ...drgdp, dp, ... dpy = dr¥ dp¥ .

ProtoZe kaidy systém je reprezentovan fazi v I prostoru, soubor velkého
poctu W systémil bude reprezentovdn ,,oblakem* W fazi v I'. Ozna¢ime-li hustotu
tohoto oblaku (fizovou hustotou) v I prostoru v &ase 7 jako g(f; ¥4, .- . Py; Pis o Py)s
je potom polet fazi (fizovych bodil), obsazenych v dI' kolem bodu (ry, ..., Fy; Py, ...
.- Py) ¥ Case 1, roven

o(t; Py -oes a3 P15 - Py) AP dp"
a
(1.1) J.g{r; r..opy)de¥dpt = W.

Fazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

’ (‘(I; Fiyoin ,\)
(12) P

nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potom z pfedchozich
tvah a z fyzikdlniho vyznamu Py(t; ry, ..., py) je ziejmé, Ze

(1.3) J‘P,.;(t; iy py)de¥ dpY = 1.



Ptfechazime z exaktniho popisu na popis pomoci

FéZOV)'/ P rostor pravdépodobnosti.

Rozdélovaci funkce

N interagujicich Castic ---- kazda se ridi zakony klasické dynamiky.

Element d T v T prostoru jako: d T =dr,dr,.....dr, dpl-----dPN

Soubor systemu predstavuje ,,oblak* s hustot}p(t, V1, Fogeeesl s ProeeeeePy)

p




Ptfechazime z exaktniho popisu na popis pomoci

FéZOV)'/ P rostor pravdépodobnosti.

Rozdélovaci funkce

N interagujicich Castic ---- kazda se ridi zakony klasické dynamiky.

Elementd I" vI prostoru jako: dI' =dr dr,.....dr dpl.....de
Soubor systemu predstavuje ,,oblak* s hustotou p(t, I, ...y, PpoeeeeaPy)

Celkovy pocet fazi v souboru je
[Pt Iy Mgy, ProeeeeaPy) ArVdpN =W

Hustota pravdépodobnosti
Py= Pt Iy, Myeeendl s PpoeeeesPy) I W

Integraci P pres podmnoZinu proménnych ziskame ,,priamét*
nezavisly na souradnicich rN-9pN-

Po(t: Fop Pog) =) Py (6 1y, Fppenrnay, Posennapy) dri-adph-a

Pokud prointegrujeme pies impulsy ziskame pravdépodobnost, Ze systém ma urcitou konfiguraci

rozloZeni v prostoru
Py (€ rppeeeees ry) = I Py (6 Mopeneel s PpoeeeePyy) dpN



Li OllVilllolV teor ém Hamiltonian N castic
Zobecnéné souradnice

Sledujeme ¢asovy vyvoj souboru N ¢astic...
kazda Castice se pohybuje v souladu s Hamiltonovymi rovnicemi:

_QH(ry, s Ty Py e P)

ory,
OH(r1, o 3P o PN) o g 03,
| op;,
Na pohyb ¢astic systému je mozZno se divat jako na kanonické transformace Jakobian transformace a proto je
J dT" = drNdpM = const, (1.10)

Fazovy objem se neméni. Fazovy objem se pohybuje jako nestla¢itelna kapalina...

proto miizeme napsat ,,rovnici kontinuity*




1.1  Zakladni definice

Rovnice mechaniky nejsou pki velkém poétu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zédklad¥ a pfi statistickych pfedstavach dojit k zdkonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému &stic vystihnou.

Necht pro makroskopicky systém, ktery m4 objem V, je zndma mikrosko-
pick4 struktura; systém je tvofen N interagujicimi Easticemi a necht kazda z téchto
&astic se fidi zakony klasické dynamiky. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze Estice
nemaji vniténi stupné volnosti. Mikroskopicky stav systému je urfen bodem (fazi)
v 6N rozmé&rném fazovém prostoru I', ktery ma soufadnice ry, ..., ry, Py, -.., Py, kde
r., P; jsou polohové vektory i-té &astice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impulst. Definujme dale objemovy element dI" v I' prostoru jako

dI' = dr, dr, ...drydp, dp, ... dpy = dr¥ dp¥.

ProtoZe kaZdy systém je reprezentovan fazi v I' prostoru, soubor velkého
poctu W systémil bude reprezentovdn ,,oblakem* W fizi v I'. Oznalime-li hustotu
tohoto oblaku (fizovou hustotou) v I' prostoru v &ase 7 jako g(f; #1, ..., Py; Pis s Pu)s
je potom podet faz{ (fizovych bodi), obsazenych v dI" kolem bodu (ry, ..., ry; py, ...
.- Py) ¥ Case 1, roven

o(t; i ooy P Pyy - Py) APV dp”
a
(1.1) J.g{r; re .., py)dr¥dpt = W.
Fazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

n o eltr,...py)
1.2 P, = K271 e PN
( ) N W

nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potom z pfedchozich
tvah a z fyzikdlniho vyznamu Py(t; ry, ..., py) je ziejmé, Ze

(1.3) IP,,{:; P py)dr¥dpt =1,

1.2  Liouvilliiv teorém

Sledujme déle &asovy vyvoj souboru N Eastic systému. Z mechaniky je
zndmo, e pohyb kaZdé Eastice se déje ve shodé s Hamiltonovymi rovnicemi daného
problému; fazovy bod v I" prostoru se bude pohybovat opét podle Hamiltonovych
rovnic, které — zapsany pro i-tou &istici — jsou

- EHr,‘..,r; LIRS
(19) i, . ( 1 a: P PN’]

aH(rT_, ey rN;pia '--1pﬁ)

ap,,

kde H(ry, ..., y; Py, - .., Py) je hamiltoniin $éstiee daného systému.

Z klasické mechaniky je zndmo*), Ze na ¢asovou zménu veliCin p;_a r;_pfi
pohybu &astic systému je moZno hledét jako na kanonické transformace. Dile je
znamo, Ze fazovy objem, tj. {dI" = [dr" dp" je invariantni vzhledem ke kanonickym
transformacim. Odtud dostdvame dileZity zivér: KaZdy bod fazového prostoru se
pohybuje ve shodg s Hamiltonovymi rovnicemi daného systému, stejnym zpisobem
se pohybuje i oblak fizovych bodi a navic objem tohoto oblaku (fazovy objem) se
nemeéni, tj.

(1.10)

F =123,

Jdl’ = konst ,

*) Viz napi. L. D. Landau, E. M. Lif§i& Mechanika. Moskva (1965), s. 183,

i kdyZ se miiZe ménit tvar tohoto objemu a tedy plocha, kterou je tento objem uzavfen.

Rovnice (1.10) je vlastn& matematicky zapis Liouvillova teorému a fika, Ze
fazovy objem se pohybuje tak, jako kdyby byl nestlatitelnd kapalina. Pro takovéto
kapaliny v8ak plati rovnice kontinuity (v I' prostoru)

(1.11)

i) .
— +d V=0
%+ div (o¥)




(1.11)
nebo, coz je totéz

(1.12)

deo )
— +div(gV)=0
ot (e¥)

Formy Liouvilovho teorému

Vnéjsi a vnitini sily
Poradi
deriivaci

Collisions

ktera splituje

rovnici

OftH

(1.13) divy = z z

i=1 a=1

[ +
(ar

do
1.14 = 4.
(, ) A ot
nebo ,
. do OJe :
1.15 —==+Jo;H] =0,
(1-13) ) dr ot Lo; H]

i PTTUU -) =] Py (t, 1y, M.

\

7 - Y2 ]
Zavislost naxtase a potoze

Iy, Proeeees

Hustota pravdépodobnosti

= P(t, Iy, Mygenendlyy ProeeeePy) [ W

<ar L

\v

2 '
8*H )=0’
op;, Or;

P(L, I, Fogeneedlyy ProeeeesPp)

coZ mlZeme psat jako

(116) ¢

+i21"i V.o + Z(X @ V0= 0>

Py) dpN

kde [¢; H] jsou Poissonovy zavorky, v, je rychlost i-té castice, X‘ I'e vektor vngjsi
sily, plisobici na i-tou éastlcl a F e vektor vnitini sily plsobicin astic

Po vyd&leni rovnic (1 14) (1.15) a (1 16) poltem W systémd dostdvime
rovnice pro Py

Py

(1.14) + V.grad PN =0,

ot
| dPy 0P |
1.15 A= Ny TP H] =0,
(1.15) dt ot LP» ].
6PN L

+th V,‘PN"l‘Z(Xi'*"F) N=0'
=1




1.3 Gibbsuv H teorém entropia

reversibilita a ireversibilita procesu

Viimn&me si nyni alespofi &istedn® asového vyvoje systému N Castic, a to Hustota pravdépodobnosti
z hlediska vratnosti & nevratnosti procesll, které v tomto systému probihaji. Ze
zkudenosti je znamo, Ze v&tSina procesl, které probihaji v pfirodé€, jsou procesy

Py= P(t, Iy, Mogenenly, PpoeeeesPp) /W

nevratné. To znamend, Ze entropie takuvéhot{:- a_vstému roste s ¢asem; v rovnovaze
je potom entropie konstantni. V ie zce spjata s takzvanou
H-funkci a to vztahem

Pouzijic Liouvilla teorému dospéjeme k vyrazu

S=-kH=-k|PyInP,dI', kde H = IP InPydl

dPy

l.

(1.22) In Pydl = — I[H Py] In Pydr = J‘Pw[H In Py]dlr =

dH/dt=0 det:O

To znamena, Ze systém se ¢asové nevyviji.....
t.j. nerovnovazny systém se nemiZe nikdy dostat do stavu rovnovazného.

Paradox- klasicka mechanika vede k piisné reverzibilnimu popisu, zatim co piiroda se

chova ireversibilné ... v R :
Casovy vyvoj — entropla roste

Entropia systému roste, dS/dt>0



1.3 Gibbsuv H teorém entropia
reversibilita a ireversibilita procesu

Pouzijic Liouvilla teorému dospéjeme k vyrazu

dH/dt=0 dS/dt=0

To znamena, Ze systém se ¢asové nevyviji.....
t.j. nerovnovazny systém se nemiize nikdy dostat do stavu rovnovazného.

Paradox- klasicka mechanika vede k prisné reverzibilnimu popisu, zatim co priroda se
chova ireversibilné .. (?...) ...

Casovy vyvoj — entropia roste ...... Entropia systému roste, dS/dt>0



1.4 Rovnice BBGKY

1.4 Rovnice BBGKY
Funkce Py (t, ry, Fyyeeeely, Ppoe---py) M4 urcite vlastnosti plynouci z jejiho vztahu k ¢asticim... Pomoci této funkce

miiZzeme urcit nékteré makroskopické veli¢iny charakterizujici dany soubor ¢astic v bodé r....
Napf¥. proudova hustota v bodé r je dana vztahem

J(t,r) =T I(r) Py (t, 1y, Fppevenalyy, PpseeenePy) AN dpN (1.27)

kde J(r) je operator hustoty proudu
J(r)=Z p;d(r-r;) (1.28)

Koncentrace &astic n(r; t) v misté r je

Hustota pravdépodobnosti (1.29) n(r ) = |a(r) P}a(t; Pir o ) dr¥ dpY
Py= P(t, Iy, Mogenenly, Ppseeeespp) /W
kde A(r) je operator polohy

(1.30) A(r) = ﬁlé(r - r).

Hustota kinetické energie E(1; r) v mist& r je rovna

{(1.31) E(t;r) = jE(r) Py(t;ry, .. py) drY dp",

kde E(r) je operétor kinetické energie
N 2
(1.32) En =Y Iisr-r)
=1 2m,;

a m; je hmotnost i-té &astice.

Pro nabité &astice je dile moZno zavést proudovou hustotu f(t; #) v bod& r
(hustotu toku naboje) vztahem

J(r)=" e/u*p 8(r-r.) . i(67) = 130r) Pa(ts s .., pi) e dp®,

operator hustoty proudu (toku naboje) kde }(r) je operator hustoty proudu (toku néboje)



Introduction to BBGKY

(Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon)

Z vyse uvedenych uvah plyne, Ze je vhodné zavést takové funkce a rovnice
ro tyto funkce, které budou urfovat chovani s Castic souboru (s € N). Definujmefill
tedy pro s <€ N funkci Flt; ry, ..., rg pes ..., timto zptsobem: |
yp --s(--lullﬁ%llllp ....p... .
al L s N
Ft; Py, k3P, s P) =V Ps(t; Fy, ...

e®
(139)

\‘.’_.,,.:I/SJ- ...JPN(t; Flseeor PN Prs ooy Py) APgyy ooodry, dpgy g ...

|
......

¥
pros =1,2,3,... "sssswmmmmsumunsnt

Z normovaci podminky

(1.39) I—i;f...JFs(t; Pisoeus P3Py oo P dry oo drgdpy ... dp, =1

VSE(t,ry, ...... r.,p;.---Ps) 1S the probability that the group s of particles from the set of N
particles will be at time t located in the element dr,, ......dr,,dp;....dp, regardless of the state
of the remaining (N-s) particles.



For inte racti ng parti CleS Let's narrow down the generality of the Hamiltonian a bit

1.42
( ) 0, ot

....IiIll---‘

Hamiltonovu funkci H pro N vzijemné interagujicich astic miiZeme zapsat ve tvaru

(1.43) ,i [ Ly U(r,)] ; _z o, = ZH(r,, )+ ?%,

i,j=1
i<j i<

¢ »
kde H{r,, pi) je hamiltoniin samotné i-té Casticon (T, ie poter Kterv ie zpliso-

beny efekty na sténach a vn&j¥imi silamil: nw 2= :|) jevnterakéni potencig :|
mCZI l_tou a ]_tOu éaSthI pAEEEEEEEEEEEEEEEN QUESEENEEEEEEEEEEEEEEEER

PouZitim rovnice (1 43) miiZeme Iﬂouvﬂlovu rovmtl (1.42) piepsat do tvaru.

By 5 [a; PN} > (3, f”ﬂ - 0.

(1.44)

ih,j=1

nnadr,.,...drydp..,...dpy

0

..I[H,-; Py] drs*'1 drnjdps“ .dpy +
»

+ gvs‘[ J‘[¢U’ PN] drs+1 .drydp,iq ... dpy,




BBGKY Equation After many modifications
After many restrictions
After many simplifications

Budeme-li dile pfedpoklidat, Ze pro |r| = w je (IPy/dr,) = 0 a pro

Shrnutim pledchozich visledkd dostivime konetng pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

. u . v ’ J wro o
je=Hamiltonova funkce uzavieného systému s ¢astic. a

F. is a function of F,, set of equations

we are where we were!!
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Abstract

The electron energy distnbution functions for electron thermalization in helium and argon afterglow plasmas have
been calculated taking into account electron-neutral and electron—electron collisions. This work shows that electron—
electron collisions can lead to the Maxwellization of the electron energy distribution function and thus to different rates

]

of electron thermalization.
© 2003 Elsevier Science B.V. All rights reserved.




»EEDF Cooling in He and in Ar

Shrnutim piedchozich visledkd dostivime koneénd pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

: T =\
{_1.52} ,] + ﬂrv : E. ['r"r,l+1; .F.:-I- |:| IZIJ',-.” =+ 1 I

The time rate of change of the electron distri-
bution function, f(v, ¢}, is described by the Boltz-
mann ggquation [16]

= iod) , , V . -
SO et co 1P Only collisional term
where C.p 15 the collision term for electron-neutral

collisions

elastic collisions are taken into account. The dis-
tribution function has the normalization

kT, l_ﬁ_j)) 2) low) In A4 = 10. As can be seen from Eq. (2), only

and C,. is the collisior]

collisions | n, = dn / 2 (v)do, (4)
[

s0 that the function

B 4m?

F(v) flv)

n.
is a velocity distribution function.
The initial distribution for the calculation was
chosen as

J'z 2
."'m=4:n;(4?; — ) Ini A, { 2
0 (] j — 1,
L —— (— (72 ) 5)

. . . = — —= CX
where n, is the numbef density of neutral gas, T; is 4mkT, /T v p kT,
the gas temperature, m, is the mass of neutral gas

atoms and & is the'momentum transfer cross- with vy = 1.19 % 10f ms—'. This 1y C{JI‘I‘CSI’}GI}dS

;mtizr:h?lggbmgrliﬂ ?E u:igfﬁc Eﬁfnfc‘t"];ﬁ;?ét:‘; to electrons with energies in a narrow peak round
A 15 i L g 15 d dl's - ' .
Ve ene pas™p 4 ¢V. The peak width is 24T,,.

for a 90° scattering). For our conditions (see be-




»EEDF Cooling in He and in Ar

3.2, Electron-—neurral collisions

Let us study first the energy relaxation due to
electron-neutral collision only. For simplicity let s
us consider that the molecules of neutral gas are at e[eV]
I‘f_‘%’[ [T — {'} K} ﬁnd thﬂ.t th": momen tLlnl trﬁﬂ I-‘.:‘f"':r. Fig. 2. The momentum transfer cross-sections for electron
o n — o

X argon |20] and electron-helium elastic collisions |21}].

cross-section does not depend on the velocjty ’

which is good approximation for helium. ’y"

Thus we obtain the equation

' L
6 7

(6)

This equation can be solved analytically; the so-
lution is

. 1 1
.f[I‘:f;'=Ij.ﬁ:(ﬂt’—;): (7)

where @ = n,—2or and g is an arbitrary function,

. mn . - . . . . .
which must be determined from initial condition.
For our initial condition (5) we obtain

e 1
Ak To /T v2(atw — 1)°

% eX _ 2T T Vo ?

The time development of this distribution function
is shown in Fig. 1.

flo.t) =

15 given by the numbers near each curve. Electron-—electron
colhisions are not taken in the account.
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I'he momentum transfer cross

tion in argon after
0.5 Torr. the neutral

sections [or electron
on [20] and electron-helium elastic collisions [21].

func-
1. The neutral

T, =293 K. the elec-
< 1071°, The
Urve.

107 10° 10° 10 10® 10* 107
t[s] T

Fig. 5. The time dependence of the mean electron ene
helium and argon afterglow plasmas. The neutral
B 0.5 Torr. fthe neutral gas temperature isl 7, =
number densiti

S pressure 1s
3 K! Electron

6 x 10-1),
2 — . = 10 em™? (n./ 6 x 1077). Dotted lines, calcula-

tions without electron-—ele dashed line, calcula-

tion without electron-electron collisions and 7, = 0 K.
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¢ [eV]

Fig. 2. The momentum transfer cross-sections for electron
argon [20] and electron-helium elastic collisions [21].

FEERTTITY BT
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Fig. 3. The time dependence of the glectron distribution func-
tion in argon afterglow plasma. The neutral gas pressure is
0.5 Torr, the neutral gas temperg{ure is 7, = 293 K. the elec-

tron number density is n, = 10%€m=3, n./n, = 6 x 1071°, The
time in seconds is given H\ the numpers near each curve.
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10°

10°

10 10®
t[s]

e = - . .
klg!.;.. I'he time dependence of the mean electron energy in

helium 41
0.5 Torr.
number

densities:

pressure 1S

| gas temperature is

1

1.’&.1?011 alterglow plasmas. The neutral gas
he ﬁéug

Electron

n. =107 em=  (n/n, = 6 x 10°19),

2 —n. = 10" em™ (n,/n, = 6 x 1077). Dotted lines, calcula-

trons without electron-—electron collisions: dashed line, calcula-
tion without electron-electron collisions and 7, = 0 K.

Fig. 4. The time dependhlce of the electron distribution func-
tion in argon afterglow plisma. The neutral gas pressure is 0.5
Torr, the neutral gas ter&rature is T, =293 K. the electron
number density is 7, = 10" ecm™?, Re/ty = 06 % 1077, The time
in seconds is given mers near each curve.




