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Phase space

\We move from an exact description to a description using probabilities.

Distribution functions

Interacting particles, ---- each obeys the laws of classical dynamics.

Vectors ri \ pi Coordinate, impulse

The element dI' in T" space as: dI" =dr, dr,.....dr, dp;.....
The system file represents a ""cloud' with a density of

"cloud™ with density




Phase space 6N dimensional space
N interacting particles, ---- each obeys the laws of classical-dynanrics,

soubor ==) ensemble .... file



1.1 Zakladni definice

We introduce several new functions

Rovnice mechaniky nejsou pfi velkém po&tu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zdklad® a pfi statistickych pfedstavach dojit k zakonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému Eastic vystihnou.

Nechf pro makroskopicky systém, ktery ma objem V¥, je zndma mikrosko-

ickd struktura; systém je tvofen N interagujicimi ¢asticemi a necht kazda z téchto - . . .
Sistic s Fidi zikony Klasické dynamiky. Pro jednoduchost pledpoklédeime, 7 Estice pomt (phase) in 6N dimensional space
nemaji vnitini stupn€ volnosti. Mikroskopicky stav systému je uren bodem fézﬂ
v 6N rozmé&rném fazovém prostoru I', ktery méa soufadnice ry, ..., Py, Py, ---» Py, Kde
r., P; jsou polohové vektory i-té &istice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impulst. Definujme dale objemovy element dI" v I" prostoru jako

dr =dr,dr,...drydp, dp, ...dpy = dr"dp*. === FElement dI"in I space as: d I =dr,dr,.....dr, MEM|

ProtoZe kaZdy systém je reprezentovan fazi v I' prostoru, soubor velkého
poétu W systémil bude reprezentovdn ,,oblakem® W fazi v I'. Qznagime-li hustotu
tohoto oblaku (fizovou hustotou) v I" prostoru v fase f jako g(1; ¥y ... Pyi Prs ooos Pu)
je potom podet fazi (fazovych bodii), obsazenych v dI” kolem bodu (ry, ..., Fy; Py, -
...s Py) V Ease ¢, roven

N interacting particles ----

point in I" has coordinates r,, r

Q(I; Fiyeens P Py "'!PH) dl’NdPN

===) The system file represents a "cloud'* with a density of p(t, I;, I'yee...lyy, ProeeeeePy)
(1.1) J’g{r Fi..,py)dr¥dpt = W.

Fazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

a

. ; o(t; ris ..o Py)
(1.2) by = St

T Ph
nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potoﬁhz .predchozwh ase Space

tvah a z fyzikalniho vyznamu Py(¢; ry, ..., py) je zfejmé, Je

Y
e,
Ya,

(13) jpﬁ{:; ,,,7.'}1{553;'1 ELLTTT P, Probability density

P(t, Iy, Mogeenndlyy Proeeepy) [ W



N interacting particles, ---- each obeys the laws of classical dynamics.

coordinate

ElementdI'" inI" space as: d I =dr,dr,.....dr, dp;.....
The system file represents a ""cloud" with a density of

The total number of nh ses in the. f|| s

Probabiiity density
Py= Pt Iy, Mpeeeedlyy ProeeeesPy) [ W

By integrating P over a subset of variables, we obtain a ""projection' independent of coordinates rN-9pN-d




If we integrate through |mpulses we get the probability that the system has a certain configuration
of dlstrlbutlon N space

Py (t, T Koo 1) =[Py (t, Ty, Fppeeennlr Piszdrpy,) dpN

Dile miZeme definovat hustotu pravd&podobnosti (pravdépodobnost)
Pt;ry, ..., P Pays + oo p%), co? je pravdépodobnost nalézt v souboru celkem ndhod-
n& urenou skupinu g &astic «, ..., &, s polohovymi vektory r,, ..., r,, a impulsy
Pays -+ s Pa,> ez ohledu na to, v jakém stavu je zbyvajicich (N — gq) &astic;

(14) P ([, ap J -spar') = PN(I; Fi, -"’pN) drN—q de—q

a podobné je mozné nalézt pravd€podobnost, Ze systém &astic ma danou konfiguraci
ry, ... ryjako

(1.5) Pu(tiry, o ry SP e PN Py, - Py) dDY .




Hamiltonian N Particles
Generalized coordinates

Liouvilluv teorém

We follow the time evolution of the set of N particles...
each particle moves in accordance with Hamilton's equations:

_QH(ry, s Ty Py e P)
' 5ri¢

OH(ry, ..» i P1s -2 Pr) =123,
| ap;,

The motion of the particles of the system can be viewed as canonical transformations of the Jacobian transformation
J=1 and therefore the

J dr' = drNdpM = const, (1.10)

The phase volume does not change. The phase volume moves like an incompressible liquid. 7
Therefore, we can write a "*continuity equation™




1.1  Zakladni definice

Rovnice mechaniky nejsou pfi velkém po&tu N &astic zvladnutelné. Lze viak
na jejich zdklad® a pfi statistickych pfedstavach dojit k zakonitostem, které chovani
velkého makroskopického systému &astic vystihnou.

Nechf pro makroskopicky systém, ktery ma objem V¥, je zndma mikrosko-
picka struktura; systém je tvofen N interagujicimi Casticemi a necht kaZda z téchto
&astic se Fidi zakony klasické dynamiky. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze Eastice
nemaji vniténf stupn& volnosti. Mikroskopicky stav systému je urden bodem (fazi)
v 6N rozmérném fizovém prostoru I', ktery méa soufadnice ry, ..., Py, Py, --.. Py, kKde
r., P; jsou polohové vektory i-té &istice v prostoru soufadnic, respektive v prostoru
impulst. Definujme dale objemovy element dI" v I" prostoru jako

dI' = dr, dr, ...drydp, dp, ... dpy = dr¥ dp" .

ProtoZe kaZdy systém je reprezentovan fazi v I' prostoru, soubor velkého

poétu W systémi bude reprezentovédn ,,oblakem® W fizi v I'. Qzna€ime-li hustotu

tohoto oblaku (f4zovou hustotou) v I' prostoru v &ase t jako g(f; #y, ..., Pyi P1s ooy Pu)s

je potom podet fizi (fazovych bodii), obsaZenych v dI" kolem bodu (Fy, ..., Fy: Py, +--
...s Py) V Case ¢, roven

0(t; Py vos P Py <oy py) APV dp®
a
(1.1) Ig{t; Fi..,py)dr¥dpt = W.

Féazovou hustotu Py(t; ry, ..., py), odpovidajici jednomu systému, tj.

12 .P 29(131'1;--0}71\')
(12 g dlties )

nazveme hustotou pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Potom z piedchozich
tvah a z fyzikdlniho vyznamu Py(t; ry, ..., py) je zfejmé, Je

(13) jP,.,{r; Fiyoonpy)dr¥dp¥ =1,

1.2  Liouvilliiv teorém

Sledujme déle &asovy vyvoj souboru N Eastic systému. Z mechaniky je
zndmo, e pohyb kaZdé Eastice se déje ve shodé s Hamiltonovymi rovnicemi daného
problému; fizovy bod v I” prostoru se bude pohybovat opét podle Hamiltonovych

rovnic, které — zapsany pro i-tou &istici — jsou

BH(ry, .., 3 Prs -eos )
ar;

- 5H(rt=---=r~;pn---.p~), a=1,23,

: ap,,

kde H(ry, ..., y; Py, - .., Py) je hamiltoniin $éstiee daného systému.
Z klasické mechaniky je znﬁmo*], Ze na Casovou zménu velifin p;_a r;_ pfi

(1.9) b, = —

pohybu &astic systému je mozno hledét jako na kanonické transformace. Dile je

znamo, Ze fazovy objem, tj. { dI' = [dr" dp" je invariantni vzhledem ke kanonickym
transformacim. Odtud dostdvame dileZity zivér: KaZdy bod fazového prostoru se
pohybuje ve shodg s Hamiltonovymi rovnicemi daného systému, stejnym zpisobem
se pohybuje i oblak fizovych bodi a navic objem tohoto oblaku (fazovy objem) se
nemeéni, tj.

(1.10) J:il’ = konst ,

*) Viz napi. L. D. Landau, E. M. Lif§i& Mechanika. Moskva (1965), s. 183,

i kdyZ se miiZe ménit tvar tohoto objemu a tedy plocha, kterou je tento objem uzavfen.

Rovnice (1.10) je vlastné matematicky zapis Liouvillova teorému a fika, Ze
fazovy objem se pohybuje tak, jako kdyby byl nestlatitelnd kapalina. Pro takovéto
kapaliny v8ak plati rovnice kontinuity (v I' prostoru)

(1.11) g—f + div(eV) =0



Introduction Forms of Liouvil's theorem

: o .. External and internal forces

deriivaci
nebo, cozZ je totéz
’ ! 5H(r1 P AN

(1.12)

PN Pis - PN)
ar;

I~
kde V7je ,rychlost“ v. I' prostorh (o slo¥kach #,, ."wwr
Tovnic

OH(ry, [ PN3 P1s ooy PY)

51’:,

OFH PH Y
(L13) divp=Y z( O ( _ )=o,
i=1 a=1 6r,¢ ’ or .ap-i“ 6p,-¢ ar,-a F‘(t, rl’ r,z,.....rN, pl,-----pN)
jako dusledek platnosti Hamiltonoviych rovnic (1.9)/ Rovnice (1.12) mé potom tvar
. ‘ coZ miZeme psat jako _ | lisions
(1.14) gé’- . - &’ ol
. t
, A=
- e s S a0
115 _ de _ e
(1.15) ar ot — +[es H] = -0, kde [¢; H] jsou Poissonovy zavorky, v, je rychlost i-té castice, X‘ I'e vektor vngjsi
i : sily, plisobici na i-tou éastlcl a F e vektor vnitini sil astic

usobici n

Po vyd&leni rovnic (1 14) (1.15) a (1 16) poltem W systémd dostdvime
rovnice pro Py
If we integrate through impulses ...

Py {tl peeeeee ) = I Py (L, Ty, Fppervailyy, PpoeeenePy) dPN

Dependence on time and pasition-

Py

+ V. gradPN =0,
ot

(1.14)

(1.15)

~~~
—

(1.16)

-~

~igl’=aPN+§v, VPN+Z(Xi+F) PN=0-
Probability density dt ot i+ ‘

= P(t, Iy, Mygenendlyy ProeeeePp) I W




1.3 Gibbs' H theorem

Viimn&me si nyni alespofi &istedn® asového vyvoje systému N Castic, a to
z hlediska vratnosti & nevratnosti procesll, které v tomto systému probihaji. Ze
zkudenosti je znamo, Ze vEtSina procesil, které probihaji v pfirod€, jsou procesy
nevratné. To znamend, Ze entropie takméhom sy stému roste s ¢asem; v rovnovaze
je potom entropie konstantni. V ; entropie lzce spjata s takzvanou
H-funkci a to vztahem

density of the probability
Py= P(t, Iy, Mogenenly, PpoeeeesPp) /W

22) J‘Eﬂlnfﬁ.dr-— ~I[H: Py] InPndF=JP~[H;lﬂPw]dF=

— J[H;Pﬁ]dr = — | Eugr.
dt Rovnice (1.10) je vlastn& matematicky zapis Liouvillova teorému a ¥ika, Ze
fazovy objem se pohybuje tak, jako kdyby byl nestlatitelni kapalina. Pro takovéto
d H / dt:O d S / dt O kapaliny v3ak plati rovnice kontinuity (v I" prostoru

This means that the system does not evolve over time.....
...that is, an unequilibrium system can never reach a state of equilibrium.
Paradox - classical mechanics leads to a strictly reversible description, while nature behaves

irreversibly ...

Time development — entropy increases
System entropy increases, dS/dt>0

Or our approximations are inaccurate....




1.3 Gibbs' H theorem

Reversibility and Irreversibility of processes

Using Liouville's theorem, we arrive at the expression

dH/dt=0 dS/dt=0

This means that the system does not evolve over time
That is, an unequilibrium system can never reach a state of equilibrium.

Paradox - classical mechanics leads to a strictly reversible description, while nature behaves

irreversibly. (?...) ...

Time evolution — entropy increases ...... System entropy increases, dS/dt>0

Or our approximations are inaccurate....




1.4 BBGKY equation (Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon)

1.4 BBGKY equation
The function Py (t, Iy, My.....ry, Pp--...py) has certain properties resulting from its relationship to particles...

Using this feature we can determine some macroscopic quantities characterizing a given set of particles at point r

J(t,r) =] I(r) Py (L, Fy, Fppeeensly, Poseeenapy) drN dpN D (1.27)

where J(r) is the current density operator
J(r)=Z p;&(r-r) (1.28)

Koncentrace &astic ! r; ! v misté r je

(1.29) n(r; 1) = |A(r) P;.,(t; r, ..., py)dr¥ dp¥,
Hustota pravdépodobnosti

. kde A(r) je operator poloh
= P(LAry, Mgeeenly, Ppseeeespy) /W ) pooy

(1.30) A(r) = ﬁlé(r - r).

Hustota kinetické energie E(f; r) v mist& r je rovna

{(1.31) E(t;r) = jE(r) Py(t;ry, .. py) drY dp",

kde E(r) je operétor kinetické energie
N
(1.32) E(r) = Z (r —~r)

a m; je hmotnost i-té &astice.

Pro nabité &astice je dile moZno zavést proudovou hustotu f(t; #) v bod& r
(hustotu toku naboje) vztahem

j(r): > E/H*pls(r'ri) (133) j(t; r). = fj(r) PN(t; .. ':pN) dr¥ de ,
Current Density (Charge Flow) Operator

kde }(r) je operator hustoty proudu (toku néboje)



Introduction to BBGKY

(Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon)

Z vySe uvedenych uvah plyne, Ze je vhodné zavést takové funkce a rovnice
ro tyto funkce, které budou urcovat

tedy pro s < N funkci F(t; ry, ..., r;; p,, ..., p;) timto zplisobem:
---s---..sllllllp "EEEag,,

W)
(1.38) _“‘ BT F(tr, .t Py
' !
\»——.’_../.:VSJ....J‘PN(t; rl,-.-, rN;pl,...,pN)drs_'_l-..drN,dps+1 ce
....l | nn®
IPTOS=123._, "EsssmmgEsEssumnnt®

Z normovaci podminky

(1.39) %J...JFS(I; Fisoes P3Py oo P dry oo drgdpy ... dp, =1

I’S,pl....ps) Is the probability that the group of S particles from the set of

N particles will be in time t in the element AIy, ......dF,dpP;....dP regardless of the state
of the remainine particles.




For interacting particles Let's narrow down the generality of the Hamiltonian a bit

3 ‘ v
(1.42) * : 0." Probability density
'. ot .ot Py= Pt Iy Fogennnlyy Poseeee

....IiIll---‘

(1.43) ;N [ + U(r,)] + Z db,j _.‘ ,

4

&
...

kde H{(r,, p,) je hamiltoniin samotné i-t& &aslice B U(r
beny efekty na sténach a vn&j$imi silami: tD
mezl i-tou a j-tou Eastici. [

PouZitim rovnice (1.43) miiZeme I,l'ouvillovu rovnici :(1 42) ptepsat do tvaru

(1.44) aP” %[Hi, PN} Z [d>i,,PN]~0

VSE(Lry, ...l Pq....p,) 1S the probability that the group of S particles from the set of N particles will be located at
time tin the element dr,, ....dr,,dp,...dp, regardless of the state of the remaining (N-s) particles.




BBGKY Equation After many modifications ...

After many restrictions

After many simplifications

Shrnutim pledchozich visledkd dostivime konetng pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

EEEECEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETR

Je-Halmltonova funkce uzavieného systému s Castic. =

Qu_is Interaction potential between particles i and |

F. is a function of F.;, e system of equations
We are where we were!!



After many modifications ....
After many restrictions

After many simplifications
Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime koneénd pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

BBGKY equation of application at s=1, s=2

[['ﬁ'r.+1: ,+|:|':I -+l'd.p:+l
1

Velmi ‘dﬁleiitff a pro fyziku plazmatu nepostradafeln)'/ j'e tvar rovnice (1.52)
pros =1as = 2. Pros = 1 dostaneme

(1.54) _ =V, H,  .V,,F, -V, H1 V,,F1

ot .

N—1(. . |
+ ‘TJ\(Vrldslz . Vp1F2 - Vp1¢12 . V”Fz) drz dPZ

a pro s = 2 dostaneme

, —2(2
1.55 ; D5, Fy| dry dp, .
( ) o v 121[ 3 3] F3 AP,




Derivation of the Boltzmann equation

Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime konetné pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

‘-: - b [['ﬁr.l+1; -F.:u] dr,. s e+
i

1.52) ma-potom

v je otom' prevricend hodnota koncentace n, v = 1/n. Rovaice

tvar*)




Finding solutions to B. equation In the shape of a row

v je potom prevriacena hodnota koncentace n, v = 1/n. Rovnice (1.52) ma-potom

tvar*)

(1.56) _5£§ = [Hs; Fs] + 1 z | [¢i,s+l; Fs+1] driy, dpsiy -
ot v i=1

Sledujme tedy model klasického zfed&ného plynu, kdy rg ZU < 1, tj. inter-
ak¢ni potencial je kratkého dosahu a koncentrace &stic je nizkd. Nadim daldim
tikolem je vypolet funkce F,. K tomuto ti&lu rozloZme F, do fady podle malého
parametru rgfv. Z rovnic (1.56) a (1.57) je zfejmé, %e z formalniho hlediska mi¥eme
misto parametru r?,/v pfijmout parametr 1 /v, aniZ se zm&ni obecnost daného postupu.
PoloZme proto

EEEEEN
“---lllll "EEaaa,,
DY A ' v

* 1 1

...

%

(1.58) Y, F,=FO4_F® 1 _F® . = &
v

. .
“ea v Lus®

"tag,, —y ]

S EEEEEEmEEEERE

_Dosadime-li nyni dany rozklad do rovnice 1.56) a Porovn‘éme-li Eleny obsahujici

steiné mocniny. 1/v, dostaneme |

(1.59) al;§0)=[H,;F§°)], RRRPPPPTT > 2 FS(O)

oOF) :
(o0 T DR+ [[E o B anapy (1
- : >

ot




2. Mutual Interaction of particles = We will analyze elastic collissions

m Collisions e- neutral, e- ion, e-e

We already have the equations

(1.59) az; io) = [H; F@], | FS(O)

|
oFH

(160) —“aT = [Hs; Fﬁl)] + f[i§1¢i,s+1; F.g?l-)l] d"'s+1 dps+1 F (1)
S

atd.

.... What we need is the knowledge of particle interaction ....
Elementary Processes in a Different Concept

Qﬂ IS the interaction potential between the particle i and particle |

F. is a function of F,, system of equations

r.,p;....ps) Is the probability that the group s of particles from the set of
N particles will be at time t located in the element dr,, ....dp, regardless of
the state of the remaining (N-s) particles.




Interaction of particles = We will analyze elastic collisions
Collisions e- neutral, e- ion, e-e

e

Conservation Laws

The force exerted by particle 2 on particle 1 is F,,
F,,=-F, 2.1

We will assume that the forces decrease fast enough with r
Laboratory and centrum of gravity of system

Pohyb ka?dé z téchto &stic je ve shodé s Newtonovymi rovnicemi, tj.

m¥, = F,

ﬂijFl F FII . . . o
} j Attention p, and p, are dimensionless
TEZiste systému dvou &istic r, ;’t nyni urieno rovoic

/
myFy + alFa _ — u &
- Tlﬁ_”"’""”*" Fo = pify + psFs .

/

' " i
M= = 22 gy =1,
my +pm; m; + m,

[m1+ﬂ:1}F¢=FI_1+F31=[}

The center of gravity of a two-particle system
moves at a constant speed throughout the collision process




Relative velocity during a collision

_ Maintaining Relative Velocity
Relative velocity {15=1I79

Movement around the power center
The laws of conservation of energy imply

= g=g";

e ' .
Oznatime-li Igill = galgy| = ¢ mime pak, Jcf§ ® = - L
I A REERERERRE L

The absolute value of the relative velocities Is conserved during
a collision, only their direction can change

ilové centrum je nyni totoZné s polohou Eistice 1.



Motion in a plane

: : redukuje na pohyb fiktivni redukované
hmotnosti u, kterd se pohybuje kolem silového centra ve vzdilenost] r — r,—r,.

Silové centrum je nyni totoZné’s polohou &stice 1.

*(r2 — 1
(2.26) (r; — ) % d*r, = i) _ ZFyy % (ry — 1) Parallel

di? i \ectors

ProtoZe ale vzhjemné plisobici sily jsou centrdlni, je pravé strana (2.26) rovna nule.

odkud dostivame, Zc

(2.28)
kde k je konstantni vektor (je urfen z potitefnich podminek naleho problému).

To ale znamend, ¥e vektor r i vzijemnd rychlost &stic leZi stile v jedné roviné a tedy
nami vydetfovany vzijemny pohyb &stic je skutedns rovinoy.




Center of mass system Motion in the center of mass system

(2:30) %= —Hroosd,  x; = pyroost, It is advantageous to work in the center
of mass system

Yi= —pprsin 8,  y, = pursind.

Fiction of the motion of a particle in a force field

K popisu takovéhoto pohybu plné postadi vite uvedené integrily pohybu
(2-33) a (2.34), Tyto rovnice nam spoletné s rovnicemi (2.36) a (2.38) tvofi soustavu
dvou diferenciilnich rovnie

(2.39
(2.40)
pro dvié nezndmé r o 4,

pbg = prf
tug® = dulr* + ré%) + @)




Motion in the Field of Central Forces Collision parametr
Dispersion angle

To viak falr: znamena, ¢ nale lloha se redukuje na pohyb fiktivni redukované
hlmmtnc-su i, ktera se pohybuje kolem silového centra ve vzdilenosti r =F, — F,.
Silové centrum je nyni toto¥né s polohou Estice 1.

Fiction - the movement of?} particle in a force field
A

K popisu takovéhoto pohybu plné posta®i vEe uvedené integrily pohybu
(2.33) 2 (2.34). Tyto rovnice nim spoletnd s rovnicefni (2.36) a (2,38) tvobi soustavu
dvou diferenciilnich rovojg L-/

(239) ubg = prZf :
(2.40) S it = Wl ) + :

: HPATE) @)
pro dvié nezndmé r o 8, 7/

Uhel odklonu ¥ je nynipodie (2.42)

Vig = =142
(2.49) y=a=M =1 EJ |ir‘ r? = 2t U[r]] dr .




Elementary consequences Energy transfer in a collision

The laws of conservation of energy imply A large difference in masses
Equal masses

™ aj ]
Uy — Uy = — .

before after i before

: . . 2y
What Leads to a Relationship | I

after |:_1'|"| + F’h}i

uill = cosy),

Jestlize m, = my, pak n =1

Art with Ar

(2.72)

a funkce A4 je maximalni

A~1/2

(2.73)

9 e with Ar

a

(2.75)

A~2(1/2000)/40=1/40 000



Differential cross-section.

N particles per second

Elastic collisions.
Differential cross-section.

b [db
@7) = -7,
sin y |dy

kde db/dy je moZno urtit z (2.49) pfi g = konst. Absolu
derivace db/dy mbZe byt asto zaporna.

hodnotu pifeme proto, Ze

el e —

dn=Nb db d(e)
dn=c(y) N d2

Differential cross-section of elastic collision

dn=Nb db d(e) =o(¥) N d€2 = N o(y) siny dy d(g)

o(y) = (b/siny). db / dy

Differential cross-section of elastic collision



Total effective cross-section Total effective cross-section
The Problem with the Experiment

@m) o) = —

b_|db
sin ¥ dx’

kde db/dy je moZno urtit z (2.49) pfi g = konst. Absoluggf’hodnotu pifeme proto, Ze
derivace db/dy mbZe byt asto zaporna.

N(V)

Total cross-section of elastic collision  o(y) = b db /dy siny

. (V) = Jo(y) dQ = 2xfo(y) siny dy = 2/ b db
Y .....0-m b .....0-infinity

Divergent integral ???7?

o.(v) = nD?2 for the collision of two perfectly flexible spheres



Transport cross-section

Transport cross-section

>

Deflection cross-section

Transport cross-section.
cross-section of deflection

Jak jsme si ukézali, celkovy dinny pritfez o, z hlediska klasické mechaniky
diverguje, a proto je pro nase dals u vaEy nepouz1’ teiny’. V kinetické teorii proto
zavadime veli¢iny typu

(2.90) oM = 27rj o(x) (1 — cos x) sin x dy =
o}

=2nj (1—cos*y)bdb, 1=1,2,...,

které‘j&z mohou byt v n€kterych pfipadech kone&né a maji tedy jisty fyzikalni smysl.
N‘egcastép se vyskytuji veligGiny 0 a 0‘®. Veli¢inu

\\\ IIIIII IIIIIIIIIIIIII

(2.91) BN Q(l) =2r a(x) (1 — cosx)sinydy ™

‘llllll%lllllllllllll'

nazveme transportnim rﬁrezeun protoZe faktor (1 — cos x) pg urduje sniZeni impulsu
astice v daném sméru iwz obr. 534:)

Velidinu

IIIIIIIII‘IIIIIIIIIII

(2.92) "0® =2x | o(x) (1 —~gos Zy)sin ydy &

hesEEnm OIIIIIIII\EIIIII|
nazveme prifezem odklonu, protoZe faktor

2 2
(2.93) ‘u—g—(l cos? z) = £4_ 2 sin® y N

<
charakterizuje pfiristek kinetické energic ve sméru kolmém na s?ﬁél; plivodni;
charakterizuje nam tedy jistym zpisobem odklon &Astice od pivodniho smgru\




oulomb particle scattering Coulomb particle scattering
| Rutherford's formula

Uhel odklonu ¥ je nyni podle (2.42)

(2.45) I:ﬂ—zﬂ“=n—ljm[i=_r _Eﬂ]_lﬂdrl
rm LD b

Uhel 8,, je nyni podle (2.48) dan vztahem

We gett g(x/2)=by/b, which is the relation y, by a b

~
(2_9 5) 9, = j’ _1_ [7'2 { — 1 ? - Veénujme se nyni vypoétu diferencidlniho sraZkového prifezu o(y) pro pripad

| B2 2p2 coulombovskyceh sil. Ukém‘h jsme s, 2 obecny vyTaz pro a(x) j¢ dan vZiatem (2.79). 4.

N
\

Pm

sin ¢ |dx

". db
kde r,, je neziporny kofen rovnice 2 113)\ 1 d)=— —\

(2.96) . Pj _ Z,Z,¢é =0. Z rovnice (2\'0@) jeale zrejmé Ze
| 7 (aneo) dugr ~ 2
(2.114) \ LA

T2k

EEN
al ... S-—

Zavedeme-li nyni parametr )
a \

- S zze S Coulomb particle
@97) U(r) = ng?*by/r %e ,;’ dmeopg® o ® “\ Scatterirlg‘

...--“‘ (2.115) 3 b=30\20tg£

a novou proménnou ¥ = bjr, je moZno (2.95) upravit na \ K

* Dosadime-li nyni (2.114) a (2.115) do {2.113), dostam[ne témet okamute‘pozadovany

Vyrazpmo‘x)chaiulllllllllllll\i\!ll}
(2.98) = (2.116) :U()_ﬁ 1 ZiZle 158, W
) X = 4 x—(41t5 Y u’g* I /

o sin® 0 4 sin* =

u 2 2 - \\\

*

] Lesssnmnnananannn
kde u,, je nyni kladny ko¥fen rovnice Toto je ale takzvanad Rutherfordova formule, kterou je mogno. zskat ve Etselném

tvaru jpa zaklad® uvah kvantove mecﬁamEy =5 \
b Z (2.116) je ziejmé, Ze a(y) nezdvisi na znaménku naboje Lstic; plati tcdy

2.99 1 =22 ;
( . ) - b jak pro piipad sil odpudivjch, tak i pro pfipad sil pfitaZlivych. Z uvah, které se tykaly

* Podrobndji ¢ tem viz L. D. Landauw, E. M. Liftic: Kvantovaja mechanika. op. cit.

(2.100)

Dropped b




Rutherford's formula Rutherford's formula

Experiment.
Detector
Vénujme s¢ nyni vs’lpoétmdi\fcrenciélniho srazkového prifezu o{x) pro pnpa
coulombovskych sil. Ukézali jsme si, Baobecny vyraz pro o(y) je dan vztahem (2.79),t.
~
N . - -
@2.113) o{z) = -2 d;[. Collision chamber (beam)
sin y |d Ny
~
Z rovnice (2.106) je ale zfejmé, Ze S

Zdroj
@119 R % :

dxl 2 bo cos? %
2
a

(2.115) b = b, cotg -’2§

Dosadime-li nyni (2.114) a {2.115) do (2.113), dostavime téméf okamZité poZadovany
vyraZproa(x)veltvlar:lllllllllllllllllll
= b 1 ZiZ%e*
{2.116) m o(y) = 4° = 12
- sin* *
- 2
AN EEEEEEEEENEEEENER
Toto je ale takzvand Rutherfordova formule, kterou je mo¥no ziskat ve stejném
tvaru i na zdklad& avah kvantové mechani E*)
Z (2.116) je zfejmé, Ze o(y) nezdvisi na znaménku naboje Sastic; plati tedy
jak pro ptipad sil odpudivych, tak i pro pfipad sil pfitaZlivych. Z tvah, které se tykaly

The problem is with the'dgtermination of o,

) Podrobngji o tom viz L. D. Landau, E. M. Lifiic; Kvantovaja mechanika. op. cit.

The problem of long-range ¢ellisions

.(V) = Jo(y) dQ = 2rjo(y) siny dy = 2z b db



Distribution functions
f(F,V,1)

The number of particles with a
coordinates r,v,t ind

f (F,V,t)drdv
fdrdv

Particle concentration n (F, t)

Mean particle velocity R (F, t)

Flow of quantity y through
unit area moving with velocity v,

¥ =y = [y(V)VidV

kde integraci se mini integrace pfes cely rychlostni prostor a pfes objem, ve kterém
je dany systém uzavien. Potom stfedni|hodnota funkce g(r, v)|je dana vyrazem

i _[g(n 0)1(e . ifdr de)

Podobné prq lokalni stfedni hodnotu (stfedni hodnotu, kterd se miiZe obecn&
ménit v prostoru od bodu k bodu) funkce g(r, v) dostavime

(3.3) m ?’Hg(r, ») f(r, v, t

kde (7'
(34) ne, 1) = v[‘f(r', v, 1) dv

" je koncentrace &astic v misté r; a(r, t) dr je potom podel astic v objemu dr kolem

bodu r.*)
~ Pomoci definice (3.3) maZeme nyni zavést nekteré duleZité velitiny, které
budou pro nas v daldim textu nepostradatelné. .

Tak napiiklad stfedni rxchlost Sastic v bodé {r, 1) vo(r 1} bude podle (3.3)

dina vztahem
(3.5) ar ) =2 [orrena.

Velmi asto byva vyhodné vztahovat rychlost &astic ke stfedni rychlosti vy(r, 1);

zavedeme tedy pojem relativni rxchlosti V vzhledem ke stfedni txchlosti vni r tI

vztahem

(3.6) V=10v—vfr1).

Potom s ohledem na definici vo(r, f) (3.5) je ziejmsé, Ze
3.7 V==5—10)r,t)=0.

V sys'ému, ktery neni v rovnovaZném stavu, existuje jisty pocet gradientd,
jako napfiklad koncentrace, relativni rychlosti, teploty atd., které zplsobuji pfenos
hmotnosti, impulsu, teploty a dalgich veli¢in, jeZ charakterizuji vlastnosti ¢astic daného
systému. Ozna&ime-li tyto veli&iny jako y(v), pak tok veli¢iny ¥ jednotkovou plochou,
kterd se pohybuje rychlosti v, **) za jednotku Zasu bude zfeymé roven

(35) w7 =j¢(V) Vrav.

) Pro jednoduchost zdpisu budeme misto ,,v dr kolem bodu r* fikat ,,v bodé r*,

) V dal$im textu budeme vidy uvaZovat tok plochou, kiers je v klida vzhledem ke stfednf
rychlosti &astic systému,
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Abstract

The electron energy distnbution functions for electron thermalization in helium and argon afterglow plasmas have
been calculated taking into account electron-neutral and electron—electron collisions. This work shows that electron—
electron collisions can lead to the Maxwellization of the electron energy distribution function and thus to different rates

]

of electron thermalization.
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Shrnutim piedchozich visledkd dostivime koneénd pofadovanou rovnici
pro F, ve tvaru

: T =\
{_1.52} ,] + ﬂrv : E. ['r"r,l+1; .F.:-I- |:| IZIJ',-.” =+ 1 I

The time rate of change of the electron distri-
bution function, f(v, ¢}, is described by the Boltz-
mann ggquation [16]

= iod) , , V . -
SO et co 1P Only collisional term
where C.p 15 the collision term for electron-neutral

collisions

elastic collisions are taken into account. The dis-
tribution function has the normalization

kT, l_ﬁ_j)) 2) low) In A4 = 10. As can be seen from Eq. (2), only

and C,. is the collisior]

collisions | n, = dn / 2 (v)do, (4)
[

s0 that the function

B 4m?

F(v) flv)

n.
is a velocity distribution function.
The initial distribution for the calculation was
chosen as

J'z 2
."'m=4:n;(4?; — ) Ini A, { 2
0 (] j — 1,
L —— (— (72 ) 5)

. . . = — —= CX
where n, is the numbef density of neutral gas, T; is 4mkT, /T v p kT,
the gas temperature, m, is the mass of neutral gas

atoms and & is the'momentum transfer cross- with vy = 1.19 % 10f ms—'. This 1y C{JI‘I‘CSI’}GI}dS

;mtizr:h?lggbmgrliﬂ ?E u:igfﬁc Eﬁfnfc‘t"];ﬁ;?ét:‘; to electrons with energies in a narrow peak round
A 15 i L g 15 d dl's - ' .
Ve ene pas™p 4 ¢V. The peak width is 24T,,.

for a 90° scattering). For our conditions (see be-
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3.2, Electron-—neurral collisions

Let us study first the energy relaxation due to
electron-neutral collision only. For simplicity let s
us consider that the molecules of neutral gas are at e[eV]
I‘f_‘%’[ [T — {'} K} ﬁnd thﬂ.t th": momen tLlnl trﬁﬂ I-‘.:‘f"':r. Fig. 2. The momentum transfer cross-sections for electron
o n — o

X argon |20] and electron-helium elastic collisions |21}].

cross-section does not depend on the velocjty ’

which is good approximation for helium. ’y"

Thus we obtain the equation

' L
6 7

(6)

This equation can be solved analytically; the so-
lution is

. 1 1
.f[I‘:f;'=Ij.ﬁ:(ﬂt’—;): (7)

where @ = n,—2or and g is an arbitrary function,

. mn . - . . . . .
which must be determined from initial condition.
For our initial condition (5) we obtain

e 1
Ak To /T v2(atw — 1)°

% eX _ 2T T Vo ?

The time development of this distribution function
is shown in Fig. 1.

flo.t) =

15 given by the numbers near each curve. Electron-—electron
colhisions are not taken in the account.
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[\%] £
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[=]

o(e) [10%° m7]

I'he momentum transfer cross

tion in argon after
0.5 Torr. the neutral

sections [or electron
on [20] and electron-helium elastic collisions [21].

func-
1. The neutral

T, =293 K. the elec-
< 1071°, The
Urve.

107 10° 10° 10 10® 10* 107
t[s] T

Fig. 5. The time dependence of the mean electron ene
helium and argon afterglow plasmas. The neutral
B 0.5 Torr. fthe neutral gas temperature isl 7, =
number densiti

S pressure 1s
3 K! Electron

6 x 10-1),
2 — . = 10 em™? (n./ 6 x 1077). Dotted lines, calcula-

tions without electron-—ele dashed line, calcula-

tion without electron-electron collisions and 7, = 0 K.
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¢ [eV]

Fig. 2. The momentum transfer cross-sections for electron
argon [20] and electron-helium elastic collisions [21].

FEERTTITY BT

PEERTITT R ETTT B SR TTTTT B

=]

L4
Fig. 3. The time dependence of the glectron distribution func-
tion in argon afterglow plasma. The neutral gas pressure is
0.5 Torr, the neutral gas temperg{ure is 7, = 293 K. the elec-

tron number density is n, = 10%€m=3, n./n, = 6 x 1071°, The
time in seconds is given H\ the numpers near each curve.

aaianl

107

10°

10°

10 10®
t[s]

e = - . .
klg!.;.. I'he time dependence of the mean electron energy in

helium 41
0.5 Torr.
number

densities:

pressure 1S

| gas temperature is

1

1.’&.1?011 alterglow plasmas. The neutral gas
he ﬁéug

Electron

n. =107 em=  (n/n, = 6 x 10°19),

2 —n. = 10" em™ (n,/n, = 6 x 1077). Dotted lines, calcula-

trons without electron-—electron collisions: dashed line, calcula-
tion without electron-electron collisions and 7, = 0 K.

Fig. 4. The time dependhlce of the electron distribution func-
tion in argon afterglow plisma. The neutral gas pressure is 0.5
Torr, the neutral gas ter&rature is T, =293 K. the electron
number density is 7, = 10" ecm™?, Re/ty = 06 % 1077, The time
in seconds is given mers near each curve.




Derivation of the Boltzmann Equation

dPy _ Py
dit at

3.2 Odvozeni Boltzmannovy rovnice (1.157) + [Py H] =0,

Z piedchozich tivah a z definice rozd&lovaci funkee vyplyva, Ze k popisu
systému N &4stic plng postadi, budeme-li znat rozdélovaci funkci tohoto systému

.jpﬁpadné rozd€lovaci funkce f; jednotlivich druhfi &stic systému)._Budeme tedy

v dal¥im textu sledovat zikony, kterymi je urdeno chovani fi za piedpokladu, ¥e
plati nasledujici podminky:

Na pohyb ¢astic systému je mozZno se divat jako na '
1. Liouvilliv teorém a piedstavy o sré¥k4ch &stic plati podle nadich dosavad- kanonické transformace Jakobian transformace je 1 a proto je

nich klasickych piedstav;

2. plyn je natolik zfedény, %e miFeme uvaZovat pouze elastické binarni stazky; [dr =] drNdpN = const,
3. je splnén pfedpoklad molekulirniho chaosu, tj. stav Eastice 1 v bod& (r,, )

a tastice 2 v bod& (r, v,) jsou na sob& nezévislé, Fazovy objem se neméni. Fazovy objem se pohybuje jako nestlacitelna
4, vi&jdi sila F,, pisobici na i-ty druh stic, je nezévisld na tychiosti a je mala kapalina... proto miiZeme napsat ,,rovnici kontinuity*

ve stovnani se silami, které vznikajl ¥V dobe stAZeK:

Méjme nyni objemovy element u prostoru se stfedem v bods r, v, o velikosti BBGKY equatl on appl ied for s=1, s=2

dr de; v &ase t obsahuje tento f(r, v,, £} dr do, &astic i-tého druhu. Jestliz
sraZky mezi Easticemi, pak v &ase ¢ + df vlivem vn&js sily veechny tyto Sastice budou
v objemovém elementu dr kolem bodu r + v, dfa v rychlostnim elementu dp, kolem

bodu v; + (F;fm,) dt (ptedpoklidime, ¥e sila F, se tém®F nezméni wvnitt dr za di).
Podle Liouvillova teorému tedy plati

Shrnutim pfedchozich visledkd dostivime konefng pofadovanou rovnici
pro F, v tvaru

(1.52) ?:; = [H:F] +

N

— i I[#r.a+1§ -F.:u] dry s Pesr s
¥ ooa=a

f{r + v dt, v; + (F/m)dt, t + di) dr ds, = f{r, v, 1) drdo;,

Velmi dileZity a pro fyziku plazmatu nepostradatelny je tvar rovnice (1.52)
pros =1as = 2. Pros = 1 dostaneme

Vlivem sriZek se v§a15'_tyto dva &leny budou li§it, Oznadime-li

(3.32) B sy ‘% =V, H, .V, F, — V, H, .V, F, +
' p o : :
jako zménu podtu ¥astic fitého drubu v dr do, :_zpﬁsobenou srazkami za as dt, musi 1 0 ” ! J.(Vr,‘pu VoF2 = V812 .V, Fy) dry dp,
ﬁejméplaﬁt “ : :llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll:
\ . a pro s = 2 dostaneme
(3.33y F{r + v.ds, v + (Fifm) dt,% + df) dr do, —~

OF.

' , N
(Lss)  ZE=[Hi+ Hy + 8 F] +

—212
v J.Zl[‘pzs;Fs] drydp; .

— f{r, v, 1) dr do, 'é~§§—{=‘. drdo; d:.
I ",

Rozvinemeé-li prvni &len na levé strang (3.32) do T Torovy ‘r’a&i,’dos eme
: yorovy taps

?Li+v,-.vr I'+_
ot m

«
L
e,
L
e,
Y
Yy

“(3.34)

Na pravé strané (3.33) stoji nyni sra¥kovy &len (5, f,/51), kterému nyni musime dat
explicitni tvar. Clen (3.32) je roven podtu &stic i-tého druhu, které se dostanou do
objemového elementu dr dv, vlivem sraZek s ostatnimi druhy &astic za &as dt {oznadi-
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me EAU dr dv, d¢), minus podet Eastic i-tého druhu, které tento objemovy element ‘:
| sEiunpt®

opustl YTivem sTaZek s ostatnimi druhy &4stic za stejny Sasovy interval df (oznatime
3.47; dr de, di). Symbolicky tedy milZeme psat
]

“volume” element

(3.35) St gy dv, dt = ~A)drdv; dt,
, St S J

After the collision .

kde secitéme pfes viechny druhy &astic.
VEnujme se nejdfive &lenu Aj; dr dv; dt. Nechi &astice i-tého druhu je

umisténa v bodé r a nechf se pohybuje rychlosti v,. Spotteme pravdépodobnost toho, leaves the element Number of i
Fe tato Castice se za dobu dt srazi s &astici j-tého druhu. ElastickasraZka dvou astic . partl CleS
je ve valcovych soufadnicich charakterizovina relativni rychlosti t¥ckto Castic g,; = ove, K In an element

rovinou referenéni (viz kapitolu 2). Polet sraZek Zastice i-tého druhu za tas dt s Casti-

cemi j-tého druhu, jejich? relativni rychlost je g, sraZkovy parametr Eev mezich b,
b + db a tihel v mezich ¢, ¢ + de potom bude roven podtu astic j-tého druhu, které

jsou obsaZeny v objemovém elementu
1 y

&
= 9, — v, sta¥kovym parametrem b a ihlem ¢ mezi rovinou trajektorie aJibovolnou .

All such j-th particles
hits the i-th particle at the origin

er‘J‘ SfAr v t) g;;bdb dedo;

(r, v, 1) dr dv,.
drdv, je A;; dr dv; dt

Obr. 3.1.
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Celkovy podet sraZek &astice i-tého druhu se viemi E4sticemi druhu j-tého za &as dt = the number of partiCIQS that leave the drdVi element is:
potom zfejm& bude

(3.36) ‘ dt J‘-Ufj(r, v, ) g;;bdb dedy;,

A;; drdv; dt = drdv; dt j'fj(r, v, 1) fr, v, 1) g;;bdb 4:1.1?(:11?_‘F



Next steps

Summarize what is expected of the participants.
Summarize what is expected of you.



