
5. zkou²ková písemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1 � °e²ení � 29.7.2021

1.

x
y

1 2 3

1 1/4 1/6 1/12
2 1/6 1/4 1/12

V tabulce je sdruºená pravd¥podobnostní
funkce náhodných veli£in X, Y . Jiné neº vy-
zna£ené hodnoty tyto veli£iny nenabývají.

(a) Ur£ete P (X = 2 | Y = 1) a P (Y = 1 | X = 2).
(b) Rozhodn¥te, zda marginální rozd¥lení X je uniformní na {1, 2}.
(c) Rozhodn¥te, zda marginální rozd¥lení Y je uniformní na {1, 2, 3}.
(d) Jsou X a Y nezávislé?
(e) Ur£ete E(X + Y ).
(f) Ur£ete E(XY ).
(g) Ur£ete cov(X, Y ).

�e²ení: Nap°ed ur£íme marginální rozd¥lení X: jde o ur£ení °ádkových sou£t·. Neboli
P (X = 1) = 1/4 + 1/6 + 1/12 = 1/2, P (X = 2) = 1/6 + 1/4 + 1/12 = 1/2.

Dále marginální rozd¥lení Y : P (Y = 1) = 1/4 + 1/6 = 5/12 = P (Y = 2), P (Y = 3) =
1/12 + 1/12 = 1/6.

(a) P (X = 2 | Y = 1) = P (X = 2 &Y = 1)/P (Y = 1) = (1/6)/(5/12) = 2/5
P (Y = 1 | X = 2) = P (X = 2 &Y = 1)/P (X = 2) = (1/6)/(1/2) = 1/3

(b) Dle úvodního výpo£tu je rozd¥lení X uniformní na mnoºin¥ {1, 2}.
(c) Dle úvodního výpo£tu není rozd¥lení Y uniformní na {1, 2, 3}.
(d) Veli£iny nejsou nezávislé. Na p°íklad P (X = 1 &Y = 2) = 1/6 6= 1/2 · 5/12.

(e) Z uniformity X plyne, ºe E(X) = (1 + 2)/2 = 3/2. Dále podle úvodního výpo£tu

E(Y ) = 1 · 5/12 + 2 · 5/12 + 3 · 1/6 = 7/4.

Dohromady tedy E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 3/2 + 7/4 = 13/4.

(f)

E(XY ) =1 · 1 · P (X = 1 &Y = 1) + 1 · 2 · P (X = 1 &Y = 2) + 1 · 3 · P (X = 1 &Y = 3)

+ 2 · 1 · P (X = 2 &Y = 1) + 2 · 2 · P (X = 2 &Y = 2) + 2 · 3 · P (X = 2 &Y = 3)

=1 · 1/4 + 2 · 1/6 + 3 · 1/12 + 2 · 1/6 + 4 · 1/4 + 6 · 1/12

=8/3

(g) cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 8/3− 3/2 · 7/4 = 8/3− 21/8 = 1/24

2. Král Ludvík chce mít muºského potomka, aby ho mohl op¥t pojmenovat Ludvík. V kaºdém
roce mu jeho manºelka porodí práv¥ jedno dít¥, které je stejn¥ pravd¥podobn¥ chlapec i d¥v£e,



nezávisle na p°edchozích pokusech. V²echny narozené d¥ti p°eºijí. Pokud se narodí chlapec,
tak dal²í potomky uº Ludvík mít nebude. Ozna£me S po£et narozených syn· a D po£et
narozených dcer.

(a) Ur£ete E(S).
(b) Ur£ete E(D).

�e²ení:

(a) Král bude mít jednoho syna s pravd¥podobností 1/2 + 1/4 + · · · = 1. S pravd¥-
podobností nula se mu narodí nekone£n¥ mnoho dcer a bude mít tedy nula syn·. Je tedy
E(S) = 1 · 1 + 0 · 0 = 1.

(b) Celkový po£et potomk·, tj. veli£ina S +D má geometrické rozd¥lení Geom(1/2). Je
tedy E(S +D) = 1/(1/2) = 2. Podle linearity st°ední hodnoty a £ásti (a) je tedy E(D) = 1.

3. Nech´ X, Y ∼ U(0, 1) a X, Y jsou nezávislé náhodné veli£iny. Ozna£me A = min(X, Y )
a B = max(X, Y ).

(a) Ur£ete distribu£ní funkci B.
(b) Ur£ete hustotu B.
(c) Vypo£t¥te E(B).
(d) Ur£ete E(X), E(Y ) a E(A).
(e) Spo£t¥te cov(A,B).

�e²ení:

(a) Pro b < 0 je jist¥ FB(b) = 0 a pro b > 1 je FB(b) = 1. Pro b ∈ [0, 1] máme

FB(b) = P (B ≤ b) = P (X ≤ b&Y ≤ b) = P (X ≤ b) · P (Y ≤ b) = b · b = b2.

(b) Z p°edchozí £ásti, fB(b) = FB(b)′ = (b2)′ = 2b pro b ∈ [0, 1], a fB(b) = 0 jinak.

(c) Podle de�nice st°ední hodnoty pro spojité náhodné veli£iny,

E(B) =

∫ ∞
−∞

b · fB(b)db =

∫ 1

0

b · 2bdb = [2
3
b3]10 =

2

3
.

(d) Podle vlastností uniformního rozd¥lení je E(X) = E(Y ) = 1/2. Je tedy E(X + Y ) =
E(X) + E(Y ) = 1/2 + 1/2 = 1. Jist¥ je pravda X + Y = A + B, a tedy také E(A + B) =
E(X + Y ) = 1. Podle linearity st°ední hodnoty a p°edchozí £ásti je E(A) = 1/3.

(e) Spo£teme nap°ed E(AB). Protoºe je AB = XY , je E(AB) = E(XY ) = E(X)·E(Y ) =
1/2 · 1/2 = 1/4 (vyuºíváme nezávislost X a Y ). Platí tedy

cov(A,B) = E(AB)− E(A)E(B) = 1/4− 1/3 · 2/3 = 1/4− 2/9 = 1/36.

(Veli£iny tedy nejsou nezávislé.)



4. (a) De�nujte pojem sdruºená hustota dvou náhodných veli£in. Jak se pomocí sdruºené
hustoty pozná marginální hustota jednotlivých sloºek?

(b) De�nujte pojem nezávislost n¥kolika jev·. Mohou existovat t°i jevy, které nejsou
nezávislé, ale kaºdé dva z nich nezávislé jsou?

�e²ení:

(a)

� Pokud m·ºeme sdruºenou distribu£ní funkci psát jako integrál pomocí nezáporné funkce
fX,Y

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (x, y)dxdy,

� pak nazýváme n.v. X, Y sdruºen¥ spojité. Funkce fX,Y je jejich sdruºená hustota.

� Stejn¥ jako u jednorozm¥rného p°ípadu m·ºeme pak pomocí hustoty vyjád°it i dal²í
pravd¥podobnosti:

P ((X, Y ) ∈ S) =

∫
S

fX,Y (x, y)dxdy.

� fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x,y)

∂x∂y

� fX(x) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dy

� fY (y) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dx

(b) �íkáme, ºe jevy Ai, i ∈ I jsou nezávislé, pokud pro kaºdou kone£nou mnoºinu S ⊆ I
platí

P (
⋂
i∈S

Ai) =
∏
i∈S

P (Ai).

Popsaná situace m·ºe nastat. Nap°. volme Ai = {0, i} pro i = 1, 2, 3, v prostoru Ω =
{0, 1, 2, 3}. Pak P (Ai) = 2/4 = 1/2, P (Ai∩Aj = 1/4 (pro i 6= j), ale P (A1∩A2∩A3) 6= 1/8.

5. Vyslovte Centrální limitní v¥tu. Vysv¥tlete, k £emu se hodí.

�e²ení: Nech´ X1, X2, . . . jsou stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny se st°ední hodnotou µ a
rozptylem σ2. Ozna£me

Yn =
X1 + · · ·+Xn − nµ

σ
√
n

.

Pak Yn konvergují v distribuci k N(0, 1), neboli pro kaºdé x ∈ R platí

lim
n→∞

P (Yn ≤ x) = Φ(x).

Význam v¥ty je v tom, ºe nám umoº¬uje aproximovat sou£et mnoha náhodných veli£in
pomocí jednoho, dob°e známého rozd¥lení. Takové sou£ty se £asto vyskytují � na p°íklad



Bin(n, p) je sou£et n veli£in Ber(p), ve statistice takové sou£ty £asto potkáme a mnoho
fyzikálních jev· je (p°ibliºn¥) popsáno jako sou£et nezávislých náhodných veli£in. To vysv¥t-
luje pro£ binomická £ísla, stejn¥ jako mnoho v praxi se vyskytujících veli£in, mají p°ibliºn¥
normální rozd¥lení.

6. Vyslovte a dokaºte Bayesovu v¥tu (základní verze, pro jevy).

�e²ení:

V¥ta:

Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω, A ∈ F a P (A), P (Bj) > 0, tak

P (Bj | A) =
P (A | Bj)P (Bj)∑
i P (A | Bi)P (Bi)

.

(s£ítance s P (Bi) = 0 povaºujeme za 0).

D·kaz: Podle de�nice podmín¥né pravd¥podobnosti je P (Bj | A) = P (Bj ∩A)/P (A) =
P (A | Bj)P (Bj)/P (A). Podle v¥ty o úplné pravd¥podobnosti je P (A) =

∑
i P (A | Bi)P (Bi).


