Ukézkova Teseni domacich cviceni tterni skupinka

7. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencidlniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme ¢as, za ktery se rozpadne, povaZovat za nezéavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp()).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zivota atomu plutonia-238?

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90% atomu?

(d) Kolik procent atomii se rozpadne po nejvyse 50 letech? (N&které kardiostimulatory pouzivaji
plutonium-238 jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_
pacemakers)

Reseni:Vyuzijeme toho, 7e n.v. X ~ Exp(\) ma distribuéni funkci Fx (z) = 1—e~** a stiedni hodnotu 1/,
Mame zadano, Zze Fx (87.7) = 0.5. Plati tedy e 877 = 0.5 a A = (log2)/87.7 = 0.0079. (Do dalgich rovnic
budeme ale dosazovat pfesnou hodnotu, abychom nekumulovali zaokrouhlovaci chybu.)

Odsud tedy dostavame stfedni hodnotu E(X) = 1/ = 87.7/log 2 = 127 let.

Pro urcéeni devadesatého percentilu musime vyfesit rovnici

0.9=Fx(z)=1-e7

Odsud dostéavame x = —(log 0.1)/A = 87.7810 = 997 Jet,

log 2
Kone¢né, podil atomi, které se rozpadnou po nejvyse 50 letech je roven P(X < 50)

P(X < 50) = Fx(50) = 1 — ¢ 20:87-7/1082 = () 39¢

¢ili cca tfetina.

8. Frantovi jsme ve skoku do dalky naméfili 9 metri, coz prekonava svétovy rekord o 5 cm. P¥i méfeni jsme se
ovSem dopustili chyby s rozdélenim N (0,0.01). Jaka je pravdépodobnost, Ze byl rekord skute¢né piekonan?

Reseni:Oznacme skutecnou délku skoku S a chybu méfeni C. Vime tedy, ze C' ~ N(0,0.01) a ze S+C = 9.
Zajima nas P(S > 8.95), coz je totéz jako P(C < 0.05) = P(C < o¢/2) = (0.5) = 0.69.

Zaludna chyba vznikne pfevodem na centimetry. Pak vime, ze S’ + C’' = 900 a zajima nas P(S’ > 895).
Je ale tieba spravné prepoéist, co vime o C: plati o = 1000¢, ale var(C’) = 1002 var(C).

Nekolik lidi Fesilo ilohu pomoci integralu z hustoty, napf. LOOE; p(t)dt (nebo stejny integral jinak preska-
lovany, tj. t v metrech nebo centimetrech). To je v zasadé spravné — ale pak je tieba Fict, jak zjistime hodnotu
toho integralu. Pokud numericky na pocitaci, tak jsme rovnou mohli numericky zjistit hodnotu distribuéni
funkce a snizit poc¢et mist, kde lze udélat chybu.

9. Budte X,Y, Z ~ Exp()\) nezavislé ndhodné veliiny.
(a) Jakeé je rozdéleni X + Y7
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7

ReSeni:Z prednasky vime, Ze hustota vsech naich veli¢in je dana vzorcem f (x) =Xe ™ prox >0 (a0



jinak). Podle konvoluéniho vzorce je hustota X + Y pro ¢t > 0 rovna
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Pro t < 0 je zjevné g(t) = 0. To je vzorec, ktery definuje rozdéleni Gamma(2, \).
Soucet v druhé ¢asti si napiSeme jako (X +Y) + Z. PouZijeme tedy konvolu¢ni vzorec pro g = fxiy a
f = fz. Prot >0 obdobnym vypoctem jako vyse ziskavame
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pro t < 0 je zase h(t) = 0. (Pro¢?) Vsimnéme si, ze jsme dostali vzorec rozdéleni Gamma(3, ). Neni
tézké ovérit, ze podobnym postupem dostaneme pro soucet n exponencialné rozdélenych veli¢in hustotu
%/\”e_”, coz je rozdéleni Gamma(n, ). (Také se pouziva nazev Erlangeovo rozdéleni, pro Gamma
rozdéleni, jehoZ prvni parametr je pfirozené &islo.)

Ze vzorcu pro hustotu by §lo v obou ¢astech primocare odvodit i distribuéni funkci, to ale nebylo tieba.
Slo by i naopak odvodit jinymi postupy napied distribuéni funkei (a z ni derivaci pfipadné hustotu), ale vede
to ke kompolikovan&jsim vypocétam. Nekteii fesili obecngjsi tlohu: X ~ Exp(A1, Y ~ Exp(Aq). I pro takové
zadani lze najit rozdéleni X + Y, jen je vypocet komplikovangjsi (a navic vzorec vyjde jiny pro Ay # A\ a
jiny pro Ay = X2).

Nékolik lidi ulohu vyfesilo tim, Ze jsme si na prednésce fikali, Ze soucet Exp rozdéleni je Gamma. To
jsme si sice fikali (a je dobfe, Ze jste to v poznamkach nasli), ale cilem tohoto cviceni (jakoz celého oddilu v
zadani cvifeni) bylo, vyzkouset si pouZiti konvoluéniho vzorce.

10. Mame nahodny vybér Xi,..., X, ~ Pois(\).
(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximalni vérohodnosti.
(c) Spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).



Reseni:
(a) Z prednasky vime, ze mq(\) = E(X;) = A. Také vime, Ze nestranny odhad prvniho momentu (stfedni

hodnoty) je vybérovy pramér, neboli m = X,,. Odsud tedy nas odhad A=X,.

(b) Ze vzorce pro Poissonovo rozdéleni je L(z;; \) = P(X; = a;) = e_’\%. Bude se nam hodit pracovat
s logaritmem tohoto vyrazu, tj. s £(z;; A) = —X + x;log(A\) — log(z;!). Derivace podle proménné A (z; je
konstanta): ¢'(x;;A) = —1 + x;/\ — 0. Metoda max. vérohodnosti po nas chee, abychom nalezli maximum

souctu £(x; \) = >, €(z;; A). Nalezneme napied A, kde je derivace nulova:

n

Oz \) = Z(—l +x;/A)=—-n+ % Zwl
i=1
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Polozime-li posledni vzorec roven nule, dostavame opét odhad \ = > oi; xi/n. Pak si jeSté muzeme viimnout,
7e v tomto bodé se opravdu nabyva maxima (a ne minima ¢i inflexntho bodu): bud’ pomoci derivace (kladna
nalevo od toho bodu, zaporna napravo), nebo pomoci limity pro A — 0_ a pro A — cc.

(c) Pouzijeme vzorec MSE = bias® + var(X,). Z principu momentové metody je nalezeny odhad ne-
stranny, tj. bias = 0. PotFebujeme tedy spocitat rozptyl. Z vlastnosti Poissonova rozdélent je var(X;) = A,
tj. var(X1 + - + X,,) = nX avar(X,,) = n\/n? = \/n.



