Zapoctova pisemka 4.5.2021 — Resen{

Numerické vysledky nemusite vyéislovat — odpovéd miize byt ve tvaru podilu ¢ sou¢inu desetinnych &isel.
Co naopak nezanedbejte je zdivodnéni: proc¢ je vas vypocet odpovédi na polozenou otézku.

1. Do obchodu dodéavaji jablka tii péstitelé, v poméru 20 %, 30 %, 50 %. Jablka od prvniho péstitele se nam
doma zkazi s pravdépodobnosti 0.2, od druhého 0.1 a od tfetiho 0.5. Na pohled od sebe jablka nepozname,
proto povaZzujeme vybér péstitele za nahodny.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze se nam jablka zkaz{?

(b) Pokud se nezkazila, jaka je pravdépodobnost, Ze jsou od tfetiho péstitele?

Reseni:
(a) Oznatme Z jev ,jablka se zkazila“ a K; jev ,koupili jsme od i-tého péstitele®. Podle véty o rozboru
pripadii/o aplné pravdépodobnosti
P(Z) = P(K\)P(Z | K1)+ P(K2)P(Z | K3)+P(K3)P(Z | K3) = 0.2:0.240.3:0.14-0.5:0.5 = 0.04+0.03+0.25 = 0.32.
Upozornéni (motivované poznamkou jednoho z Fesiteli): pravdépodobnosti se zde sice nasobi, ale zadné
nezavislé jevy zde asi nenajdeme. Nasobi se zde proto, Ze se pouziva vzorec P(K; N Z) = P(K;)P(Z | K;).
(b) Mohli bychom dosadit do vzorce z Bayesovy véty. Radéji ale uSetiime praci pozorovanim, ze P(Z¢) =
1 — P(Z) = 0.68. Nyni uz spo¢teme
P(K3)P(Z°| K3)  0.5-(1—-05) 25

P(Ks | Z°) = - _ =2
(Ks | 2% P(Z°) 0.68 68

=0.37.

(Zavérecné vydéleni nebylo tieba.)

2. Petr pouziva kazdy den budik (i o vikendech). Budik ale zvonf tige a Petra s pravdépodobnosti p nevzbudi
(kazdy den je nezéavisly na vSech ostatnich). Pokud budik Petra neprobudi dvakrat za sebou, tak ho Petr
vyhodi a koupi novy.

Oznac¢me T pocet dni, po kolika se to stane. (Tj. T > 2.) Urcete E(T).

Reseni: Oznacme N; (pro i > 1) jev ,i-ty den budik Petra nevzbudil. Z nezavislosti plyne, ze P(N; N
Nii1) = p*. Mohlo by se tedy zdat, ze jde o klasické ,éekani na tspéch“, neboli geometrické rozdéleni a
T —1 ~ Geom(p?). (Ta —1 proto, Ze v situaci N; N N;41 Petr budik vyhodi az v ase i + 1.) Pro¢ je to
Spatné? Pokud jako tspéch v ¢ase i oznacime U; := N; N N, 11, tak U; a U; 1 nejsou nezavislé jevy! Oba jevy
se divaji na vysledek N;, formalné bychom mohli napsat P(U; NU;41) = P(N; N N;z1 N Niyo) = p° a to
je mensi nez p* = P(U;)P(Uy1).

Co z této tivahy miizeme pouzit: pokud by Petr kazdy druhy den budiku odpustil (neboli vyhodi budik
pouze tehdy, pokud selze ve dvou po sobé jdoucich dnech a ten druhy je sudy), tak situace je opravdu
popsané geometrickym rozdélenim s pravdépodobnosti p?, jen jej musime vynasobit dvéma. Oznaéime-li T"
takto upravenou dobu do vyhozeni, tak je tedy T7”/2 ~ Geom(p?) a tudiz E(T") = 2/p?. Pfi takové tpravé
uréité budik vydrzi déle, tudiz E(T) < E(T”) — mame tedy alesponi horni odhad E(T) < 2/p2.

Nejjednodussi vypocet stfedni hodnoty pouziva vétu o tplné stfedni hodnoté. Rozlozime prostor vsech
hodt na B; = Ny N Na, By = N1 N NS a B3 = Nf. Zjevné se jedna o rozklad. Dale plati

e E(T | By) =2 (podle zadani byl budik pravé vyhozen)
e E(T | Bs) =1+ E(T) (jsme v situaci jako na zadatku, jen uz jeden den uplynul).

o E(T | By) =2+ E(T) (jsme v situaci jako na zadatku, jen uz dva dny uplynuly).



Mizete tedy vyuzit piislusnou vétu:

E(T) = P(B1)E(T | B1) + P(B2)E(T | Bz2) + P(B3)E(T | Bs)
=p> 2+p(1 —p)- 2+ET) + (1 -p) (1+ET))

Po tpravé E(T) - p? = 2p?> +2p(1 —p) + 1 —p = p+ 1, neboli E(T) = % + z% Jesté bychom méli ovérit
predpoklady véty — tj. zda maji vSechny €leny ve formuli pro E(T) smysl. K tomu staci védét, ze E(T) ma
smysl, coZ u nezaporné veli¢iny je vzdy. Pokud by bylo E(T) = co, tak by ale nebylo korektni feSeni rovnice.
To ale nadtésti miZzeme snadno vyloucit argumentem piredchoziho odstavce — uz vime, ze E(T) < 2/p%.
(Pripadné bychom se mohli smifit s tim, Ze je to spo¢tené ¢islo, nebo nekoneéno — a pak samplovanim ovéfit,
7%e to nekone¢no neni, a %e to spo¢tenému vzorci je dost blizko, viz pfilozena ukazka.)

Alternativni postup: Nékolik fesitela zkouSelo vyuzivat piikladu z kombinatoriky: po¢et podmnozin
mnoziny [n] = {1,...,n}, které neobsahuji dvé sousedni ¢isla (Fikejme jim nezdvislé mnoziny) je roven F, yo.
To je v zésadé dobry postup: zadani se da v této feci prevypravét tak, ze T je minimalni n takové, Ze
A, = {i € [n] : N;} neni nezavisla. Potiz je v tom, Ze v8echny nezavislé mnoZziny nejsou stejné pravdépodobné
(pokud p # 1/2). Konkrétng, pro libovolnou mnozinu B C [n] je P(A, = B) = p!Bl(1 — p)"~IBl. Co by nam
tedy asi pomohlo, je znalost (pro 0 < k < n) poctu k-prvkovych nezévislych podmnozin mnoZiny [n].
Oznaéme py, ,, tento pocet a (motivovani znalosti vytvorujicich funkei, napf. vypoétu vzorce pro Fibonacciho
¢isla) oznafme

Fla,y) = prnaty™.
k,n

Podobné jako u vypoctu Fibonacciho &fsel (tj. rozborem, zda n € A nebo ne a zkoumanim malych piipadit)
dosp&jeme k rovnici f(z,y) = 1+zy+y- f(z,y) +xy?- f(x,y). Jejim vyfesenim dostaneme f(z,y) = %
Oproti pfipadu Fibonacciho ¢isel odsud nebudeme odvozovat vzorec pro py ., ale podivame se pifimo na to,

co nés zajima.

E(T) = Z P(T >n) vzorec z 4. prednasky

n>0

= Z Z P(A, = B) T > n pravé kdyz A, je nezavisla mnozina
n>0nezavisla B C [n]

= Z Zpk,npk(l —p)* viz vyse vzorec pro P(A, = B)
n>0 k=0

- P \F 0 p

n>0 k=0 p p

Vzorec pro f(x,y) ale uz mame, staéi dosadit ¢ =p/(1 —p)ay=1—p:

- 1+ 2(1-p) B lL+p _L+p
S e e s = e L B e By A

Toto TeSeni je asi technicky pfili§ nevlidné a kdyby neslo piiklad fesit jinak, tak by zde nebyl. Na druhou
stranu to snad je zajimavy vypocet ukazujici souvislosti kombinatoriky, pravdépodobnosti a vytvotujicich
funkei.

3. Teplotu méfime teplomérem se smérodatnou odchylkou 1°C'. Pfesnéji: chyba méfeni ma normalni rozdéleni
se stfedni hodnotou 0 a smér. odchylkou 1 stupen.

(a) Namérili jsme 0.5°C. Jaka je pravdépodobnost, Ze mrzne?

(b) Pouzijeme jesté druhy teplomér, se stejnou smérodatnou odchylkou, nezavisly na tom prvnim. Na
druhém jsme naméiili —0.5°C. Jaka je pravdépodobnost, Ze mrzne? (PouZivame informace z obou teplomérti.)



Reseni:

(a) Ozna¢me T skutefnou teplotu a X chybu teploméru. Podle zadani vime, ze X ~ N(0,1) aT+X = 0.5.
Jev T < 0 je tedy stejny jako X > 0.5. Pravdépodobnost, Ze mrzne je tedy P(X > 0.5) = 1 — ®(0.5) =
®(—0.5) = 0.3085.

(b) Ozna¢me Y chybu druhého teploméru. Vime tedy, ze X,Y ~ N(0, 1) jsou nezavislé a dale T+ X = 0.5,
T+Y =—-0.5. Je tedy X +Y = —2T a tedy jev, ze mrzne, je stejny, jako ze X +Y > 0. Z pfednasky vime,
7¢e X +Y ~ N(0,2) a tedy P(X +Y > 0) = ®(0) = 1/2. To ostatné je vidét i bez jakychkoli propoétii: oba
teploméry jsou stejné a davaji opacné vysledky, tj. ze symetrie by méla byt pravdépodobnost mrznuti 50 %.

Léakava moZznost (Casto pouZita) je pouzit nasledujici obdobu TeSeni z ¢asti (a):

P(05— X <0&—05—Y <0)=P(0.5— X <0)P(-0.5—Y < 0)
= (1= ®(0.5))(1 — B(—0.5)) = B(—0.5)D(0.5) = 0.7.

Ze je néco Spatné si ¢lovek uvédomi nejpozdéji tehdy, kdyz zkusi stejnym spiisobem spocitat pravdépodob-
nost, Ze T > 0 (a vyjde stejné ¢islo). Vidite, kde je chyba?
4. Necht U ~ U(—1,1). Polozme V = 2|U| — 1.

(a) Urcete rozdéleni V. (Tj. spoctéte distribuéni funkei a pfipadné popiste, o jaké pojmenované rozdéleni
se jedna.)

(b) Spoctete cov(U, V).

(c) Jsou U, V nezavislé?

Reseni:
(a) Protoze U ~ U(—1,1), tak plati Fy(u) = (u+1)/2 prow € [-1,1] (a 0 pro u < —1, a 1 pro u > 1).
Popiseme V' pomoci jeho distribuéni funkce.

v+1>

Fy(v) = P(V <v) = PU| -1 < v) = (U] < ;

:FU(’I);—l)_FU(_’U-Fl)

2
:(v+1+1)/2_(_v—|—1+1)/2
_11—1—1
=

Snadno téz vidime, ze U € [—1,1], proto |V| € [-1,1], takZe mame Fy (v) =0 prov < —1 a 1 pro v > 1.
Protoze F,(v) = Fy(v), tak veli¢ciny U a V maji stejné rozdélent, tj. V ~ U(—1,1).

Alternativné jsme mohli P(|U| < “TH) spocitat jinak: jde o jev typu a < U < b, a pokud a,b € [-1,1],
tak je tato pravdépodobnost rovna (a + b)/2. Po dosazeni b = —a = ”—;1 dostavame rovnou vyslednou
distribuéni funkce.

(b) Vyuzijeme vzorec cov(U, V) = E(UV)—E(U)E(V). Z vlastnoti uniformniho rozdéleni vime, ze E(U) =
E(V) = 0. Pro E(UV) pouZijeme pravidlo LOTUS:

oo

E(UV) = BUQU| - 1)) :/ w2l = 1) fo (u)du = [1u(2|u| _ 1)%du.

— 00

ProtoZe integrovana funkce je licha (navic integrujeme omezenou funkci na omezeném intervalu, tudiz nemuze
byt problém s +00), je E(UV) = 0. Tudiz je i cov(U, V) = 0. Rikdme take, ze U, V jsou nekorelované.

(c) Navzdory ¢asti (b) jsou velic¢iny U, V zavislé (tj. nejsou nezavislé). K nezavislosti by bylo mj. potieba,

ab
Y PU<-1/2&V < -1/2)=P(U < -1/2)P(V < —-1/2).



Soucin na pravé strané je roven (1/4)2. Oproti tomu pravdépodobnost na levé strané je nulova: pokud
U< —1/2,tak 2|U| > 1,tj. V> 0> —1/2.

Jiny dtvod, pro¢ U, V nejsou nezavislé: kdyby byly, tak by v kazdém obdélnicku [a,b] x [c,d] C [-1,1]2
byla sten& pravdépodobnost, Ze tam dvojice (U, V) padne, jmenovité ﬂd;. S ohledem na vzorec V =
2|U| — 1 budou v8ak vSechny takové dvojice na dvou tseckach a pro mnoho obdélnicki je tedy jejich prav-

dépodobnost nulova. (Viz také piilozena simulace.)

Neékolik chybnych tvah, které se objevily u mnoha Fesiteli:

e Protoze U i V maji stejné rozdéleni (uniformni na [—1,1]), je cov(U, V) = cov(U,U).
Uréité ne! Divod, pro¢ zkoumame nahodné vektory je ten, Ze na vzajemném vztahu dvou n.v. zalezi.
Viz i tento piipad.

e cov(X, X)=E(X -X)-EX)E(X)=0
Ne! cov(X, X) = var(X) a vime, Ze rozptyl je kladny, kromé pfipadu kdy X je s.j. konstatni. Spec. pro
X ~ U(a,b) je var(X) = (b — a)?/12. (Vime z prednagky — a a7 na hodnotu konstanty 12, kterou je
potieba spocitat, to vypada docela logicky.)

e cov(U,V) =0 a proto U, V jsou nezavislé — ne, viz tento ptiklad.



