
Zápočtová písemka 4.5.2021 – Řešení

Numerické výsledky nemusíte vyčíslovat – odpověď může být ve tvaru podílu či součinu desetinných čísel.
Co naopak nezanedbejte je zdůvodnění: proč je váš výpočet odpovědí na položenou otázku.

1. Do obchodu dodávají jablka tři pěstitelé, v poměru 20 %, 30 %, 50 %. Jablka od prvního pěstitele se nám
doma zkazí s pravděpodobností 0.2, od druhého 0.1 a od třetího 0.5. Na pohled od sebe jablka nepoznáme,
proto považujeme výběr pěstitele za náhodný.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že se nám jablka zkazí?
(b) Pokud se nezkazila, jaká je pravděpodobnost, že jsou od třetího pěstitele?

Řešení:

(a) Označme Z jev „jablka se zkazila“ a Ki jev „koupili jsme od i-tého pěstitele“ . Podle věty o rozboru
případů/o úplné pravděpodobnosti

P (Z) = P (K1)P (Z | K1)+P (K2)P (Z | K2)+P (K3)P (Z | K3) = 0.2·0.2+0.3·0.1+0.5·0.5 = 0.04+0.03+0.25 = 0.32.

Upozornění (motivované poznámkou jednoho z řešitelů): pravděpodobnosti se zde sice násobí, ale žádné
nezávislé jevy zde asi nenajdeme. Násobí se zde proto, že se používá vzorec P (Ki ∩ Z) = P (Ki)P (Z | Ki).

(b) Mohli bychom dosadit do vzorce z Bayesovy věty. Raději ale ušetříme práci pozorováním, že P (Zc) =
1− P (Z) = 0.68. Nyní už spočteme

P (K3 | Zc) =
P (K3)P (Zc | K3)

P (Zc)
=

0.5 · (1− 0.5)

0.68
=

25

68

.
= 0.37.

(Závěrečné vydělení nebylo třeba.)

2. Petr používá každý den budík (i o víkendech). Budík ale zvoní tiše a Petra s pravděpodobností p nevzbudí
(každý den je nezávislý na všech ostatních). Pokud budík Petra neprobudí dvakrát za sebou, tak ho Petr
vyhodí a koupí nový.

Označme T počet dnů, po kolika se to stane. (Tj. T ≥ 2.) Určete E(T ).

Řešení: Označme Ni (pro i ≥ 1) jev „i-tý den budík Petra nevzbudil“ . Z nezávislosti plyne, že P (Ni ∩
Ni+1) = p2. Mohlo by se tedy zdát, že jde o klasické „čekání na úspěch“ , neboli geometrické rozdělení a
T − 1 ∼ Geom(p2). (Ta −1 proto, že v situaci Ni ∩ Ni+1 Petr budík vyhodí až v čase i + 1.) Proč je to
špatně? Pokud jako úspěch v čase i označíme Ui := Ni∩Ni+1, tak Ui a Ui+1 nejsou nezávislé jevy! Oba jevy
se dívají na výsledek Ni+1, formálně bychom mohli napsat P (Ui ∩ Ui+1) = P (Ni ∩Ni+1 ∩Ni+2) = p3 a to
je menší než p4 = P (Ui)P (Ui+1).

Co z této úvahy můžeme použít: pokud by Petr každý druhý den budíku odpustil (neboli vyhodí budík
pouze tehdy, pokud selže ve dvou po sobě jdoucích dnech a ten druhý je sudý), tak situace je opravdu
popsaná geometrickým rozdělením s pravděpodobností p2, jen jej musíme vynásobit dvěma. Označíme-li T ′
takto upravenou dobu do vyhození, tak je tedy T ′/2 ∼ Geom(p2) a tudíž E(T ′) = 2/p2. Při takové úpravě
určitě budík vydrží déle, tudíž E(T ) ≤ E(T ′) – máme tedy alespoň horní odhad E(T ) ≤ 2/p2.

Nejjednodušší výpočet střední hodnoty používá větu o úplné střední hodnotě. Rozložíme prostor všech
hodů na B1 = N1 ∩N2, B2 = N1 ∩N c

2 a B3 = N c
1 . Zjevně se jedná o rozklad. Dále platí

• E(T | B1) = 2 (podle zadání byl budík právě vyhozen)

• E(T | B3) = 1 + E(T ) (jsme v situaci jako na začátku, jen už jeden den uplynul).

• E(T | B2) = 2 + E(T ) (jsme v situaci jako na začátku, jen už dva dny uplynuly).



Můžete tedy využít příslušnou větu:

E(T ) = P (B1)E(T | B1) + P (B2)E(T | B2) + P (B3)E(T | B3)

= p2 · 2 + p(1− p) · (2 + E(T )) + (1− p) · (1 + E(T ))

Po úpravě E(T ) · p2 = 2p2 + 2p(1 − p) + 1 − p = p + 1, neboli E(T ) = 1
p + 1

p2 . Ještě bychom měli ověřit
předpoklady věty – tj. zda mají všechny členy ve formuli pro E(T ) smysl. K tomu stačí vědět, že E(T ) má
smysl, což u nezáporné veličiny je vždy. Pokud by bylo E(T ) =∞, tak by ale nebylo korektní řešení rovnice.
To ale naštěstí můžeme snadno vyloučit argumentem předchozího odstavce – už víme, že E(T ) ≤ 2/p2.
(Případně bychom se mohli smířit s tím, že je to spočtené číslo, nebo nekonečno – a pak samplováním ověřit,
že to nekonečno není, a že to spočtenému vzorci je dost blízko, viz přiložená ukázka.)

Alternativní postup: Několik řešitelů zkoušelo využivat příkladu z kombinatoriky: počet podmnožin
množiny [n] = {1, . . . , n}, které neobsahují dvě sousední čísla (říkejme jim nezávislé množiny) je roven Fn+2.
To je v zásadě dobrý postup: zadání se dá v této řeči převyprávět tak, že T je minimální n takové, že
An = {i ∈ [n] : Ni} není nezávislá. Potíž je v tom, že všechny nezávislé množiny nejsou stejně pravděpodobné
(pokud p 6= 1/2). Konkrétně, pro libovolnou množinu B ⊆ [n] je P (An = B) = p|B|(1− p)n−|B|. Co by nám
tedy asi pomohlo, je znalost (pro 0 ≤ k ≤ n) počtu k-prvkových nezávislých podmnožin množiny [n].
Označme pk,n tento počet a (motivování znalostí vytvořujících funkcí, např. výpočtu vzorce pro Fibonacciho
čísla) označme

f(x, y) =
∑
k,n

pk,nx
kyn.

Podobně jako u výpočtu Fibonacciho čísel (tj. rozborem, zda n ∈ A nebo ne a zkoumáním malých případů)
dospějeme k rovnici f(x, y) = 1+xy+y ·f(x, y)+xy2 ·f(x, y). Jejím vyřešením dostaneme f(x, y) = 1+xy

1−y−xy2 .
Oproti případu Fibonacciho čísel odsud nebudeme odvozovat vzorec pro pk,n, ale podíváme se přímo na to,
co nás zajímá.

E(T ) =
∑
n≥0

P (T > n) vzorec z 4. přednášky

=
∑
n≥0

∑
nezávislá B ⊆ [n]

P (An = B) T > n právě když An je nezávislá množina

=
∑
n≥0

n∑
k=0

pk,np
k(1− p)n−k viz výše vzorec pro P (An = B)

=
∑
n≥0

n∑
k=0

pk,n

( p

1− p

)k
(1− p)n = f(

p

1− p
, 1− p).

Vzorec pro f(x, y) ale už máme, stačí dosadit x = p/(1− p) a y = 1− p:

E(T ) =
1 + p

1−p (1− p)

1− (1− p)− p
1−p (1− p)2

=
1 + p

1− (1− p)− p(1− p)
=

1 + p

p2
.

Toto řešení je asi technicky příliš nevlídné a kdyby nešlo příklad řešit jinak, tak by zde nebyl. Na druhou
stranu to snad je zajímavý výpočet ukazující souvislosti kombinatoriky, pravděpodobnosti a vytvořujících
funkcí.

3. Teplotu měříme teploměrem se směrodatnou odchylkou 1◦C. Přesněji: chyba měření má normální rozdělení
se střední hodnotou 0 a směr. odchylkou 1 stupeň.

(a) Naměřili jsme 0.5◦C. Jaká je pravděpodobnost, že mrzne?
(b) Použijeme ještě druhý teploměr, se stejnou směrodatnou odchylkou, nezávislý na tom prvním. Na

druhém jsme naměřili−0.5◦C. Jaká je pravděpodobnost, že mrzne? (Používáme informace z obou teploměrů.)



Řešení:

(a) Označme T skutečnou teplotu aX chybu teploměru. Podle zadání víme, žeX ∼ N(0, 1) a T+X = 0.5.
Jev T < 0 je tedy stejný jako X > 0.5. Pravděpodobnost, že mrzne je tedy P (X > 0.5) = 1 − Φ(0.5) =
Φ(−0.5)

.
= 0.3085.

(b) Označme Y chybu druhého teploměru. Víme tedy, žeX,Y ∼ N(0, 1) jsou nezávislé a dále T+X = 0.5,
T + Y = −0.5. Je tedy X + Y = −2T a tedy jev, že mrzne, je stejný, jako že X + Y > 0. Z přednášky víme,
že X + Y ∼ N(0, 2) a tedy P (X + Y > 0) = Φ(0) = 1/2. To ostatně je vidět i bez jakýchkoli propočtů: oba
teploměry jsou stejné a dávají opačné výsledky, tj. ze symetrie by měla být pravděpodobnost mrznutí 50 %.

Lákavá možnost (často použitá) je použít následující obdobu řešení z části (a):

P (0.5−X < 0 &−0.5− Y < 0) = P (0.5−X < 0)P (−0.5− Y < 0)

= (1− Φ(0.5))(1− Φ(−0.5)) = Φ(−0.5)Φ(0.5)
.
= 0.7.

Že je něco špatně si člověk uvědomí nejpozději tehdy, když zkusí stejným spůsobem spočítat pravděpodob-
nost, že T > 0 (a vyjde stejné číslo). Vidíte, kde je chyba?

4. Nechť U ∼ U(−1, 1). Položme V = 2|U | − 1.
(a) Určete rozdělení V . (Tj. spočtěte distribuční funkci a případně popište, o jaké pojmenované rozdělení

se jedná.)
(b) Spočtete cov(U, V ).
(c) Jsou U , V nezávislé?

Řešení:

(a) Protože U ∼ U(−1, 1), tak platí FU (u) = (u + 1)/2 pro u ∈ [−1, 1] (a 0 pro u < −1, a 1 pro u > 1).
Popíšeme V pomocí jeho distribuční funkce.

FV (v) = P (V ≤ v) = P (2|U | − 1 ≤ v) = P
(
|U | ≤ v + 1

2

)
= FU

(v + 1

2

)
− FU

(
−v + 1

2

)
= (

v + 1

2
+ 1)/2− (−v + 1

2
+ 1)/2

=
v + 1

2
.

Snadno též vidíme, že U ∈ [−1, 1], proto |V | ∈ [−1, 1], takže máme FV (v) = 0 pro v < −1 a 1 pro v > 1.
Protože Fv(v) = FU (v), tak veličiny U a V mají stejné rozdělení, tj. V ∼ U(−1, 1).

Alternativně jsme mohli P
(
|U | ≤ v+1

2

)
spočítat jinak: jde o jev typu a ≤ U ≤ b, a pokud a, b ∈ [−1, 1],

tak je tato pravděpodobnost rovna (a + b)/2. Po dosazení b = −a = v+1
2 dostáváme rovnou výslednou

distribuční funkce.

(b) Využijeme vzorec cov(U, V ) = E(UV )−E(U)E(V ). Z vlastnotí uniformního rozdělení víme, že E(U) =
E(V ) = 0. Pro E(UV ) použijeme pravidlo LOTUS:

E(UV ) = E(U(2|U | − 1)) =

∫ ∞
−∞

u(2|u| − 1)fU (u)du =

∫ 1

−1
u(2|u| − 1)

1

2
du.

Protože integrovaná funkce je lichá (navíc integrujeme omezenou funkci na omezeném intervalu, tudíž nemůže
být problém s ±∞), je E(UV ) = 0. Tudíž je i cov(U, V ) = 0. Říkáme také, že U , V jsou nekorelované.

(c) Navzdory části (b) jsou veličiny U , V závislé (tj. nejsou nezávislé). K nezávislosti by bylo mj. potřeba,
aby

P (U ≤ −1/2 &V ≤ −1/2) = P (U ≤ −1/2)P (V ≤ −1/2).



Součin na pravé straně je roven (1/4)2. Oproti tomu pravděpodobnost na levé straně je nulová: pokud
U ≤ −1/2, tak 2|U | ≥ 1, tj. V ≥ 0 > −1/2.

Jiný důvod, proč U , V nejsou nezávislé: kdyby byly, tak by v každém obdélníčku [a, b]× [c, d] ⊆ [−1, 1]2

byla stená pravděpodobnost, že tam dvojice (U, V ) padne, jmenovitě b−a
2

d−c
2 . S ohledem na vzorec V =

2|U | − 1 budou však všechny takové dvojice na dvou úsečkách a pro mnoho obdélníčků je tedy jejich prav-
děpodobnost nulová. (Viz také přiložená simulace.)

Několik chybných úvah, které se objevily u mnoha řešitelů:

• Protože U i V mají stejné rozdělení (uniformní na [−1, 1]), je cov(U, V ) = cov(U,U).
Určitě ne! Důvod, proč zkoumáme náhodné vektory je ten, že na vzájemném vztahu dvou n.v. záleží.
Viz i tento případ.

• cov(X,X) = E(X ·X)− E(X)E(X) = 0
Ne! cov(X,X) = var(X) a víme, že rozptyl je kladný, kromě případu kdy X je s.j. konstatní. Spec. pro
X ∼ U(a, b) je var(X) = (b − a)2/12. (Víme z přednášky – a až na hodnotu konstanty 12, kterou je
potřeba spočítat, to vypadá docela logicky.)

• cov(U, V ) = 0 a proto U , V jsou nezávislé – ne, viz tento příklad.


