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1 | �íselné obory a jejich vlast-
nosti

Známe následující £íselné obory:

N = {1, 2, 3, 4, . . .} p°irozená £ísla
N0 = N ∪ {0}
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} celá £ísla

Q = {k
n
| k ∈ Z, n ∈ N} racionální £ísla

A víme, ºe N ⊂ Z ⊂ Q. M·ºeme °íci, ºe mnoºina Q je �v¥t²í� neº mnoºina N?
Ob¥ mají nekone£n¥ mnoho prvk·. Mohutnost mnoºiny je pojem pro velikost
mnoºiny. V p°ípad¥ kone£ných mnoºin je to po£et prvk·.

De�nice 1.1. Dv¥ mnoºiny M a N mají stejnou mohutnost, pokud existuje
bijekce z A do B. Mnoºina M je spo£etná pokud má stejnou mohutnost jako
N.

Snadno nahlédneme, ºe mnoºina celých £ísel je spo£etná, sta£í ji p°euspo-
°ádat: Z = {0,−1, 1,−2, 2, . . .}. Mnoºina racionálních £ísel je také spo£etná,
pot°ebnou bijekci lze zkonstruovat se°azením zlomk· v základním tvaru v po-
°adí, v jakém je prochází ²ipka na Obrázku 1.1.

Alternativn¥ m·ºeme kaºdé racionální £íslo reprezentovat desetinným roz-
vojem. Tento desetinný rozvoj bude vºdy kone£ný nebo periodický.

De�nice 1.2. Mnoºina reálných £ísel R je tvo°ena v²emi desetinnými rozvoji

±d0, d1d2d3 . . .

kde d0 ∈ N0 a di ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 9} pro i ∈ N.

Pozor: Jednomu reálnému £íslu m·ºe odpovídat více neº jeden desetinný
rozvoj. Konkrétn¥: +0, 000 . . . = −0, 000 . . . a 1, 000 . . . = 0, 999 . . ..

�ísla v R \Q nazýváme iracionální.

V¥ta 1.3 (Iracionalita
√

2).
√

2 je iracionální.

V¥ta 1.4 (Hustota racionálních £ísel). Pro kaºdá dv¥ reálná £ísla a a b, taková
ºe a < b existuje racionální £íslo q takové, ºe a < q < b.

D·kaz. Cvi£ení.
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Obrázek 1.1: Bijekce mezi p°irozenými £ísly a kladnými zlomky v základním
tvaru.

Této vlastnosti se °íká, ºe racionální £ísla jsou hustá podmnoºina reálných
£ísel. Podobn¥ i iracionální £ísla jsou hustá podmnoºina reálných £ísel.

V¥ta 1.5 (Nespo£etnost reálných £ísel). Mnoºina reálných £ísel není spo£etná.

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe existuje posloupnost reálných £ísel (a1, a2, . . . )
taková, ºe zobrazení f(n) = an je bijekce z N do R. Pro m,n ∈ N si jako
an(m) ozna£íme m-tou cifru za desetinnou £árkou v dekadickém rozvoji £ísla
an; má-li rozvoj jen kone£n¥ mnoho cifer za desetinnou £árkou, doplníme je
nekone£n¥ mnoho nulami, a v p°ípad¥ dvojzna£ného dekadického rozvoje (na-
p°íklad 134, 300684999999 . . . a 134, 300685000000 . . . je totéº reálné £íslo) vo-
líme rozvoj s kone£n¥ mnoha devítkami. �íslo α pak de�nujeme dekadickým
rozvojem

α = 0, b1b2b3 . . . ,

kde n-tá cifra bn je dána vztahem

bn =

{
an(n) + 1 pro 0 ≤ an(n) < 8 a
an(n)− 1 pro an(n) = 8 nebo 9.

V tomto rozvoji se za desetinnou £árkou nevyskytuje ani jedna devítka a je
tedy jednozna£ný. Dále bn 6= an(n) pro kaºdé n ∈ N. Tudíº α 6= an pro kaºdé
n ∈ N. Zobrazení f tedy není na (surjektivní), coº je spor s p°edpokladem, ºe
je to bijekce.

Dále je²t¥ máme obor komplexních £ísel C = {a + bi | a, b ∈ R}, zabývat
se jimi budeme pouze okrajov¥. Mnoºiny Q,R a C jsou (algebraická) t¥lesa.

Relace ≥ de�nuje uspo°ádání na reálných (a tedy i racionálních) £íslech,
které se navíc �hezky chová� v·£i aritmetickým operacím; pokud a < b, a +
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c < b + c pro libovolné c a ac < bc pokud c > 0. �íkáme proto, ºe R a Q
jsou uspo°ádaná t¥lesa. Naopak C uspo°ádané není - prvky C sice lze n¥jak
uspo°ádat, ale neexistuje uspo°ádání, které by m¥lo vý²e popsané vlastnosti
v·£i aritmetickým operacím.

De�nice 1.6. Nech´ M je mnoºina s uspo°ádáním � a A ⊂M .
• Mnoºina A je shora omezená pokud existuje m ∈ M takové, ºe m � a
pro kaºdý prvek a ∈ A. Takovému m °íkáme horní závora mnoºiny A.
• Prvek m ∈ M je supremum mnoºiny A, pokud m je nejmen²í horní
závora A. Zapisujeme m = supA.
• Prvek m ∈ A je maximum mnoºiny A, pokud pro kaºdé a ∈ A platí, ºe
m � a. Zapisujeme m = maxA.
• Mnoºina A je zdola omezená pokud existuje m ∈ M takové, ºe a � m
pro kaºdý prvek a ∈ A. Takovému m °íkáme dolní zavora mnoºiny A.
• Prvek m ∈ M je in�mum mnoºiny A, pokud m je nejv¥t²í dolní závora
A. Zapisujeme m = inf A.
• Prvek m ∈ A je minimum mnoºiny A, pokud pro kaºdé a ∈ A platí, ºe
a � m. Zapisujeme m = minA.
• Mnoºina A je omezená pokud je shora a zdola omezená.

Pokud mnoºina není shora omezená, nemá podle vý²e uvedené de�nice
supremum ani maximum, mnoºina, která není zdola omezená naopak nemá
minimum ani in�mum. Pro mnoºiny £ísel se obvykle dode�nuje, ºe supremem
shora neomezené mnoºiny je +∞ a in�mem zdola neomezené mnoºiny je −∞.
V p°ípad¥ prázdné mnoºiny pak de�nujeme její supremum jako −∞ a in�mum
jako +∞. Maximum, respektive minimum ale neexistuje.

Obecn¥ neplatí, ºe shora omezená mnoºina musí mít maximum a supre-
mum. Pokud maximum existuje, existuje i supremum a jsou si rovny. Totéº
platí pro in�mum a minimum.

P°íklad 1.7. Nech´ M = R a A je otev°ený interval (0, 1). Pak A je shora
omezená mnoºina - nap°íklad 1 je její horní závora, ale nemá maximum.

P°íklad 1.8. Nech´ M = R a A = { 1
n
| n ∈ N} spl¬uje supA = maxA = 1

a inf A = 0 a nemá minimum. Protoºe 1 ∈ A a v²echny prvky A jsou zjevn¥
men²í nebo rovny 1, je 1 maximem a zárove¬ supremem A. V²echny prvky A
jsou kladné, 0 je tedy dolní závorou A. Sporem ukáºeme, ºe nem·ºe existovat
ºádná v¥t²í dolní závora a 0 je tedy in�mem mnoºiny A. P°edpokládejme, ºe
ε > 0 je dolní závorou A. Uvaºme p°irozené £íslo n spl¬ující n > 1

ε
(takové

£íslo vºdy existuje, nap°íklad n = d1
ε
e+ 1). Pak 1

n
< ε a zárove¬ 1

n
∈ A, coº je

spor s tím, ºe je ε dolní závorou A. Dokázali jsme tedy, ºe inf A = 0. Protoºe
0 6∈ A, A nemá minimum.

P°íklad 1.9. Nech´ M = Q a A je mnoºina racionálních £ísel q spl¬ujících
q2 < 2. Tato mnoºina je rovn¥º shora omezená, kaºdé racionální £íslo v¥t²í neº√

2 (nap°íklad 2) je její horní závora, ale nemá dokonce ani supremum v Q -
neexistuje nejmen²í horní závora.
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V¥ta 1.10 (Úplnost reálných £ísel). Kaºdá neprázdná shora omezená podmno-
ºina R má supremum.

V¥tu nebudeme dokazovat. Rozmyslete si, ºe z ní plyne, ºe kaºdá neprázdná
zdola omezená podmnoºina R má in�mum. Této vlastnosti reálných £ísel se
°íká úplnost. Je to klí£ová vlastnost pro mnoho dal²ích v¥cí, které povaºujeme
za samoz°ejmé, nap°íklad umoº¬uje smysluplnou de�nici funkcí ex a sinx. Z
P°íkladu 1.9 naopak plyne, ºe t¥leso racionálních £ísel úplné není.

V¥ta 1.11 (Jedine£nost R). T¥leso reálných £ísel je jediné úplné uspo°ádané
t¥leso.

De�nice 1.12. Absolutní hodnota reálného £ísla a ∈ R je de�nována

|a| =

{
a pro a ≥ 0

−a pro a < 0.

Absolutní hodnota vyjad°uje vzdálenost daného reálného £ísla od nuly.
Obecn¥, pro dv¥ reálná £ísla x a y odpovídá hodnota |x− y| vzdálenosti mezi
x a y na reálné ose. Reálná £ísla s absolutní hodnotou jsou prvním p°íkladem
metrického prostoru, který potkáváme.

De�nice 1.13. Metrický prostor je dvojice (M,d), kde M je mnoºina a d :
M×M → [0,∞) je funkce spl¬ující následující podmnínky. Pro kaºdé x, y ∈M
platí, ºe

(i) d(x, y) = 0 práv¥ tehdy, kdyº x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x) a

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pro kaºdé z ∈M .

Funkci d nazýváme metrika na M .

Funkce d(x, y) = |x − y| (pro x, y ∈ R) z°ejm¥ spl¬uje první dv¥ pod-
mínky. Poslední podmínka se nazývá trojúhelníková nerovnost. Z následující
v¥ty plyne, ºe funkce |x− y| spl¬uje i t°etí podmínku (dosazením a = x− z a
b = z − y).

V¥ta 1.14 (Trojúhelníková nerovnost). Pro kaºdé a, b ∈ R platí, ºe |a + b| ≤
|a|+ |b|.

D·kaz. Cvi£ení.

Zobecn¥ním této metriky je Eukleidovská metrika ve vícerozm¥rném pro-
storu Rd. Vzdálenost mezi dv¥ma body x,y ∈ Rd, kde x = (x1, . . . , xd) a
y = (y1, . . . yd) je de�nována jako

‖x− y‖ =

√√√√ d∑
i=1

(xi − yi)2.
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2 | Posloupnosti a jejich limity
Nejprve je²t¥ doplníme dv¥ uºite£né nerovnosti.

V¥ta 2.1 (Bernoulliova nerovnost). Pro kaºdé reálné £íslo x ≥ −1 a celé £íslo
n ≥ 0 platí, ºe

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

D·kaz. Pro n = 0, 1 zjevn¥ platí. Platí-li pro n, vynásobíme ob¥ její strany
nezáporným £íslem 1 + x a dostaneme, ºe

(1+x)n+1 = (1+x)(1+x)n ≥ (1+x)(1+nx) = 1+(n+1)x+nx2 ≥ 1+(n+1)x,

coº je Bernoulliova nerovnost pro n+ 1.

V¥ta 2.2 (Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr·m¥rem.). Pro
v²echna n ∈ N a nezáporná reálná £ísla x1, . . . , xn ∈ [0,∞) platí nerovnost

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn.

De�nice 2.3. Nech´M je mnoºina. Posloupnost s hodnotami vM je zobrazení
z N do M .

Kaºdé p°irozené £íslo n je tedy zobrazeno na n¥jaký prvek an mnoºiny
M . Tomuto prvku °íkáme n-tý prvek posloupnosti. Posloupnost (a1, a2, a3, . . .)
obvykle zna£íme (an)∞n=1, nebo jen (an). Zápis (an) ⊂ M znamená, ze jde o
posloupnost s hodnotami v M .

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme se zabývat posloupnostmi reálných
£ísel. N¥které poznatky také zobecníme pro posloupnosti s hodnotami v Rd.

De�nice 2.4. Posloupnost reálných £ísel (an) je
• shora omezená pokud existujeK ∈ R takové, ºe an < K pro kaºdé n ∈ N,
• zdola omezená pokud existujeK ∈ R takové, ºe an > K pro kaºdé n ∈ N,
• omezená pokud je shora i zdola omezená,
• rostoucí pokud an < am pro kaºdé n < m,
• neklesající pokud an ≤ am pro kaºdé n < m,
• klesající pokud an > am pro kaºdé n < m,
• nerostoucí pokud an ≥ am pro kaºdé n < m,
• monotónní pokud je neklesající nebo nerostoucí.

De�nice 2.5 (Vlastní limita). Nech´ (an) je posloupnost reálných £ísel. �ek-
neme, ºe A ∈ R je (vlastní) limita posloupnost (an), pokud pro kaºdé reálné
£íslo ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n ≥ n0 je
|an − A| < ε. Pokud posloupnost má vlastní limitu, °íkáme, ºe konverguje,
p°ípadn¥, ºe je konvergentní a pí²eme

lim
n→∞

an = A.
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De�nice 2.6 (Nevlastní limita). Nech´ (an) je posloupnost reálných £ísel.
�ekneme, (an) má (nevlastní) limitu ∞, pí²eme limn→∞ an = ∞, pokud pro
kaºdé reálné £ísloK existuje n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n ≥ n0

je an > K. �ekneme, (an) má (nevlastní) limitu −∞, pí²eme limn→∞ an = −∞
pokud pro kaºdé reálné £íslo K existuje n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé p°irozené
£íslo n ≥ n0 je an < K.

Limitu lze de�novat i pro posloupnosti s hodnotami v Rd a obecn¥ v libo-
volném metrickém prostoru. Pro metrický prostor (M,d) °ekneme, ºe a ∈ M
je limitou posloupnosti (an) ⊂ M pokud vzdálenost posloupnosti od bodu a
konverguje k nule. Tedy limn→∞ an = a, pokud limn→∞ d(an, a) = 0.

V¥ta 2.7 (Jednozna£nost limity). Kaºdá posloupnost reálných £ísel (an) má
nejvý²e jednu limitu (vlastní £i nevlastní).

D·kaz. Pro spor budeme p°edpokládat, ºe (an) má dv¥ limity K < L. Vez-
meme ε > 0 tak malé, ºe ε < (L − K)/2. Protoºe K i L je limita po-
sloupnosti, existují £ísla n1, n2 ∈ N taková, ºe n > n1 ⇒ |an − K| < ε a
n > n2 ⇒ |an − L| < ε. Pak ale pro n v¥t²í neº max(n1, n2) platí ob¥ nerov-
nosti sou£asn¥: |an−K| < ε & |an−L| < ε. Pomocí trojúhelníkové nerovnosti
odtud získáme spor:

L−K = |L−K| ≤ |L− an|+ |an −K| < 2ε < L−K.

V¥ta 2.8 (O limit¥ monotónní posloupnosti). Je-li posloupnost reálných £ísel
(an) neklesající a shora omezená, pak konverguje.

D·kaz. Supremum
a = sup({a1, a2, . . .})

je dob°e de�nované díky omezenosti (an) shora. Podle de�nice suprema pro
dané ε > 0 existuje n0, ºe

a− ε < an0 ≤ a ,

(jinak by a − ε bylo horní závorou men²í neº supremum, coº nelze). Díky
monotonii (an) a vlastnosti suprema tyto nerovnosti platí i pro kaºdé an s
n > n0. Ukázali jsme tedy, ºe lim an = a.

Totéº platí, je-li (an) nerostoucí a zdola omezená. Snadno se podobn¥ do-
káºe, ºe je-li an neklesající a shora neomezená, je limn→∞ an = +∞. Je-li an
nerostoucí a zdola neomezená, je limn→∞ an = −∞. Monotonii (an) sta£í vºdy
p°edpokládat jen pro kaºdé n > n0.

De�nice 2.9 (Podposloupnost). Posloupnost (bn) je podposloupností posloup-
nosti (an), kdyº existuje takové rostoucí zobrazení f : N → N, ºe bn = af(n).
Jinými slovy, existuje rostoucí posloupnost p°irozených £ísel k1 < k2 < . . ., ºe

bn = akn , n = 1, 2, . . . .
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Je jasné, ºe pak kn ≥ n pro kaºdé n. Relace �být podposloupností� je
tranzitivní a re�exivní, ale ne antisymetrická.

V¥ta 2.10 (O limit¥ podposloupnosti). Je-li (bn) podposloupnost (an) a limn→∞ an =
a ∈ R ∪ {+∞,−∞}, pak i limn→∞ bn = a.

D·kaz. Cvi£ení.

Nalezneme-li tedy v posloupnosti (an) dv¥ podposloupnosti s r·znými li-
mitami, limn→∞ an neexistuje.

P°íklad 2.11. Konstantní posloupnosti (1, 1, 1, . . .) a (−1,−1,−1, . . .) s limi-
tami 1 a −1 jsou podposloupnostmi v (an) = ((−1)n), takºe limn→∞ (−1)n

neexistuje.

Pro výpo£ty nevlastních limit zavedeme roz²í°enou reálnou osu R∗ = R ∪
{−∞,+∞}, která vznikne p°idáním obou nekone£en k reálným £ísl·m. Porov-
návání a aritmetické operace na R∗ de�nujeme následovn¥:

∀a ∈ R : −∞ < a < +∞ ;

∀a ∈ R∗, a 6= −∞ : a+ (+∞) = (+∞) + a = +∞ ;

∀a ∈ R∗, a 6= +∞ : a+ (−∞) = (−∞) + a = −∞ ;

∀a ∈ R∗, a > 0 : a(±∞) = (±∞)a = ±∞ ;

∀a ∈ R∗, a < 0 : a(±∞) = (±∞)a = ∓∞ ;

∀a ∈ R :
a

±∞
= 0 .

Zbylé výrazy

(+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞), 0 · (±∞), (±∞) · 0, ±∞
±∞

,
a

0
pro a ∈ R∗

� sou£et dvou nekone£en s opa£nými znaménky, sou£in nuly a nekone£na,
podíl dvou nekone£en a kaºdý podíl s nulou ve jmenovateli � ponecháváme
nede�nované, jsou to tzv. neur£ité výrazy.

Následující výsledek je základem pro výpo£ty konkrétních limit.

V¥ta 2.12 (Aritmetika limit). Nech´ (an), (bn) jsou posloupnosti reálných £ísel
s limn→∞ an = a ∈ R∗ a limn→∞ bn = b ∈ R∗. Pak

(i) limn→∞(an + bn) = a+ b, je-li výraz na pravé stran¥ de�nován,

(ii) limn→∞(anbn) = ab, je-li výraz na pravé stran¥ de�nován,

(iii) pokud bn 6= 0 pro kaºdé n > n0, pak limn→∞(an/bn) = a/b, je-li výraz na
pravé stran¥ de�nován.
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D·leºité je, ºe aritmetika limit funguje jen jednosm¥rn¥. Není obecn¥ pravda,
ºe kdyº (an + bn) konverguje k a, pak konvergují i (an) a (bn) a limn→∞(an +
bn) = limn→∞ an + limn→∞ bn = a (nap°íklad posloupnosti an = (−1)n a
bn = −(−1)n nekonvergují, ale jejich sou£et ano). Totéº platí pro sou£in a
podíl.

V jednom p°ípad¥ limity sou£inu posta£ují slab²í p°edpoklady � limita
jedné z posloupností nemusí existovat:

V¥ta 2.13 (Násobení limitní nulou). Nech´ (an) je omezená a (bn) konverguje
k 0. Pak limn→∞(anbn) = 0.

D·kaz. Cvi£ení.

V¥ta 2.14 (O limit¥ a uspo°ádání). Nech´ posloupnosti (an), (bn) ⊂ R mají
vlastní limity limn→∞ an = a ∈ R a limn→∞ bn = b ∈ R.

(i) Kdyº a < b, tak existuje n0, ºe n > n0 ⇒ an < bn.

(ii) Kdyº an ≤ bn pro kaºdé n > n0, pak a ≤ b.

Toto tvrzení platí beze zm¥ny i pro nevlastní limity (kde bereme −∞ <
a < +∞ pro kaºdé a ∈ R). Je t°eba nezapomínat, ºe ostrá nerovnost m·ºe v
limit¥ p°ejít v rovnost: an = 1 − 1/n < bn = 1 pro kaºdé n, ale limn→∞ an =
limn→∞ bn = 1.
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3 | Posloupnosti - pokra£ování
Minule jsme skon£ili formulací následující v¥ty:

V¥ta (O limit¥ a uspo°ádání). Nech´ posloupnosti (an), (bn) ⊂ R mají vlastní
limity limn→∞ an = a ∈ R a limn→∞ bn = b ∈ R.

(i) Kdyº a < b, tak existuje n0, ºe n > n0 ⇒ an < bn.

(ii) Kdyº an ≤ bn pro kaºdé n > n0, pak a ≤ b.

D·kaz. (Ponechán jako samostatné cvi£ení.)

(i) Pro ε, 0 < ε < (b − a)/2, existuje n0, ºe pro n > n0 je an < a + ε <
(a+ b)/2 < b− ε < bn, takºe an < bn.

(ii) Kdyby bylo a > b, pro velké n by podle (i) platilo an > bn, coº je ve
sporu s p°edpokladem.

Toto tvrzení platí beze zm¥ny i pro nevlastní limity (kde bereme −∞ <
a < +∞ pro kaºdé a ∈ R). Je t°eba nezapomínat, ºe ostrá nerovnost m·ºe v
limit¥ p°ejít v rovnost: an = 1 − 1/n < bn = 1 pro kaºdé n, ale limn→∞ an =
limn→∞ bn = 1.

V¥ta 3.1 (O dvou policajtech). Nech´ posloupnosti (an), (bn), (cn) ⊂ R spl¬ují,
ºe limn→∞ an = limn→∞ bn = a ∈ R a pro kaºdé n > n0 je an ≤ cn ≤ bn. Pak
(cn) konverguje a limn→∞ cn = a.

Z (ii) p°edchozí v¥ty plyne, ºe pokud (cn) má limitu, pak je rovna a. Po-
t°ebujeme ale dokázat, ºe limita (cn) existuje.

D·kaz. Z de�nice limity pro libovolné ε > 0 existuje na takové, ºe an ∈ (a −
ε, a+ε) pro kaºdé n ≥ na. Podobn¥ existuje nb takové, ºe bn ∈ (a−ε, a+ε) pro
kaºdé n ≥ nb. Vezmeme-li tedy n0 = max(na, nb), v kombinaci s p°edpokladem
v¥ty máme, ºe pro kaºdé n ≥ n0 platí a − ε < an < cn < bn < a + ε, tedy
cn ∈ (a− ε, a+ ε).

I toto tvrzení se snadno roz²í°í na nevlastní limity: pro a = +∞ sta£í pouze
jeden policajt an a pro a = −∞ sta£í pouze policajt bn.

De�nice 3.2 (Hromadný bod). Nech´ (an) je posloupnost reálných £ísel. Roz-
²í°ené reálné £íslo α ∈ R∗ je jejím hromadným bodem, pokud je limitou n¥jaké
podposloupnosti (an).
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Z V¥ty 2.10 plyne, ºe pokud má posloupnost (an) limitu a, a je jediným
hromadným bodem (an). Nyní dokáºeme, ºe kaºdá posloupnost má jeden nebo
více hromadných bod·.

V¥ta 3.3 (O monotónní podposloupnosti). Kaºdá posloupnost (an) ⊂ R má
monotónní podposloupnost.

D·kaz. Nech´ (an) ⊂ R je libovolná posloupnost. �ekneme, ºe v indexu k ∈ N
za£íná dobrá posloupnost, existují-li takové indexy k = k1 < k2 < . . ., ºe
ak1 ≤ ak2 ≤ . . ., a ºe v k za£íná ²patná posloupnost, existují-li takové indexy
k = k1 < k2 < . . . < kj, ºe ak1 ≤ ak2 ≤ . . . ≤ akj > an pro kaºdé n > kj. V
prvním p°ípad¥ tedy £lenem ak za£íná nekone£ná neklesající podposloupnost,
a ve druhém taková kone£ná neklesající podposloupnost, ºe uº ji nelze pro-
dlouºit. Z°ejm¥ v kaºdém indexu k ∈ N za£íná dobrá posloupnost nebo v n¥m
za£íná ²patná posloupnost. (Vystartujeme z k a libovoln¥ budujeme neklesa-
jící podposloupnost. Kdyº se nikdy nezastavíme, máme dobrou posloupnost,
a kdyº nastane krok, kdy uº nem·ºeme nijak pokra£ovat, máme ²patnou po-
sloupnost.)

Pokud v indexu 1 za£íná dobrá posloupnost, jsme hotovi. Kdyº ne, za£íná
v 1 ²patná posloupnost a jako k1 > 0 de�nujeme její poslední index. Pokud
v indexu k1 + 1 za£íná dobrá posloupnost, jsme hotovi. Kdyº ne, za£íná v
k1 + 1 ²patná posloupnost a jako k2 > k1 de�nujeme její poslední index. Takto
pokra£ujeme dále. Pokud n¥kdy dostaneme dobrou posloupnost, jsme hotovi,
protoºe (an) má neklesající podposloupnost. Pokud ji nikdy nedostaneme a
máme stále ²patné posloupnosti, vezmeme jejich poslední indexy 1 ≤ k1 <
k2 < . . .. Podle de�nice ²patné posloupnosti tvo°í klesající podposloupnost
ak1 > ak2 > . . . a jsme zase hotovi.

V¥ta 3.4 (Bolzanova�Weierstrassova). Kaºdá omezená posloupnost (an) ⊂ R
má konvergentní podposloupnost.

D·kaz. Nech´ (an) ⊂ R je omezená. Podle p°edchozí v¥ty má (an) monotónní
podposloupnost (bn), jeº je zjevn¥ omezená. Podle V¥ty 2.8 je (bn) konver-
gentní.

Podle V¥ty 3.4 má kaºdá omezená posloupnost hromadný bod. Pro neo-
mezenou posloupnost je hromadným bodem ∞ nebo −∞.

Ozna£íme

R∗ ⊃ H = {hromadné body posloupnosti (an)} .

Nahlédneme, ºe H má nejv¥t²í i nejmen²í prvek. Kdyº (an) není shora ome-
zená, pak je +∞ ∈ H nejv¥t²ím prvkem. Je-li (an) shora omezená £íslem c ∈ R,
je c z°ejm¥ i horní závorou pro H. Nech´ α = sup(H) ∈ R. Podle vlastnosti
suprema a de�nice mnoºiny H pro kaºdé k ∈ N má (an) podposloupnost s limi-
tou v intervalu [α−1/k, α]. Z t¥chto podposloupností pro k = 1, 2, . . . vybereme
vhodné £leny an1 , an2 , . . ., ºe n1 < n2 < . . . a pro kaºdé k je ank

∈ [α− 2/k, α].
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Tím jsme vyrobili podposloupnost, jejíº limita je α. Tedy α = sup(H) ∈ H a
H má nejv¥t²í prvek. Podobn¥ se ukáºe, ºe H má nejmen²í prvek.

De�nice 3.5 (Limes superior a limes inferior.). De�nujeme

lim inf
n→∞

an := min(H) a lim sup
n→∞

an := max(H) .

Tyto zkratky znamenají limes inferior, nejmen²í limita (podposloupnosti), a
limes superior, nejv¥t²í limita (podposloupnosti). Na rozdíl od limity lim inf a
lim sup vºdy existují.

�ady reálných £ísel

De�nice 3.6 (�ada a její sou£et). Nekone£ná °ada (reálných £ísel) je výraz

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · · ,

kde (an)n≥1 je posloupnost reálných £ísel. Budeme se snaºit p°idrºovat to-
hoto zna£ení, ale pochopiteln¥ se pouºívá mnoho variant zápis· nekone£ných
°ad, pro s£ítací index se nap°íklad m·ºe pouºít jiné písmeno, s£ítá se od jiné
hodnoty neº od 1, apod.; zápisy pro nekone£né °ady jsou tedy t°eba také

∞∑
n=0

bn = b0 + b1 + · · · ,
∞∑
i=m

ai = am + am+1 + · · · ,
∑
k≥8

ck = c8 + c9 + · · · .

�áste£ný sou£et °ady, p°esn¥ji její n-tý £áste£ný sou£et sn, je sou£et jejích
prvních n £len·. Pro °adu

∑∞
n=1 an je tedy sn = a1 + a2 + · · ·+ an a pro °adu∑

k≥8 ck je sn = c8 + c9 + · · ·+ cn+7.
Pokud existuje vlastní limita posloupnosti (sn) £áste£ných sou£t· dané

°ady, mluvíme o konvergentní °ad¥ a limita limn→∞ sn je jejím sou£tem. Pokud
lim sn neexistuje nebo je nevlastní, je daná °ada divergentní.

P°íklad 3.7. �ada
∑

n≥0(−1)n = 1 − 1 + 1 − 1 + · · · je divergentní, protoºe
(sn) = (1, 0, 1, 0, 1, . . . ).

P°íklad 3.8. D·leºitým p°íkladem °ady je geometrická °ada

∞∑
n=0

qn = 1 + q + q2 + q3 + · · · ,

kde q ∈ R je parametr zvaný kvocient. Pro sou£et geometrické °ady
platí, ºe
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∞∑
n=0

qn =


1

1−q . . . −1 < q < 1

+∞ . . . q ≥ 1
neexistuje . . . q ≤ −1.

To vyplývá to ze vzorce pro £áste£ný sou£et (q 6= 1):

sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
.

Pro |q| < 1 je limn→∞ q
n = 0 a podle aritmetiky limit limn→∞ sn = (0 −

1)/(q − 1) = 1/(1− q). Pro q > 1 jako limita vyjde (+∞− 1)/(q − 1) = +∞
a pro q = 1 také (tehdy sn = n). Pro q ≤ −1 limita limn→∞ q

n neexistuje a
neexistuje tedy ani limita limn→∞ sn = limn→∞(qn − 1)/(q − 1).

P°íklad 3.9. Dal²ím £astým p°íkladem jsou °ady typu

∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ · · · ,

kde s ∈ R. Pro jejich konvergenci platí, ºe

∞∑
n=1

1

ns

{
konverguje pro s > 1
diverguje pro s ≤ 1.

Pro s = 1 se tato °ada nazývá harmonická °ada. Je to d·leºitý p°íklad
°ady, která diverguje, a£koli její prvky konvergují k nule.

Pro n¥které hodnoty s jsou pro sou£ty této °ady známy explicitní vzorce,
nap°íklad

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
a

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.
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4 | Funkce
De�nice 4.1. �ekneme, ºe funce f : M → R, M ⊆ R je
• shora omezená pokud existuje K ∈ R takové, ºe f(x) < K pro kaºdé
x ∈M ,
• zdola omezená pokud existuje K ∈ R takové, ºe f(x) > K pro kaºdé
x ∈M ,
• omezená pokud je shora i zdola omezená,
• rostoucí pokud f(x) < f(y) pro kaºdé x, y ∈M spl¬ující x < y,
• neklesající pokud f(x) ≤ f(y) pro kaºdé x, y ∈M spl¬ující x < y,
• klesající pokud f(x) > f(y) pro kaºdé x, y ∈M spl¬ující x < y,
• nerostoucí pokud f(x) ≥ f(y) pro kaºdé x, y ∈M spl¬ující x < y,
• monotónní pokud je neklesající nebo nerostoucí
• periodická funkce s periodou p ∈ R, p > 0, kdyº pro kaºdé x ∈ M je i
x± p ∈M a f(x) = f(x± p),
• prostá pokud x 6= y implikuje f(x) 6= f(y),

Narozdíl od posloupností mohou být monotónní funkce neomezené shora i
zdola, p°íkladem je nap°íklad f(x) = x.

Doporu£uji prohlédnout si grafy v²ech funkcí zmín¥ných tomto textu v
n¥jaké aplikaci na kreslení graf·, nap°. na zde.

De�nice 4.2. Nech´ f : M → R,M ⊆ R je prostá funkce. Funkce f<−1> je
inverzní funkce k funkci f , pokud f<−1>(y) = x práv¥ tehdy, kdyº f(x) = y.

P°íklad 4.3. Funkce f(x) = x2 je prostá na intervalu [0,∞). Funkce inverzní
k f na tomto intervalu je

√
x. Na intervalu (−∞, 0] je funkce f(x) = x2 také

prostá, její inverzní funkcí je ale −
√
x.

Elementární funkce

De�nice 4.4 (Eulerovo £íslo, exponenciální funkce). Pro libovolné x ∈ R
de�nujeme exponenciální funkci jako sou£et °ady

ex = exp(x) :=
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ . . . .

Eulerovo £íslo e de�nujeme jako exp(1), je tedy rovno
∑∞

n=0
1
n!
. Je to iraci-

onální £íslo, jeho £íselná hodnota je asi 2, 7.

�ada konverguje pro kaºdé x ∈ R, takºe exponenciální funkce je v²ude
de�novaná. Z°ejm¥ e0 = 1 a ex ≥ 1 pro x ≥ 0 a ex je pro x ≥ 0 rostoucí
funkce.
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Poznámka. Alternativn¥ lze exp(x) de�novat jako limitu limn→∞
(
1 + x

n

)n.
Z £asových d·vod· nebudeme dokazovat ekvivalenci t¥chto de�nic.

V¥ta 4.5 (Funkce exp p°evádí sou£et na sou£in). Pro kaºdé x, y ∈ R je

exp(x+ y) = exp(x) exp(y) .

Tuto v¥tu nebudeme dokazovat. Odvodíme z ní ale n¥kolik d·leºitých vlast-
ností exponenciální funkce.
• exp(−x) = 1/ exp(x) (protoºe exp(x) exp(−x) = exp(0) = 1),
• exp(x) > 0 pro kaºdé x ∈ R,
• exp(x) < 1 pro x < 0,
• exp(x) je rostoucí funkce na R, protoºe pokud x < y, exp(y) = exp(x) exp(y−
x) a exp(y − x) > 1,
• limn→∞ exp(n) = +∞, a
• limn→∞ exp(−n) = 0.

V¥ta 4.6 (Logaritmus). Pro kaºdé kladné y ∈ R má rovnice

ex = y

práv¥ jedno °e²ení x ∈ R, které ozna£íme jako ln y := x (p°irozený logaritmus
£ísla y).

P°irozený logaritmus je tedy inverzní funkcí k exp(x). Nyní m·ºeme de�-
novat exponenciální funkci a logaritmus s obecným základem.

De�nice 4.7. Pro kladné reálné £íslo b a reálné £íslo x de�nujeme bx :=
exp(x ln b). Pro kladné reálné £íslo b 6= 1, de�nujeme logaritmus o základu b,
pí²eme logb x, jako inverzní funkci k bx.

Logaritmus o dané bázi lze z p°irozeného logaritmu spo£íst jako loga x =
lnx
ln a

.

De�nice 4.8 (Goniometrické funkce). Funkce sinus a cosinus de�nujeme jako
sou£et následujících °ad

sinx :=
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

a

cosx :=
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . .

Funkce tangens a cotangens jsou de�novány jako tanx (nebo tg x) = sinx
cosx

pro x ∈ R \ {π/2 + kπ|k ∈ Z} a cotg x = cosx
sinx

pro x ∈ R \ {kπ|k ∈ Z}.
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De�nice 4.9 (Cyklometrické funkce). Funkce arkus sinus arcsin : [−1, 1] →
[−π

2
, π
2
] je de�nována jako inverzní funkce k funkci sinus na intervalu [−π

2
, π
2
].

Funkce arkus cosinus arccos : [−1, 1] → [0, π] je de�nována jako inverzní
funkce k funkci sinus na intervalu [0, π].

Funkce arkus tangens arctan : (−∞,∞)→ (−π/2, π/2) je de�nována jako
inverzní funkce k funkci tangens na intervalu (−π/2, π/2).

Limity funkcí

De�nice 4.10 (Okolí bodu). Okolí bodu a ∈ R, p°esn¥ji δ-okolí bodu a, kde
δ ∈ R a δ > 0, je interval U(a, δ) = (a− δ, a+ δ). Jinak zapsáno,

U(a, δ) = {x ∈ R : |x− a| < δ}.

Okolí nekone£en de�nujeme jako U(+∞, δ) = (1/δ,+∞) a U(−∞, δ) =
(−∞,−1/δ). Pravé okolí, resp. levé okolí, bodu a ∈ R je interval U+(a, δ) =
[a, a+ δ), resp. U−(a, δ) = (a− δ, a].

Prstencová okolí bodu a ∈ R jsou oby£ejná okolí s vyjmutým bodem a:
P (a, δ) = U(a, δ)\{a}, P+(a, δ) = U+(a, δ)\{a} a P−(a, δ) = U−(a, δ)\{a}.
Prstencová okolí nekone£en jsou stejná jako jejich oby£ejná okolí.

De�nice 4.11 (Limita funkce). �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a ∈ R∗ limitu
A ∈ R∗, kdyº

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ P (a, δ)⇒ f(x) ∈ U(A, ε).

Zapisujeme
lim
x→a

f(x) = A.

Poznámka. Limita funkce f v bod¥ a nezávisí na její hodnot¥ v a, f ani nemusí
být v a de�novaná.

P°íklad 4.12. Pokud f(x) = x a a ∈ R, pak limx→a f(x) = a. Pokud zm¥níme
hodnotu funkce v nule a de�nujeme f jako

f(x) =

{
x pro x 6= 0
1 pro x = 0,

pak stále limx→a f(x) = a pro kaºdé a ∈ R, i pro a = 0.

P°íklad 4.13. Funkce signum (znaménko), která je de�novaná p°edpisem

sgn(x) =


1 pro x > 0,
0 pro x = 0,
−1 pro x < 0

má limitu limx→a sgn(x) = sgn(a) pro a ∈ R\{0}, a limx→0 sgn(x) neexistuje.
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P°edchozí p°íklad ukazuje, ºe n¥kdy je vhodné uvaºovat levé a pravé prs-
tencové okolí bodu zvlá²´.

De�nice 4.14 (Jednostranné limity). �ekneme, ºe funkce f(x) má v bod¥
a ∈ R limitu zprava rovnou A ∈ R∗, zapisujeme

lim
x→a+

f(x) = A,

pokud
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ P+(a, δ)⇒ f(x) ∈ U(A, ε).

Analogicky se de�nujeme limitu zleva, P+(a, δ) se nahradí levým prstencovým
okolím P−(a, δ).

Jestliºe limx→a+ f(x) = limx→a− f(x) = A, pak limx→a f(x) = A. Naopak,
pokud jsou limity zprava a zleva r·zné, limita neexistuje.

Podobn¥ jako u posloupnosti, limita funkce, pokud existuje, je jednozna£n¥
ur£ena.

V¥ta 4.15 (Jednozna£nost limity funkce). Funkce má v daném bod¥ nejvý²e
jednu limitu.

D·kaz. A,B ∈ R∗ bu¤te dv¥ r·zné limity funkce f(x) v bod¥ a ∈ R∗. Protoºe
A 6= B, lze zvolit tak malé ε > 0, ºe U(A, ε) ∩ U(B, ε) = ∅. Mají existovat
δ1, δ2 > 0 taková, ºe x ∈ P (a, δ1) ⇒ f(x) ∈ U(A, ε) a x ∈ P (a, δ2) ⇒ f(x) ∈
U(B, ε). Pro 0 < δ < min(δ1, δ2) máme, ºe x ∈ P (a, δ) ⇒ f(x) ∈ U(A, ε) ∩
U(B, ε). To je ale spor, tato dv¥ okolí jsou disjunktní a sou£asn¥ v jejich
pr·niku má leºet n¥jaké f(x) (které existuje, nebo´ p°edpokládáme, ºe funkce
je de�nována na prstencovém okolí bodu a).

Limitu funkce je moºno de�novat ekvivalentním zp·sobem pomocí limity
posloupnosti.

V¥ta 4.16 (Heineho de�nice limity funkce). Nech´ f je de�novaná na prs-
tencovém okolí P (a, δ) bodu a pro n¥jaké δ > 0. Následující dv¥ tvrzení jsou
ekvivalentní:

1. limx→a f(x) = A;

2. pro kaºdou posloupnost (xn) ⊂ P (a, δ) takovou, ºe xn 6= a pro kaºdé
n ∈ N a limn→∞ xn = a, platí, ºe limn→∞ f(xn) = A.

D·kaz. Nech´ platí bod 1 a posloupnost (xn) ⊂ P (a, δ) spl¬uje, ºe xn 6= a
pro ∀n ∈ N a xn → a pro n → ∞. Pro dané ε > 0 existuje δ > 0, ºe
f(P (a, δ) ⊂ U(A, ε). Existuje téº n0 ∈ N, ºe n > n0 ⇒ xn ∈ U(a, δ). Pro
n > n0 tak máme, ºe f(xn) ∈ U(A, ε). Proto f(xn)→ A pro n→∞.

Nech´ bod 1 neplatí, limx→a f(x) neexistuje nebo se nerovná A. To jest
existuje takové ε > 0, ºe pro kaºdé δ > 0 existuje x ∈ P (a, δ) s vlastností
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f(x) 6∈ U(A, ε). Pro kaºdé δ = 1/n, kde n = 1, 2, 3, . . . , vezmeme takové x
a ozna£íme ho xn. Patrn¥ xn → a pro n → ∞, vºdy xn 6= a, ale f(xn) 6∈
U(A, ε), takºe limn→∞ f(xn) není A. Bod 2 tedy také neplatí; není spln¥n pro
posloupnost (xn).

P°íklad 4.17. Pomocí p°edchozí v¥ty ukáºeme, ºe funkce f(x) = sin(1/x),
která je de�novaná na mnoºin¥ M = R\{0}, nemá limitu v nule. Uvaºme dv¥
posloupnosti (xn) a (yn), kde

xn =
1

πn
a yn =

1

(2n+ 1/2)π
, n ∈ N.

Z°ejm¥ limxn = lim yn = 0, ale f(xn) = sin(1/xn) = 0 a f(yn) = sin(1/yn) = 1
pro kaºdé n ∈ N. Proto limx→0 sin(1/x) neexistuje.
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5 | Limity funkcí a spojitost
Zave¤me si následující zna£ení: pro funkci f : R→ R a mnoºinu M ⊆ R nech´
f(M) ozna£uje mnoºinu {f(x); x ∈M}. S tímto zna£ením m·ºeme nap°íklad
výrok ∀x ∈ P (b, δ) : f(x) ∈ U(L, ε), vyskytující se v de�nici limity funkce,
zapsat úsporn¥ji jako f(P (b, δ)) ⊆ U(L, ε).

Pro ty, kdo na £tvrté p°edná²ce nestihli probrat d·kaz v¥ty o Heineho
de�nici limity, si tuto v¥tu zopakujme a dokaºme.

V¥ta 5.1 (Heineho de�nice limity funkce). Nech´ f je funkce de�novaná na
prstencovém okolí P (b,∆) bodu b ∈ R∗ pro n¥jaké ∆ > 0. Následující dv¥
tvrzení jsou ekvivalentní:

1. limx→b f(x) = L;

2. pro kaºdou posloupnost (xn) ⊆ P (b,∆), pro níº platí limn→∞ xn = b,
platí také limn→∞ f(xn) = L.

Op¥t zd·razn¥me, ºe v bodu 2 p°edchozí v¥ty se uvaºují pouze ty posloup-
nosti (xn), jejichº prvky jsou obsaºené v prstencovém okolí P (b,∆), a tedy
speciáln¥ samotné £íslo b se v t¥chto posloupnostech nem·ºe vyskytnout.

D·kaz V¥ty 5.1. Nech´ platí bod 1. M¥jme posloupnost (xn) ⊆ P (a,∆) s li-
mitou b a dokaºme, ºe posloupnost (f(xn)) má limitu L. Nech´ je tedy dáno
ε > 0. Díky bodu 1 víme, ºe existuje δ > 0 spl¬ující f(P (b, δ)) ⊆ U(L, ε).
Protoºe (xn) má limitu b a zárove¬ xn 6= b pro kaºdé n, tak existuje n0 ∈ N, ºe
pro kaºdé n > n0 platí xn ∈ P (b, δ). Pro n > n0 tudíº platí f(xn) ∈ U(L, ε).
Proto f(xn)→ L pro n→∞, a tedy platí bod 2.

Nyní p°edpokládejme, ºe bod 1 neplatí, tj. limx→b f(x) neexistuje nebo se
nerovná L. To znamená, ºe existuje takové ε > 0, ºe pro kaºdé δ > 0 existuje
x ∈ P (b, δ) s vlastností f(x) 6∈ U(L, ε). Pro kaºdé δ = min{1/n,∆}, kde
n = 1, 2, 3, . . . , vezmeme takové x a ozna£íme ho xn. Zjevn¥ (xn) → b pro
n → ∞ a (xn) ⊆ P (b,∆), ale f(xn) 6∈ U(L, ε), takºe limn→∞ f(xn) není L.
Bod 2 tedy také neplatí; není spln¥n pro posloupnost (xn).

Díky Heineho de�nici limity m·ºeme snadno ukázat, ºe pro limity funkcí
platí analogie mnoha v¥t pro limity posloupností. Konkrétn¥ uvedeme v¥tu, ºe
monotónní funkce má limitu, v¥tu o aritmetice limit funkcí, a analogii v¥ty o
dvou policajtech.

V¥ta 5.2 (Aritmetika limit funkcí). Nech´ a,A,B ∈ R∗, nech´ f a g jsou
funkce de�nované na n¥jakém prstencovém okolí P (a,∆) bodu a, a nech´ platí
limx→a f(x) = A a limx→a g(x) = B. Potom

(a) limx→a f(x) + g(x) = A+B, je-li tento sou£et de�nován.
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(b) limx→a f(x)g(x) = AB, je-li tento sou£in de�nován.

(c) Nech´ je navíc g(x) nenulová na n¥jakém prstencovém okolí bodu a. Pak
limx→a f(x)/g(x) = A/B, je-li tento podíl de�nován.

D·kaz. Pomocí Heineho de�nice limity (V¥ta 5.1) tyto výsledky snadno p°eve-
deme na výsledky o aritmetice limit posloupností, které známe z druhé p°ed-
ná²ky.

Dokaºme t°eba bod (a). Ov¥°me, ºe funkce f + g spl¬uje bod 2 V¥ty 5.1.
Nech´ (xn) ⊆ P (a,∆) je posloupnost s limitou a. Protoºe limx→a f(x) = A a
limx→a g(x) = B, podle V¥ty 5.1 (implikace 1⇒ 2) máme, ºe limn→∞ f(xn) =
A a limn→∞ g(xn) = B. Podle v¥ty o aritmetice limit posloupností pak i
limn→∞ f(xn) + g(xn) = A + B. Tedy f + g spl¬uje bod 2 V¥ty 5.1 a to
podle V¥ty 5.1 (implikace 2⇒ 1) znamená, ºe limx→a f(x) + g(x) = A+B.

Body (b) a (c) se dokazují analogicky.

V¥ta 5.3 (Limity funkcí a uspo°ádání). Nech´ c ∈ R∗ a funkce f , g a h jsou
de�nované na n¥jakém prstencovém okolí bodu c.

1. Mají-li funkce f a g v bod¥ c limitu a limx→c f(x) > limx→c g(x), pak
existuje δ > 0 takové, ºe f(x) > g(x) pro kaºdé x ∈ P (c, δ).

2. Existuje-li δ > 0 takové, ºe f(x) ≥ g(x) pro kaºdé x ∈ P (c, δ), a mají-li
funkce f a g limitu v bod¥ c, potom limx→c f(x) ≥ limx→c g(x).

3. Existuje-li δ > 0 takové, ºe f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) pro kaºdé x ∈ P (c, δ) a
limx→c f(x) = limx→c g(x) = A ∈ R∗, potom i limx→c h(x) = A.

D·kaz. 1. Nech´ limx→c f(x) = A > limx→c g(x) = B. Protoºe A > B, existuje
takové ε > 0, ºe U(A, ε) ∩ U(B, ε) = ∅. Dokonce platí, ºe a > b pro kaºdé a ∈
U(A, ε) a b ∈ U(B, ε). Pro toto ε existuje δ > 0 spl¬ující f(P (c, δ)) ⊆ U(A, ε)
a g(P (c, δ)) ⊆ U(B, ε). Tedy f(x) > g(x) pro kaºdé x ∈ P (c, δ).

2. Kdyby platila opa£ná nerovnost, tj. limx→c f(x) < limx→c g(x), tak na
n¥jakém P (c, δ0) by podle bodu 1 platila nerovnost f(x) < g(x), coº je ve
sporu s p°edpokladem.

3. Toto tvrzení lze pomocí Heineho de�nice limity odvodit z v¥ty o dvou
policajtech pro posloupnosti, analogickou úvahou jako v d·kazu V¥ty 5.2.

V¥ta 5.4 (Limita monotónní funkce). Nech´ a < b jsou reálná £ísla a funkce
f : (a, b) → R je na intervalu (a, b) monotónní. Potom existují (p°ípadn¥ ne-
vlastní) jednostranné limity

lim
x→a+

f(x) a lim
x→b−

f(x).

D·kaz. Budeme p°edpokládat, ºe f je neklesající a dokáºeme existenci limity
f v bod¥ a zprava, ostatní p°ípady jsou analogické. Poloºme

α = inf{f(x); x ∈ (a, b)} ∈ R ∪ {−∞}
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a dokaºme, ºe limx→a+ f(x) = α. Volme ε > 0. Z de�nice in�ma plyne, ºe
pro kaºdé x ∈ (a, b) platí f(x) ≥ α a také ºe existuje x0 ∈ (a, b) takové, ºe
f(x0) ∈ U(α, ε). Díky monotonii pak víme, ºe pro kaºdé x ∈ (a, x0) máme
f(x) ∈ U(α, ε). Zvolme δ > 0 dost malé na to, aby platilo P+(a, δ) ⊆ (a, x0).
Potom platí f(P+(a, δ)) ⊆ U(α, ε), tudíº limx→a+ f(x) = α.

Poznamenejme, ºe p°edchozí v¥tu lze roz²í°it i na p°ípad, kdy b = +∞ nebo
a = −∞. Jediná zm¥na ve zn¥ní v¥ty pak bude ta, ºe limity v nekone£nech
nebudeme ozna£ovat jako jednostranné limity, a podobn¥ v d·kazu nebudeme
okolí nekone£en ozna£ovat jako jednostranná.

Nyní zformulujme de�nici jednoho z klí£ových pojm· matematické analýzy.

De�nice 5.5 (Spojitost funkce). �ekneme, ºe funkce f je v bod¥ a ∈ R spojitá,
pokud

lim
x→a

f(x) = f(a).

Funkce f(x) je v bod¥ a spojitá zprava, pokud limx→a+ f(x) = f(a). Podobn¥
se de�nuje spojitost zleva.

Zjevn¥ platí, ºe funkce je v daném bod¥ a ∈ R spojitá práv¥ tehdy, kdyº je
v tomto bod¥ spojitá zleva i zprava.

Nap°íklad pro funkci sgn(x) se snadno p°esv¥d£íme, ºe je spojitá v libo-
volném bod¥ a ∈ R \ {0}, nebo´ je na dostate£n¥ malém okolí takového bodu
konstantní. Naopak v bod¥ a = 0 není spojitá, protoºe v tomto bod¥ nemá
limitu. Navíc v bod¥ a = 0 není ani jednostrann¥ spojitá, protoºe sgn(0) = 0,
zatímco ob¥ jednostranné limity jsou nenulové.

Pro funkci f de�nované jednoduchým vzore£kem lze obvykle spojitost v
bod¥ a ∈ R `vykoukat' z grafu f : pokud graf v okolí a vypadá jako nep°eru²ená
£ára, je moºno soudit, ºe tam je funkce spojitá. Ov²em ve sloºit¥j²ích p°ípadech
se na takovouto neformální intuici nelze spoléhat. Podívejme se na jeden takový
p°íklad.

P°íklad 5.6 (Riemannova funkce). De�nujme funkci f : (0, 1)→ R následovn¥:

f(x) =

{
0 pro x iracionální
1
q

pro x = p
q
racionální a p, q ∈ N nesoud¥lná

Vy²et°eme, kde je tato funkce spojitá. Dokaºme nejprve, ºe pro kaºdé b ∈ (0, 1)
platí limx→b f(x) = 0. Zvolme tedy ε > 0. V²imn¥me si, ºe je jen kone£n¥
mnoho bod· x ∈ (0, 1), pro n¥º platí f(x) ≥ ε, konkrétn¥ jsou to racionální
body tvaru x = p

q
pro 0 < p < q ≤ 1/ε, kde p, q ∈ N. Zvolme tedy δ ∈

(0, b) dost malé na to, aby ºádný z t¥chto kone£n¥ mnoha problematických
bod· nepat°il do P (b, δ). Potom platí f(P (b, δ)) ⊆ U(0, ε), coº dokazuje, ºe
limx→b f(x) = 0, jak jsme tvrdili. Z toho pak vyplývá, ºe funkce f je spojitá v
bod¥ b ∈ (0, 1) práv¥ tehdy, kdyº b je iracionální £íslo.
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Obrázek 5.1: Ilustrace k d·kazu v¥ty o limit¥ sloºené funkce

Vlastnostem spojitých funkcí se budeme podrobn¥ji v¥novat na p°í²tí p°ed-
ná²ce. Nyní dokáºeme d·leºitou v¥tu pro výpo£et limit funkcí, v níº spojitost
�guruje jako jeden z p°edpoklad·.

V¥ta 5.7 (Limita sloºené funkce). Nech´ A,B,C ∈ R∗, nech´ g(x) je funkce
spl¬ující limx→A g(x) = B a f(x) je funkce spl¬ující limx→B f(x) = C. Navíc
nech´ je spln¥na aspo¬ jedna z podmínek P1 a P2:

P1. Funkce f(x) je spojitá v B (jinými slovy, f(B) = limx→B f(x) = C).

P2. Na n¥jakém prstencovém okolí P (A, η) funkce g(x) nenabývá hodnotu B,
tj. B 6∈ g(P (A, η)).

Potom
lim
x→A

f(g(x)) = C.

D·kaz. (Viz Obrázek 5.1.) Bu¤ dáno ε > 0. Protoºe limx→B f(x) = C, existuje
δ > 0 takové, ºe

f(P (B, δ)) ⊆ U(C, ε). (5.1)

Protoºe limx→A g(x) = B, tak pro toto δ existuje γ > 0 takové, ºe

g(P (A, γ)) ⊆ U(B, δ). (5.2)

Jediná obtíº nyní je ta, ºe okolí U(B, δ) není obsaºeno v okolí P (B, δ), má
navíc bod B. Nyní musíme vyuºít toho, ºe platí jedna z podmínek P1 a P2.

Pokud je spln¥na podmínka P1, tj. pokud platí f(B) = C, tak inkluze (5.1)
se dá zesílit na

f(U(B, δ)) ⊆ U(C, ε). (5.3)

Pak obtíº mizí a pomocí (5.2) a (5.3) dostaneme

f(g(P (A, γ))) ⊆ f(U(B, δ)) ⊆ U(C, ε),
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tedy limx→A f(g(x)) = C.
Pokud je spln¥na podmínka P2, m·ºeme γ > 0 zvolit tak, aby navíc platilo

γ < η, a potom lze inkluzi (5.2) zesílit na

g(P (A, γ)) ⊆ P (B, δ). (5.4)

Obtíº op¥t mizí a pomocí (5.4) a (5.1) dostaneme

f(g(P (A, γ))) ⊆ f(P (B, δ)) ⊆ U(C, ε)

a limx→A f(g(x)) = C.

Poznámka (Asymptotické symboly o a O). Limity se hodí pro srovnávání
asymptotického r·stu funkcí. P°i analýze algoritm· uº jste se setkali s O-
notací, která je obecn¥ de�nována takto. Nech´ a ∈ R∗, δ > 0, a funkce f, g
jsou de�nované na prstencovém okolí P (a, δ), p°i£emº g je na n¥m kladná. �í-
káme, ºe funkce f je velké O funkce g pro x jdoucí k a a pí²eme, ºe f = O(g)
pro x→ a, pokud existuje c > 0 tak, ºe

∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)| < cg(x).

Pokud

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0,

pí²eme, ºe f = o(g) pro x→ a, a °íkáme, ºe funkce f je malé o funkce g pro x
jdoucí k a. V²imn¥te si, ºe f = o(g) pro x→ a implikuje f = O(g) pro x→ a.

Neformáln¥ °e£eno, pokud limx→a g(x) = +∞, pak výraz f = O(g) zna-
mená, ºe funkce f neroste rychleji neº g pro x → a, zatímco výraz f = o(g)
znamená, ºe funkce f roste podstatn¥ pomaleji neº g pro x → a. Pokud
limx→a g(x) = 0, pak f = O(g) °íká, ºe f klesá k nule aspo¬ tak rychle jako g,
zatímco f = o(g) znamená, ºe funkce f klesá k nule podstatn¥ rychleji neº g.

Uv¥domme si, ºe výrazy f = O(g) a f = o(g) nejsou rovnosti, f = O(g) i
f = o(g) platí pro mnoho r·zných funkcí f . Správn¥j²í (ale z°ídka pouºívaný)
zápis by byl f ∈ O(g) nebo f ∈ o(g).

P°íklad 5.8. Asymptotické porovnávání £asto vyuºíváme p°i výpo£tu limity
podílu:

lim
x→+∞

2x3 + x2 − 2

x3
= lim

x→+∞

2x3 + o(x3)

x3
= 2 + 0.
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6 | Spojitost
P°ipome¬me z p°edchozí p°edná²ky, ºe funkce f je spojitá v bod¥ b ∈ R,
pokud platí limx→b f(x) = f(b). Explicitn¥ji to znamená, ºe f je spojitá v b,
práv¥ kdyº pro kaºdé ε > 0 lze najít δ > 0 spl¬ující f(U(b, δ)) ⊆ U(f(b), ε).
Hlavním obsahem dne²ní p°edná²ky bude seznámení s n¥kterými netriviálními
vlastnostmi spojitých funkcí.

Vnit°ní bod n¥jakého intervalu I je bod, který v I leºí i s n¥jakým svým
okolím. Krajní bod intervalu je bod, který není vnit°ní. Nap°íklad (−∞, 5)
nemá krajní body, jen vnit°ní, ale (−∞, 5] má práv¥ jeden krajní bod a to 5.

De�nice 6.1 (Spojitost na intervalu). Nech´ I ⊆ R je interval a f : I → R
je funkce na n¥m de�novaná. �ekneme, ºe f je na intervalu I spojitá, je-li
spojitá v kaºdém vnit°ním bodu I a v kaºdém krajním bodu I je odpovídajícím
zp·sobem jednostrann¥ spojitá.

P°íklad 6.2. Funkce f(x) = 1
x
je spojitá na intervalu (0, 1) i na intervalu (0, 1].

Není v²ak spojitá na intervalu [0, 1) (bez ohledu na to zda a jak je de�novaná
v nule), protoºe limx→0+ f(x) = +∞.

V¥ta 6.3 (Darbouxova, o nabývání mezihodnot). Nech´ a < b jsou reálná
£ísla a nech´ funkce f : [a, b] → R je na intervalu [a, b] spojitá. Ozna£me m =
min{f(a), f(b)} a M = max{f(a), f(b)}. Pak kaºdé reálné £íslo z intervalu
[m,M ] je hodnotou funkce f , to jest pro kaºdé y ∈ [m,M ] existuje α ∈ [a, b],
ºe f(α) = y.

D·kaz. Budeme p°edpokládat, ºe m = f(a) a M = f(b), v opa£ném p°ípad¥
je d·kaz analogický. Pokud y = f(a), pop°ípad¥ y = f(b), máme α = a,
pop°ípad¥ α = b. M·ºeme proto p°edpokládat, ºe f(a) < y < f(b). Uvaºme
mnoºinu

A = {z ∈ [a, b] : f(z) < y}.
A je neprázdná mnoºina (nap°íklad a ∈ A), která je obsaºená v intervalu [a, b].
Její supremum je proto reálné £íslo z intervalu [a, b]. Poloºíme

α = sup(A).

Ukáºeme, ºe f(α) = y. Z jednostranné spojitosti f v bodech a a b a z f(a) <
y < f(b) plyne, ºe existuje takové δ > 0, ºe pro kaºdé x ∈ [a, a + δ) platí
f(x) < y a pro kaºdé x ∈ (b − δ, b] platí f(x) > y. Tedy [a, a + δ) ⊆ A a
(b− δ, b] ∩ A = ∅. Z toho plyne, ºe a < α < b.

Kdyby bylo f(α) < y, tato nerovnost by vzhledem ke spojitosti f v α
platila v n¥jakém okolí α a v A by byly prvky v¥t²í neº α, coº nelze (α je
horní mez A). Podobn¥ kdyby bylo f(α) > y, tato nerovnost by zase platila v
n¥jakém okolí α a pro n¥jaké δ′ > 0 bychom m¥li, ºe (α − δ′, α + δ′) ∩ A = ∅.
Coº je op¥t spor (α je nejmen²í horní mez A).
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Aplikací této v¥ty je metoda p·lení interval· pro p°ibliºný výpo£et ko°en·
spojité funkce.

P°íklad 6.4. Polynom f(x) = x2 − 2 je spojitá funkce. Protoºe f(1) = −1 a
f(2) = 2, z p°edchozí v¥ty plyne, ºe f má ko°en x (tj. f(x) = 0) z intervalu
(1, 2). Postupným p·lením intervalu m·ºeme tento ko°en p°ibliºn¥ numericky
spo£ítat, tedy aproximovat hodnotu

√
2:

f(1, 5) = 0, 25 > 0 tedy x ∈ (1, 1, 5)

f(1, 25) = −0.4375 < 0 tedy x ∈ (1, 25, 1, 5)

f(1, 375) = −0.109375 < 0 tedy x ∈ (1, 375, 1, 5)

A tak dále.

D·sledek 6.5 (Obraz spojité funkce). Spojitá funkce zobrazuje interval na
interval. To jest, je-li J ⊆ R interval a f : J → R je spojitá funkce, je mnoºina
f(J) = {f(x) : x ∈ J} op¥t interval.

P°ipome¬me, ºe inverzní funkce k f existuje, pouze pokud je f prostá. Z
Darbouxovy v¥ty plyne, ºe je-li spojitá funkce prostá na intervalu J , je na J
bu¤ rostoucí, nebo klesající (rozmyslete!). Dokáºeme, ºe inverzní funkce spojité
funkce je rovn¥º spojitá.

V¥ta 6.6 (Spojitost inverzní funkce). Nech´ J ⊆ R je interval a f : J → R
je spojitá a rostoucí (klesající) funkce. Potom inverzní funkce f<−1> : K → J ,
kde K je interval f(J), je rovn¥º spojitá a rostoucí (klesající).

D·kaz. P°edpokládejme, ºe f je rostoucí, p°ípad klesající f je velmi podobný.
Pro jednoduchost ozna£me g = f<−1>. V²imn¥me si, ºe pokud f je rostoucí,
je g také rostoucí. Z D·sledku 6.5 víme, ºe f(J) = K je interval, funkce g je
tedy de�nována na intervalu K a jejím obrazem je interval J .

Nech´ x0 je vnit°ní bod K. Dokáºeme spojitost g v x0 (viz Obrázek 6.1).
M·ºeme vzít x1, x2 z K, ºe x1 < x0 < x2. Pak g(x1) < g(x0) < g(x2) a
v²echny body z intervalu [g(x1), g(x2)] jsou funk£ní hodnoty g (protoºe g(K)
je interval). Bu¤ dáno ε > 0 tak malé, ºe

[g(x0)− ε, g(x0) + ε] ⊆ [g(x1), g(x2)].

V K tedy existují x3, x4, ºe x1 ≤ x3 < x0 < x4 ≤ x2 a g(x3) = g(x0) − ε a
g(x4) = g(x0) + ε. Vezmeme δ > 0 men²í neº min{x0 − x3, x4 − x0}. Pak pro
kaºdé x ∈ U(x0, δ) platí, ºe g(x) ∈ U(g(x0), ε).

Tudíº g = f<−1> je na K spojitá.

Funkce x, |x|, ex, sinx a cosx jsou spojité na celém svém de�ni£ním oboru.
(Nebudeme dokazovat.) Z V¥ty 6.6 tudíº plyne spojitost logaritmu a cyklome-
trických funkcí.
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Obrázek 6.1: Pro kaºdé dost malé ε > 0 najdeme δ > 0 vyhovující de�nici
limity. Body x1 a x2 omezují, jak velké ε m·ºeme uvaºovat, abychom z·stali
v rámci interval· J a K. Toto omezení na ε nám ale nevadí, protoºe pokud
najdeme δ pro malé ε, tato hodnota δ funguje i pro v²echna v¥t²í ε.

Spojitost dal²ích funkcí (nap°íklad tan(x) nebo
√
x) lze odvodit následují-

cími úvahami. Z V¥ty 5.2 o aritmetice limit funkcí plyne, ºe funkce de�novaná
jako sou£et, rozdíl, sou£in a podíl spojitých funkcí je op¥t spojitá (pokud je
de�nována). Podobn¥, z V¥ty 5.7 o limit¥ sloºené funkce plyne, ºe pokud je
funkce g spojitá v bod¥ a a funkce f je spojitá v bod¥ g(a), pak je funkce
h = f ◦ g (tj. h(x) = f(g(x))) spojitá v bod¥ a.

De�nice 6.7 (Extrémy funkce). Nech´ M ⊆ R a f : M → R. �ekneme, ºe
funkce f v bod¥ a ∈M nabývá (na mnoºin¥ M) svého
• minima, kdyº ∀x ∈M : f(x) ≥ f(a);
• maxima, kdyº ∀x ∈M : f(x) ≤ f(a);
• ostrého minima, kdyº ∀x ∈M,x 6= a : f(x) > f(a);
• ostrého maxima, kdyº ∀x ∈M,x 6= a : f(x) < f(a);
• lokálního minima, kdyº ∃δ > 0 ∀x ∈M ∩ U(a, δ) : f(x) ≥ f(a);
• lokálního maxima, kdyº ∃δ > 0 ∀x ∈M ∩ U(a, δ) : f(x) ≤ f(a).

Ostré lokální extrémy jsou de�novány analogicky.

V¥ta 6.8 (Princip maxima pro spojité funkce). Nech´ a, b ∈ R, a ≤ b a
f : [a, b] → R je spojitá funkce. Potom f nabývá na intervalu [a, b] svého ma-
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xima i minima.

D·kaz. Dokáºeme nabývání maxima, p°ípad minima je velmi podobný. Polo-
ºíme

α = sup(f([a, b])).

Na²ím cílem bude dokázat, ºe existuje bod β ∈ [a, b], v n¥mº nabývá f hod-
notu α, a tím pádem v β nabývá f svého maxima.

Podle de�nice suprema pro kaºdé ε > 0 existuje y ∈ f([a, b]), ºe α − ε <
y ≤ α (pro α ∈ R), resp. 1/ε < y (pro α = +∞). Existuje tedy posloupnost
funk£ních hodnot konvergující k α: existuje (xn) ⊆ [a, b], ºe limn→∞ f(xn) = α.
Podle Bolzanovy�Weierstrassovy v¥ty má (xn) konvergentní podposloupnost
(xkn) a m·ºeme de�novat β = limn→∞ xkn . Protoºe a ≤ xkn ≤ b pro kaºdé
n ∈ N, z v¥ty o limit¥ a uspo°ádání plyne, ºe a ≤ β ≤ b, tedy β ∈ [a, b] (v
tomto okamºiku by d·kaz selhal na jiném neº uzav°eném intervalu, nap°. na
intervalu [a, b) by mohlo nastat β = b). S vyuºitím Heineho de�nice limity a
(p°ípadn¥ jednostranné) spojitosti f v bod¥ β máme

α = lim
n→∞

f(xkn) = f( lim
n→∞

xkn) = f(β).

Funkce f tedy nabývá v bod¥ β intervalu [a, b] své maximum α.

Intervaly tvaru [a, b], kde a ≤ b jsou reálná £ísla, tj. intervaly, které jsou
uzav°ené a omezené, nazýváme kompaktní intervaly. Z p°edchozí v¥ty mimo
jiné plyne, ºe spojitá funkce je na kompaktním intervalu omezená.

Pokud f : J → R de�novaná na intervalu J není spojitá nebo J není kom-
paktní, potom f nemusí na J nabývat maximum ani minimum a nemusí ani být
omezená. Nap°íklad funkce f(x) = x je na intervalu J = (0, 1) spojitá, ale ne-
nabývá na n¥m ani maximum ani minimum. Totéº platí pro funkci f(x) = 1/x,
která na J navíc ani není omezená. Na intervalu J = [−1, 1] funkce

f(x) =


x+ 1 pro x ∈ [−1, 0)
0 pro x = 0
x− 1 pro x ∈ (0, 1]

nenabývá ani maximum ani minimum, protoºe na J není spojitá (je nespojitá
v nule). Funkce f(x) = x je na J = (−∞, 1] spojitá, ale není omezená (a
nenabývá minimum) atd.

Princip maxima je d·leºitá vlastnost spojitých funkcí (a kompaktních in-
terval·), která má aplikace nap°íklad v optimalizaci, kde zaru£uje existenci
optimálních °e²ení n¥kterých úloh. Vý²e uvedený princip maxima (V¥ta 6.8)
lze zformulovat obecn¥ji pro zobrazení z libovolného metrického prostoru do
R, je v²ak pot°eba zobecnit pojmy kompaktnosti a spojitosti.

Zobecn¥ní pojmu limity a tedy i spojitosti na libovolné metrické prostory
je pom¥rn¥ p°ímo£aré:
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De�nice 6.9 (Limita a spojitost v metrických prostorech). Pro metrický pro-
stor (M,d) de�nujeme okolí a prstencové δ-okolí bodu a ∈M pro δ > 0 jako

UM(a, δ) = {x ∈M | d(a,x) < δ} a

PM(a, δ) = UM(a, δ) \ {a}.
Nech´ (M,d) a (N, e) jsou dva metrické prostory. �ekneme, ºe funkce

f : M → N má v bod¥ a ∈M limitu A ∈ N , platí-li

∀ε > 0 ∃δ > 0: f(PM(a, δ)) ⊆ UN(A, ε),

coº zapisujeme
lim
x→a

f(x) = A.

Funkce f je v bod¥ a spojitá, pokud

lim
x→a

f(x) = f(a).

Funkce f je spojitá, pokud je spojitá v kaºdém bod¥ M .

My se nyní omezme jen na reálné funkce více prom¥nných, tj. na funkce
tvaru f : M → R, kde M je podmnoºina n¥jakého eukleidovského prostoru Rn

(a tudíº M je sama o sob¥ metrický prostor s eukleidovskou metrikou). De�-
nice minima a maxima je pro takovéto funkce identická jako pro funkci jedné
prom¥nné. Pot°ebujeme v²ak de�novat následující zobecn¥ní kompaktního in-
tervalu.

De�nice 6.10 (Kompaktní mnoºiny v Rn). �ekneme, ºe mnoºina M ⊆ Rn je
omezená, pokud existuje bod a ∈ Rn a r > 0 takové, ºe M ⊆ U(a, r). Jinými
slovy, M je obsaºeno v r-okolí bodu a (okolí zde uvaºujeme v prostoru Rn).
�ekneme, ºe mnoºina M ⊆ Rn je otev°ená, pokud pro kaºdý bod a ∈ M
existuje δ > 0 takové, ºe U(a, δ) ⊆M (zde op¥t bereme okolí v Rn). Mnoºina
M ⊆ Rn je uzav°ená, pokud Rn \M je otev°ená mnoºina. Mnoºina M ⊆ Rn

je kompaktní, pokud je omezená a uzav°ená.

Zjevn¥ kaºdý kompaktní interval v R je i kompaktní mnoºina podle p°ed-
chozí de�nice. Ov²em i v R existují kompaktní mnoºiny, které nejsou intervaly,
nap°. sjednocení dvou kompaktních interval· je téº kompaktní mnoºina.

Poznamenejme, ºe zatímco omezenost a otev°enost mnoºiny se de�nuje v li-
bovolném metrickém prostoru analogicky jako v De�nici 6.10, kompaktní mno-
ºiny se obecn¥ de�nují jinak, p°i£emº v neeukleidovských prostorech nemusí
být kaºdá omezená a uzav°ená mnoºina nutn¥ kompaktní. Obecnou de�nici
kompaktní mnoºiny si na této p°edná²ce uvád¥t nebudeme, nebo´ nepat°í do
na²eho sylabu, ov²em zájemci si ji mohou najít nap°. na wikipedii.

Slíbené zobecn¥ní V¥ty 6.8 na funkce více prom¥nných vypadá takto.

V¥ta 6.11. Nech´ M ⊆ Rn je kompaktní mnoºina a f : M → R je spojitá
funkce. Potom f nabývá na mnoºin¥ M svého maxima i minima.
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7 | Derivace
�ásti studijního textu v ráme£ku jsou volitelné. Nebudeme vás z nich
zkou²et, ale moºná vám pomohou lépe pochopit ostatní látku.

Derivace pat°í k nejd·leºit¥j²ím pojm·m matematické analýzy. Umoº¬uje
mimo jiné danou funkci aproximovat pomocí jednoduchých funkcí, nap°íklad
lineárních.

De�nice 7.1. Nech´ f : M → R, b ∈ M a U(b, δ) ⊆ M pro n¥jaké δ > 0.
Derivace funkce f v bod¥ b je limita

f ′(b) := lim
h→0

f(b+ h)− f(b)

h
= lim

x→b

f(x)− f(b)

x− b
.

Derivace funkce f v bod¥ a zprava (zleva) je p°íslu²ná jednostranná limita pro
h→ 0+ (h→ 0−), resp. x→ a+ (x→ a−). Tyto jednostranné derivace zna£íme
f ′+(a) a f ′−(a).

Poznámka. Derivace bu¤ existuje vlastní (f ′(b) ∈ R) nebo nevlastní (f ′(b) =
±∞) nebo neexistuje. Stejn¥ jako v p°ípadn¥ limity, derivace existuje práv¥
tehdy, kdyº ob¥ jednostranné derivace existují a jsou si rovny. Jestliºe má f v
bod¥ b vlastní derivaci, °íkáme, ºe f je v b diferencovatelná.

Derivaci funkce f v bod¥ b m·ºeme krom¥ f ′(b) zna£it i pon¥kud ob²írn¥j-
²ím zápisem (f(x))′ |x=b. To je praktické u derivování sloºit¥j²ích výraz·, jako
nap°. (x2 cos(x2 − x))

′ |x=0.

Abychom si p°iblíºili geometrický význam derivace, uvaºme následující
situaci: máme dánu funkci f de�novanou na okolí bodu b ∈ R, a chceme
tuto funkci na okolí b co nejp°esn¥ji aproximovat pomocí vhodné lineární
funkce `(x) = αx + β. Jinými slovy, hledáme konstanty α a β takové,
aby se rozdíl f(x) − `(x) co nejrychleji blíºil k nule kdyº se x blíºí k b.
Speciáln¥ tedy chceme, aby f(b) = `(b), z £ehoº plyne β = f(b)− α · b, a
tedy `(x) = α(x− b) + f(b).

Zbýva je²t¥ zvolit koe�cient α, který se v geometrii ozna£uje jako sm¥r-
nice p°ímky ur£ené rovnicí y = αx+β. Protoºe aproximujeme f pomocí li-
neární funkce, je p°irozené chtít, aby chyba této aproximace byla men²í neº
jakákoliv lineární funkce. Chceme tedy, aby platilo f(x)− `(x) = o(x− b)
pro x → b, neboli explicitn¥ji, aby platilo limx→b

f(x)−`(x)
x−b = 0. Tento

vztah je po p°ímo£aré úprav¥ ekvivalentní rovnosti α = limx→b
f(x)−f(b)

x−b ,
tj. α = f ′(b). P°ímka, která nejlépe aproximuje graf f v okolí b, má tedy
za sm¥rnici práv¥ derivaci funkce f v b, pokud tato derivace existuje a je
kone£ná. Tato p°ímka se ozna£uje jako te£na ke grafu f v bod¥ (b, f(b)).
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V²imn¥te si, ºe výraz f(x)−f(b)
x−b v de�nici derivace je roven sm¥rnici

p°ímky procházející dvojicí bod· (x, f(x)) a (b, f(b)). Je tedy p°irozené,
ºe kdyº se x blíºí k b, tak se tato sm¥rnice blíºí ke sm¥rnici te£ny v
bod¥ (b, f(b)).

Pro funkce více prom¥nných existuje zobecn¥ní pojmu derivace s ana-
logickým geometrickým významem. Rychlosti r·stu funkce ve sm¥ru ur-
£ené sou°adnicové osy odpovídají parciální derivace.

Hlavním obsahem této kapitoly budou r·zné metody výpo£tu derivací. N¥-
kdy m·ºeme spo£ítat derivaci p°ímo z de�nice:

P°íklad 7.2. Funkce f(x) = x má derivaci rovnou 1 v kaºdém bod¥, protoºe

f ′(b) = lim
x→a

f(x)− f(b)

x− b
= lim

x→b

x− b
x− b

= 1.

P°íklad 7.3. Funkce f(x) = xn, n ∈ N, má v b derivaci rovnou nbn−1, protoºe

lim
h→0

(b+ h)n − bn

h
= lim

h→0

(
bn−1

(
n

1

)
+ bn−2h

(
n

2

)
+ · · ·+ hn−1

(
n

n

))
= nbn−1.

P°íklad 7.4. Funkce signum, f(x) = sgn(x) (= 1 pro x > 0, = 0 pro x = 0 a
= −1 pro x < 0), má v nule jednostranné derivace

f ′−(0) = lim
x→0−

sgn(x)− sgn(0)

x
= lim

x→0−

−1

x
= +∞

a

f ′+(0) = lim
x→0+

sgn(x)− sgn(0)

x
= lim

x→0+

1

x
= +∞,

takºe sgn′(0) = +∞.

P°íklad 7.5. Funkce absolutní hodnoty, f(x) = |x|, v nule nemá v·bec derivaci,
protoºe f ′−(0) = −1 a f ′+(0) = 1.

P°íklad 7.6. Funkce f : R → R de�novaná jako f(x) = x1/3 pro x ≥ 0 a jako
f(x) = −(−x)1/3 pro x < 0 je v 0 spojitá a má tam (jak se snadno spo£te)
nevlastní derivaci +∞.

P°edchozí p°íklady ukazují, ºe spojitá funkce m·ºe mít nevlastní derivaci
nebo nemusí mít derivaci, a naopak, funkce m·ºe mít (nevlastní) derivaci i v
bod¥, kde není spojitá. Pokud je ov²em funkce v n¥jakém bod¥ diferencova-
telná, musí tam být i spojitá:

V¥ta 7.7 (Diferencovatelnost ⇒ spojitost). Má-li f : U(b, δ) → R v bod¥ b
vlastní derivaci, je v b spojitá.

D·kaz. Máme

lim
x→b

(f(x)− f(b)) = lim
x→b

f(x)− f(b)

x− b
lim
x→b

(x− b) = f ′(b) · 0 = 0.

Tedy limx→b f(x) = f(b) a f je spojitá v b.
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Z V¥ty 5.2 o aritmetice limit funkcí lze odvodit následující v¥tu o aritmetice
derivací.

V¥ta 7.8 (Aritmetika derivací). Nech´ f, g : U(b, δ) → R jsou funkce, které
mají v bod¥ b derivaci (vlastní £i nevlastní). Pak

1. Platí, ºe (f + g)′(b) = f ′(b) + g′(b), je-li pravá strana de�novaná.

2. Pro α ∈ R platí (αf)′(b) = α(f ′(b)), je-li pravá strana de�novaná.

3. Platí Leibnizova formule: (fg)′(b) = f ′(b)g(b) + f(b)g′(b), je-li pravá
strana de�novaná a f nebo g je spojitá v b.

4. Je-li g spojitá v b, g(b) 6= 0 a je-li pravá strana následující rovnosti
de�novaná, pak (

f

g

)′
(b) =

f ′(b)g(b)− f(b)g′(b)

g(b)2
.

D·kaz. První dv¥ tvrzení jsou okamºitým d·sledkem v¥ty o aritmetice limit.
Ze zbylých dvou tvrzení dokaºme jen Leibnizovu formuli. Výraz f(x)g(x)−f(b)g(b)

x−b
je symetrický v f a g a m·ºeme proto p°edpokládat, ºe nap°íklad g je spojitá
v b. Pak máme

(fg)′(b) = lim
x→b

f(x)g(x)− f(b)g(b)

x− b

= lim
x→b

(f(x)− f(b))g(x) + f(b)(g(x)− g(b))

x− b

= lim
x→b

(f(x)− f(b))

x− b
lim
x→b

g(x) + f(b) lim
x→b

g(x)− g(b)

x− b
= f ′(b)g(b) + f(b)g′(b).

Tak jako u v¥t o aritmetice limit, i zde platí, ºe p°íslu²ný vzorec lze pouºít
jen tehdy, kdyº pravá strana má smysl. Pokud pravá strana obsahuje neur-
£itý výraz, nelze o existenci a hodnot¥ derivace na levé stran¥ nic usuzovat.
Vezm¥me nap°íklad funkce f(x) = sgn(x) a g(x) = 0. P°i výpo£tu (fg)′(0)
Leibnizovou formulí dostaneme f ′(0)g(0) + f(0)g′(0) = (+∞) · 0 + 0 · 0, coº
obsahuje neur£itý výraz. Ov²em fg je identicky rovná nule, a tedy zjevn¥
(fg)′(0) = 0.

Zd·razn¥me také, ºe i kdyº p°i výpo£tu pomocí vzore£k· pro aritmetiku
derivací nevznikne neur£itý výraz, nesmíme zapomenout ov¥°it p°edpoklady na
spojitost, jinak m·ºeme dostat chybný výsledek. Pro f(x) = g(x) = 1

10
+sgn(x)

nap°íklad Leibnizova formule zdánliv¥ dává

(fg)′(0)
??
= f ′(0)g(0) + f(0)g′(0) = (+∞) · 1

10
+

1

10
· (+∞) = +∞,
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ve skute£nosti ov²em fg v nule derivaci nemá, jak se m·ºeme snadno p°esv¥d-
£it. Není zde spln¥n p°edpoklad, ºe aspo¬ jedna z funkcí f a g je spojitá, tedy
Leibnizovu formuli nelze pouºít.

Poznamenejme, ºe p°edpoklad spojitosti v Leibnizov¥ formuli je spln¥n
nap°. tehdy, kdyº aspo¬ jedna z derivací f ′(b) a g′(b) je vlastní, díky V¥t¥ 7.7.

Podívejme se nyní na derivace elementárních funkcí exp(x), sin(x) a cos(x).
P°ipome¬me, ºe jsme si tyto funkce de�novali pomocí sou£t· °ad:

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
, sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

Nabízí se my²lenka derivovat nekone£ný sou£et `£len po £lenu', podobn¥
jako v £ásti 1 V¥ty 7.8. Pro obecné nekone£né °ady funkcí takový postup
ov²em nemusí být vºdy korektní. Na²t¥stí vý²e uvedené °ady jsou speci-
álního typu: jsou to takzvané mocninné °ady, tj. °ady tvaru

∑∞
n=0 anx

n,
kde (an) je n¥jaká posloupnost reálných £ísel. Bez d·kazu si uve¤me, ºe
pro mocninné °ady je derivování £len po £lenu p°ípustné.

V¥ta 7.9 (Derivování mocninných °ad). Nech´
∑∞

n=0 anx
n je mocninná

°ada. P°edpokládejme, ºe existuje otev°ený interval I takový, ºe pro kaºdé
x ∈ I tato °ada konverguje, a ozna£me její sou£et f(x). Potom pro kaºdé
x ∈ I má funkce f v bod¥ x vlastní derivaci, a ta spl¬uje

f ′(x) =
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=0

nanx
n−1.

S vyuºitím V¥ty 7.9 snadno ur£íme derivace elementárních funkcí:

exp′(x) =

(
1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·

)′
= 0 + 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

= exp(x),

sin′(x) =

(
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

)′
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·

= cos(x),
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a podobn¥ cos′(x) = − sin(x).

Platí tedy exp′(x) = exp(x), sin′(x) = cos(x) a cos′(x) = − sin(x).
Nyní si ukáºeme dal²í obecné vzore£ky uºite£né p°i výpo£tu derivací. Sym-

bolem f ◦ g ozna£me funkci vzniklou sloºením funkcí f a g, tj. (f ◦ g)(x) =
f(g(x)).

V¥ta 7.10 (Derivace sloºené funkce). Nech´ funkce f má derivaci v bod¥ b,
funkce g má derivaci v bod¥ a, b = g(a) a g je spojitá v a. Pak

(f ◦ g)′(a) = f ′(b) · g′(a),

je-li výraz na pravé stran¥ de�nován.

D·kaz. Rozli²íme dva p°ípady: bu¤ platí g′(a) 6= 0, nebo g′(a) = 0. P°edpoklá-
dejme nejprve, ºe g′(a) 6= 0. To znamená, ºe existuje prstencové okolí P (a, δ)

bodu a, na n¥mº je výraz g(x)−g(a)
x−a nenulový, a speciáln¥ na tomto prstencovém

okolí platí g(x) 6= g(a). Po£ítejme nyní (f ◦ g)′(a) podle de�nice:

(f ◦ g)′(a) = lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

x− a

= lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)
· g(x)− g(a)

x− a
(7.1)

= lim
x→a

f(g(x))− f(b)

g(x)− b︸ ︷︷ ︸
A

lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a︸ ︷︷ ︸
B

(protoºe g(a) = b), (7.2)

kde rovnost (7.2) je platná pouze za podmínky, ºe sou£in limit na pravé stran¥
je de�nován. Limita výrazu B je rovna g′(a) dle de�nice derivace. Ukáºeme
nyní, ºe limita A je rovna f ′(b). V²imn¥me si, ºe výraz A je dob°e de�nován na
P (a, δ), nebo´ jeho jmenovatel je tam dle p°edpokladu nenulový. V²imn¥me si
také, ºe A lze interpretovat jako sloºenou funkci H(g(x)), kde H(y) = f(y)−f(b)

y−b .
Protoºe g(x) má v a limitu b a H(y) má v b limitu f ′(b), a protoºe navíc g má
na prstencovém okolí a hodnoty r·zné od b, lze pouºít V¥tu o limit¥ sloºené
funkce (V¥ta 5.7) s p°edpokladem P2, z níº plyne, ºe limita výrazu A je f ′(b).
Tedy vskutku platí (f ◦ g)′(a) = f ′(b) · g′(a).

Nyní vy°e²me p°ípad, kdy g′(x) = 0. Zde m·ºeme p°edpokládat, ºe derivace
f ′(b) je vlastní, jinak sou£in f ′(b) · g′(a) není de�nován a v¥ta nic netvrdí. Na
druhou stranu ale nem·ºeme rovnou pouºít úpravu jako v rovnicích (7.1) a
(7.2), protoºe výraz A = H(g(x)) není de�nován v bodech, kde g(x) = b,
a takové body te¤ mohou existovat v kaºdém prstencovém okolí a. Problém
obejdeme tím, ºe funkci H spojit¥ dode�nujeme, tj. de�nujeme funkci H̃ takto:

H̃(y) =

{
H(y) pro y 6= b

f ′(b) pro y = b
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V²imn¥te si, ºe zde vyuºíváme, ºe f ′(b) je vlastní. V²imn¥te si také, ºe H̃
je v bod¥ b spojitá, protoºe H̃(b) = f ′(b) = limy→b H̃(y). Nyní pro x na
prstencovém okolí a platí

f(g(x))− f(g(a))

x− a
= H̃(g(x))

g(x)− g(a)

x− a
,

protoºe pokud g(x) = b, jsou ob¥ strany nulové, a pokud g(x) 6= b, je rovnost
obdobou (7.1). Nyní podobn¥ jako v (7.2) máme

(f ◦ g)′(a) = lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

x− a
= lim

x→a
H̃(g(x))︸ ︷︷ ︸

Ã

lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a︸ ︷︷ ︸
B

,

kde B má op¥t limitu g′(a). Limita Ã je rovna f ′(b), coº plyne z V¥ty o limit¥
sloºené funkce, kde ov²em tentokrát pouºijeme p°edpoklad P1, nebo´ H̃ je
spojitá v b.

V¥ta 7.11 (Derivace inverzní funkce). Nech´ J ⊆ R je interval, a ∈ J jeho
vnit°ní bod, f : J → R je spojitá a ryze monotónní funkce (tj. rostoucí nebo
klesající) a f(a) = b. Pak

1. Kdyº má f v a nenulovou derivaci f ′(a), potom inverzní funkce f<−1>

má v b derivaci (
f<−1>

)′
(b) =

1

f ′(a)
.

2. Kdyº f ′(a) = 0 a f je rostoucí (resp. klesající), potom (f<−1>)
′
(b) = +∞

(resp. −∞).

D·kaz. Nech´ je f rostoucí, pro f klesající je d·kaz obdobný. De�nujme po-
mocnou funkci G(x) = x−a

f(x)−f(a) na J \ {a}, a v²imn¥me si, ºe pro y 6= b platí

G(f<−1>(y)) =
f<−1>(y)− f<−1>(b)

y − b
.

Spo£ítejme derivaci f<−1> v bod¥ b = f(a) dle de�nice:

(f<−1>)′(b) = lim
y→b

f<−1>(y)− f<−1>(b)

y − b
= lim

y→b
G(f<−1>(y)) = lim

x→a
G(x),

kde v posledním kroku jsme vyuºili V¥tu 5.7 o limit¥ sloºené funkce s p°edpo-
kladem P2, který je spln¥n díky tomu, ºe f<−1> je rostoucí.

Zbývá tedy spo£ítat limx→aG(x). Pokud f ′(a) 6= 0, tak limx→aG(x) = 1
f ′(a)

dle aritmetiky limit. Pokud f ′(a) = 0, tak si nejprve v²imn¥me, ºe G(x) > 0
na J \ {a} díky tomu, ºe f je rostoucí. Z toho pak snadno odvodíme, ºe
limx→aG(x) = +∞.

P°íklad 7.12. Pomocí V¥ty 7.11 spo£ítejme derivaci logaritmu. Pro b = exp(a)
máme

ln′(b) =
1

exp′(a)
=

1

exp(a)
=

1

b
.
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Na záv¥r si ukaºme, ºe derivace n¥kdy pomohou p°i výpo£tu limit:

P°íklad 7.13.

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= lim

x→0

exp(x)− exp(0)

x− 0
= exp′(0) = exp(0) = 1,

lim
x→0

sin(x)

x
= sin′(0) = cos(0) = 1,

lim
x→0

cos(x)− 1

ln(x+ 1)
= lim

x→0

cos(x)−1
x

ln(x+1)
x

=
cos′(0)

(ln(x+ 1))′|x=0

=
− sin(0)(
1

x+1

)
|x=0

=
0

1
= 0, atd.
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8 | Aplikace derivací
L'Hospitalovo pravidlo (n¥kdy psáno l'Hôpitalovo, v obou p°ípadech vyslovu-
jeme [lopitalovo]) je populární nástroj pro výpo£et limit neur£itých výraz· 0

0

a ∞∞ .

V¥ta 8.1 (l'Hospitalovo pravidlo). Nech´ a ∈ R∗, nech´ funkce f, g : P (a, δ)→
R mají na P (a, δ) vlastní derivaci a nech´ g′(x) 6= 0 na P (a, δ).

1. Pokud limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0 a limx→a f
′(x)/g′(x) = A ∈ R∗,

pak i limx→a f(x)/g(x) = A.

2. Pokud limx→a |g(x)| = +∞ a limx→a f
′(x)/g′(x) = A ∈ R∗, pak i

limx→a f(x)/g(x) = A.

Totéº platí pro jednostranné limity x→ a− a x→ a+.

Tuto v¥tu nebudeme dokazovat. Uvedeme n¥kolik p°íklad· demonstrujících
správného a chybného pouºití l'Hospitalova pravidla.

P°íklad 8.2. V následujícím výpo£tu je uºití l'Hospitalova pravidla správné a
prosp¥²né:

lim
x→0

sinx− x
x3

= lim
x→0

cosx− 1

3x2
= lim

x→0

− sinx

6x
= −1

6
,

kde jsme v poslední rovnosti pouºili základní limitu pro sinus (nebo jsme mohli
je²t¥ jednou l'Hospitalovat).

P°íklad 8.3. Výpo£et

lim
x→0

2x+ 1

3x+ 1
= lim

x→0

(2x+ 1)′

(3x+ 1)′
= lim

x→0

2

3
=

2

3

podle l'Hospitalova pravidla je chybný. Není spln¥n p°edpoklad, ºe £itatel a
jmenovatel jdou k nule nebo absolutní hodnota jmenovatele jde do nekone£na.
Správná limita je 1.

P°íklad 8.4. Argument, podle n¥hoº

lim
x→+∞

x2

x+ sinx

neexistuje, protoºe

lim
x→+∞

(x2)′

(x+ sinx)′
= lim

x→+∞

2x

1 + cos x

a tato poslední limita (zcela správn¥) neexistuje, je chybný. O p°ípadu, kdy
limita podílu derivací neexistuje, l'Hospitalovo pravidlo ne°íká nic. Správná
limita je +∞.
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P°íklad 8.5. Limitu

lim
x→0+

exp(−1/x)

x

nemá smysl po£ítat l'Hospitalovým pravidlem, alespo¬ ne p°ímo, protoºe de-
rivováním £itatele a jmenovatele se situace nezjednodu²í, ale zkomplikuje:

(exp(−1/x))′

(x)′
=

exp(−1/x)/x2

1
=

exp(−1/x)

x2

a dal²ím derivováním se zlomek dále komplikuje. Lep²í je výpo£et pomocí v¥ty
o limit¥ sloºené funkce f(g(x)) kde y := g(x) = 1/x, a f(y) = y exp(−y). Po-
rovnáním r·stu exponenciály a polynomiální funkce nebo pouºitím l'Hospitalova
pravidla, dostaneme, ºe

lim
x→0+

exp(−1/x)

x
= lim

y→+∞

y

exp(y)
= 0.

Nyní se budeme zabývat vy²et°ováním pr·b¥hu funkce. Budou nás zají-
mat zejména následující informace, které pak m·ºeme vyuºít pro ná£rt grafu
funkce: de�ni£ní obor, obor hodnot, spojitost, limity v krajních bodech a limity
v bodech nespojitosti, vlastnosti jako sudost, lichost nebo periodicita, intervaly
monotonie a extrémy (lokální i globální), konvexita a konkávnost. Derivace jsou
klí£ovým nástrojem pro ur£ování posledn¥ jmenovaných vlastností.

V¥ta 8.6 (Nutná podmínka pro lokální extrém). Nech´ má f : U(a, δ)→ R v
bod¥ a nenulovou derivaci f ′(a) 6= 0. Potom f nenabývá v a lokální extrém, to
jest pro kaºdé δ1, 0 < δ1 < δ, existují body b, c ∈ P (a, δ1) takové, ºe f(b) <
f(a) < f(c).

D·kaz. Nech´ nap°. f ′(a) > 0. Existuje tedy δ2 > 0, ºe pro kaºdé x ∈ P (a, δ2)
platí

f(x)− f(a)

x− a
> 0.

Pro x ∈ P−(a, δ2) máme x − a < 0, a tedy musí platit, ºe f(x) < f(a),
aby byl podíl f(x)−f(a)

x−a kladný. Podobn¥ pro x ∈ P+(a, δ2) musí platit, ºe
f(x) > f(a).

Jinými slovy, pokud funkce f má lokální extrém v bod¥ a, bu¤ f ′(a) = 0,
nebo f ′(a) neexistuje. Opa£ná implikace ale neplatí � nulová, nebo neexistující
derivace lokální extrém neimplikuje.

P°edchozí v¥ta je uºite£ná také p°i hledání globálních extrém·, protoºe
globální extrém musí být i lokálním extrémem. Je ov²em d·leºité uv¥domit si,
ºe de�nujeme-li funkci na uzav°eném intervalu, v jejích krajních bodech není
de�nována derivace. Krajní body tedy mohou být lokálními extrémy.

P°íklad 8.7. Funkce f(x) = |x| má lokální minimum v bod¥ 0, kde derivace
neexistuje.
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a b

f(a)

f(b)

a b

f(a) = f(b)

c

f ′(c) = 0

c

f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

Obrázek 8.1: Dle Rolleovy (vlevo) a Lagrangeovy (vpravo) v¥ty existuje bod
c, kde je te£na grafu rovnob¥ºná se zadanou se£nou.

P°íklad 8.8. Funkce f(x) = x3 má v bod¥ 0 nulovou derivaci, ale nemá tam
lokální extrém.

P°íklad 8.9. Funkce f(x) = x2 na intervalu [−1, 1] má lokální maxima v bodech
1 a −1, zatímco v bod¥ 0 má lokální minimum. V bodech 1 a −1 derivace není
de�nována, v bod¥ 0 má f nulovou derivaci.

Následující dv¥ v¥ty se spole£n¥ ozna£ují jako v¥ty o st°ední hodnot¥. První
z nich, známá jako Rolleova v¥ta, °íká (za jistých p°edpoklad·), ºe pokud
funkce nabývá stejné hodnoty v bod¥ a a b, tak n¥kde mezi nimi má graf funkce
vodorovnou te£nu. Druhá v¥ta, ozna£ovaná jako Lagrangeova, je zobecn¥ním
té první a °íká (op¥t za daných p°edpoklad·), ºe graf funkce f má n¥kde mezi
body a a b te£nu, která je rovnob¥ºná s p°ímkou procházející body (a, f(a)) a
(b, f(b)).

V¥ta 8.10 (Rolleova v¥ta). Nech´ −∞ < a < b < +∞ a funkce f : [a, b]→ R
je na [a, b] spojitá, má na intervalu (a, b) derivaci (i nevlastní) a f(a) = f(b).
Potom existuje c ∈ (a, b) takové, ºe f ′(c) = 0.

D·kaz. Pokud je funkce f na intervalu [a, b] konstantní, v¥ta pro ni z°ejm¥
platí, protoºe pak f ′(c) = 0 pro kaºdé c ∈ (a, b). Pokud není konstantní,
existuje d ∈ (a, b), ºe t°eba f(d) 6= f(a) = f(b). Budeme p°epokládat, ºe
f(d) > f(a) = f(b), p°ípad f(d) < f(a) = f(b) je podobný. Nech´ c ∈ [a, b]
je bod, v n¥mº f nabývá na [a, b] své maximum � ten existuje dle principu
maxima pro spojité funkce (V¥ta 6.8). Protoºe f(c) ≥ f(d) > f(a) = f(b),
maximum nem·ºe být v krajních bodech a tedy máme c ∈ (a, b). Bod c je
bodem lokálního maxima, a tak f ′(c) = 0 podle V¥ty 8.6.

V¥ta 8.11 (Lagrangeova v¥ta o st°ední hodnot¥). Nech´ −∞ < a < b < +∞
a funkce f : [a, b] → R je na [a, b] spojitá a má na intervalu (a, b) derivaci (i
nevlastní). Potom existuje c ∈ (a, b) tak, ºe

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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D·kaz. Zave¤me pomocnou funkci

p(x) := f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
.

V²imn¥te si, ºe graf této funkce je p°ímka procházející body (a, f(a)) a (b, f(b)).
Na²ím cílem je tedy najít bod c ∈ (a, b), v n¥mº je te£na ke grafu f rovnob¥ºná
s touto p°ímkou.

De�nujme funkci h(x) := f(x) − p(x). Ta je na [a, b] spojitá (je to rozdíl
dvou spojitých funkcí) a na (a, b) má derivaci

h′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
.

Dále h(a) = h(b) = 0. Podle V¥ty 8.10 existuje c ∈ (a, b), ºe h′(c) = 0, £ili

f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0,

coº jsme cht¥li dokázat.

Lagrangeova v¥ta má i p°irozenou fyzikální interpretaci: popi²me nap°í-
klad jízdu autem pomocí funkce f , kde f(x) ozna£uje vzdálenost, do jaké
auto dojelo v £ase x. Potom f ′(c) je okamºitá rychlost auta v £ase c a
podíl f(b)−f(a)

b−a je jeho pr·m¥rná rychlost v £asovém intervalu od a do b.
Lagrangeova v¥ta tedy °íká, ºe v n¥jakém okamºiku c ∈ (a, b) byla oka-
mºitá rychlost stejná, jako pr·m¥rná rychlost za celý interval [a, b].

Z Lagrangeovy v¥ty odvodíme vztah mezi derivací a monotonií funkce.

V¥ta 8.12 (Derivace a monotonie). Nech´ J ⊆ R je nedegenerovaný interval
(s kladnou délkou), funkce f : J → R je na J spojitá a má v kaºdém vnit°ním
bod¥ intervalu J derivaci. Pokud na vnit°ku J platí f ′ > 0 (resp. f ′ ≥ 0), je
f na J rostoucí (resp. neklesající). Pokud na vnit°ku J platí f ′ < 0 (resp.
f ′ ≤ 0), je f na J klesající (resp. nerostoucí).

D·kaz. Probereme jen p°ípad f ′ > 0, ostatní p°ípady jsou velmi podobné. Pro
kaºdá dv¥ £ísla a < b z J podle V¥ty 8.11 existuje £íslo c takové, ºe a < c < b
a

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) > 0.

Z b− a > 0 proto plyne, ºe i f(b)− f(a) > 0, tedy f je na J rostoucí.

P°íklad 8.13. Má-li f nulovou derivaci v kaºdém vnit°ním bod¥ intervalu J , je
na J sou£asn¥ nerostoucí a neklesající, tedy konstantní.

Protoºe derivace funkce na n¥jakém intervalu je sama o sob¥ funkce (je-li
v²ude de�nována a vlastní), m·ºeme ji zderivovat.
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De�nice 8.14. Pokud funkce f : U(a, δ) → R má na U(a, δ) vlastní derivaci
f ′(x) a existuje limita

f ′′(a) := lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)

x− a
,

nazveme ji druhou derivací f v a. Analogicky de�nujeme derivace vy²²ích °ád·:
Má-li f : U(a, δ) → R na U(a, δ) derivaci f (n−1)(x) °ádu n − 1, derivace °ádu
n v a je limita

f (n)(a) := lim
x→a

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)

x− a
,

kdyº existuje.

Z de�nice plyne, ºe existence derivací niº²ího °ádu je nutná pro existenci
derivací vy²²ího °ádu, nap°. pokud existuje t°etí derivace funkce, musí existovat
také její první a druhá derivace.

P°íklad 8.15. Nap°íklad pro f(x) = x2 − x máme

f ′(x) = 2x− 1

f ′′(x) = 2

f (3)(x) = f (4)(x) = · · · = 0

De�nice 8.16. Nech´ I je interval. �ekneme, ºe funkce f : I → R je na
intervalu I
• konvexní, pokud pro kaºdá a, x, b ∈ I taková, ºe a < x < b, platí

f(x) ≤ f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
, (8.1)

• ryze konvexní, pokud je p°edchozí nerovnost ostrá,
• konkávní, pokud pro kaºdá a, x, b ∈ I taková, ºe a < x < b, platí

f(x) ≥ f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
, (8.2)

• ryze konkávní, pokud je p°edchozí nerovnost ostrá.

Výraz na pravé stran¥ nerovností (8.1) a (8.2) je rovnice p°ímky procházející
body (a, f(a)) a (b, f(b)). Tyto nerovnosti lze tedy geometricky interpretovat
tak, ºe pro konvexní funkci leºí graf funkce f na intervalu (a, b) pod úse£kou
spojující body (a, f(a)) a (b, f(b)), zatímco pro konkávní funkci naopak leºí
nad touto úse£kou.

P°íklad 8.17. Lineární funkce f(x) = αx, α ∈ R, je konvexní a konkávní
zárove¬ na R (ale ne ryze), protoºe pro kaºdé a < x < b platí

αa+ (x− a)
αb− αa
b− a

= αx.
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P°íklad 8.18. Rozmyslete si, ºe f(x) = |x| je konvexní na R, ale ne ryze.
Spl¬uje-li funkce podmínky následující v¥ty, m·ºeme na vy²et°ení její kon-

vexity a konkavity pouºít druhou derivaci.

V¥ta 8.19 (Konvexita, konkavita a druhá derivace). Nech´ I ⊆ R je otev°ený
interval, nech´ funkce f : I → R má na I druhou derivaci f ′′(x). Pokud je f ′′

na I kladná (resp. nezáporná), je f na I ryze konvexní (resp. konvexní). Pokud
je f ′′ na I záporná (resp. nekladná), je f na I ryze konkávní (resp. konkávní).

Nebudeme dokazovat. Jak ov²em vidíme na p°íkladu funkce |x|, funkce
m·ºe být konvexní (nebo konkávní), i kdyº druhou derivaci v n¥kterých bodech
nemá (|x| nemá v bod¥ 0 ani první derivaci).

P°íklad 8.20. Funkce x3 je na intervalu (0,∞) ryze konvexní, protoºe (x3)′′ =
6x > 0, a naopak na intervalu (−∞, 0) je ryze konkávní.

Jak vidíme na p°edchozím p°íkladu, funkce x3 se v bod¥ 0 m¥ní z konkávní
na konvexní�její graf p°echází z jedné strany te£ny y = 0 na druhou.
Takovým bod·m °íkáme in�exní.

De�nice 8.21. Bod a ∈ R je in�exním bodem funkce f : U(a, δ) → R,
pokud f má vlastní derivaci f ′(a) a existuje takové δ1, ºe 0 < δ1 < δ a

x ∈ (a− δ1, a) ⇒ f(x) < f(a) + f ′(a)(x− a) a
x ∈ (a, a+ δ1) ⇒ f(x) > f(a) + f ′(a)(x− a)

nebo jsou ob¥ nerovnosti prohozené�pro x nalevo od a leºí (x, f(x)) pod
te£nou a pro x napravo od a nad ní nebo naopak. Jinými slovy, fukce má
v a in�exní bod, má-li její graf v bod¥ (a, f(a)) te£nu, která není svislá,
a p°echází-li graf f v okolí tohoto bodu z jedné strany te£ny na druhou.

Konvexita funkce se n¥kdy místo nerovnosti (8.1) de�nuje následujícím
ekvivalentním zp·sobem.

V¥ta 8.22 (Jensenova nerovnost). Funkce f je konvexní na intervalu I,
práv¥ kdyº pro kaºdé a, b ∈ I a kaºdé λ ∈ (0, 1) platí

f
(
λa+ (1− λ)b

)
≤ λf(a) + (1− λ)f(b). (8.3)

D·kaz spo£ívá v substituci λ = b−x
b−a , neboli x = λa+ (1− λ)b, £ímº se

p°evede (8.1) na (8.3) a naopak. Podobn¥ f je konkávní, práv¥ kdyº splní
(8.3) s opa£nou nerovností.

Indukcí podle k lze z Jensenovy nerovnosti odvodit následující obec-
n¥j²í verzi.
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V¥ta 8.23 (obecná Jensenova nerovnost). Funkce f je konvexní na inter-
valu I, práv¥ kdyº pro kaºdé k ∈ N, pro kaºdou k-tici bod· a1, a2, . . . , ak ∈
I a pro kaºdou k-tici nezáporných koe�cient· λ1, λ2, . . . , λk spl¬ujících
λ1 + λ2 + · · ·+ λk = 1 platí

f
(
λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λkak

)
≤ λ1f(a1) + λ2f(a2) + · · ·+ λkf(ak).

Pro konkávní funkce se op¥t nerovnost oto£í. Z V¥ty 8.23 lze odvodit
pro konkrétní konvexní £i konkávní f mnoho uºite£ných d·sledk·. Vez-
m¥me nap°. f(x) = ln(x), λ1 = λ2 = · · · = λk = 1

k
a a1, a2, . . . , ak > 0

libovolná. Víme, ºe f ′(x) = 1
x
, tedy f ′′(x) = − 1

x2
< 0, tj. f je konkávní na

(0,+∞). Jensenova nerovnost (ve verzi pro konkávní funkce) pak dává

ln

(
a1 + a2 + · · ·+ ak

k

)
≥ ln(a1) + · · ·+ ln(ak)

k
.

Dosadíme-li ob¥ strany do funkce exp, která je rostoucí a tedy zachovává
nerovnosti, dostaneme (po n¥kolika jednoduchých úpravách) vztah

a1 + a2 + · · ·+ ak
k

≥ k
√
a1a2 · · · ak,

jehoº levá strana je aritmetický pr·m¥r a1, . . . , ak, pravá strana je tzv.
geometrický pr·m¥r a1, . . . , ak a celý vztah je známý jako AG nerovnost.

Na záv¥r uvedeme v¥tu, která nám dává návod, jak po£ítat jednostranné
derivace.

V¥ta 8.24 (Spojitost derivace v krajním bod¥). Nech´ I = [a, b) je interval,
nech´ funkce f : I → R je spojitá zprava v bod¥ a a nech´ má na (a, b) vlastní
derivaci, pro níº platí limx→a+ f

′(x) = A ∈ R∗. Potom má f v bod¥ a derivaci
zprava, pro níº platí

f ′+(a) = A.

D·kaz. Funkce f je z°ejm¥ spojitá na I (v a zprava to p°edpokládáme a
jinde to plyne z toho, ºe f má vlastní derivaci, viz V¥ta 7.7). Pro kaºdé
x ∈ (a, b) m·ºeme tedy pouºít V¥tu 8.11 pro interval [a, x].

Cílem je dokázat f ′+(a) = A, tj. pro dané ε > 0 najít δ > 0 spl¬ující

∀x ∈ P+(a, δ) :
f(x)− f(a)

x− a
∈ U(A, ε). (8.4)

Zvolme δ > 0 tak, aby platilo jednak, ºe P+(a, δ) ⊆ I, a jednak, ºe
f ′(x) ∈ U(A, ε) pro kaºdé x ∈ P+(a, δ). Taková volba δ je moºná díky
tomu, ºe f ′(x)→ A pro x→ a+.

Te¤ ukáºeme, ºe toto δ splní i vlastnost (8.4). Zvolme x ∈ P+(a, δ).
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Z Lagrangeovy v¥ty (V¥ta 8.11) pouºité na interval [a, x] plyne, ºe existuje
c ∈ (a, x) takové, ºe f ′(c) = f(x)−f(a)

x−a . Protoºe c ∈ (a, x) ⊆ P+(a, δ), máme
f ′(c) ∈ U(A, ε) a tedy i f(x)−f(a)

x−a ∈ U(A, ε). Tím je vlastnost (8.4) ov¥°ena
a V¥ta 8.24 dokázána.

V²imn¥te si, ºe ve V¥t¥ 8.24 nelze opomenout p°edpoklad, ºe f je v bod¥ a
spojitá zprava. Nap°íklad pro funkci f(x) = sgn(x) máme

+∞ = f ′+(0) 6= lim
x→0+

f ′(x) = 0.

V¥tu 8.24 zde nelze pouºít, protoºe f není spojitá zprava v 0.

P°íklad 8.25. Dle V¥ty 8.24 nap°íklad m·ºeme pro funkci f(x) = | sin(x)|
spo£ítat

f ′+(0) = lim
x→0+

(sin(x))′ = lim
x→0+

cosx = 1,

protoºe víme, ºe na pravém okolí bodu 0 je | sinx| = sinx.
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9 | Taylor·v polynom
Jak uº víme ze sedmé p°edná²ky, pokud má funkce f de�novaná na okolí bodu
a ∈ R v bod¥ a vlastní první derivaci f ′(a) ∈ R, má graf f v bod¥ a (p°esn¥ji
v bod¥ (a, f(a))) te£nu s rovnicí t(x) = f(a) + f ′(a) · (x− a). Toto t(x) je pak
jediný polynom stupn¥ nejvý² 1, pro n¥jº platí

lim
x→a

f(x)− t(x)

x− a
= 0

a v tomto smyslu je t(x) nejlep²í aproximace f pomocí lineární funkce v okolí
bodu a.

Nyní budeme aproximovat fukci f pomocí polynom· vy²²ího stupn¥. Uká-
ºeme, ºe pro funkci f s vlastní n-tou derivací v a existuje práv¥ jeden polynom
P (x) stupn¥ nejvý²e n, pro který

lim
x→a

f(x)− P (x)

(x− a)n
= 0.

De�nice 9.1 (Taylor·v polynom). Nech´ a ∈ R, nech´ n ∈ N0 a nech´ f je
funkce de�novaná na okolí a, která má v a vlastní n-tou derivaci f (n)(a) ∈ R.
Pokud n = 0, p°edpokládejme i spojitost f v a. Taylorovým polynomem °ádu
n funkce f v bod¥ a rozumíme polynom

T f,an (x) =
n∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i

= f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.

A£koli 00 je obecn¥ nede�novaný výraz, v kontextu polynom· £i mocnin-
ných °ad budeme vºdy interpretovat (x− a)0 jako konstantní funkci rovnou 1
pro v²echna x. Taylor·v polynom je tedy de�nován i pro x = a. Bez této kon-
vence bychom museli konstantní £len psát zvlá²´, mimo sumu. Pouºíváme také
konvenci f (0) = f , tj. f je svou vlastní `nultou derivací'.

V²imn¥te si, ºe pro Taylor·v polynom T (x) = T f,an (x) platí T (a) = f(a),
T ′(a) = f ′(a), . . . , T (n)(a) = f (n)(a). V²imn¥te si také, ºe pro n ≥ 1 platí
(T f,an )′ = T f

′,a
n−1 (pro n = 1 je nutno p°edpokládat spojitost f ′ v a).

V¥ta 9.2 (Charakterizace Taylorova polynomu). Nech´ funkce f má Taylor·v
polynom °ádu n ∈ N0 v bod¥ a ∈ R. Potom T (x) = T f,an (x) je jediný polynom
stupn¥ nejvý²e n s vlastností

lim
x→a

f(x)− T (x)

(x− a)n
= 0. (9.1)
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Obrázek 9.1: Aproximace funkce sinx na okolí nuly polynomem prvního a
t°etího stupn¥.

Vlastnost (9.1) lze téº zapsat jako f(x) = T (x) + o(|x− a|n) pro x→ a.
P°ed d·kazem V¥ty 9.2 si dokáºeme následující pomocné lemma.

Lemma 9.3. Nech´ a ∈ R a Q je polynom stupn¥ nejvý²e n takový, ºe

lim
x→a

Q(x)

(x− a)n
= 0.

Pak je Q identicky nulový polynom.

D·kaz. Postupujme indukcí podle n. Pro n = 0 tvrzení platí, ve jmenovateli
máme konstantní jedni£ku a Q musí být identicky nulový. Nech´ n ≥ 1. Jme-
novatel jde k nule a tedy i £itatel: Q(a) = limx→aQ(x) = 0. Takºe a je ko°en
Q a Q(x) = (x− a)R(x) pro polynom R stupn¥ nejvý²e n− 1. Máme

lim
x→a

Q(x)

(x− a)n
= lim

x→a

R(x)

(x− a)n−1
= 0

a podle induk£ního p°edpokladu je R identicky nulový. Tedy i Q = (x − a)R
je identicky nulový.

V d·kazu p°edchozího lemmatu jsme pouºili tvrzení, ºe kaºdý polynom
Q(x) spl¬ující Q(a) = 0 lze zapsat jako sou£in Q(x) = (x− a)R(x), kde R(x)
je polynom stupn¥ o 1 men²ího neº Q(x). Rozmyslete si sami, pro£ (a zda
v·bec) je toto tvrzení pravdivé.

Nyní dokáºeme slíbenou v¥tu.

D·kaz V¥ty 9.2. Nejprve indukcí podle n ukáºeme, ºe T (x) := T f,an (x) splní
rovnost (9.1). Pro n = 0 to je pravda: T f,a0 (x) = f(a) a limx→a(f(x)−f(a))/1 =
0 podle spojitosti f v a.
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Pro n = 1 platí T f,a1 (x) = f(a) + f ′(a)(x− a), a tedy

lim
x→a

f(x)− T f,a1 (x)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a) = 0.

Pro n > 1 s vyuºitím l'Hospitalova pravidla (V¥ta 8.1) a indukce máme

lim
x→a

f(x)− T f,an (x)

(x− a)n
= lim

x→a

f ′(x)− (T f,an )′(x)

n(x− a)n−1

=
1

n
lim
x→a

f ′(x)− T f
′,a

n−1(x)

(x− a)n−1

= 0.

Te¤ ukáºeme, ºe T (x) je jediný polynom stupn¥ nejvý² n spl¬ující (9.1).
Pro spor, nech´ Ť (x) je jiný takový polynom. Potom

lim
x→a

Ť (x)− T (x)

(x− a)n
= lim

x→a

Ť (x)− f(x)

(x− a)n
+ lim

x→a

f(x)− T (x)

(x− a)n

= 0 + 0

= 0,

podle p°edpokladu o Ť a podle jiº dokázané vlastnosti Taylorova polynomu.
Podle Lemmatu 9.3 tak máme, ºe Ť (x) − T (x) je identicky nulový a Ť (x) =
T (x).

Poznamenejme, ºe m·ºe nastat situace, kdy pro funkci f existuje polynom
T (x) stupn¥ nejvý² n, který spl¬uje rovnost (9.1), ale p°esto T (x) není Taylor·v
polynom °ádu n funkce f , protoºe f Taylor·v polynom °ádu n nemá. Uvaºme
t°eba funkci f de�novanou vztahy f(x) = 0 pro x racionální a f(x) = x3 pro
x iracionální. Snadno nahlédneme, ºe platí

lim
x→0

f(x)

x2
= 0,

je tedy spln¥no (9.1) pro a = 0, n = 2 a T (x) = 0. Ov²em f nemá v nule
Taylor·v polynom °ádu 2 (ani ºádného vy²²ího °ádu), protoºe f ′ je de�novaná
jen v bod¥ 0 a f ′′ tedy není de�nována v ºádném bod¥.

Zbytkem Taylorova polynomu rozumíme rozdílRf,a
n (x) mezi hodnotou funkce

a hodnotou Taylorova polynomu:

Rf,a
n (x) := f(x)− T f,an (x).

Funkce Rf,a
n (x) tedy °íká, jak dob°e aproximuje Taylor·v polynom funkci f

v bod¥ x, nebo p°esn¥ji °e£eno, jak velké chyby se dopustíme, nahradíme-li
funkci f jejím Taylorovým polynomem. Cílem je p°irozen¥ najít co nejlep²í
horní odhad na absolutní hodnotu této chyby. V¥ta 9.2 dává odhad Rf,a

n (x) =
o(|x− a|n) pro x→ a. Ukáºeme v²ak, ºe za mírných p°edpoklad· (zejména na
omezenost f (n+1) v okolí a) se dá získat siln¥j²í odhad Rf,a

n (x) = O(|x−a|n+1),
navíc s explicitním odhadem na konstanty skryté uvnit° O-notace.
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V¥ta 9.4 (Lagrange·v odhad zbytku). Nech´ f je funkce, která má na otev°e-
ném intervalu I ⊆ R vlastní derivaci °ádu n+ 1 (a tím pádem i spojité vlastní
derivace v²ech niº²ích °ád·). Volme a, b ∈ I, kde a 6= b. Potom existuje bod c
ost°e mezi a a b takový, ºe platí

Rf,a
n (b) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(b− a)n+1. (9.2)

Speciáln¥ pro M ∈ R takové, ºe pro kaºdé x ∈ I leºící ost°e mezi body a a b
platí |f (n+1)(x)| ≤M , máme odhad

|Rf,a
n (b)| ≤ M

(n+ 1)!
|b− a|n+1. (9.3)

D·kaz. Pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe a < b, opa£ný p°ípad je
analogický. Hledejme funkci g : I → R s následujícími vlastnostmi:
• f(b) = g(b),
• pro kaºdé k = 0, . . . , n platí f (k)(a) = g(k)(a),
• g(n+1) je na I rovna n¥jaké konstant¥, kterou ozna£me K.

Jak taková funkce g bude vypadat? Z toho, ºe její derivace °ádu n+ 1 je
konstantní, lze vydedukovat, ºe g je polynom stupn¥ nejvý² n+1, a kaºdý
takový polynom lze zapsat ve tvaru

g(x) = α0 + α1(x− a) + α2(x− a)2 + · · ·+ αn+1(x− a)n+1

pro vhodn¥ zvolené koe�cienty α0, . . . , αn+1. V²imn¥te si, ºe pro k ≤ n+1
platí g(k)(a) = k!αk. Protoºe pro k ≤ n má být g(k)(a) rovno f (k)(a), musí
pro tato k platit αk = f (k)(a)

k!
. Protoºe g(n+1) je identicky rovna K, tak

αn+1 = K
(n+1)!

. Dostáváme tedy

g(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +

K

(n+ 1)!
(x− a)n+1

= T f,an (x) +
K

(n+ 1)!
(x− a)n+1. (9.4)

Hodnota konstantyK je pak jednozna£n¥ ur£ena poºadavkem f(b) = g(b).
V²imn¥te si, ºe z rovnosti (9.4) plyne

Rf,a
n (b) = f(b)− T f,an (b) = g(b)− T f,an (b) =

K

(n+ 1)!
(b− a)n+1.

K dokon£ení d·kazu rovnosti (9.2) tedy sta£í najít c ∈ (a, b), pro
n¥º platí K = f (n+1)(c). De�nujme funkci h(x) := g(x) − f(x) a v²im-
n¥me si, ºe h(a) = h′(a) = h′′(a) = · · · = h(n)(a) = 0. V²imn¥me si
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také, ºe h(n+1)(x) = K − f (n+1)(x). Chceme tedy najít c ∈ (a, b) spl¬ující
h(n+1)(c) = 0.

Dokáºeme indukcí, ºe pro kaºdé k ∈ {1, . . . , n+ 1} lze najít ck ∈ (a, b)
spl¬ující h(k)(ck) = 0. Protoºe h(a) = h(b) = 0, Rolleova v¥ta (V¥ta 8.10)
°íká, ºe existuje c1 ∈ (a, b) spl¬ující h′(c1) = 0.

Nech´ máme pro k ≤ n nalezeno ck ∈ (a, b) spl¬ující h(k)(ck) = 0 a
hledejme ck+1. Protoºe h(k)(a) = h(k)(ck) = 0, m·ºeme uºít Rolleovu v¥tu
na interval (a, ck) a funkci h(k), £ímº dostaneme hledané ck+1 spl¬ující
h(k+1)(ck+1) = 0. Te¤ sta£í vzít c := cn+1, aby platila rovnost (9.2), z níº
pak p°ímo plyne odhad (9.3).

Lagrange·v tvar zbytku je ve v¥t²in¥ praktických aplikací dosta£ující,
ov²em n¥kdy je pot°eba volit jiné zp·soby, jak odhadnout zbytek Tay-
lorova polynomu. Jedna taková alternativa je tzv. Cauchy·v tvar zbytku.

V¥ta 9.5 (Cauchy·v tvar zbytku). Za stejných p°edpoklad· jako ve V¥t¥ 9.4
platí, ºe ost°e mezi body a a b existuje bod d spl¬ující

Rf,a
n (b) =

f (n+1)(d) · (b− d)n(b− a)

n!
.

Tuto v¥tu nebudeme dokazovat.

V²imn¥te si, ºe pokud má funkce f v bod¥ a ∈ R derivace v²ech °ád· a
pokud pro n¥jaké x platí limn→∞R

f,a
n (x) = 0, plyne z toho, ºe posloupnost

(T f,an (x))∞n=0 konverguje k f(x). To ekvivalentn¥ znamená, ºe f(x) je sou£et
nekone£né °ady

∑∞
n=0

f (n)(a)
n!

(x− a)n, nebo´ posloupnost (T f,an (x))∞n=0 je práv¥
posloupnost £áste£ných sou£t· této °ady. Toto pozorování motivuje následující
de�nici.

De�nice 9.6 (Taylorova °ada). Má-li funkce f v bod¥ a ∈ R derivace v²ech
°ád·, rozumíme pro x ∈ R její Taylorovou °adou se st°edem v a °adu

T f,a(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Pro n¥kolik elementárních funkcí te¤ odvodíme jejich rozvoje do Taylorovy
°ady (Taylor·v polynom je n¥kolik prvních £len· °ady). Pro jednoduchost bu-
deme pracovat jen s Taylorovými °adami se st°edem v nule, to jest s a = 0.
T¥mto °adám se n¥kdy °íká Maclaurinovy °ady.

Pokud je f v bod¥ x de�novaná, bylo by p¥kné, aby její Taylorova °ada,
pokud existuje, konvergovala a její sou£et se rovnal f(x). Jak si ale ukáºeme,
není to vºdy pravda.

P°íklad 9.7 (Taylor·v rozvoj mocniny). Pro m ∈ N uvaºme funkci f(x) =
(1 + x)m. Její n-tá derivace je rovna m(m − 1) · · · (m − n + 1)(1 + x)m−n,
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tj. speciáln¥ pro n ≥ m je n-tá derivace identicky nulová. Maclaurinova °ada
funkce f má tedy jen kone£n¥ mnoho nenulových £len·, konkrétn¥

T f,0(x) =
m∑
n=0

(
m

n

)
xn.

Jak víme z binomické v¥ty, je tato °ada rovna funkci (1+x)m pro kaºdé x ∈ R.
I bez znalosti binomické v¥ty m·ºeme snadno nahlédnout, ºe tato °ada má
sou£et f(x), nebo´ z V¥ty 9.4 plyne, ºe Rf,0

n (x) = 0 pro kaºdé n ≥ m a x ∈ R.
P°íklad 9.8 (Taylor·v rozvoj exponenciály). Opakovaným derivováním expo-
nenciály dostaneme, ºe

T exp(x),0 =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ · · · .

To je °ada, pomocí které jsme exponenciálu de�novali. V tomto p°ípad¥
jsme si tedy uº d°íve bez d·kazu °ekli, ºe exp(x) = T exp(x),0(x) pro
kaºdé x ∈ R, tedy sou£et Taylorovy °ady je v²ude roven exponenciále.
Pomocí V¥ty 9.4 nyní odhadn¥me p°íslu²né Taylorovy zbytky Rexp,0

n (x).
Omezme se na x > 0 (ostatní p°ípady jsou je²t¥ jednodu²²í). Máme od-
had |Rexp,0

n (x)| ≤ M
(n+1)!

xn+1 pro M := supy≤x | exp(y)| = exp(x). Snadno
ov¥°íme, nap°. pomocí odhadu (n + 1)! ≥ nn/2, ºe |Rexp,0

n (x)| → 0 pro
n→∞ a x pevné.

Podobn¥ i pro funkce sin(x) a cos(x) lze snadno ov¥°it, ºe jejich Maclauri-
nova °ada odpovídá mocninné °ad¥, pomocí níº jsme je de�novali.
P°íklad 9.9 (Taylor·v rozvoj logaritmu). Funkce ln(x) nemá Maclaurinovu
°adu, protoºe není de�novaná v nule, je v²ak moºné uvaºovat Maclaurinovu
°adu funkce f(x) = ln(1 + x). Snadno ov¥°íme, ºe pro n ≥ 1 a x ∈ (−1,+∞)
platí

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
,

z £ehoº plyne

T ln(1+x),0 =
∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · .

Pro x ∈ [0, 1] m·ºeme vyuºít odhad |f (n)(x)| ≤ (n−1)! a pomocí V¥ty 9.4
získat |Rf,0

n (x)| ≤ 1
n
→ 0, °ada tam tedy konverguje k ln(1 + x). Tím

nap°íklad pro x = 1 dostaneme ln(2) = 1− 1
2

+ 1
3
− 1

4
+ . . . .

Pro x > 1 není t¥ºké nahlédnout, ºe °ada nekonverguje, absolutní
hodnoty jejích s£ítanc· se totiº blíºí +∞.

Pro x ∈ (−1, 0) je situace zajímav¥j²í: V¥ta 9.4 umoº¬uje dokázat, ºe
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|Rf,0
n (x)| → 0 pro x ∈ [−1

2
, 0), ale pro x ∈ (−1,−1

2
) je její odhad p°íli²

slabý. Nicmén¥ i pro x ∈ (−1,−1
2
) °ada T f,0(x) konverguje k ln(1 + x),

coº lze dokázat nap°íklad pouºitím Cauchyho tvaru zbytku. Zkuste si to
sami p°epo£ítat.

Taylor·v polynom lze n¥kdy vyuºít p°i výpo£tu limit tvaru limx→a
f(x)
g(x)

pro
a ∈ R, kde f i g mají limitu 0 pro x→ a. Postup spo£ívá v tom, ºe se £itatel
i jmenovatel aproximují Taylorovými polynomy v bod¥ a dostate£n¥ vysokého
°ádu, aby v £itateli i jmenovateli byl aspo¬ jeden nenulový monom. Takové
vyuºití Taylorova polynomu ukazuje následující p°íklad.

P°íklad 9.10. Cht¥jme spo£ítat limx→0 h(x), kde

h(x) =
sin(x)− x

(cos(x)− 1)(exp(x)− 1)
.

Pomocí aproximací sin(x) = x − x3

3!
+ o(|x|3), cos(x) = 1 − x2

2!
+ o(|x|2) a

exp(x) = 1 + x
1!

+ o(|x|) dostaneme

h(x) =
−x3

3!
+ o(|x|3)

(−x2

2
+ o(|x|2))(x+ o(|x|))

=
− 1

3!
x3(1 + o(1))

−1
2
x3(1 + o(1))(1 + o(1))

,

z £ehoº plyne limx→0 h(x) = 1
3
.

Kaºdý p°íklad °e²itelný vý²e uvedenou metodou lze v principu také vy°e-
²it opakovanou aplikací l'Hospitalova pravidla, protoºe koe�cienty Taylorova
polynomu odpovídají derivacím p°íslu²ných °ád·. �asto je ov²em pouºití Tay-
lorových polynom· mén¥ pracné neº opakovaná l'Hospitalizace.
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10 | Primitivní funkce
V p°edchozích kapitolách jsme se nau£ili spo£ítat derivaci dané funkce a vysv¥t-
lili, ºe derivace udává lokální rychlost r·stu funkce. Nyní se budeme zabývat
opa£ným problémem, a sice jak ze zadané derivace zrekonstruovat funkci.

Kup°íkladu si p°edstavme t¥leso padající volným pádem. Víme, ºe jeho
rychlost se (p°i dostate£ném zjednodu²ení) neustále zv¥t²uje konstantním tem-
pem - je to tedy lineární funkce v závislosti na £ase. Jak na základ¥ toho ur£it
funkci jeho polohy v závislosti na £ase?

Primitivní funkce nebo také neur£itý integrál je funkce, která °e²í tento
problém.

De�nice 10.1. Nech´ −∞ ≤ a < b ≤ +∞ a f : (a, b) → R je daná funkce.
Pokud má funkce F : (a, b)→ R na (a, b) derivaci a ta se rovná f(x), tj. F ′(x) =
f(x) pro kaºdé x ∈ (a, b), °ekneme, ºe F je na intervalu (a, b) primitivní funkcí
k funkci f .

V¥ta 10.2 (Primitivní funkce je jednozna£ná aº na konstantu). Je-li F (x)
primitivní funkcí k f(x) na (a, b), je pro kaºdé c ∈ R funkce F (x) + c také
primitivní k f(x) na (a, b). Naopak, jsou-li F (x) a G(x) primitivní k f(x) na
(a, b), existuje konstanta c ∈ R taková, ºe F (x)−G(x) = c pro kaºdé x ∈ (a, b).

Narozdíl od derivace tedy primitivní funkce není ur£ena jednozna£n¥. Proto
také nedává smysl mluvit o primitivní funkci v bod¥.

D·kaz. Jestliºe F ′(x) = f(x) na (a, b), pak také (F (x) + c)′ = f(x) + 0 =
f(x) na (a, b). Naopak, jestliºe F ′(x) = G′(x) = f(x) na (a, b), pak (F (x) −
G(x))′ = f(x)− f(x) = 0 na (a, b), coº podle V¥ty 8.12 dává na (a, b) rovnost
F (x)−G(x) = c pro n¥jakou konstantu c.

Mnoºina funkcí primitivních k f(x) se ozna£uje symbolem integrálu∫
f(x) dx.

Fakt, ºe F (x) je primitivní funkcí k f(x) zna£íme jako∫
f(x) dx = F (x) + c,

kde c je libovolná reálná konstanta. Nap°íklad
∫
x2 dx = 1

3
x3 + c na R.

Pokud existuje, je primitivní funkce vºdy spojitá (na odpovídajícím inter-
valu) podle V¥ty 7.7. Ne vºdy ale primitivní funkce existuje:
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P°íklad 10.3. Funkce f(x) = sgn(x) je de�novaná na R, ale nemá na R pri-
mitivní funkci. Pro spor p°edpokládejme, ºe F je primitivní k sgn(x) na R.
Funkce F je tedy spojitá zprava v nule a F ′(x) = sgn(x) = 1 pro x > 0. Tedy
limx→0+ F

′(x) = 1 a podle V¥ty 8.24 máme F ′+(0) = 1. To je ale ve sporu s
F ′+(0) = F ′(0) = sgn(0) = 0.

Problémem funkce signum není nespojitost v nule jako taková, ale to, ºe
tam má jednostrannou limitu odli²nou od funk£ní hodnoty. Nyní sestrojíme
funkci f : R → R, která bude rovn¥º nespojitá v nule, ale bude p°esto mít na
R primitivní funkci F (x).

P°íklad 10.4. Poloºíme

F (x) =

{
x2 sin(1/x2) . . . x 6= 0
0 . . . x = 0.

Viz Obrázek 10.1. Pak, pro x 6= 0,

F ′(x) = 2x sin(1/x2)− 2
x

cos(1/x2).

Dále

lim
x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= lim

x→0
x sin(1/x2) = 0,

takºe F ′(0) = 0. Funkce F (x) je tedy na R primitivní k funkci

f(x) =

{
2x sin(1/x2)− 2

x
cos(1/x2) . . . x 6= 0

0 . . . x = 0.

Ale f(x) není spojitá v nule, jednostranné limity limx→0± f(x) neexistují.

Spojitost tedy není nutnou podmínkou pro existenci primitivní funkce. Je
ov²em podmínkou posta£ující.

V¥ta 10.5 (Spojitá funkce má primitivní funkci). Je-li I neprázdný otev°ený
interval a funkce f : I → R je na I spojitá, pak má f na I primitivní funkci.

D·kaz. Dokáºeme pozd¥ji pomocí Riemannova integrálu.

Ukáºeme, ºe nutnou podmínkou pro existenci primitivní funkce je Darbou-
xova vlastnost(t.j. nabývání v²ech mezihodnot). P°ipome¬me, ºe kaºdá spojitá
funkce má Darbouxovu vlastnost. Jak je ov²em vid¥t na P°íkladu 10.4, funkce
m·ºe mít Darbouxovu vlastnost, aniº by byla spojitá.

V¥ta 10.6 (Funkce s primitivní funkcí má Darbouxovu vlastnost). Má-li
funkce f : I → R, kde I = (a, b) je otev°ený interval, na I primitivní funkci,
je obraz f(I) téº interval. Funkce f má tedy Darbouxovu vlastnost.
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Obrázek 10.1: Detail grafu funkce F (x) = x2 sin(1/x2), která má vlastní deri-
vaci v kaºdém bod¥, ale její derivace není spojitá v nule. Viz P°íklad 10.4.

I

x1 x2

H(x1)

H(x2)

H ′(x∗) = 0

x∗

Obrázek 10.2: Funkce H na intervalu [x1, x2] nem·ºe nabývat minimum v kraj-
ních bodech, musí tedy mít v n¥jakém vnit°ním bodn¥ nulovou derivaci.
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D·kaz. Nech´ F je primitivní funkcí k f na intervalu I a c ∈ R je £íslo leºící
mezi dv¥ma hodnotami funkce f , to jest f(x1) < c < f(x2), kde x1, x2 jsou dva
r·zné body z I. Budeme p°edpokládat, ºe x1 < x2, pro x1 > x2 se následující
argument jednoduchým zp·sobem upraví (místo minima uváºíme maximum).
Uvaºme minimum funkce

H(x) = F (x)− cx

na intervalu [x1, x2]. Jelikoº F je spojitá na intervalu I (protoºe je to primitivní
funkce), je funkce H na I, a tedy i na intervalu [x1, x2] rovn¥º spojitá. Navíc
je [x1, x2] kompaktní interval, takºe dle V¥ty 6.8 na n¥m H nabývá minima v
n¥jakém bod¥ x∗ ∈ [x1, x2].

H má na I derivaci
H ′(x) = f(x)− c,

takºe H ′(x1) = f(x1) − c < 0 a H ′(x2) = f(x2) − c > 0. To znamená, ºe pro
malé δ > 0 platí, ºe kaºdé x ∈ (x1, x1 + δ) spl¬uje H(x) < H(x1) a kaºdé
x ∈ (x2 − δ, x2) spl¬uje H(x) < H(x2). Krajní body x1 a x2 tedy nejsou body
minima a x∗ ∈ (x1, x2). Pak (V¥ty 8.6) nutn¥ H ′(x∗) = 0, £ili

f(x∗)− c = 0

a f(x∗) = c. �íslo c je tedy také hodnotou funkce f a proto f zobrazuje I op¥t
na interval.

Po£ítání primitivních funkcí
Na rozdíl od derivací neexistují univerzální vzore£ky pro výpo£et primi-

tivních funkcí pro v²echny aritmetické operace. Pouze pro s£ítání (od£ítání) a
násobení konstantou.

V¥ta 10.7. Nech´ F je primitivní funkcí k f a G je primitivní ke g na intervalu
I a α, β ∈ R. Pak je funkce αF + βG na intervalu I primitivní k αf + βg.

D·kaz. Tvrzení snadno ov¥°íme zderivováním: (αF + βG)′ = αf + βg.

�ádná univerzální technika pro výpo£et primitivní funkce neexistuje (viz
následující �owchart). Naopak, existují funkce, které sice primitivní funkci
mají, ale nelze ji ani vyjád°it obvyklými prost°edky.

Poznámka (Neelementární primitivní funkce). Existuje mnoho funkcí jejichº
primitivní funkce existuje, ale není elementární, tj. nelze vyjád°it pomocí do-
sud zavedených funkcí (jako kone£nou kombinaci polynom·, exponenciály, go-
niometrických funkcí a funkcí k nim inverzních). P°íklady takových funkcí za-

hrnují nap°íklad 1
lnx

, e−
x2

2 ,
√

1− x4, sin(x2). Tyto funkce jsou spojité, takºe
dle V¥ty 10.5 jejich primitivní funkce existuje.

Uvedeme dv¥ základní po£etní techniky pro ur£ení primitivní funkce. První
z nich je odvozena ze vzorce pro derivaci sloºené funkce a druhá ze vzorce pro
derivaci sou£inu.
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V¥ta 10.8 (O substituci). Bu¤te dány funkce ϕ : (α, β)→ (a, b) a f : (a, b)→
R, p°i£emº ϕ má na (α, β) vlastní derivaci. Nech´ je funkce F : (a, b)→ R na
intervalu (a, b) primitivní k funkci f . Pak na intervalu (α, β) platí, ºe∫

f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + c.

D·kaz. Sta£í zp¥tn¥ p°e£íst vzorec pro derivaci sloºené funkce:

(F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t)) · ϕ′(t) = f(ϕ(t)) · ϕ′(t),

takºe funkce F (ϕ(t)) je na (α, β) primitivní k f(ϕ(t)) · ϕ′(t).

Vzorec pro derivaci sloºené funkce lze pro výpo£et primitivní funkce pouºít
i v opa£ném sm¥ru.

V¥ta 10.9. Nech´ je funkce G : (α, β)→ R na intervalu (α, β) primitivní
k funkci f(ϕ(t)) ·ϕ′(t) a navíc platí, ºe ϕ((α, β)) = (a, b) a ϕ má na (α, β)
nenulovou vlastní derivaci. Pak na intervalu (a, b) platí, ºe∫

f(x) dx = G(ϕ−1(x)) + c.

P°idaný p°edpoklad o derivaci ϕ zajistí, ºe ϕ′ nem¥ní na celém (α, β)
znaménko (protoºe dle V¥ty 10.6 má ϕ′ Darbouxovu vlastnost), a tudíº
je ϕ prostá (rostoucí nebo klesající) na (α, β) a má tedy inverzní funkci.

Typickým p°íkladem vyuºití tohoto typu substituce je vyuºití substi-
tuce x = sin t pro p°i výpo£tu

∫ √
1− x2 dx. Z V¥ty 10.9 plyne, ºe sta£í

spo£íst primitivní funkci∫ √
1− sin2 t cos t dt =

∫
cos2 t dt . . .

(zbytek výpo£tu ponecháváme jako cvi£ení) a do nalezené funkce dosadit
t = arcsinx.

P°íklad 10.10. Nech´ ∫
f(x) dx = F (x) + c

na intervalu I a a, b ∈ R, kde a 6= 0. Pak, podle p°edchozí v¥ty,∫
f(ax+ b) dx =

1

a

∫
f(ax+ b) · (ax+ b)′ dx =

F (ax+ b)

a
+ c.

V¥ta 10.11 (Integrace per partes). Nech´ jsou funkce f a g spojité na intervalu
(a, b) a funkce F a G jsou k nim na (a, b) primitivní. Potom i funkce fG a Fg
mají na (a, b) primitivní funkce a na (a, b) platí identita∫

f(x)G(x) dx+

∫
F (x)g(x) dx = F (x)G(x) + c,
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tj. sou£et funkce primitivní k fG a funkce primitivní k Fg je aº na aditivní
konstantu roven funkci FG.

D·kaz. Funkce fG a Fg jsou na (a, b) spojité a existence funkcí k nim primi-
tivních plyne z V¥ty 10.5. Identita vyplývá z Leibnizovy formule pro derivaci
sou£inu: z

(FG)′ = fG+ Fg

plyne, ºe FG je na (a, b) primitivní k fG+ Fg, takºe∫
f(x)G(x) dx+

∫
F (x)g(x) dx =

∫
(f(x)G(x) + F (x)g(x)) dx

= F (x)G(x) + c.

Pokud tedy známe primitivní funkci
∫
F (x)g(x) dx, m·ºeme vypo£ítat i

primitivní funkci
∫
f(x)G(x) dx:∫
f(x)G(x) dx = F (x)G(x)−

∫
F (x)g(x) dx.

Uvedeme dva p°íklady integrace per partes (neboli �po £ástech�). V obou
pracujeme na celém R.
P°íklad 10.12. Abychom spo£etli∫

ex sinx dx,

opakovan¥ pí²eme ex jako (ex)′. Tedy∫
ex sinx dx = ex sinx−

∫
ex cosx dx

= ex sinx−
(

ex cosx−
∫

ex(− sinx) dx

)
.

Odtud dostáváme rovnici

2

∫
ex sinx dx = ex(sinx− cosx) + c,

takºe ∫
ex sinx dx =

ex(sinx− cosx)

2
+ c.

(Protoºe c je libovolná konstanta, vyd¥lením dv¥ma dostaneme op¥t libovolnou
konstantu. Není tedy nutné ani ú£elné psát c/2.)
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P°íklad 10.13. Pro n ∈ N ozna£me

In =

∫
dx

(1 + x2)n
.

Protoºe 1
1+x2

je derivace funkce arctanx, máme I1 = arctanx + c. Odvodíme
rekurentní vzorec pro primitivní funkce In. Funkci (1 + x2)−n napí²eme jako
x′ · (1 + x2)−n. Takºe

In =
x

(1 + x2)n
−
∫
x · −2nx

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫ (
1

(1 + x2)n
− 1

(1 + x2)n+1

)
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n(In − In+1).

Dostáváme rekurenci

In+1 =
1

2n(1 + x2)n
+ (1− 1/2n)In.

Odtud máme I1 = arctanx+ c, I2 = 1
2(1+x2)

+ 1
2

arctanx+ c atd.

�irokou t°ídou funkcí, pro které umíme vºdy spo£íst primitivní funkci jsou
racionální funkce.

De�nice 10.14 (Racionální funkce). Racionální funkce je funkce, kterou lze
vyjád°it jako podíl dvou polynom· (p°i£emº polynom ve jmenovateli není iden-
ticky nulový).

V¥ta 10.15. Primitivní funkci kaºdé racionální funkce lze vyjád°it pomocí
elementárních funkcí, konkrétn¥ racionálních funkcí, logaritmu a arkustangens.

Lze ukázat, ºe racionální funkci lze vºdy rozloºit na takzvané parciální
zlomky, a tím hledání primitivní funkce racionální funkce vícemén¥ zredukovat
na výpo£et primitivních funkcí racionálních funkcí v následujícím tvaru:

1

(x− c)k
k ∈ N, c ∈ R a

1

(x2 + 1)k
k ∈ N.

Primitivní funkce druhého typu jsme odvodili v P°íklad¥ 10.13. Primitivní
funkcí prvního typu je logaritmus (pro k = 1), nebo racionální funkce.

Metodu rozkladu na parciální zlomky nebudeme dokazovat a uvád¥t ve v²í
obecnosti, ale na cvi£ení se nau£íte, jak funguje v jednoduchých p°ípadech.
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11 | Ur£itý integrál
Nejpodstatn¥j²ím vyuºitím primitivních funkcí je výpo£et ur£itého integrálu.
Ten slouºí k po£ítání ploch, objem·, energie a práce a dal²ích fyzikálních veli-
£in, pro odhadování kone£ných i nekone£ných sou£t· atd.

My si p°edstavíme dv¥ metody výpo£tu ur£itého integrálu: Newton·v inte-
grál a Riemann·v integrál. Za£neme s Newtonovým integrálem, jehoº výpo£et
je zaloºen na nám uº známém pojmu primitivní funkce.

De�nice 11.1. P°edpokládejme, ºe máme dáno a, b ∈ R, kde a < b. Funkce
f : (a, b) → R má na intervalu (a, b) Newton·v integrál, kdyº má na (a, b)
primitivní funkci F a ta má vlastní jednostranné limity

F (a+) = lim
x→a+

F (x) a F (b−) = lim
x→b−

F (x).

Symbolem [F ]ba ozna£me rozdíl F (b−)−F (a+). Newton·v integrál funkce f na
intervalu (a, b) pak de�nujeme jako

(N)

∫ b

a

f(x) dx := [F ]ba = F (b−)− F (a+) = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

Protoºe kaºdé dv¥ funkce primitivní k f na (a, b) se li²í jen o aditivní konstantu,
rozdíl limit F (b−)−F (a+) na volb¥ F nezávisí a de�nice Newtonova integrálu
je korektní.

T°ídu newtonovsky integrovatelných funkcí zna£íme

N (a, b) = {f : f má na (a, b) Newton·v integrál}.

Pokud je integra£ní prom¥nná jasná z kontextu, £asto místo (N)
∫ b
a
f(x) dx

pí²eme jen (N)
∫ b
a
f .

N¥kdy je vhodné uvaºovat i hodnoty (N)
∫ b
a
f(x) dx pro a = −∞ nebo

b = +∞. Vý²e uvedená de�nice se dá na tyto p°ípady aplikovat beze
zm¥ny, ov²em my se pro jednoduchost v tomto textu omezíme na p°ípady,
kdy (a, b) je omezený interval. Také je moºné uvaºovat nevlastní hodnoty
integrálu, kdy p°ipustíme moºnost, ºe F (b−) nebo F (a+) mají hodnoty
±∞, za p°edpokladu, ºe rozdíl F (b−)−F (a+) je de�nován. Ani této situaci
se zde ov²em nebudeme podrobn¥ji v¥novat.

Tvrzení 11.2. Je-li funkce f : [a, b]→ R spojitá, pak (N)
∫ b
a
f(x) dx existuje.

D·kaz. P°ipome¬me (stále je²t¥ nedokázanou) V¥tu 10.5 z minulé p°edná²ky,
která °íká, ºe pokud je funkce spojitá na otev°eném intervalu I, tak tam má
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primitivní funkci. Funkci f , která je zatím de�novaná pouze na intervalu [a, b],
m·ºeme spojit¥ dode�novat na celé R, nap°íklad tak, ºe pro kaºdé x < a po-
loºíme f(x) := f(a) a pro kaºdé x > b poloºíme f(x) := f(b). Takto roz²í°ená
funkce f je spojitá na R a dle vý²e uvedené v¥ty má na R primitivní funkci F .
Tato funkce F je nutn¥ spojitá (viz V¥ta 7.7), platí tedy pro ni F (a+) = F (a)

a F (b−) = F (b), a tudíº (N)
∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).

V p°edchozím tvrzení je pot°eba p°edpokládat spojitost f na uzav°eném
intervalu [a, b]. Pouhá spojitost f na (a, b) nezaru£uje existenci ur£itého inte-
grálu, jak ukazuje následující p°íklad.

P°íklad 11.3. Nech´ f(x) = 1/x a uvaºujme (N)
∫ 1

0
f(x) dx. Funkce f má

primitivní funkci F (x) = ln(x), která má v nule zprava limitu −∞, neexistuje
tedy (vlastní) ur£itý integrál (N)

∫ 1

0
f(x) dx.

Spojitost f na [a, b] je posta£ující k existenci (N)
∫ b
a
f , není v²ak nutná.

Dokonce ani omezenost f na (a, b) není pro existenci Newtonova integrálu
nutná, jak ukazuje dal²í p°íklad.

P°íklad 11.4. Funkce f(x) = 1/
√
x má na (0, 1) primitivní funkci F (x) = 2

√
x.

Máme tedy (N)
∫ 1

0
f(x) dx = [2

√
x]10 = 2.

Protoºe výpo£et Newtonova integrálu je zaloºen na znalosti primitivní
funkce, m·ºeme metody pro výpo£et primitivních funkcí, jako nap°. per par-
tes nebo substituce, upravit na metody pro výpo£et Newtonova integrálu. Pro
konkrétnost si zformulujeme, jak se pomocí t¥chto metod dá Newton·v integrál
spo£ítat.

V¥ta 11.5 (Per partes pro ur£itý integrál). Nech´ f a g jsou dv¥ funkce spojité
na [a, b]. Nech´ mají f a g na (a, b) primitivní funkce F a G, které lze spojit¥
roz²í°it na [a, b]. Potom existují oba ur£ité integrály (N)

∫ b
a
fG a (N)

∫ b
a
Fg a

platí

(N)

∫ b

a

fG = [FG]ba − (N)

∫ b

a

Fg.

D·kaz. Existence (N)
∫ b
a
fG a (N)

∫ b
a
Fg plyne z Tvrzení 11.2. Ozna£me L(x)

primitivní funci k fG a P (x) primitivní funkci k Fg na intervalu (a, b). Pravidlo
per partes pro neur£itý inegrál (V¥ta 10.11) dává vztah L(x) = F (x)G(x) −
P (x) na (a, b). Z n¥j ihned plyne

(N)

∫ b

a

fG = [L]ba = [FG− P ]ba = [FG]ba − [P ]ba = [FG]ba − (N)

∫ b

a

Fg.

Pro formulaci následující v¥ty je dobré zavést následující konvenci: pokud
a < b, tak výraz (N)

∫ a
b
f de�nujeme jako −(N)

∫ b
a
f a podobn¥ [F ]ab poloºíme

rovno −[F ]ba. Dále de�nujeme (N)
∫ b
b
f := 0 pro libovolné b a f . Pro interval

J ⊆ R ozna£ujeme pojmem vnit°ek J mnoºinu vnit°ních bod· J , tj. otev°ený
interval vzniklý odstran¥ním p°ípadných krajních bod· J .
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V¥ta 11.6 (Substituce pro ur£itý integrál). Nech´ ϕ : [α, β] → R je spojitá
funkce, která má ve v²ech bodech otev°eného intervalu (α, β) vlastní derivaci.
Ozna£me J := ϕ((α, β)) = {ϕ(t); t ∈ (α, β)}. Ze spojitosti ϕ na [α, β] plyne,
ºe J je omezený interval1. Nech´ f je funkce spojitá na J a newtonovsky inte-
grovatelná na vnit°ku J . Potom

(N)

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = (N)

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(x) dx, (11.1)

speciáln¥ tedy levá i pravá strana existuje.

V²imn¥te si, ºe na pravé stran¥ rovnosti (11.1) nemusí integra£ní meze
spl¬ovat nerovnost ϕ(α) < ϕ(β) � m·ºe se stát, ºe dolní mez bude v¥t²í neº
horní, p°ípadn¥ ºe se meze budou rovnat. V takových p°ípadech uplatníme
konvenci zmín¥nou p°ed zn¥ním v¥ty.

Interval J ve V¥t¥ 11.6 m·ºe být otev°ený, uzav°ený, nebo polootev°ený.
Nap°íklad funkce sin(t) zobrazí otev°ený interval (0, π) na polootev°ený inter-
val (0, 1].

Zd·razn¥me, ºe ve V¥t¥ 11.6 je nutno ov¥°it p°edpoklady pro f na ce-
lém intervalu J , který m·ºe být v¥t²í neº interval ohrani£ený hodnotami ϕ(α)
a ϕ(β). Nesta£í tedy kontrolovat p°edpoklady pro f jen na intervalu ohrani£e-
ném integra£ními mezemi na pravé stran¥ (11.1).

Pro výpo£et integrálu pomocí V¥ty 11.6 není vºdy nutné p°esn¥ spo£ítat
krajní body J , sta£í p°edpoklady f ov¥°it na n¥jakém intervalu, který obsa-
huje J : nap°íklad pokud je f spojitá na celém R, tak je automaticky spojitá
na J a dle Tvrzení 11.2 je i integrovatelná na vnit°ku J .

V²imn¥te si, ºe V¥ta 11.6 p°ipou²tí i moºnost, ºe ϕ(α) nebo ϕ(β) nepat°í
do J , v¥tu lze tedy vyuºít nap°. i v situaci, kdy f není de�novaná v bod¥ ϕ(α)
nebo ϕ(β). Nap°íklad pomocí substituce x = ϕ(t) := sin(t) lze odvodit rovnost

(N)

∫ π/2

−π/2

cos(t)√
1− sin(t)

dt = (N)

∫ 1

−1

1√
1− x

dx,

p°estoºe integrované funkce nejsou de�nované v bod¥ t = π/2 resp. x = 1.
Pro ov¥°ení p°edpoklad· sta£í nahlédnout, ºe ϕ(t) = sin(t) je spojitá na
[α, β] = [−π/2, π/2] a diferencovatelná na (−π/2, π/2), a pak zkontrolovat,
ºe f(x) = 1√

1−x je spojitá a integrovatelná na J = sin((−π/2, π/2)) = (−1, 1)

(zkontrolujte sami!).
Na druhou stranu, pokud ϕ(α) nebo ϕ(β) pat°í do J , nebo obecn¥ji pokud

J obsahuje krajní body, nesmíme p°i pouºití V¥ty 11.6 zapomenout ov¥°it
(jednostrannou) spojitost f v krajních bodech J . P°edchozí p°íklad nelze nap°.
modi�kovat takto:

(N)

∫ π

−π

cos(t)√
1− sin(t)

dt
??
= (N)

∫ 0

0

1√
1− x

dx = 0, (11.2)

1Pro p°ipomenutí: spojitá funkce zobrazí interval na interval podle D·sledku 6.5 a spojitá

funkce je na kompaktním intervalu omezená podle V¥ty 6.8.
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Obrázek 11.1: Grafy funkcí cos(t)√
1−sin(t)

(£erven¥) a cos(t)
√

1− sin(t) (mod°e).

protoºe sin(t) zobrazí interval (−π, π) na J = [−1, 1] a funkce f(x) = 1√
1−x

není spojitá (ani de�novaná) v bod¥ x = 1. Ve skute£nosti integrál na levé
stran¥ (11.2) není de�nován: dá se ukázat, ºe integrovaná funkce není na
(−π, π) darbouxovská a nemá tam tedy primitivní funkci (viz Obrázek 11.1).

Naopak zcela korektní je následující výpo£et, zaloºený na stejné substituci
x = sin(t):

(N)

∫ π

−π
cos(t)

√
1− sin(t)dt = (N)

∫ 0

0

√
1− x dx = 0. (11.3)

Tentokrát, na rozdíl od p°edchozího p°íkladu, uvaºujeme funkci f(x) =√
1− x, která je spojitá na celém intervalu J = [−1, 1] v£etn¥ krajních

bod· (a tudíº je i integrovatelná na (−1, 1), viz. Tvrzení 11.2), v²echny
p°edpoklady V¥ty 11.6 jsou tedy spln¥ny.

D·kaz V¥ty 11.6. Ozna£me (a, b) vnit°ek intervalu J . Dle p°edpoklad· je
funkce f newtonovsky integrovatelná na (a, b), tj. f má na (a, b) primitivní
funkci F , která má navíc v a i v b vlastní jednostranné limity. Dode�nujme
F v bodech a a b pomocí t¥chto limit tak, ºe F bude spojitá na [a, b], tj.
F (a) := limx→a+ F (x) a F (b) := limx→b− F (x).

Ze spojitosti F na [a, b] plyne, ºe pravá strana (11.1) je rovna F (ϕ(β))−
F (ϕ(α)). Ukáºeme nyní, ºe stejnou hodnotu má i levá strana. Nejprve
ukaºme, ºe funkce F (ϕ(t)) je na intervalu (α, β) primitivní funkcí k funkci
f(ϕ(t))ϕ′(t), tj. ºe pro t ∈ (α, β) platí F (ϕ(t))′ = f(ϕ(t))ϕ′(t). Pokud
ϕ(t) ∈ (a, b), plyne tento vztah z toho, ºe F je primitivní funkce k f na
(a, b), a z v¥ty o derivaci sloºené funkce.

Sloºit¥j²í je situace, kdyº ϕ(t) nepat°í do (a, b). V tom p°ípad¥ je ϕ(t)
krajní bod J , tj. bu¤ ϕ(t) = a, nebo ϕ(t) = b. P°edpokládejme nap°íklad,
ºe ϕ(t) = a, druhý p°ípad je obdobný. J je tedy rovno bu¤ [a, b), nebo
[a, b].
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Protoºe a ∈ J , p°edpoklady v¥ty zaru£ují, ºe f je spojitá zprava v a.
Rozmysleme nejprve, ºe F má v bod¥ a derivaci zprava rovnou f(a): to
plyne ze spojitosti F na [a, b] a ze spojitosti f na J , pouºitím V¥ty 8.24:

F ′+(a) = lim
x→a+

F ′(x) = lim
x→a+

f(x) = f(a).

Kdyby F m¥la v bod¥ a = ϕ(t) derivaci rovnou f(a) = f(ϕ(t)), mohli
bychom ihned odvodit, ºe F (ϕ(t))′ = f(ϕ(t))ϕ′(t) podle v¥ty o limit¥ slo-
ºené funkce. Derivace F je ov²em jen jednostranná (zprava), na coº na²e
v¥ta o limit¥ sloºené funkce nepamatuje. Neformáln¥ °e£eno, jednostran-
nost derivace F tu nem·ºe nijak vadit, protoºe ϕmá na okolí t jen hodnoty
z pravého okolí bodu a (protoºe a je levý krajní bod J), takºe chování F
na levém okolí a nem·ºe hodnotu F (ϕ(t))′ nijak ovlivnit. Abychom for-
máln¥ obe²li technický problém s jednostranností derivace F , dode�nujme
tedy funkci F na levém okolí bodu a libovoln¥ tak, aby i derivace F v bod¥
a zleva byla rovna f(a). Po tomto dode�nování, které nemá ºádný vliv
na hodnotu F (ϕ(t))′, uº m·ºeme pouºít v¥tu o derivaci sloºené funkce a
dostaneme o£ekávaný výsledek F (ϕ(t))′ = f(ϕ(t))ϕ′(t).

Dokázali jsme tedy, ºe F (ϕ(t)) je na intervalu (α, β) primitivní funkce
k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t). Levá strana (11.1) je tedy rovna [F (ϕ(t))]βα. Ze
spojitosti F na [a, b] a ze spojitosti ϕ na [α, β] plyne, ºe [F (ϕ(t))]βα =
F (ϕ(β))− F (ϕ(α)), coº jsme cht¥li dokázat.

Nyní zavedeme jiný druh integrálu, takzvaný Riemann·v integrál, jehoº
de�nice je motivována snahou formáln¥ zade�novat plo²ný obsah oblasti ohra-
ni£ené grafem funkce f a osou x. Pro nezápornou spojitou funkci f : [a, b] →
[0,+∞) de�nujme následující rovinný útvar (viz Obrázek 11.2):

U(a, b, f) = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

Riemannova de�nice plo²ného obsahu U(a, b, f) je zaloºena na následující
úvaze: kdyby funkce f byla po £ástech konstantní, tj. kdyby [a, b] bylo moºné
rozd¥lit na kone£n¥ mnoho interval· tak, aby f byla na kaºdém z nich kon-
stantní, tak U(a, b, f) bude vypadat jako sjednocení kone£n¥ mnoha obdélník·
p°iléhajících stranami. Pro takovou oblast lze obsah snadno spo£ítat jako sou-
£et obsah· jejích obdélník·.

Co kdyº f není po £ástech konstantní? Pak m·ºeme uváºit libovolnou dvo-
jici po £ástech konstantních funkci g−, g+ : [a, b]→ R spl¬ujících g− ≤ f ≤ g+

na [a, b]. Protoºe U(a, b, g−) ⊆ U(a, b, f) ⊆ U(a, b, g+), je obsah U(a, b, f)
aspo¬ tak velký jako obsah U(a, b, g−) a zárove¬ nejvý² tak velký jako obsah
U(a, b, g+), viz Obrázek 11.2.

Nyní m·ºeme vzít supremum obsah· U(a, b, g−) p°es moºné volby g−, £ímº
získáme dolní odhad na obsah U(a, b, f), a podobn¥ vezmeme-li in�mum p°es
moºné volby g+, získáme horní odhad. Pokud se horní a dolní odhad rovnají,
m·ºeme jejich spole£nou hodnotu de�novat jako obsah U(a, b, f).
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Obrázek 11.2: Oblast U(a, b, f) pod grafem funkce f (vlevo), a Riemannova
metoda odhadu jejího plo²ného obsahu zdola (uprost°ed) a shora (vpravo).

Popi²me si nyní celý tento postup p°esn¥ji. Pro ú£ely následující de�nice
uvaºujme f jako libovolnou (tedy ne nutn¥ nezápornou) funkci de�novanou na
intervalu [a, b]. Tam, kde graf funkce f leºí pod osou x, budeme na oblast mezi
grafem a osou x pohlíºet, jako by m¥la záporný obsah.

De�nice 11.7 (Riemann·v integrál). Nech´ −∞ < a < b < +∞ jsou dv¥
reálná £ísla. Kone£ná (k+ 1)-tice bod· D = (a0, a1, . . . , ak) z intervalu [a, b] je
jeho d¥lením, pokud

a = a0 < a1 < a2 < · · · < ak = b.

Tyto body d¥lí interval [a, b] na intervaly Ii = [ai, ai+1]. Délku intervalu ozna-
£íme pomocí absolutní hodnoty: |Ii| = ai+1 − ai a |[a, b]| = b − a. Pro funkci
f : [a, b] → R a d¥lení D = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b] de�nujeme dolní,
respektive horní, Riemannovu sumu jako

s(f,D) =
k−1∑
i=0

|Ii|mi, respektive S(f,D) =
k−1∑
i=0

|Ii|Mi,

kde mi = inf{f(x); x ∈ Ii} a Mi = sup{f(x); x ∈ Ii}.
Tyto sou£ty jsou vºdy de�nované, s(f,D) ∈ R ∪ {−∞} a S(f,D) ∈ R ∪

{+∞}. Dolní, respektive horní, Riemann·v integrál funkce f na intervalu [a, b]
de�nujeme jako∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx = sup{s(f,D) : D je d¥lení [a, b]},

respektive ∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx = inf{S(f,D) : D je d¥lení [a, b]}.

Tyto výrazy jsou op¥t vºdy de�nované a máme
∫ b
a
f,
∫ b
a
f ∈ R∗ = R∪{−∞,+∞}.
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�ekneme, ºe funkce f : [a, b]→ Rmá na intervalu [a, b] Riemann·v integrál,
p°ípadn¥ ºe je riemannovsky integrovatelná, pokud∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx ∈ R.

Tuto spole£nou kone£nou hodnotu, kdyº existuje, zna£íme∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f

a nazýváme Riemannovým integrálem funkce f na intervalu [a, b]. T°ídu v²ech
riemannovsky integrovatelných funkcí ozna£ujeme

R[a, b] := {f : f je de�novaná a riemannovsky integrovatelná na [a, b]}.
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12 | Vlastnosti Newtonova a Rie-
mannova integrálu

V této kapitole se nejprve podrobn¥ji podíváme na vlastnosti Riemannova
integrálu a poté na jeho souvislost s Newtonovým integrálem.

Kdyº funkce f : [a, b]→ R není omezená, potom nemá na [a, b] Riemann·v
integrál, jak ukazuje následující p°íklad.

P°íklad 12.1. Uvaºme funkci f(x) = 1/x, pro kterou dode�nujeme f(0) = 0,
a zkoumejme její Riemann·v integrál na intervalu [0, 1]. Protoºe f není shora
omezená, tak v kaºdém d¥lení D intervalu [0, 1] bude aspo¬ jeden interval Ii na
n¥mº je sup{f(x); x ∈ Ii} = +∞ (konkrétn¥ v na²em p°ípad¥ tam bude práv¥
jeden takový interval, a to ten nejlev¥j²í). To znamená, ºe horní Riemannova

suma S(f,D) je rovna +∞ pro kaºdé d¥lení D, a tedy
∫ 1

0
1/x dx = +∞. Z toho

plyne, ºe Riemannuv integrál neexistuje.

Pro zajímavost najd¥me je²t¥ dolní Riemann·v integrál funkce 1/x. De-
�nujme d¥lení Dn = (0, 1

2n
, 1
2n−1 , . . . ,

1
4
, 1
2
, 1), které d¥lí interval [0, 1] na

podintervaly I0 = [0, 1
2n

], I1 = [ 1
2n
, 1
2n−1 ], . . . , Ii = [ 1

2n−i+1 ,
1

2n−i ], . . . , In =
[1
2
, 1]. Platí |I0| = 1

2n
a pro i ≥ 1 máme |Ii| = 1

2n−i+1 . Protoºe funkce
f(x) = 1/x je klesající, nabývá na intervalu Ii svého minima v pravém
krajním bod¥, v n¥mº má hodnotumi = 2n−i. P°íslu²ná dolní Riemannova
suma je tedy

s(f,Dn) =
n∑
i=0

|Ii|mi =
1

2n
2n +

n∑
i=1

1

2n−i+1
2n−i = 1 +

n

2
.

Máme tedy limn→∞ s(f,Dn) = +∞, a tedy dolní Riemannovy sumy jsou
shora neomezené. Tudíº

∫ 1

0
1/x dx = +∞.

Argument z p°edchozího p°íkladu ukazuje, ºe pokud je funkce f na n¥ja-
kém intervalu [a, b] neomezená, nem·ºe tam být riemannovsky integrovatelná.
Existují ov²em i funkce, které jsou omezené a p°itom nejsou riemannovsky
integrovatelné, jak ukazuje dal²í p°íklad.

P°íklad 12.2. Dirichletova funkce f : [0, 1]→ {0, 1} de�novaná

f(α) =

{
1 α ∈ Q
0 α ∈ R \Q,

je zjevn¥ omezená. Nemá ale Riemann·v integrál, protoºe kaºdý interval
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nenulové délky obsahuje jak racionální, tak iracionální £íslo. Pro libovolné
d¥lení D tedy máme s(f,D) = 0 a S(f,D) = 1. Tudíº∫ 1

0

f = 0 <

∫ 1

0

f = 1.

P°ímo z de�nice Riemannových sum plyne, ºe dolní Riemannova suma je
men²í nebo rovna horní Riemannov¥ sum¥ téhoº d¥lení. Totéº platí i pro horní
a dolní Riemann·v integrál.

V¥ta 12.3. Nech´ f : [a, b]→ R je funkce, D′ a D jsou d¥lení intervalu [a, b].
Pak platí

s(f,D) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ S(f,D′).

Nástin d·kazu. Pro dv¥ d¥lení D a D′ uvaºme jejich spole£né zjemn¥ní D′′,
coº je d¥lení, jehoº mnoºina d¥licích bod· je sjednocení mnoºin d¥licích bod·
D a D′. Tím pádem libovolný interval d¥lení D, jakoº i libovolný interval
d¥lení D′, lze vyjád°it jako sjednocení jednoho nebo více interval· D′′. Snadno
pak nahlédneme, ºe platí

s(f,D) ≤ s(f,D′′) ≤ S(f,D′′) ≤ S(f,D′),

z £ehoº vyplývá dokazovaná v¥ta.

P°íklad 12.4. Z de�nice Riemannova integrálu spo£teme, ºe∫ 1

0

x dx = 1/2.

Pro n = 1, 2, . . . uvaºujme d¥lení Dn = (0, 1
n
, 2
n
, . . . , 1). Pak

s(f,Dn) =
n∑
i=1

1

n

(
i− 1

n

)
= n−2(0 + 1 + 2 + · · ·+ (n− 1))

a podobn¥

S(f,Dn) =
n∑
i=1

1

n

(
i

n

)
= n−2(1 + 2 + · · ·+ n).

Protoºe

lim
n→∞

s(f,Dn) = lim
n→∞

(n− 1)n

2
· 1

n2
= 1/2

a zárove¬

lim
n→∞

S(f,Dn) = lim
n→∞

n(n+ 1)

2
· 1

n2
= 1/2,

z nerovnosti v p°edchozí v¥t¥ dostáváme, ºe
∫ 1

0
f =

∫ 1

0
f = 1/2, a tedy

∫ 1

0
x dx =

1/2.
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Nyní uvedeme charakterizaci riemannovsky integrovatelných funkcí.

V¥ta 12.5 (Kritérium integrovatelnosti). Nech´ f : [a, b]→ R. Potom

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃D : 0 ≤ S(f,D)− s(f,D) < ε.

Jinými slovy, f má Riemann·v integrál, práv¥ kdyº pro kaºdé ε > 0 je pro
n¥jaké d¥lení D intervalu [a, b] odpovídající horní suma o mén¥ neº ε v¥t²í neº
odpovídající dolní suma.

Nástin d·kazu V¥ty 12.5. Pokud f ∈ R[a, b], tak pro kaºdé ε > 0 existuje
d¥lení D spl¬ující s(f,D) >

∫ b
a
f − ε/2 a d¥lení D′ spl¬ující S(f,D′) <∫ b

a
f+ε/2. Jejich spole£né zjemn¥níD′′ de�nované jako v d·kazu V¥ty 12.3

pak splní 0 ≤ S(f,D′′)− s(f,D′′) < ε.
Naopak, pokud f 6∈ R[a, b], tak dolní integrál f se od horního integrálu

f li²í o n¥jakou kladnou konstantu ε, a pak pro libovolné d¥lení D platí
S(f,D)− s(f,D) ≥ ε.

Z tohoto kritéria lze odvodit riemannovskou integrovatelnost dvou d·leºi-
tých t°íd funkcí � spojitých a monotónních.

V¥ta 12.6 (Monotonie ⇒ integrovatelnost). Je-li funkce f : [a, b] → R na
intervalu [a, b] nerostoucí nebo neklesající, potom má Riemann·v integrál.

D·kaz. Nech´ f neklesá (pro nerostoucí f se argumentuje podobn¥). Pro kaºdý
podinterval [α, β] ⊆ [a, b] pak máme inf [α,β] f = f(α) a sup[α,β] f = f(β). Bu¤
dáno ε > 0. Vezmeme libovolné d¥lení D = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b] s
ai+1 − ai < ε pro kaºdé i = 0, . . . , k − 1 a máme

S(f,D)− s(f,D) =
k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(sup
Ii

f − inf
Ii
f)

=
k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(f(ai+1)− f(ai))

≤ ε
k−1∑
i=0

(f(ai+1)− f(ai))

= ε(f(ak)− f(a0)) = ε(f(b)− f(a)) .

Tuto mez lze zmen²ováním ε u£init libovoln¥ malou. Podle kritéria integrova-
telnosti tedy f ∈ R[a, b].

V¥ta 12.7 (Spojitost ⇒ integrovatelnost). Je-li funkce f : [a, b] → R na in-
tervalu [a, b] spojitá, potom má Riemann·v integrál.

Tuto v¥tu nebudeme dokazovat, protoºe na ni neznáme pot°ebné ingredi-
ence.
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Touto chyb¥jící ingrediencí je siln¥j²í podoba spojitosti. Pro p°ipomenutí,
funkce f je spojitá na intervalu I, pokud je spojitá v kaºdém bod¥ I
(p°ípadn¥ jednostrann¥ v krajním bod¥). To lze formáln¥ zapsat takto:

∀x ∈ I ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′ ∈ I ∩ U(x, δ) : |f(x′)− f(x)| < ε.

�ekneme, ºe funkce f je stejnom¥rn¥ spojitá na intervalu I, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I ∀x′ ∈ I ∩ U(x, δ) : |f(x′)− f(x)| < ε.

U stejnom¥rné spojitosti se tedy poºaduje, aby pro dané ε > 0 jediné
δ > 0 fungovalo pro v²echny volby x z I, zatímco u oby£ejné spojitosti
m·ºe δ záviset na ε i na x.

Stejnom¥rná spojitost implikuje triviáln¥ spojitost, ale naopak to ne-
platí. Nap°íklad funkce f(x) = 1/x je na intervalu I = (0, 1) spojitá, ale
není stejnom¥rn¥ spojitá: máme-li dáno nap°íklad ε = 1, tak pro libo-
volné δ > 0 m·ºeme uváºit x := δ a vidíme, ºe f není na U(x, δ) = (0, 2δ)
omezená, a tedy existuje x′ ∈ U(x, δ), pro n¥jº |f(x′)− f(x)| ≥ 1 = ε.

Na kompaktním intervalu I (tj. intervalu typu [a, b] s −∞ < a ≤ b <
+∞) v²ak na²t¥stí oba typy spojitosti splývají.

V¥ta 12.8 (Na kompaktu: spojitost⇒ stejnom¥rná spojitost). Je-li funkce
f na kompaktním intervalu I = [a, b] spojitá, je na n¥m stejnom¥rn¥ spo-
jitá.

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe f : I → R je spojitá na intervalu
I, ale ºe není na I stejnom¥rn¥ spojitá. Negace stejnom¥rné spojitosti
znamená, ºe

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ I ∃x′ ∈ I ∩ U(x, δ) : |f(x)− f(x′)| ≥ ε.

To znamená, ºe pro δ = 1/n a n = 1, 2, . . . existují body xn, x′n ∈ I, ºe
|xn − x′n| < 1/n, ale |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε. Díky Bolzanov¥�Weierstrassov¥
v¥t¥ víme, ºe posloupnost (xn) má konvergentní podposloupnost (xnk

)∞k=0

s limitou α ∈ I. Pro usnadn¥ní zápisu bez újmy na obecnosti p°edpo-
kládejme, ºe uº p·vodní posloupnost (xn) byla zvolena tak, aby m¥la
limitu α.

Protoºe zárove¬ platí

xn −
1

n
< x′n < xn +

1

n
,
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tak z V¥ty o dvou policajtech plyne, ºe i (x′n) má limitu α. Ze spojitosti
f v bod¥ α ∈ I (p°ípadn¥ jednostranné, pokud je α krajní bod I) plyne

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(x′n) = f(α),

a speciáln¥ tedy |f(xn)− f(x′n)| → 0 pro n→∞. To je ale spor s tím, ºe
|f(xn)− f(x′n)| ≥ ε pro kaºdé n.

S touto znalostí je uº d·kaz V¥ty 12.7 velmi podobný d·kazu V¥ty 12.6.

D·kaz V¥ty 12.7. Nech´ je f na [a, b] spojitá, a tedy podle V¥ty 12.8 i
stejnom¥rn¥ spojitá. Bu¤ dáno ε > 0. Ze stejnom¥rné spojitosti plyne, ºe
existuje δ > 0 takové, ºe jakmile jsou x, x′ ∈ [a, b] blíºe neº δ, tak platí
|f(x)−f(x)′| < ε. Jinými slovy, pro kaºdý podinterval [α, β] ⊆ [a, b] délky
men²í neº δ platí

sup
[α,β]

f − inf
[α,β]

f ≤ ε.

Pro jakékoli d¥lení D = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b] spl¬ující ai+1 −
ai < δ pro kaºdé i = 0, . . . , k − 1 tedy platí

S(f,D)− s(f,D) =
k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(sup
Ii

f − inf
Ii
f)

≤
k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)ε

= ε(ak − a0) = ε(b− a) .

Tuto mez lze zmen²ováním ε u£init libovoln¥ malou. Podle kritéria inte-
grovatelnosti (V¥ta 12.5) tedy f ∈ R[a, b].

Dv¥ základní v¥ty analýzy dávají Riemann·v integrál do souvislosti s pri-
mitivní funkcí a Newtonovým integrálem. Neformáln¥ °e£eno, první v¥ta °íká,
ºe primitivní funkci lze (za ur£itých podmínek) spo£ítat pomocí Riemannova
integrálu.

V¥ta 12.9 (1. základní v¥ta analýzy). Nech´ f ∈ R[a, b] a funkce F : [a, b]→ R
nech´ je de�nována p°edpisem

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Potom

1. F je na [a, b] spojitá a

2. v kaºdém bod¥ spojitosti x0 ∈ [a, b] funkce f existuje vlastní F ′(x0) a
F ′(x0) = f(x0) (platí to jednostrann¥, pokud x0 = a nebo x0 = b).
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D·kaz. Nech´ c > 0 je horní mez pro hodnoty |f(x)|, a ≤ x ≤ b (f je integro-
vatelná a tedy omezená). Pro kaºdé dva body x, x0 ∈ [a, b] máme

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣∣ ∫ x

a

f −
∫ x0

a

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ x

x0

f

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|c ,
podle de�nice F , linearity

∫
v integra£ních mezích a odhadu

∫
horní sumou

pro d¥lení (x0, x) £i (x, x0) interválku s krajními body x a x0. Pro x → x0
máme F (x)→ F (x0) a F je v x0 spojitá.

Nech´ x0 ∈ [a, b] je bod spojitosti f . Pro dané ε > 0 máme δ > 0, ºe
f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε, jakmile |x− x0| < δ. Pro 0 < x− x0 < δ tedy

f(x0)− ε ≤
∫ x
x0
f

x− x0
=
F (x)− F (x0)

x− x0
≤ f(x0) + ε ,

podle triviálního odhadu
∫ x
x0
f dolní a horní sumou pro d¥lení (x0, x). Pro

−δ < x − x0 < 0 platí tytéº nerovnosti (v £itateli i jmenovateli zlomku se
zm¥ní znaménko). Pro x → x0, x 6= x0, tak máme F (x)−F (x0)

x−x0 → f(x0), £ili
F ′(x0) = f(x0).

Obdobným argumentem jako u p°edchozí v¥ty lze dokázat, ºe pokud f je
spojitá na [a, b], tak funkce F (x) = −

∫ b
x
f(t)dt je primitivní funkcí f na [a, b].

V¥ta 12.9 nám umoº¬uje kone£n¥ splatit dluh z desáté p°edná²ky a dokázat
V¥tu 10.5, která °íká, ºe spojitá funkce na otev°eném intervalu I má na I
primitivní funkci. Tím se dokáºe i Tvrzení 11.2 z minulé p°edná²ky, jehoº
d·kaz se odvolával na V¥tu 10.5.

D·kaz V¥ty 10.5. Zvolme libovolné c ∈ I a de�nujme funkci F : I → R násle-
dovn¥:

F (x) =

{∫ x
c
f(t)dt pro x ≥ c

−
∫ c
x
f(t)dt pro x < c.

V²imn¥te si, ºe F (x) je pro kaºdé x dob°e de�nována, protoºe f je spojitá a
tedy riemannovsky integrovatelná na kaºdém kompaktním podintervalu I. Z
V¥ty 12.9 pak plyne, ºe F je primitivní funkce k f na I.

Následující v¥ta °íká, ºe pokud Riemann·v a Newton·v integrál existují,
jsou si rovny. Z tohoto d·vodu zpravidla pí²eme ur£itý integrál, aniº bychom
speci�kovali, zda jde o Newton·v nebo Riemann·v.

V¥ta 12.10 (2. základní v¥ta analýzy). Pokud f ∈ R[a, b] ∩N (a, b), pak∫ b

a

f = (N)

∫ b

a

f .
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D·kaz. Nech´ F je primitivní funkce k f na intervalu (a, b) spojit¥ dode�-
novaná v bodech a a b, tj., F (a) = F (a+) a F (b) = F (b−). Existence ta-
kové F plyne z toho, ºe f je newtonovsky integrovatelná na (a, b). Navíc
(N)

∫ b
a
f = F (b)− F (a).

Nech´ D = (a0, a1, . . . , ak) je libovolné d¥lení intervalu [a, b]. Na kaºdý in-
terval Ii = [ai, ai+1] a funkci F pouºijeme Lagrangeovu v¥tu o st°ední hodnot¥
(V¥ta 8.11), která °íká, ºe existuje bi ∈ (ai, ai+1) spl¬ující

f(bi) = F ′(bi) =
F (ai+1)− F (ai)

ai+1 − ai
.

Tím dostaneme

F (b)− F (a) =
k−1∑
i=0

(F (ai+1)− F (ai)) =
k−1∑
i=0

f(bi)(ai+1 − ai).

Tedy (nebo´ infIi f ≤ f(bi) ≤ supIi f)

s(f,D) ≤ F (b)− F (a) ≤ S(f,D) .

Z riemannovské integrovatelnosti f a V¥ty 12.5 pak plyne, ºe F (b) − F (a) =∫ b
a
f .

Ozna£me C[a, b] mnoºinu funkcí spojitých na [a, b]. P°edchozí poznatky o
vztahu mezi Riemannovým a Newtonovým integrálem pro p°ehlednost shr-
neme v následující v¥t¥.

V¥ta 12.11 (Porovnání Newtonova a Riemannova
∫
). Máme

C[a, b] ⊆ N (a, b) ∩R[a, b] .

Pokud f ∈ N (a, b) ∩R[a, b], pak

(N)

∫ b

a

f =

∫ b

a

f .

Mnoºina N (a, b)\R[a, b] i R[a, b]\N (a, b) je neprázdná: existují funkce, které
mají Newton·v integrál, ale ne Riemann·v, i naopak.

D·kaz. Je-li f na [a, b] spojitá, je f ∈ R[a, b] podle V¥ty 12.7. Dále pak podle
1. ZVA (V¥ta 12.9) je funkce F (x) =

∫ x
a
f na (a, b) primitivní k f a spojitá na

[a, b], takºe F (a+) = F (a) = 0 a F (b−) = F (b) =
∫ b
a
f , a tedy f ∈ N (a, b).

Rovnost Riemannova a Newtonova integrálu plyne z 2. ZVA (V¥ta 12.10).
Funkce f(x) = x−1/2 : (0, 1]→ R, f(0) = 0, má na (0, 1) Newton·v integrál:

F (x) = 2x1/2 je tam k ní primitivní, F (0+) = 0 a F (1−) = 2, takºe (N)
∫ 1

0
f =

2 jak jsme vid¥li v P°íkladu 11.4. Tato funkce ale není na [0, 1] omezená, a
proto f 6∈ R[0, 1]. Funkce znaménka sgn(x) je na [−1, 1] neklesající a tedy má
na [−1, 1] Rieman·v integrál. Na (−1, 1) ale nemá Newton·v integrál � jak
jsme ukázali v P°íkladu 10.3, nemá na (−1, 1) primitivní funkci.
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13 | Aplikace integrál·
Vztah mezi integrálem a Riemannovými sumami dává návod, jak pomocí in-
tegrálu odhadovat kone£né sou£ty. Ukaºme si tento p°ístup nejprve na násle-
dujícím jednoduchém tvrzení.

V¥ta 13.1. Nech´ n je p°irozené £íslo a nech´ f je neklesající funkce na in-
tervalu [1, n]. Potom platí

n−1∑
k=1

f(k) ≤
∫ n

1

f ≤
n∑
k=2

f(k).

D·kaz. Jelikoº je f neklesající, je riemanovsky integrovatelná dle V¥ty 12.6.
Plyne z toho také, ºe na libovolném intervalu [α, β] ⊆ [1, n] nabývá f minima
v bod¥ α a maxima v bod¥ β.

Nyní sta£í na intervalu [1, n] uváºit d¥leníD = (1, 2, . . . , n) a v²imnout si, ºe
jeho dolní Riemannova suma s(f,D) je p°esn¥

∑n−1
k=1 f(k), zatímco jeho horní

Riemannova suma S(f,D) je
∑n

k=2 f(k). Dokazované nerovnosti pak plynou
z toho, ºe dolní a horní Riemannova suma odhadují zdola a shora p°íslu²ný
integrál.

P°edchozí v¥ta se dá snadno adaptovat na situaci, kdy f je nerostoucí: sta£í
prohodit sm¥r obou nerovností.

Odhady kone£ných sum se nám mohou hodit i p°i vy²et°ování konvergence
nekone£ných °ad, nebo´ sou£et °ady je de�nován jako limita posloupnosti jejích
£áste£ných sou£t·. V mnoha p°ípadech tak lze vy²et°ování konvergence p°evést
na výpo£et integrálu, jak ukazuje následující v¥ta.

V¥ta 13.2 (Integrální kritérium konvergence). Nech´ f : [1,+∞) → [0,+∞)
je nerostoucí nezáporná funkce. Potom °ada

∑∞
k=1 f(k) konverguje práv¥ tehdy,

kdyº platí

lim
b→+∞

∫ b

1

f < +∞.

D·kaz. V²imn¥me si nejprve, ºe jelikoº je f monotónní, tak podle V¥ty 12.6
integrál

∫ b
1
f existuje pro libovolné b ≥ 1. V²imn¥me si také, ºe jelikoº je f

nezáporná, je
∫ b
1
f neklesající funkce prom¥nné b, tedy musí mít v +∞ limitu

náleºící do R ∪ {+∞}. Ozna£me tuto limitu L.
Ozna£me sn :=

∑n
k=1 f(k) n-tý £áste£ný sou£et °ady

∑∞
k=1 f(k). Protoºe

má tato °ada jen nezáporné s£ítance, je posloupnost (sn) neklesající, a tedy
má pro n→∞ limitu L′ ∈ R ∪ {+∞}. L′ je tedy sou£et °ady

∑∞
k=1 f(k).

Dokazovaná v¥ta °íká, ºe L je kone£ná práv¥ tehdy, kdyº L′ je kone£ná. To
lze snadno odvodit z V¥ty 13.1: pokud L < +∞, tak pouºijeme odhad

sn − f(1) =
n∑
k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f ≤ L,
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z n¥hoº plyne, ºe (sn) je shora omezená a má tedy kone£nou limitu. Naopak,
pokud L′ < +∞, tak platí ∫ n

1

f ≤ sn−1 ≤ L′,

tedy hodnoty
∫ b
1
f jsou shora omezené a jejich limita L je kone£ná.

V²imn¥te si, ºe z na²eho d·kazu plyne explicitní odhad L ≤ L′ ≤ L+ f(1).
To nám umoº¬uje aproximovat i nekone£né sou£ty pomocí integrál·.

P°íklad 13.3 (Odhad harmonických £ísel). Odhadn¥me tzv. harmonická £ísla
Hn, de�novaná jako

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Pro funkci f(x) = 1/x : (0,+∞)→ (0,+∞) V¥ta 13.1 dává

Hn − 1 =
n∑
k=2

1

k
≤
∫ n

1

f ≤
n−1∑
k=1

1

k
= Hn −

1

n
.

Jak víme, má f(x) na (0,+∞) primitivní funkci lnx, s jejíº pomocí se p°edchozí
nerovnosti p°evedou do podoby

ln(n) +
1

n
≤ Hn ≤ ln(n) + 1.

Protoºe lnx má limitu +∞ pro x→ +∞, plyne z V¥ty 13.2, ºe °ada
∑∞

k=1 1/k
diverguje.
P°íklad 13.4 (Odhad sou£tu konvergentní °ady). Uvaºujme te¤ °adu

∑∞
k=1 1/ks,

kde s > 1 je reálná konstanta. Funkce f(x) = 1/xs = x−s je nerostoucí a ne-
záporná na (0,+∞) a má primitivní funkci F (x) = 1

1−sx
1−s. Odtud snadno

spo£ítáme, ºe

lim
b→+∞

∫ b

1

x−s dx =
1

s− 1
< +∞.

Z V¥ty 13.2 plyne, ºe °ada
∑∞

k=1 1/ks je konvergentní pro kaºdé s > 1.
P°íklad 13.5 (Odhad faktoriálu). Integrál lze vyuºít i pro odhad faktoriálu
n! = 1 · 2 · . . . · n, i kdyº jde o sou£in a nikoli o sou£et. Místo n! budeme
odhadovat ln(n!), který lze zapsat jako sou£et ln(n!) =

∑n
k=1 ln k. Pouºitím

V¥ty 13.1 na funkci f(x) = ln x dostaneme

ln(n!)− lnn =
n−1∑
k=1

ln k ≤
∫ n

1

f ≤
n∑
k=2

ln k = ln(n!).

Funkce f(x) má na (0,+∞) primitivní funkci x lnx − x, tedy máme
∫ n
1
f =

n lnn− n+ 1 a z p°edchozích nerovností plyne

n lnn− n+ 1 ≤ ln(n!) ≤ n lnn− n+ 1 + lnn,

a tedy
e
(n
e

)n
≤ n! ≤ en

(n
e

)n
.
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V¥ta 13.1 nám poskytuje zp·sob, jak odhadnout sou£et
∑n−1

k=1 f(k) pomocí
integrálu

∫ n
1
f v p°ípad¥, ºe f je monotónní. Ov²em tato v¥ta nám nic

ne°íká o velikosti chyby, které se tímto odhadem dopustíme, ani nic ne°íká
o situaci, kdy f není monotónní. Podívejme se nyní podrobn¥ji na rozdíl
mezi sumou a p°íslu²ným integrálem.

V následující úvaze nep°edpokládáme, ºe f je monotónní, ale zato
p°edpokládáme, ºe má spojitou první derivaci na [1, n]. Bude se nám hodit
zna£ení bxc pro dolní celou £ást £ísla x a {x} := x − bxc pro zlomkovou
£ást x.

Rozdíl mezi sumou a integrálem m·ºeme odhadnout takto:

n−1∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f =
n−1∑
k=1

(
f(k)−

∫ k+1

k

f

)

=
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

(f(k)− f(x)) dx. (13.1)

Nyní pouºijeme trik: integrovanou funkci f(k)−f(x) zapí²eme jako sou£in
1 · (f(k) − f(x)) a zintegrujeme ji pomocí per partes, kdy ke konstantní
funkci 1 zvolíme primitivní funkci x − k − 1/2. Pro£ zrovna tuto primi-
tivní funkci? Protoºe má mezi v²emi primitivními funkcemi tu speci�ckou
vlastnost, ºe integrál z ní je na intervalu (k, k + 1) nulový, coº se posléze
ukáºe jako výhodné.

Po£ítejme dále integrál z pravé strany (13.1). Pouºitím per partes a
vyuºitím toho, ºe pro x ∈ (k, k + 1) máme x− k = {x}, dostáváme:∫ k+1

k

(f(k)− f(x)) dx =

= [(x− k − 1/2) · (f(k)− f(x))]k+1
k −

∫ k+1

k

(x− k − 1/2)(−f ′(x)) dx

=
1

2
(f(k)− f(k + 1)) +

∫ k+1

k

({x} − 1/2)f ′(x) dx.

Se£teme-li p°edchozí rovnost pro k = 1, . . . , n − 1 a dosadíme do (13.1),
získáme vztah

n−1∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f =
1

2
(f(1)− f(n)) +

∫ n

1

({x} − 1/2)f ′(x) dx. (13.2)

Vzorec (13.2) je speciální p°ípad vztahu známého jako Euler·v-Maclaurin·v
suma£ní vzorec (obecnou verzi najdete nap°íklad na Wikipedii). V²imn¥te
si, ºe integrál na pravé stran¥ (13.2) by byl nulový, pokud by f ′(x) byla
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konstantní � to proto, ºe funkce ({x} − 1/2) má nulový integrál na kaº-
dém intervalu celo£íselné délky. M·ºeme tedy doufat, ºe kdyº f ′(x) nebude
�p°íli² oscilovat� , bude integrál na pravé stran¥ blízký nule, a ná² odhad
sumy pomocí integrálu bude pom¥rn¥ p°esný.

Vzorec (13.2) skrývá i ur£itou geometrickou intuici, která vynikne,
kdyº se £len 1

2
(f(1) − f(n)) p°evede na levou stranu a p°idá do sumy.

Vzniklá suma pak jde upravit takto:(
n−1∑
k=1

f(k)

)
− 1

2
(f(1)− f(n)) =

n−1∑
k=1

f(k) + f(k + 1)

2
.

Tato suma je p°esn¥ integrál od 1 do n z funkce, která v bodech 1, 2, . . . , n
má stejné hodnoty jako f , a mezi dv¥ma sousedními celo£íselnými body
je její graf úse£ka. Oblast pod grafem této funkce je tedy sjednocení li-
chob¥ºník·. Integrál na pravé stran¥ (13.2) tedy °íká, jak moc se obsah
této lichob¥ºníkovité oblasti li²í od obsahu oblasti pod grafem f .

D·leºitou aplikací integrál· jsou výpo£ty ploch, délky k°ivek a objem· a
povrch· t¥lesa.

Plochu rovinného útvaru U(a, b, f) (jsou to body (x, y) v rovin¥ spl¬ující
a ≤ x ≤ b a 0 ≤ y ≤ f(x)) pod grafem funkce f jsme vícemén¥ de�novali jako∫ b
a
f .
Pro funkci f : [a, b] → R m·ºeme délku jejího grafu G = {(x, f(x)) ∈

R2 | a ≤ x ≤ b} jakoºto oblouku k°ivky de�novat jako limitu délek lomených
£ar L spojujících konce G a s body zlomu na G, kdyº délka nejdel²í úse£ky v
L jde k 0. Kdyº je f p¥kná funkce, nap°íklad f ′ je spojitá, tato limita existuje
a m·ºeme ji spo£ítat R. integrálem. Úse£ka v L spojující body (x, f(x)) a
(x+ ∆, f(x+ ∆)) má podle Pythagorovy v¥ty délku

√
∆2 + (f(x+ ∆)− f(x))2 = ∆

√
1 +

(
f(x+ ∆)− f(x)

∆

)2

,

a hodnota zlomku je podle Lagrangeovy v¥ty o st°ední hodnot¥ rovna f ′(α)
v n¥jakém mezibod¥ α (leºícím mezi x a x + ∆). Délka lomené £áry L tak je
vlastn¥ p°ímo Riemannova suma pro jisté d¥lení intervalu [a, b] s body a funkci√

1 + (f ′(t))2. Dostáváme následující vzorec.

V¥ta 13.6 (Délka k°ivky). Nech´ f : [a, b] → R má na [a, b] spojitou derivaci
f ′ (takºe

√
1 + (f ′)2 ∈ R(a, b)). Pak

délka({(x, f(x)) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b}) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt .

Pro podmnoºinu M ⊆ R3 trojrozm¥rného prostoru m·ºeme její objem
de�novat jako limitu, pro n→∞, sou£tu objem· 1/n3 krychli£ek K v mnoºin¥

{K = [ a
n
, a+1

n
]× [ b

n
, b+1

n
]× [ c

n
, c+1

n
] | a, b, c ∈ Z & K ⊆M} .
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Je-liM hezká, tato limita existuje a m·ºeme ji spo£ítat integrálem. Pro obecná
t¥lesa je k výpo£tu pot°eba vícerozm¥rný integrál, který jsme nezavád¥li, proto
se omezíme na speciální p°ípad rota£ních t¥les, tj. osov¥ soum¥rných t¥les.

V¥ta 13.7 (Objem a povrch rota£ního t¥lesa). Nech´ f ∈ R(a, b) a f ≥ 0 na
[a, b]. Pro objem rota£ního t¥lesa

V = {(x, y, z) ∈ R3 | a ≤ x ≤ b &
√
y2 + z2 ≤ f(x)}

vzniklého rotací (v R3) rovinného útvaru U(a, b, f) pod grafem funkce f kolem
osy x platí vztah

objem(V ) = π

∫ b

a

f(t)2 dt .

povrch(V ) = 2π

∫ b

a

f(t)
√

1 + (f ′(t))2 dt .

Vzorec se dostane roz°ezáním V rovinami kolmými na osu symetrie t¥lesa
x na plátky tlou²´ky ∆ > 0 a se£tením jejich objem·. Objem plátku mezi
rovinami kolmými v bodech (x, 0, 0) a (x+∆, 0, 0) je p°ibliºn¥ πf(x)2∆, nebo´
to je zhruba válec s (kruhovou) podstavou o polom¥ru f(x) a vý²kou ∆.

Pro výpo£et povrchu rota£ního t¥lesa zkombinujeme metody pro výpo£et
délky k°ivky a objemu. Povrch aproximujeme jako sou£et povrch· plá²´· ko-
molých kuºel· vý²ky ∆ > 0 se základnami polom¥ru f(x) a f(x+ ∆). Povrch
jednoho plá²t¥ je

π(f(x) + f(x+ ∆))
√

∆2 + (f(x+ ∆)− f(x))2.
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