
Základní, redukované a kanonické matice

P°ipome¬me, ºe pro polynomiální maticiGmáme de�nován vn¥j²í stupe¬, extdegG,
jako sou£et stup¬· jejích °ádk·. De�nujeme také vnit°ní stupe¬, intdegG, jako nej-
v¥t²í stupe¬ subdeterminantu °ádu b.

Polynomiální maticeG se nazývá základní, pokud spl¬uje ekvivalentní podmínky
následující v¥ty.

V¥ta. Nech´ je G polynomiální matice b×c. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(1) G má nejmen²í vnit°ní stupe¬ ze v²ech polynomiálních matic s ní ekviva-
lentních.

(2) Smithova normální forma G je (Ic | 0).
(3) Subdeterminanty matice G °ádu b jsou nesoud¥lné.
(4) Matice G(α) má hodnost b pro kaºdé α z algebraického uzáv¥ru F.
(5) Matici G lze doplnit c− b °ádky na unimodulární.
(6) G má polynomiální pravý inverz.
(7) Je-li uG polynomiální, pak je polynomiální také u.

D·kaz. (2) ⇔ (3) Ob¥ podmínky jsou podle de�nice Smithovy normální formy
ekvivalentní rovnosti γb = 1.

(3) ⇔ (4) Subdeterminanty °ádu b jsou nesoud¥lné, práv¥ kdyº nemají ºádný
spole£ný ko°en v algebraickém uzáv¥ru F. To je ekvivalentní tomu, ºe pro libovolné
α je alespo¬ jeden takový subdeterminant nenulový, a matice G(α) má tedy plnou
hodnost.

(1)⇒ (2) Nech´ G = A(C |0)B je Smith·v rozklad. Pak je polynomiální matice
B1 sestávající z prvních b °ádk· matice B ekvivalentní matici G a ze vztahu G =
ACB1 plyne

intdegG = deg |C|+ intdegB1 .

Z minimality intdegG plyne deg γ1 · · · γb = 0, a tedy γb = 1.
(2) ⇒ (5) Je-li C = Ib, pak G = AB1. Nech´ je B2 matice tvo°ená posledními

c− b °ádky B. Pak je matice(
A 0
0 Ic

)
B =

(
AB1

B2

)
=

(
G
B2

)
unimodulární.

(5) ⇒ (6) Nech´ je M =

(
G
G1

)
unimodulární a nech´ G′ je prvních b sloupc·

matice M−1. Pak GG′ = Ib.
(6) ⇒ (1) Nech´ je G′ polynomiální pravý inverz matice G. Kaºdá matice ekvi-

valentní s G je tvaru TG. Je-li TG polynomiální, pak je také T = TGG′ polyno-
miální a platí

intdegTG = deg |T|+ intdegG ≤ intdegG .

Ekvivalence (2) ⇔ (6) ⇔ (7) je p°edm¥tem charakterizace existence pravého
polynomiálního inverzu.

�

Pro polynomiální matici G se stupni °ádk· νi de�nujme matici nejvy²²ích koe�-

cient· G jako matici b × c nad F, kde (G)ij je koe�cient u Dνi v polynomu g
(j)
i .
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Dále °ekneme, ºe matice G má o£ekávaný stupe¬ výstupu, pokud pro kaºdé u 6= 0
platí

deguG = max
i

(degu(i) + νi) .

Polynomiální matice se nazývá redukovaná, pokud spl¬uje ekvivalentní podmínky
následující v¥ty.

V¥ta. Nech´ je G polynomiální matice b×c. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(1) G má nejmen²í vn¥j²í stupe¬ ze v²ech matic TG, kde T je unimodulární.

(2) Matice nejvy²²ích koe�cient· G má hodnost b.
(3) intdegG = extdegG.
(4) Matice G má o£ekávaný stupe¬ výstupu.

D·kaz. (1) ⇒ (2) P°edpokládejme, ºe G nemá plnou hodnost. Nech´ zG = 0, kde
0 6= z = (z1, z2, . . . , zb) ∈ Fb a nech´ je ` ≤ b nejvy²²í index, pro který je z` 6= 0.
Bez újmy na obecnosti také jako obvykle p°edpokládáme ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νb. Nyní
platí, ºe stupe¬

g′` :=
∑̀
i=1

ziD
ν`−νigi

je men²í neº νi. Je-li tedy T matice p°i£ítající ziD
ν`−νi-násobky °ádk· i < ` k

z`-násobku `-tého °ádku, má TG men²í vn¥j²í stupe¬ neº G. Matice T je v²ak
unimodulární.

(2)⇔ (3) Z de�nice determinantu snadno odvodíme, ºe pro libovolnou podmatici
M velikosti b × b matice G je deg |M| nejvý²e ν = extdegG =

∑
νi a koe�cient

u Dν je navíc roven
∣∣M ∣∣, kde M je odpovídající podmatice G (viz dodatek k

této kapitole). Protoºe intdegG je de�nován jako max deg |M|, platí pro libovolnou
polynomiální matici G nerovnost intdegG ≤ extdegG a rovnost nastává, práv¥
kdyº existuje M taková, ºe

∣∣M ∣∣ 6= 0, tedy práv¥ kdyº má G plnou hodnost.

(2) ⇔ (4) Zvolme u 6= 0 a poloºme d = max(degu(i) + νi). Nech´ je v vektor
koe�cient· u Dd ve vektoru v = uG. Z°ejm¥ deguG ≤ d a rovnost platí, práv¥
kdyº je v nenulové. Poloºme u = (u1, u2, . . . , ub), kde ui je koe�cient u(i) u Dd−νi .

V²imn¥me si, ºe u 6= 0 a ov¥°me, ºe v = uG. Má-li tedy G plnou hodnost, je v 6= 0
a výstup uG má o£ekávaný stupe¬. Pokud naopak G plnou hodnost nemá, existuje
u, pro které je v = 0, coº dosv¥d£uje, ºe G nemá o£ekávaný stupe¬ výstupu.

(3) ⇒ (1) Z rovnosti intdegTG = deg |T|+ intdegG vidíme, ºe v²echny unimo-
dulárn¥ ekvivalentní matice mají stejný vnit°ní stupe¬. Z vý²e uvedené nerovnosti
intdegG ≤ extdegG nyní plyne, ºe extdegG je v rámci unimodulárn¥ ekvivalent-
ních matic minimální, je-li roven intdegG. �

Matice, která je základní a redukovaná, se nazývá kanonická. Zásadní d·leºitost
kanonických matic vyplývá z následující v¥ty.

V¥ta (O stavovém prostoru kódu). Dimenze stavového prostoru ΣC je rovna vn¥j-
²ímu stupni libovolné kanonické matice.

D·kaz. Nech´ G = (g1,g2, . . . ,gb) je kanonická matice C. Ukáºeme, ºe

bi,j = D−jgi, i = 1, 2, . . . , b, j = 1, 2, . . . , νi

je báze ΣC . Zvolme libovolný prvek kódu a napi²me ho ve tvaru uG. Rozloºme
Z(u) = s + t tak, aby platilo

deg s(i) < −νi, del t(i) ≥ −νi .



Jinak °e£eno, Z(u) je rozd¥leno na sloºku t, která v £ase nula je²t¥ ovliv¬uje stav
kódova£e G v p°ímé form¥, a na �jiº zapomenutou sloºku� s, pro kterou je K(sG) =
0. Máme tedy

K(uG) = K((s + t +K(u))G) = K(sG) +K(tG) +K(K(u)G).

Protoºe K(K(u)G) i K(sG) leºí v C∗, reprezentuje uG stejný stav jako tG. Vek-
tor tG je ov²em podle de�nice lineární kombinací vektor· bi,j (nad F), konkrétn¥

tG =

b∑
i=1

νi∑
j=1

u
(i)
−jbi,j .

Ukázali jsme, ºe t°ídy [bi,j ]C generují ΣC .

Zbývá ukázat lineární nezávislost. Nech´ pro n¥jaké nenulové u =
(
u(1), . . . ,u(b)

)
,

kde

u(i) =

νi∑
j=1

u
(i)
−jD

−j ,

platí
b∑
i=1

νi∑
j=1

u
(i)
−jbi,j ∈ C

∗.

Existuje tedy n¥jaké w, pro které

K(uG) = wG .

Protoºe G má polynomiální inverz G′, platí w = K(uG)G′, a w je tedy polyno-
miální. Platí tedy deg(u −w) ≥ 0, a protoºe má G o£ekávaný stupe¬ výstupu, je
i deg(u −w)G ≥ 0. To je v²ak ve sporu s K((u −w)G) = K(uG) − K(wG) = 0.
T°ídy [bi,j ]C jsou tedy lineárn¥ nezávislé, £ímº je d·kaz dokon£en. �

Existují i nepolynomiální matice, jejichº kódova£ v p°ímé form¥ má stupe¬ roven
stupni kódu. (Také ty se n¥kdy v literatu°e nazývají kanonické a zabývat se jimi
nebudeme.) Následující v¥ta ov²em ukazuje, ºe neexistují ºádné jiné takové matice
polynomiální.

V¥ta. Pro polynomiální matici G generující kód C platí extdegG = deg C, práv¥
kdyº je G kanonická (tj. základní a redukovaná).

D·kaz. �⇒� Nech´ platí extdegG = deg C a nech´ G1 je n¥jaká základní a reduko-
vaná matice generující C. Takovou matici získáme tak, ºe zvolíme n¥jakou základní
matici ekvivalentní s G, a k ní poté unimodulárn¥ ekvivalentní redukovanou. Ná-
sobení unimodulární maticí p°itom nem¥ní vnit°ní stupe¬, takºe výsledná matice
z·stává základní. Nyní platí

extdegG1 = intdegG1

(a)

≤ intdegG
(b)

≤ extdegG.

Protoºe je extdegG = extdegG1 = deg C, platí v obou neostrých nerovnostech
rovnost. P°itom rovnost (a) znamená, ºe G je základní, (b) ºe je redukovaná.

�⇐� Tato implikace je p°edm¥tem v¥ty o stavovém prostoru kódu. �
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Dodatek:

Lemma. Pro libovolnou podmatici M velikosti b×b matice G je stupe¬ |M| nejvý²e
ν =

∑
νi a koe�cient u Dν je navíc roven

∣∣M ∣∣, kde M je odpovídající podmatice

G .

D·kaz. Ozna£meM v²echny bijekce mnoºiny {1, 2, . . . , b} a mnoºiny index· sloupc·,
ze kterých sestává M. Pak má de�nice determinantu M podobu

|M| =
∑
σ∈M

b∏
i=1

gi,σ(i),

a tedy

deg |M| = max
σ∈M

deg

(
b∏
i=1

gi,σ(i), ν

)
= max

σ∈M

b∑
i=1

deg gi,σ(i) ≤
b∑
i=1

νi = ν .

Pro polynom p ∈ F[D] ozna£me coeff(p, n) jeho koe�cient u £lenuDn. Z maximality
νi dostáváme

coeff(|M| , ν) =
∑
σ∈M

coeff

(
b∏
i=1

gi,σ(i), ν

)
=
∑
σ∈M

(
b∏
i=1

coeff(gi,σ(i), νi)

)
=
∣∣M ∣∣ .
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