
Velké nezávislé systémy

Tvrd́ıme, že následuj́ıćı systém rovnic je nezávislý a má minimálńı defekt. Neznámé
jsou Θ = {x, y} ∪ {ui, vi, wi | i = 1, . . . , n}, tedy celkem 3n+ 2 neznámých. Systém

S = {(xujwkvjy , yujwkvjx) | j, k = 1, . . . , n}
má velikost n2.

Systém S má zjevně (principiálńı) řešeńı εx,y, které je ranku |Θ| − 1. Ukažme,
že je systém nezávislý. Pro každou dvojici s, t tedy muśıme naj́ıt řešeńı ψs,t, které
je řešeńım všech rovnic z S, kromě (xuswtvsy , yuswtvsx). Uvažujme ψ = ψs,t pro
pevná s a t. Dı́ky symetrii můžeme předpokládat, že ψ(x) je kratš́ı než ψ(y). Pak
je ψ(x) prefixem i sufixem ψ(y), neboli ψ(y) = ψ(x)z1 = z2ψ(x). Tedy z1 = pq,
z2 = qp a rovnosti dané rovnicemi maj́ı tvar

pqψ(ujwkvj) = ψ(ujwkvj)qp.

Taková rovnost plat́ı právě když ψ(ujwkvj) ∈ (pq)∗p. Hledáme tedy slova ψ(ui),
ψ(wi), ψ(vi) taková, že ψ(ujwkvj) lež́ı v (pq)∗p pro všechny dvojice (j, k) kromě
(s, t).

Necht’ p = ba a q = b. Pro libovolné j 6= s položme ψ(uj) = bab a ψ(vj) = a.
Pak ψ(ujwkvj) ∈ (bab)∗ba právě když ψ(wk) ∈ (bab)∗b. Necht’ tedy ψ(wt) = babb a
ψ(wk) = b pro k 6= t. Nyńı jsou dvě možnosti, jak pro k 6= tmůže platit ψ(ujwkvj) =
ψ(uj)b(vj) ∈ (bab)∗ba. Kromě možnosti, že ono b, které je obrazem wk představuje
prvńı výskyt ṕısmene b ve slově bab – tato možnost odpov́ıdá tomu, jak jsme ψ(wk)
zvolili – existuje ještě možnost druhá, že toto b je druhým výskytem ṕısmene b ve
slově bab. Tato možnost je ovšem vyloučena v př́ıpadě ψ(uj)babb(vj) ∈ (bab)∗ba.
Stač́ı tedy zvolit ψ(us) a ψ(vs) tak, aby využ́ıvala druhou možnost. Tedy např.
ψ(us) = ψ(vs) = ba.

∗
Pro tři neznámé existuje hypotéza, že libovolný nezávislý systém rovnic, který má
společné řešeńı řádu dva, obsahuje nejvýše dvě rovnice. Př́ıkladem takového systému
je

{(xyz, zyx), (xyyz, zyyx)}.
Společným řešeńım je x 7→ a, y 7→ b, z 7→ a. Prvńı rovnice má řešeńı x 7→ a, y 7→ b,
z 7→ aba, které neńı řešeńım rovnice druhé. Naopak x 7→ a, y 7→ b, z 7→ abba je
řešeńım druhé rovnice a nikoli prvńı.

Př́ıkladem systému tř́ı nezávislých rovnic (maj́ıćıch pouze prázdné společné řešeńı)
je

{(x, yy), (y, zz), (z, xx)}.
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