PRINCIPIALNI RESENI A KANONICKY ROZKLAD

Hovorime-li o néjakém feseni a néjaké rovnice (u, v), budeme vzdy piedpokladat,
Ze « zobrazuje jakoukoli nezndmou, kterd se nevyskytuje v (u,v), na prazdné slovo.

Necht o : E* — A* a B : Z* — B* jsou dvé fesenf rovnice (u,v). Rekneme, ze 8
déli o, pokud existuje homomorfismus ¥ : alph(B(u))™ — AT takovy, ze « = 9o 3.

Resen{ a rovnice (u,v) nazveme principidlni, pokud je minimdlni ve vyse de-
finovaném usporadani délitelnosti. Znamend to, ze pokud o = ¢ o 3, kde ¥ :
alph(B(u)) — AT, pak ¥ je piejmenovan{ pismen a 3 = 9~! o a. Redeni, kterd
se navzajem déli, tj. takova, kterd se 1lis{ jen pfejmenovanim pismen, nazyvame
asociovand a budeme je ztotoznovat. Specidlné je piejmenovani pismen asociované
s identitou.

Vsimnéme si, ze z principialniho feSeni « lze ziskat neprincipialni feseni 5 = oaq,
pokud ¥ nezachovava délku, ale také pokud ji zachovévé, ale neni prosté (ztotoziuje
ruznd pismena).

Indukci lze snadno ukazat, ze kazdé feSeni je délitelné néjakym principidlnim
fesenim. Daéle navic ukazeme, ze takové principidlni feSeni je dano jednoznacné.

Nejprve se vypordadame s mazacimi feSenimi tim, Ze je pfevedeme na nemazaci
feSeni jiné rovnice, totiz té bez smazanych proménnych.

Véta. Bud «a : E* — ¥* feSeni rovnice (u,v). Oznatme Z mnozinu nezndmych =z,
pro které je a(z) neprazdné. Necht 7 je projekce =* na (Z')* a necht o je restrikce
ana Z’.

Pak je a principidlni fesen{ (u, v), prave kdyz je o principidlni feseni (m(u), m(v)).

Dikaz. Je-li o =190 f, pak a =190 f3, kde
"(z rox €=,
5(@:{&() p

€ proz € =\ =

Z toho plyne piim& implikace.
Je-lia =908, pak o/ =90p’, kde 8 je restrikce 8 na Z'. Z toho plyne, opacné
implikace. ([

Pro kazdé dva prvky z,y € E definujeme homomorfismus ¢, : =% — =+ takto:

xy, pokud z =1y
Pay(2) =
z, pokud z#y.

Homomorfismy ¢, nazyvame reguldrni elementdrni transformace. Déle definujeme
singuldrni elementdrni transformace e4,, : 2 — =T piedpisem

euy(2) = x, pokud z=y
A 2, pokud z # y.

Rekneme, ze elementarni transformace ¢ je prislusnd rovnici (u, v), pokud u # v
a ¢ € {Pay, Pya,Exy }, kde x # y jsou promeénné a plati u = zazu' a v = zyv' (tedy
x a y jsou prvni proménné, na kterych se strany rovnice lisf).

Pro kazdé feseni « rovnice (u,v) definujeme jeho kanonicky rozklad prislusniy
rovnici (u,v) jako

a=7%0q,00,_1--0Q O,
kde plati (prédzdnym homomorfismem rozumime identitu):
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7 je projekce,

Qp O Qp_1 0+ -+ 0y je feSeni (u,v);

¥ je nemazaci na abecedé slova a;, 0 a,,—1 0+ -+ 0 g (u).

Pro kazdé 1 < k < n je ai elementarni transformace pfislusnad rovnici
(ag—10---oai(u),ar_10-0ay(v)).

Véta. Pro kazdé nemazaci feSeni existuje jednozna¢ny kanonicky rozklad.

Diikaz. Pokud u = v, plyne z definic n = 0, a tedy a = ¥ je jediny kanonicky
rozklad «.

Pokud u # v, mdme n # 1 a a1 € {Yay, Pya,ay}, kde  a y jsou proménné, na
kterych se u a v poprve lis{. Protoze « je feSeni (u,v), je a1 jednoznaéné uréeno
znaménkem |a(x)| — |a(y)|. Pokud totiz napf. oy = ¢4y, pak z rovnosti

afz)=Pdoa,o---oas(x) a aly)=9oa,o- - oay(zy)

plyne, ze a(x) je vlastnf prefix a(y). Podobné v ostatnich dvou pifpadech.
Oznacme o' feseni rovnice (u/,v") := (aq(u), a1 (v)) spliujici o o a; = a. Je-li
Q1 = Peq, jednoduse ovérime, ze existuje jediné takové o/, a to

o (2) = a(e) ta(d) pokud z =d,
N alz) pro jind z € alph(as (uv)).

Je-li a1 = e.4, pak vyse uvedené tvrzeni plati za predpokladu konvence, ze o’ (d) = ¢
pro d, které se nevyskytuje v (u',v").

Protoze
Yoo ld@i< Y @),
x€alph(u’v’) z€alph(uv)
dostavame indukei existenci i jednozna¢nost kanonického rozkladu. O

Predchozi véta umozinuje identifikovat jediné principidlni feSeni, které déli dané
feseni.
Véta. Necht je o feseni rovnice (u,v). Pak existuje jediné principidlni feseni 3,
které déli a, a jediné ¢ takové, ze a = ¥ o § (jednoznacnost je az na asociovanost).
Navic je kanonicky rozklad a tvaru

a="%oa,00, 10---0Q] 0T,
kde B =a,00q,_10---0Qq OT.

Diikaz. Necht o = 9 o 8, kde 3 je principidlni, a necht ¥’ o 8,,, 0 Byp—10---0 o7’
je kanonicky rozklad 3. Protoze je 8 principidlni, muzeme piedpokladat, ze ¥ je
identita.

Zbyva ukazat, Ze ¥ o B, 0 B_1 0+ 0 81 o7’ je kanonicky rozklad a.

Ziejmé « a 8 maZou stejnou mnozinu nezndmych, a proto 7’ = 7.

Pokud 7(u) = 7(v), je m = n = 0 a tvrzeni plati. Je-li m(u) # 7(v), je f1 = o
elementérn{ transformace piislusnd rovnici (7(u), 7(v)) jednoznaéné uréend « jako
v pfedchozim dukazu. Tvrzeni dokonc¢ime indukei.
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