PODPOLOGRUPY VOLNE POLOGRUPY A VETA O DEFEKTU

Na rozdil od grup nejsou podpologrupy volné pologrupy nutné volné. Naptiklad
pologrupa S = (X)) generovand mnozinou X = {a, ab, ba} neni volna, protoze ab-a =
a - ba. Pritom plati, ze X je nejmensi mnozina generatoru S. To je specidlni piipad
nasledujiciho obecného pravidla:

Lemma. Je-li S podpologrupa volné pologrupy, pak S mé nejmensi (vzhledem k
inkluzi) mnozinu generatori B = S\ S2.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze B generuje S. Predpokladejme pro spor, ze w lezi v S,
ale nelez{ v (B), a necht w je nejkratsf mozné. Protoze w ¢ S\ S?, je w € S?, a
tedy je souc¢inem dvou slov u,v € S. Protoze |ul, |v| < |w|, plati u,v € (B), a tedy
také w € (B), spor.

Necht nyni{ S = (B’). Z definice B plyne, Ze Zadny z jeho prvki neni souc¢inem
dvou prvku z B’. Odtud plyne B C B’. O

Mnozinu B z predchoziho lemmatu nazyvame bazi pologrupy S a jeji velikost
hodnost? pologrupy S. Jak ukazuje podpologrupa T pologrupy {a, b}* sestavajici ze
slov zac¢inajicich pismenem a, muZze mit pologrupa konecné hodnosti podpologrupu
hodnosti nekone¢né. Baz{ takové pologrupy je totiz mnozina {ab’ | i > 0}.

Zopakujme, ze baze je sice nejmensi generujici mnozina dané pologrupy, ale
vyslednad pologrupa nemusi byt volnd. Generuje-li mnozina slov B volnou polo-
grupu, rfikame, ze B je kdod. Pokud navic plati, ze prvky B jsou po dvou prefixové
(sufixové) nesrovnatelné, iikdme, ze B je prefizovy (sufizovy) kdd.

Naésledujici lemmata charakterizuji, kdy je pologrupa volna a kdy je generovana
prefixovym kédem.

Lemma. Pologrupa S C X7 je volnd, pravé kdyz pro libovoln4 slova p,q,w € T
plati

(£) P, g, pw,wqg €S = weEeS.

Diikaz. Necht je S volnd a nechf p, ¢, pw, wq € S. Pak také pwq € S a slova pw, wq
a pwq maji jednozna¢nou faktorizaci do prvki baze Bs pologrupy S. Necht tedy
p = pip2- Py, ¢ = Q1G2° " iy, pw = biba---bj, a wq = cica---¢j, jsou takové
faktorizace (tedy vSechna p;, ¢;, b; a ¢; lezi v Bg). Pak z rovnosti

p1p2 - PiC1C2 - Cjy = pwq = biba - bj q1G2 - - - G,
dostdvame py = by, k= 1,2,...,ip, a tedy w = b;, y1b;,y2---bj, € 5.

Necht nynf S nenf volnd a necht biby---b; = cico--- ¢y je néjakd co nejkratsi
netrividlni relace mezi prvky Bg. Muzeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat
by <ci. Pakp=by,q=coc3---cr aw= bl_lcl nespliuji implikaci . O

Podminka z piredchoziho lemmatu se nazyva podminka stability.

Lemma. Pologrupa S C X7 je generovand prefixovym kédem, pravé kdyZ pro libo-
volna slova p, w € ¥ plati

(p) ppweS=weSs.

Diikaz. Necht je S generovéna prefixovym kédem a necht p,pw € S. Necht p =
biby---bj apw = cica - - - ¢, je faktorizace p a pw v bazi Bs. Protoze Bg je prefixovy
kod, plati b; =¢;, i =1,2,...,7, a tedy w = ¢jy1cj42---cx € S.
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Necht Bg neni prefixovy kéd. Pak existuji prvky b,b' € Bg takové, ze b < b'.
Protoze Bg je baze, plati b=1b' ¢ Bg a ditkaz je hotov. O

Protoze mnoziny spliujici ([f)) jsou zjevné uzaviené na prunik, existuje minimalni
(vzhledem k inkluzi) volna pologrupa F' obsahujici danou mnozinu X. Takovou
pologrupu nazyvame volny obal mnoziny X a piseme F' = (X).. Bazi F nazyvame
volnou bazi mnoziny X a jeji kardinalitu, kterou znacime ranks(X), nazyvime
volnou hodnosti mnoziny X.

Analogicky definujeme prefizovy obal (X >p7 prefixovou bdzi a prefixovou hodnost
ranky (X) mnoziny X.

Naésledujici lemma ukazuje dalsi charakterizaci volné pologrupy.

Lemma. Necht S je podpologrupa ¥t. Ozna¢me S* monoid S U {e} a definujme
L(S)=({ueXt |uS " nS*unsS #£0}) .
Pak S je volnd, prave kdyz L(S) = S.

Diikaz. Jisté S C L(S). Necht S nenf volnd a necht p,q,w spliji p, ¢, pw, wq € S
awé S. Pak
w-(q-pw) = (wg-p) w=wq pw
implikuje w € L(S5), a tedy S # L(S5).
Necht naopak L(S) # S. Pak existuje w ¢ S takové, Ze pw = wq € S pro néjakd
p,q € S. Tedy S nespliuje podminku stability. ([

Lemma. Nechf X je koneénd mnoZina slov a B je volnd baze (X). Pak pro kazdé
b € B existuje z € X takové, ze b je prvnim (poslednim) prvkem B-faktorizace
slova x.

Diikaz. Bez tijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze X je bdze (X). Budeme
postupovat indukci podle celkové délky X, tedy podle ), .  [u]. Je-li celkova délka
X rovna jedné, tvrzeni plati. Plati také, je-li X kéd, tedy pokud X = B. Necht
X nenf k6d a necht byby---b; = cica- -+ ¢k je néjakd netrividlni relace prvku z X.
Muzeme bez jmy na obecnosti piedpoklddat, ze b; < c1. Necht m je takovy index,
ze biby by, <crac < blbg"'bm+1.

Ozna¢me w = (b1by -+ b)) ter a X' = X\ {e1} U {w}.

Plati (X U{w}) = (X’) a z podminky stability plyne, ze w je prvkem kazdé
volné pologrupy obsahujici X. Tedy (X); = (X’);.

Podle indukéniho predpokladu je tedy kazdé b € B prvnim prvkem B-faktorizace
néjakého prvku xz € X’. Je-li x € X, jsme hotovi. Je-li x = w, je b prvnim prvkem
B-faktorizace slova by, y1. O

Ukazeme jiny dukaz, ktery nevyzaduje, aby X byla koneénd mnozina.

Drikaz. Predpokladejme, Ze b € B neni prvnim prvkem B-faktorizace zddného slova
z (X). Oznacme

Z = (B\{b})b* = {cb" | b+# c € B}.
Plati, ze Z je kéd, protoze jednoznaénd B-faktorizace kazdého slova w € (Z) uréuje
jednoznacnou Z-faktorizaci slova w. Protoze (X) C (Z) C (B), dostdvdme spor s
minimalitou (B). |

Ptedchozi lemma je zdkladem pro dulezitou vétu, nazyvanou ,Véta o defektu*
nebo ,,Grafové lemma*.
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Véta. Necht slova z mnoziny X = {w1,ws, ..., w,} splituji relace (u;, v;) € =T x=T
i€, kde 2= {x1,...,2,}. Necht G = (X, H) je neorientovany graf s hranami
H = {{pref, (u;),pref,(v;)} | i € I'}.
Pak ranks(X) je nejvyse roven poctu souvislych komponent grafu G.
Specidlné, volny rank mnoziny splitujici netrividlni relaci je mensi nez jeji kardi-
nalita.

)

Diikaz. Necht je B volnd bdze (X) a necht b; je prvni prvek B-faktorizace slova u;.
Podle predchoziho lemmatu je B = {by,ba,...,b,}.

Ozna¢me v : EF — XT homomorfismus definovany (z;) = w;. Nechf je
{xj,zx} hrana v G a necht x; = pref; (u;) a xy = pref; (v;). Protoze slovo 9 (u;) =
1 (v;) ma jednoznacnou B-faktorizaci, palti b; = by. Odtud tvrzeni plyne. O
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