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PREDMLUVA

Tato kniha je prvnim dilem uéebnice‘geometrie pro studium matematiky uci-
telského sméru na univerzitach. Byla zpracovana podle platnych celostatnich osnov
a jejim zakladem byly prvni tii kapitoly uebniho textu L. Bodek, M. Ko&andrle:
Geometrie I, vydaného v roce 1980 MFF UK Praha.

Vyuka geometrie zadind v nejnizSich t¥idach zakladni $koly. Zaci postupné
poznavaji vlastnosti dvojrozmérného a trojrozmérného prostoru, studuji vyznatné
geometrické Utvary, geometrickd zobrazeni, seznamuji se se zaklady analytické
geometrie. Cilem univerzitniho studia geometrie v ufitelském sméru je sefadit
geometrické poznatky ziskané na niZSich stupnich kol do systematicky budova-
ného celku, ukazat, jak se tyto poznatky staly zakladem tvorby obecngjSich pojmi
a teorii, zejména vicedimenzionalnich prostorli. Tato zobecnéni byla vynucena
jednak systematizaci geometrickych poznatki, jednak potiebami jinych védnich
disciplin. 4

Formalizace, ktera je nezbytni pro takové zpracovani latky, nese s sebou jisty
stupefi abstrakce. SnaZili jsme se, aby pii této nutné abstrakci byla vzdy jasna
souvislost s realnou situaci, a aby tak vychova ke geometrické pfedstavivosti
zbstala jednim z hlavnich ¢lankd vyuky.

Autofi dékuji obéma lektordm, prof. RNDr. E. Jucovi€ovi, DrSc., a doc. RNDr.
J. Buresovi, CSc., za peclivé procteni rukopisu a cenné piipominky k jeho obsahu.

V Praze dne 20. 5. 1986
Autori



UVOD

e

Zakladnim kolem geometrie je popis tzv. prostorovych ttvard. Rozvojem této
védy se ménil jednak rozsah obsahu, jednak prostfedky tohoto popisu. Po strance
obsahové bude zakladem naseho popisu pojem afinniho a euklidovského prostoru,
hlavnimi vyrazovymi prostiedky bude teorie mnoZin a algebra. Zatimco definice
¢i konstrukce prostoru je zaleZitost geometricka, s teorii mnoZin a algebrou jste
se seznamili v potfebném rozsahu v pfednaskach z algebry, popt. analyzy. V nasle-
dujicich fadcich stru¢né shrneme a pfipomeneme zakladni fakta z algebry.

1. Je-li M mnoZina a je-li dino zobrazeni /: M x M — M, tikame, Ze f je
nasobenim na mnoZiné M. Misto symbolu f(a, b) pro zapis funkéni hodnoty v uspo-
fadané dvojici (a, b))e M x M pouZivame i jiné symboly, napt. a + b nebo a.b
nebo prosté ab. Mnozinu M, na niZ je definovano nasobent f, znatime &asto (M, /)
(resp. (M, +) nebo (M, .)).

Mnozina s nasobenim (M, .) se nazyva grupa, kdyZ plati

1. ab,ceM=a.(b.c) = (a.b).c(asociativni zakon);

2. existuje prvek e e M (nazyvany neutralnim prvkem), pro n&jz plati: =M
=>e.a=ada.e=aq

3. pro kazdy prvek ae M existuje prvek a” ' e Mtakovy,72ea .a=a.a ' = e
Prvek a™' se nazyva opany k prvku a.

Kdyz pro prvky a, be M plati a.b = b.a, fikame, Ze prvky a a b jsou zaménitelné.
Jsou-li v grupé (M, .) kazdé¢ dva prvky zaménitelné, tikame, Ze grupa (M, .) je
Abelova. Nasobeni ., v némz kaZzdé dva prvky jsou zaménitelné, nazyvame komu-
tativni nebo abelovské.

V grupé se definuje n-t4 mocnina a" prvku a takto:

Je-li n = 0, klademe ¢° = e.
Je-li n > 0, definujeme indukci a” = a"" . a.
Je-li n < 0, poloZime a" = (a~") " *.

Je-li (M, +) Abelova grupa, uzivame tzv. aditivni symboliku a nazvy. Tak misto
neutréini prvek e uZivame pojmenovani nulovy prvek a zna&ime 0, opacny prvek
misto a” ! znatime —a, misto a" piSeme na.

2. Je-li (M, +) Abelova grupa a je-li na mnoZiné M dano komutativni nasobeni .
takové, Ze

1. (M — {0}, .) je grupa,

2. plati a,b,ceM=u.(b+ ¢)=(a.b) + (a.c) (tzv. distributivni zakon),
fikame, ¢ M je téleso a zapisujeme je (M, +, .).
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Ptipomefime, zZe misto (a.b) + (a.c) obytejné piseme a.b + a.c. Prikladem
télesa je mnoZina racionalnich ¢i realnych ¢&isel s aritmetickym s¢itanim a nasobe-
nim. Obvykle budeme znacit téleso jedinym symbolem, a to vétSinou T. Neutralni
prvek nasobeni . obvykle zna¢ime | a nazyvame jednotkovy prvek télesa T.
Prvek a™! (a # 0) nazyvame inverzni prvek k prvku a. Existuje-li celé kladné
Cislo m takové, ze ml = 0, potom nejmensi takové ¢&islo m se nazyva charakte-
ristika t&lesa T. Pokud takové m neexistuje, nazyvame T téleso charakteristiky 0
{nebo o0). Téleso realnych ¢isel budeme znadit R.

Dalsimi dilezitymi pojmy z teorie grup, jeZ budeme ve svém vykladu uZivat,
jsou podgrupa a normalni podgrupa. Je-li (M, .) grupa, M, c M, ec M, a pro
libovolné prvky a, be M, také a.b™'e M, fikame, ze M, je podgrupa v (M, .).
M, je vzhledem k nasobeni . definovanému na M grupou. Je-li navic pro kazdé
aeM abeM,b.a.b”eM, tikame, Ze M, je normalni (invariantni) podgrupa
v(M, ).

3. Pro nas nejdilezitéj§imi ptiklady grup budou podgrupy grup definovanych
nasledujicim zptisobem:

BudiZ dana mnoZina A. MnoZina { f; f je bijekce mnoZiny A na A} je vzhledem
ke skladani zobrazeni grupou. Pfipomeiime, Ze pro dvé zobrazeni f'a g je sloZenl
fog dano predplsem Pro kazdé ae A (fog)(a) = f(g(a)).

Tak napr dostaneme grupu viech posunuti v trojrozmérném prostoru (&i v ro-
ving) jako specialni t¥idu bijekci prostoru (roviny) na sebe. Popi§me nazorng, i kdy2
ne dostatetné systematicky, posunuti napf. roviny takto:

Je-1i f posunuti riizné od identity v roviné g, 4, B body z g, potom

1. A #f(A);

2. piimky Af(A), Bf (B) jsou rovnobézné;

3. usecky Af(A), Bf (B) jsou stejné dlouhé;

4. body A, B, f(A), f(B), pokud A # B, lezi v Jedne uzaviené poloroving urdené
pifimkou AB.

Jinymi slovy dsecky Af(A), Bf (B) maji tutéz velikost a stej’nou orientaci. 1den-
tické zobrazeni pokladame téZ za posunuti.

Snaha o vhodnéjsi popis posunuti nas ptivadi k pojmu vektor. Podminky 2 =4
z definice posunuti se daji nahradit podminkou, Ze UseCky Af(B) a f(4) B maji
spole¢ny stfed. Rikame, Ze tyto usedky jsou ekvipolentni.

Na zakladé poznatkil ze stiedni $koly se da ukazat, ze posunuti v rovind &
v prostoru tvofi-Abelovu grupu (oznaéme ji ) vzhledem ke skladani zobrazeni,
Vidéli jsme, Ze zadat posunuti rizné od identity znamena ptitadit ke kazdému
bodu A usetku AA' tak, aby kaZdé dvé takto ziskané uselky 4,4 a 4,4’ byly
ekvipolentni, tj. aby Usetky A, A, a A\ A, mely tyZ stied. M&jme tedy posunuti f
a n&jaké realné &islo a > 0. Sestrojme pro kazdy bod A4 bod g(A) takto:
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1. y(A) lezi na poloptimce Af(A).

2 Délka usecky Ag(A) je a-nasobek délky setky Af(A).

Po jisté namaze se da dokazat, Ze zobrazeni g takto ziskané je posunuti. Je-h
4 < (), uvazujeme v bod€ 1 polopfimku opaénou. Je-li a = 0, klademe g(4) =
tj. dostavame identické zobrazeni. Tedy ke kazdému realnému &islu a a posunuti f
jsme prifadili posunuti g, které oznalujeme téZ jako a.f Tak jsme definovali
zobrazeni (tzv. nasobeni skalarem) R x 7" — J. Pfitom se da dokazat, Ze plati
prof.ge 7, a beR (kdyZ misto sloZeni f. g piseme f + g)

V) (a.b)f = albf),

V) (@ + b)f = af + b,

V) alf +g) = of + ag,

Vo l.f=f
Proto mnozina 4 vzhledem ke skladani zobrazeni (nyni j¢ zna¢ime +) a nasobem
skalary tvoti vektorovy prostor nad télesem realnych &isel R.

4. Obecné, je-li dana Abelova grupa (G, +) a téleso T, spolu s nasobenim
skalary T x G — G splaujicim pro f,g€G a a, be T podminky V,)—V,), dosta-
vame vektorovy prostor nad télesem T. Prvky grupy (G, +) se nazyvaji vektory,
prvky t&lesa T skalary. Nulovy prvek grupy (G, +) zna¢ime o. Teorie vektorovych
prostord byla dostate¢n¢ osvétlena v algebfe. Pfipomefime jen pro nas nejdiilezi-
t&j8l skutetnosti. Je-li (G, +) vektorovy prostor nad télesem T a u,, ..., u, eG
vektory z G, fekneme, Ze tyto vektory jsou (linearné) nezavislé, kdyz plati:

Xis oo X €T, XU + . Fxuy=0=>x, =..=x =0

Jinek vektory u,, ..., u, nazyvame (linearné) zavislé. Existuji-li pro vektor v prvky
‘X0 X €T tak, Ze v = x,u, + ... + xu,, fikdme, Ze vektor v je linearni kom-
binact vektort u,, ..., u,. Jsou-li vektory u,, ..., u, nezavislé a kazdy vektor z G
Jo linearni kombinaci téchto vektori, iikame, Ze uspofadana k-tice vektord
@ = u,..,u) tvoii bazi vektorového prostoru (G, +). Potom kazda baze
v (G, +) méi k vektori. Rikame, %e¢ (G, +) je k-rozmérny vektorovy prostor.

Prostor, skladajici se z jediného vektoru o, ma za bazi prazdnou mnozinu a jeho

dimenze je 0. k-rozmérny vektorovy prostor oznadujeme vétiinou symbolem V,
(popt. W,, n&dy téz V nebo W). Cislo k nazyvame rozmérem neboli dimenze
prostoru V, a piSeme k = dim V. Da se ukazat, Ze jsou-li u, ..., u, e V, nezavislé
vektory, potom h < k a existuji vektory u, ., ..., u, takové, Ze u,, ..., u, je baze
ve V, (Steinitzova véta).

Je-li V, k-rozmérny prostor nad télesem T a je-li V podmnotZina ve V, takova, Ze

8) V%0,

b) uuveV=u-+veV,

) ueT,ueVmwyueV,
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‘ potom V je vektorovy podprostor ve V,. V ma konetnou dimenzi a dimV £ k.

Pritom dim {e} = 0.
Jsou-li V a W vektorové prostory nad tymz télesem T a plati-li pro zobrazeni
fiV-W
a,beT, uveV=fla.u+b.v)=a.f(u)+b.f(v)

tikame, Ze f je homomorfni zobrazeni prostoru V do prostoru W. Je-li f bijekce,
nazyvé se f izomorfismus prostoru V na prostor W a prostor V se nazyva izomorfni
s prostorem W. Potom f 7! je izomorfismus W na V a relace ,,byt izomorfni“ je
reflexivni, symetricka a tranzitivni na tfidé vech vektorovych prostorti nad téle-
sem T. Dulezitym ptikladem k-rozmérnych prostoril je prostor, popsany nasledu-
jicim zplsobem. ‘

Nechf T* = {(a;, ..., ); d;, ..., ¢, € T} a necht

(1) @y, na)+ M, ..nb)=(@a, +b,...a +b)
aproaeT
(2) aay,...a)=(@.a,..,a.a).

Snadno se vidi, ze vzhledem ke s¢itani + popsanému (1) a nasobeni skalarem
danému (2) je T* k-rozmérny vektorovy prostor, kde jednou z bazi je

1,0,...,0,(0,1,...,0),..,0,0, ..., 1).

Izomorfismus f k-rozmérného prostoru V, na prostor T* dostaneme takto:
Zvolime ve V, bazi u,, ..., u, a potom pro kazdy vektor veV, existuji (jedno-
znaéné urlené) prvky x,, ..., x, € T tak, Ze

(3) V= XU+ XUy
Polozimef(v) = (x,, ..., X,) a takto definované zobrazeni f: V, — T* je izomorfismus.

Rovnice tvaru (3) miZzeme pouZit pro konstrukci bazi ve V. Je-li opét u, ..., u,
baze ve V av,, ..., v,eV,, pfilemz

v, =a,,u, + a4, + ...+ a,u
V, = ag,Uy + ay,U, + .+ G,

V, =AUy oagy ot g,
pak vektory v, ..., v, jsou nezavisié, pravé kdyz matice
Uyys ooes Oy
A=| G2t !
ips woos iy
ma hodnost h. Specialng, v, . ..., v, jc bize, pravé kdyZ determinant matice A je

nenulovy (det A # ),
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5. Zabyvejme se nyni podprostory V ve vektorovém prostoru V,. Pfedng, pokud’

V,...., v, jsou vektory z V,, potom

Vi ={xv, + ... + XV X, .0, X, €T}

je vektorovy podprostor ve V, dim V' < h. Ptitom dim V' = h pravé kdyZzv,, ..., v,
Jisou nezavislé vektory. Potom v,, ..., v, tvofi bazi ve V. O prostoru V' fikame,
3¢ je generovan vektory v,,...,v,, a pifeme V' = [{v,,...,v,}] V' je nejmensi
(vzhledem k mnoZzinové inkluzi) podprostor ve V,, obsahujici vektory v,, ..., v,.
Obecngji, je-li M < V,, znadime symbolem [M] nejmensi vektorovy podprostor
ve V, obsahujici mnozinu M. [M] je roven priiniku systému & viech podprostori
V ve V, obsahujicich M. Tedy [M]= (| V. To, Ze prinik neprazdného

. V,2¥oM
systému podprostord ve V, je opét vektorovy podprostor ve V,, plyne snadno

z definice vektorového podprostoru. Specialng, m&me dva podprostory V', ¥V’
ve V,. Potom t¢z V' n V", [V’ U V"] jsou podprostory ve V, a plati

dim V' + dim V" = dim [V' U V"] + dim V' n V".

Pritom bazi ve [V' U V"] ziskime takto: Zvolime bazi ve V' nV" (pokud
V' A V" = {0}, je tato baze prazdna posloupnost) u,, ..., Ugny- v~ tuto bazi

doplnime na baze ve ¥’ a V', tj.
Ups s Ugimv aws Vs oo Ydimv — dim v v
Uy ooy Ugiy s Wis oees Wi v — dim v env

8 potom

Ups ooos Ugimv aves Yo ooos Vaimv —aimv aves Wis oo Waimve — dimv v
jebhze ve [V U V"]

6. DulleZité pouZiti ma vektorovy prostor T* pii FeSeni systémd linearnich
rovnic. Necht

A Xy + ...+ apXx, =a,
Ay Xy + oo+ ayX, = a,

(4)

je systém linearnich rovnic, ptitemz a,;€ T, a,€ T. Vime, Ze feSenim systému (4)
je kazda usporadana k-tice (b, , ..., b,) € T, pro niz plati

Reseni existuje, pravé kdyz
hodnost | ......... = hodnost| ............ , N

a toto Cislo oznacime p.
Systém

....................

nazveme systémem homogennich linearnich rovnic pfidruZzenym k (4). Systém
homogennich linearnich rovnic mé vZdy fefeni a viechna jeho feSeni tvoii vektorovy
podprostor dimenze k — p v prostoru T*. Oznalime-li tento podprostor V
a (b, ..., b)) je n&jaké feSeni systému (4), potom systém

V' = {(by, .., b) + (cys s i (cys - c) €V

je mnozinou viech fefeni systému (4).
Dal§i poznatky z algebry pfipomeneme na misté, kde jich bude potieba.
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KAPITOLA 1

AFINNI PROSTOR

Pii vykladu afinniho prostoru navazeme na latku z geometrie ze zakladni §koly.
Na- zakladni §kole se nadzorn€ objasni vyznam pojmii ,,bod*, ,,pfimka®, ,rovina®,
»prostor” a dalSich, které v geometrii pouZivame. Pak jsou zfejma i néktera
jednoducha tvrzeni, napt. Ze dvéma body prochazi pravé jedna piimka atd.
Na diikaz takovych tvrzeni se nikoho ani nenapadne ptat, a kdyby ho to napadlo,
dostalo by se mu pravdépodobné odpovédi, Ze pfilozi-li pravitko, je vidét, ze dva
body lze spojit jednou ptimkou. Pravitko by pak bylo popsano jako predmét,
ktery ‘ma hrany rovné, nebo chceme-li, ptimé. Piimka by tedy byla popsana
pomoci pravitka a pravitko pomoci pfimky. Na stfedni $kole je sice v ugebnicich ,
zminka o axidmech a axiomatickém budovani geometrie, ale celkovy ptistup opét
musi vychazet z nazoru. Vime, Ze ma-li se néjaka matematicka disciplina popsat
pfesné, neni podobny pfistup mozny. Pii pfesném budovani jakékoli matematické
teorie pouzivame axiomatickou metodu. Princip této metody spogiva v tom, Ze
mame danu jednu nebo vice zakladnich mnoZin a néjakou mnoZinu relaci pro
prvky z t&chto mnozin. Uvedené relace jsou popsany vlastnostmi, které musi tyto
relace mit. Zminéné vlastnosti se nazyvaji axiémy. Pojmy oznalujici prvky ze
zakladnich mnoZin a zminéné relace se nazyvaji primitivni pojmy. Ze sepsanych
axiomi jiZ potom viechna tvrzeni odvozujeme deduktivné. P¥ikladem matematic-
kych teorii budovanych axiomaticky jsou napi. teorie grup, okruhd, téles a vekto-
rovych prostorl, které byly probrany v algebfe. Pfi budovani jakékoli teorie
axiomatickym zplisobem muZeme postupovat dvéma cestami: bud tak, Ze pfi
budovani teorie nepoZadujeme Zadné matematické znalosti a sepieme viechny
primitivni pojmy a axiémy, nebo tak, Ze vyuZijeme nékterou teorii, kterou jsme
jiz diive axiomaticky vybudovali, a za €ast primitivnich pojmi a axidémi nové
teorie zvolime primitivni pojmy a axiomy teorie jiz vybudované. Je vidét, Zze druhy
zptsob ma tu vyhodu, Ze mliZeme pouZit véty, které jsme jiz dfive dokazali,
a vyklad tudiZ miZe postupovat daleko rychleji a ekonomiétéji. Prvni zplisob je
v algebfe napf. pouZit pfi budovani teorie grup. Budujeme-li teorii téles (komuta-
tivnich), volime za axiomy télesa jak pro operaci stitani, tak pro operaci nasobeni
axiomy Abelovy grupy. Navic ptidame zakon distributivni. Pro jednotlivé operace,
s¢itani i nasobeni, nemusime tedy jiz u téles dokazovat véty, které byly dokazany
v teorii grup.

Druhy zpisob budovani axiomatické teorie pouZijeme i my. P¥i budovani
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geometrickych teorii pouZijeme jiz znamou algebraickou teorii vektorovych pro-
stord. Proto si nejdiive uvédomime, jakym zpisobem se v geometrii vektory na
stFedni 8kole zavadéji.

Na stfedni $kole se vychazi z toho, Ze pojmy ,bod“, ,piimka“, ,rovina“ atd.
jsou znamé. Potom se fekne, Ze dvé orientované useCky AB a CD urcuji stejny
vektor, jsou-li rovnobéZné, maji-li stejny smér a stejnou velikost. MnoZinu viech
oricntovanych usefek urlujicich stejny vektor nazveme vektor. Jiny pouZivany
zplisob zavedeni vektort je ten, Ze vySetfujeme mnoZinu viech uspofadanych dvojic
bodt a fekneme, Ze dvojice (4, B) uréuje stejny vektor jako dvojice (C, D), maji-li
dvojice (A4, D) a (B, C) spoleény stfed (viz obr. 1). Vektor je pak definovan jako
mnoZina viech uspofadanych dvojic bodd, urcujicich stejny vektor. Na obr. 1 jsou
vyznafeny téZz orientované usetky AB a CD, aby bylo patrné, Ze oba zplisoby
zavedeni jsou ekvivalentni. KaZzdy vektor je urfen libovolnou uspotfadanou dvojici
bodi, kterd do n&j patii. Vektor je, jak jiZ bylo fefeno, mnoZina uspofadanych
dvojic. Kazda tato dvojice uréujici vektor se nazyvad umisténi tohoto vektoru.

Obr. 1

Vekiory v roving nebo v prostoru miZeme s¢itat a nasobit realnym &islem. S¢itani
je 'definovano tak, Ze je-li dvojice (X, Y) umisténim vektoru u a dvojice (Y, Z)
umisténim vektoru v, je dvojice (X, Z) umisténim vektoru u + v. Nasobeni realnym
Uslem je definovano tak, Ze je-li dvojice (X, Y) umisténim vektoru u, a je-li ¢ realné
tislo, ma vektor cu umisténi (X, Y'), kde Y’ je obraz bodu Y pfi stejnolehlosti
8 koeficientem ¢ a stfedem X. UkéZe se, Ze zavedené operace maji viechny vlast-
nosti, které z vysokoskolské algebry zname jako axiomy vektorového prostoru.

Na za¢htku nadeho vykladu si budeme v¥imat vlastnosti, které mohou byt
popsany pomoci vektort, aniz bychom pracovali s jejich délkami. Budou to zejména
vlastnosti, které se tykaji vzajemné polohy bodu, pfimek a rovin, poptipadé polo-
pHimek a polorovin, tedy tzv. linearnich Gtvart. Budeme je nazyvat, z divodd,
které vysvitnou pozdg&ji, afinni vlastnosti. Geometrie, kterA se jimi zabyva, se
nazyvé afinni geometrie. Jinymi slovy feteno, v prvni kapitole studujeme rovinu
nebo prostor tak, jako bychom neuméli & nemohli métit vzdalenosti. S tim
naptiklad souvisi 1 to, Ze zatim nebudeme mluvit o m&Feni Ghlu, obsahu obrazcl
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apod. Rovina &i prostor, které budou pfedmétem takto omezenych Gvah, budeme
nazyvat afinni rovina ¢i afinni prostor.

O dvou pfimkach v afinnim prostoru méZzeme fici, kdy jsou rovnob&zné. To je
tehdy, lezi-li v jedné roving, a pokud jsou rizné, tak nemaji spoleény bod. Mame-li
dvé rovnobginé Gselky (tj. Uselky leZici v rovnob&Znych ptimkach), dovedeme je
co do velikosti porovnat, aniZ bychom znali jejich délky. Podobné o takovych
usekach mOZeme zjistit, zda A’B’ je dvojnasobkem &i obecné k-nasobkem usecky
AB, poptipadg, zda je to k-ty dil \ise€ky AB, tj. (1/k)-nasobek useCky 4B, obecnéji
(p/k)-nasobek, a pomoci limitniho pfechodu n-nasobek usecky 4B, kde n je kladné
realné &islo (viz obr. 2). Mimo jiné tedy vime, kdy bod S je stfedem useCky AB.
Z toho uZ se snadno dostaneme k pojmu vektor i vektorovy prostor nad télesem
realnych Cisel.

A

m

B
Obr. 2

Dtive neZ ptistoupime k slibené axiomatické definici afinni roviny a afinniho
prostoru poznamenejme, Ze v fadé uvah nebude podstatné, Ze mame dvojrozmérny
¢i trojrozmérny prostor. VétSina Givah mliZe byt provedena tymz zpilisobem obecné
pro n-rozmérny prostor. Proto axiomaticka definice se tyka n-rozmérného afinniho
prostoru. Toto zobecnéni neni samoucelné. Umozni ziskat aplikovatelné poznatky
nejen pro studium obylejného prostoru, ktery nas obklopuje, ale téZ v jinych
oblastech matematiky i fyziky, kde potfebujeme popsat zkoumané objekty vice nez
dvéma nebo tfemi realnymi ¢isly — napi. v Minkovského ¢asoprostoru.

Pokud budeme nadale pouzivat vektorové prostory, budeme vidy automaticky
ptedpokladat, Zze jde o realné vektorové prostory. Zna¢na Cast zkoumani, ktera
budeme provadét v prvni kapitole, by §la délat stejnym zplsobem, kdybychom
misto realnych vektorovych prostort pouZivali vektorové prostory nad libovolnym
télesem T a misto realnych Cisel prvky tohoto télesa T. Jde o odstavee 1.1—1.6,
1.8, 1.12. Odstavec 1.7 je mozné také zobecnit tak, Ze misto realnych &isel vezmeme
téleso T, ale musime ptedpokladat, Ze toto téleso T neni charakteristiky 2 (tj. Ze
v ném neplati rovnost 1 + 1 = 0). V ostatnich odstavcich prvni kapitoly je pouziti
realnych ¢isel podstatné (odstavee 1.9, 1.10, 1.11) a tvrzeni v téchto odstavcich
obsaZen4 nejdou jednoduchym zpiisobem zobecnit tak, Ze bychom téleso realnych
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gisel nahradili obecnym télesem T (na nékterych mistech v téchto odstavcich je
moZné téleso realnych &isel nahradit néjakym jeho podtélesem — napt. t€lesem
racionalnich éisel).

Protoze budeme muset nadale odlisit rovinu a prostor, ktery zname ze stfedni
8koly, od prostord, které dale zavedeme, budeme rovinu, resp. prostor znamy
ze stfedni Skoly nazyvat fyzikalni rovina, resp. fyzikalni prostor. Tento nazev by
mél vystihovat to, Ze pii zavadéni pojm@ a v&t v tomto prostoru se vyuziva fyzikal-
nich pojmd a prostoru, v kterém Zijeme, napi. pfimka se v podstaté bere jako
draha svételného paprsku apod. Tento fyzikalni prostor bude pro nas velmi
dableZity. Pii budovani geometrie budeme totiZz nazorné pfedstavy stale pouzivat.
Musime si viak uvédomit, ze nazorna piedstava nas mlze piivést jenom k tomu,
jaké pojmy se maji zavadét, poptipadé k tomu, jaké véty pro tyto pojmy budou
platit. V zadtém piipadg viak nelze vynechat ditkaz véty s odiivodnénim: Z obrazku
je ztejmé, Ze .... Kazdou vétu je nutno deduktivné dokazat z axiomil nebo z vét
jiz dokazanych. I u jednoduchych tvrzeni, ktera nebudou dokazovana a jejichZ
dtikaz bude pfenechan ¢tenafi jako cvideni, je nutné, aby kazdy provedl skutetné
deduktivni diikaz a nespokojil se s nakreslenim obrazku.

1.1. Zakladni vlastnosti afinniho prostoru

Jak uZz jsme uvedli na pocatku kapitoly, budeme v tomto odstavci, stejné jako
v celé ugebnici, pracovat jen s reAlnymi vektorovymi prostory. Cely tento odstavec
by viak zistal v platnosti, kdybychom nadale misto mnoZiny realnych cisel brali
libovolné téleso T a misto realného vektorového prostoru vektorovy prostor nad
télesem T.

PFi zavedeni afinniho prostoru budeme vychazet ze znamych vlastnosti bodu
a vektord v roving, které byly uvedeny na pocatku kapitoly, to znamena, Ze
budeme axiomaticky budovat geometrii tak, aby poznatky v na$i nové budované
geometrii byly v souladu s poznatky z geometrie, které zname ze stfedni $koly.
PFitom pochopiteiné pfi zavadéni novych pojmi nebo pii diikazech novych vét se
nebudeme o stiedoSkolskou geometrii opirat, ale budeme pouZivat jen definice
a vety které jsme jiZ vyslovili (a dokazali). PouZijeme pfitom axiomaticky pfistup
s velmi jednoduchym systémem axiomu. Primitivnimi pojmy budou: body, vektory
a zobrazeni ptifazujici kaZzdym dvéma bodim vektor. Za axiémy vezmeme nasle-
dujici dvé vlastnosti, které ve fyzikalnim prostoru jsou ziejmé:

L. Jsou-li X, Y, Z libovolné body, pak secteme-li vektor uréeny dvojici (X, Y)
s vektorem uréenym dvojici (Y, Z), dostavame vektor urCeny dvojici (X, Z).

II. Zvolime-li pevn& po&atek P, pak ptifadime-li kazdému bodu X vektor
s potitkem P a koncovym bodem X (tzv. radiusvektor bodu X), dostavame
vzajemnd jednoznagné zobrazeni mnoZiny viech bodli na mnoZinu viech vektord.

18

Nyni jiz mizZeme vyslovit definici afinniho prostoru. V této definici v podstaté
jen zopakujeme, co jsme jiz uvedli, pfitom zobrazeni, které kazdé dvojici bodd
ptifadi vektor touto dvojici ur€eny, budeme oznacovat symbolem f.

Definice 1.1.1. M&me danu neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V,
dimenze n a zobrazeni f mnoZiny A x A do prostoru V,. Trojici (A,V,,f)
nazyvame n-rozmérny afinni prostor, jestlize plati:

1. Prokazdé X, Y, Ze A je f(X,Y) + f(Y, Z) = f(X, 2Z).

2. Existuje P € A tak, Ze zobrazeni f, mnoZiny A do prostoru V,, pfifazujici
kazdému X e A vektor f(P, X), je vzajemné jednoznalné.

Mnozinu A nazyvame nositel afinniho prostoru, vektorovy prostor V, nazy-
vame jeho zaméfeni. Afinni prostor (A, V,,f) oznatujeme symbolem A . Prvky
mnoziny A nazyvame body afinniho prostoru. Afinni prostor dimenze 1 nazyvame
afinni pFimka, afinni prostor dimenze 2 nazyvame afinni rovina.

Pozndamka 1. V ptipad€, ze bychom v definici afinniho prostoru pouzili vekto-
rovy prostor nad libovolnym t&lesem T, nazyvali bychom pfislusny afinni prostor
afinni prostor nad télesem T. Afinni prostor zavedeny v definici 1.1.1 bychom pak
nazyvali redlny afinni prostor.

Pozndmka 2. Vime, Ze zvla§tnim piipadem vektorového prostoru je tzv. trivialni
vektorovy prostor obsahujici pravé jeden vektor — nulovy vektor. Dimenze tohoto
vektorového prostoru se definitoricky klade rovna nule. Bud nyni {X} libovolna
jednoprvkova mnozZina obsahujici jediny prvek X a V bud zminény trividlni
vektorovy prostor. Kartézsky soudin {X} x {X} obsahuje jedinou dvojici (X, X).
Ptitadime-li této dvojici vektor o€V, je tim definovano zobrazeni f mnoZziny
{X} x {X} do V. Je ztejmé, Ze trojice ({X}, V,f) je afinni prostor dimenze 0.
Je-li obracent (A, V, f) afinni prostor dimenze 0, musi byt vektorovy prostor V
trivialni a mnozina A musi byt jednoprvkova (podle bodu 2 z definice 1.1.1 existuje
vzajemné jednoznainé zobrazeni mmnoZiny A na mnoZinu V), to znamena, e
mizeme psit A = {X}, a zobrazeni f pak musi byt definovano piedpisem

f&XX=o.

Vlastnost, Zze X je bodem afinniho prostoru A, budeme nadale Zaplsovat ve
tvaru X € A, tj. pouZivame k zapisu uvedené vlastnostl stejného symbolu, ktery
se pouZiva pro vyjadieni toho, Ze prvek patfi do n&jaké mnoziny. V naSem piipadé
viak to, Ze X je bodem prostoru A, znamena, Ze X je prvkem mnoZiny A.

Pozndmka 3. Snadno se piesvédCime, Ze v afinnim prostoru je vlastnost 2
definice 1.1.1 splnéna pro kazdy bod Pe A,. JestliZe si totiZ sestrojime pro body
P,PeA, piisluina zobrazeni f,, f5 (tj. pro kazdy bod X €A, klademe f,(X) =
= f(P, X), resp. f3(X) = f(P, X)), miZzeme se piesvédSit, Ze je-li zobrazeni S vzZa-

jemné jednozna¢né zobrazeni mnoZiny A do prostoru V,, je i zobrazeni f; vzajemné
jednoznatné. To je patrné z toho, %c podle vlastnosti 1 z definice 1.1.1 je
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Jp(X) = f(P, P) + fp(X) pro kazdy bod X e A, a tudiZ zobrazeni f; je slozenim
zobrazeni f, se zobrazenim ¢ prostoru V, na sebe, pfifazujicim kazdému vektoru
x eV, vektor x + f(P, P). ProtoZe ob& zobrazeni f, i ¢ jsou vzajemné jednoznadna,
je i jejich slozeni — zobrazeni f; vzajemné jednoznadné.

Budeme-li miti dan pevny afinni prostor A,, budeme nadale prc kazdé dva
body X, Ye A, zapisovat vektor f(X, Y) ve tvaru Y — X. To znamena, Ze pismeno f’
vlastng nahradime relaénim znaménkem ,,—“. Afinni prostor A, pak budeme psat
ve tvaru A, = (A, ¥V, ,,—*). Zapis pouZittho zobrazeni pomoci pismena f, popfi-
padé pomoci jiného pismena, budeme pouzivat jen tehdy, budeme-li zkoumat dva
afinni prostory majici stejnou mnoZinu A i vektorovy prostor V, -a lifici se
v zobrazeni f (tento pfipad nastane vétSinou jen v piikladech a cviCenich).

Ponékud méné piesné, ale snad o néco nazorngji by bylo moZno definici
afinniho prostoru vyslovit v tomto tvaru: MnoZinu A nazyvame afinnim prostorem
dimenze n, jestlize kazdym dvéma bodim X, Ye A je pfifazen vektor oznalovany
Y — X z daného vektorového prostoru V,, pticemz plati:

L(Y-X)+(Z—-Y)=Z — X,prokazdé tiibody X, Y, Ze A

2. Existuje P e A tak, Ze ke kazdému vektoru u eV, existuje pravé jeden bod
XeA,prokteryplati X — P = u.

Neptesnost pravé vyslovené definice spociva v tom, Ze mame-li danu mnoZinu A,
muZeme ji doplnit na trojici (A, V,,f) (viz definice 1.1.1) mnoha zplsoby. Jak
uvidime i v pfikladech 1 a 3, miZe se stat, Ze budou-li (A, V,,f') a (A, V., f")
dvé takové trojice, miZze byt trojice (A, V., f’) afinnim prostorem, zatimco trojice
(A, V., f} afinnim prostorem nebude. Proto nelze prohlaSovat, Ze mnoZina A je
nebo neni afinnim prostorem tak, jak to bylo pravé uvedeno v textu, ale vidy
musime brat v Gvahu i vektorovy prostor V, a (to hlavng) zobrazeni f.

Abychom co nejlépe pochopili pojem afinni prostor, uvedeme nyni né&kolik
piiklada.

Priklad 1. M&me danu trojici (A, V,,f), pfi¢emz A = R" (mnoZina viech
n-tic realnych &isel) a V, = R” (operace vektorového prostoru jsou na R" definovany
obvyklym zpiisobem — tj. prou = (u,, ..., u,),v = (v;, ..., 0,), U, vER" jeu + v =
=(u, +v,,....,u, +v)aproteRjetu = (tu,, ..., tu,). Zobrazeni f necht kazdym
dvéma bodim X, Ye A, X = (x,, ..., x,), Y= (y,, ..., y,) pfifazuje vektor f(X, Y) =
=(y, — X;5 ..., ¥, — X,). Potom je

SJX, )+ 1Y, 2Z) =
=0 =X Y X) @ Y s 5 V) =
=(z, — X, o0 2, — X)) = f(X, Z).

To znamena, Ze zobrazeni f spliiuje vlastnost 1 z definice afinniho prostoru. Je-li
PeA,P=(p,,...p)aueV,  u=(u,,..,u,) pak pro to, aby bylo f(P, X) = u,
musi byt (x, = p,, ..o, X, = p) =(uy, .., u,) atedy x, =p,+u,i=1..,n Ke
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kazdému vektoru u e V, tudiz existuje pravé jeden bod X € A tak, e je f(P, X) = u.
Zobrazeni J ma tedy i vlastnost 2 z definice afinniho prostoru a trojice (A, V_, f)
Je tedy afinni prostor. '

Pfiklad 2. Polozme A=R3 V=R a pro X,YeA, X = (x1s Xz, X3)
Y = (51, v2,¥) pmE f(X, Y) = (x, — y3,%, — y,) 3

Snadno se piesvédcime, Ze trojice (A, V... f) splituje vlastnost 1 z definice afinniho
prostoru a nesplituje vlastnost 2, nebot zobrazeni Jp (viz definice 1.1.1) je sice
zobrazeni mnoZiny A x A na V, ale neni to zobrazent prosté (pro X = (x,, x,, x,),
Z = (x4, X3, 2) je fp(X) = f(Z), a pitom je X # Z pro Xy 7 z).

Pfiklad 3. Polozme A = R*, V = R? a pro X, YeA, X = (x1, %5, x3), Y=
= (V1> Y2, ¥3) piSme /(X, Y) = (*y — s, Xy = V3s X3 — ¥y)- ‘

.Lze ukazat, Ze trojice (A, V, f) nespliiuje vlastnost 1 z definice afinniho prostoru.
Ptitom vlastnost 2 je splnéna. Trojice (A, V,f) tedy, stejné jako v prikladu 2,
neni afinni prostor. .

Piiklad 4. Polozme A = {(x,, x,) e R2; x, > 0],V = R?a pro kazdé X. Ye A
X = (x,, %), Y= (3. y,) pime ’

1) fX,7)= (x, — y, + log (x2/y) X, —y, —log (%2/y,))-
Ma se zjistit, zda trojice (A, V, f) je afinni prostor.

.Reiem': Budeme ovétovat vlastnosti 1 a 2 z definice 1.1.1. Dosazenim do 1)
vyjadtime f(Y, Z). Tento vyraz seéteme s S(X, Y). PouZijeme-li ziejmého tvrzeni
log (x,/y,) + log(y,/z,) = log(x,/z,), vidime, ?e¢ vlastnost 1 z definice 1.1.1 je
splnéna. Pro PeA, P = (P15 py) Je f(P,X) = (p, — x; + log(p,/x,), p, — x, —
— log(p,/x,)). Zvolme ueV, u = (u;,u,) a hledejme X € A tak, aby bylo f(P, X) = u.

K tomu musi byt
Py — x; + log(p,/x,) = u,
P, — x; — log(p,/x,) = u,.
Sectenim, resp. odeétenim t&chto rovnic ziskame
2p, — 2%, = u, + u,
2log(p,/x,) = u; — u,.
Odtud ekvivalentnimi upravami dostaneme

X, = (1/2) (2p1 - U, - uz)’
X, = p,. 10W=m2,

Yidime, Ze zobrazen( f splfuje i druhou viastnost z definice 1.1.1, a trojice (A, V, f)
Je tedy dvojrozmérny afinni prostor.
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Od této chvile budeme pfedpokladat, Ze symbol A, oznacuje dany afinni prostor
§ mnoZinou bodli A a se zamé&fenim V,, tj. A, =(A,V,,,,—*). Z vlastnosti 2
definice 1.1.1 vyplyva, Ze k danému bodu X e A, a k danému vektoru ueV,
existuje pravé jeden bod Ye A, tak, ¢ Y— X = u. Bod Y budeme oznacovat
X + u, tj. budeme psat Y= X + u. Pro body X, Ye A, a vektor ueV, tedy plati
rovnost Y= X + u pravé tehdy, je-li Y — X = u. Misto Y + (—u) budeme nadale
psat jen Y — u. K bodu miiZzeme tedy, podle zavedeni operace ,,+*, pfi¢ist vektor
(nebo odedist vektor od bodu) a vysledkem je opét bod afinniho prostoru. Oviem
napf. vyraz u — Y neni definovan a nelze mu dat zadny rozumny smysl (prave tak
jako vyrazu X + Y, kde X, Ye A)).

Pozndmka 4. Musime si uvdomit, Ze z toho, Ze vektor f(X,Y) zapisujeme
ve tvaru rozdilu Y — X, nikterak neplyne, Ze bychom na pocitani s body afinniho
prostoru, poptipadé s vektory zaméfeni tohoto afinniho prostoru, mohli pienaset
pravidla poditani, kterda pro symboly +, — plati napf. v teorii realnych &isel.
Pt odvozovani pofetnich pravidel pro nyni zavedené symboly +, — musime
diisledn® vychazet jen z vlastnosti 1,2 z definice 1.1.1. Pocetni pravidla dava
véta 1.1.1, kterou nyni vyslovime a dokaZeme. Tato pocetni pravidla budou nadale
pouZivina zcela automaticky bez jakychkoli odkazl. Kazdy proto udéla dobre,
kdyZ se zmin&na pravidla dokonale naudi.

Véta 1.1.1. Budte 4,B,C,DeA,, u,veV,. Necht dale o je nulovy vektor
v prostoru V,. Potom plati:

l.A-A=o0

2 A-B=—-(B-4)

3.A4+uy—B=(A—-B)+u

4 B-(A+uy=(B—4) —u

5A+uy+v=A+@u+v

6. (A—B)+(C—D)= (A~ D)+ (C— B)

7A—-B=D-C<« A-D=B-C

8. A+tu=B+v<e A—-B=v-—u

Ditkaz. Podle vlastnosti 1 z definice 1.1.1 je
(A—A)+(A—-A)=(A4-— A)

Pti¢teme-li k ob&ma stranam rovnosti vektor opa¢ny k vektoru 4 — A, doétévéme
tvrzeni 1. Dale je (opét viz vlastnost 1 definice 1.1.1)

(A-B)+(B-A)=B—-B=o.

Odtud jiz plyne tvrzeni 2. Oznalime-li A + u = E, je rovnost 3 ekvivalentni
rovnosti E — B = (4 — B) + (E — A), col je opét disledek vlastnosti 1 2z defi-
nice 1.1.1. Najdeme-li opaény vektor k ob&ma stranim rovnosti 3 a pouZijeme-li
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pfi tom rovnost 2, dostavame rovnost 4. Oznadili jsme A + u = E, oznaCime
Jesté E + v = F. Rovnost 5 je pak ekvivalentni rovnosti

F=A+(E— A+ (F-E),

ktera opét okamzit& vyplyva z vlastnosti 1 z definice 1.1.1. Z té%e vlastnosti vyplyva
irovnost 6:
(A-B)+(C-D)=(A-B)+(B-D)+(D—-B)+(C—D)=
; =(A-D)+(C - B) .

Bude-li leva strana rovnosti 6 nulovy vektor, bude i jeji prava strana nulovy vektor
a z rovnosti 6 dostavame vztah 7. Rovnost A — B = v — u je ekvivalentni rovnosti
A = B + (v — u). Pfi¢tenim u (podle 5) dostavame, 7¢ A + u = B + v.

Cviteni

V kazdém z nasledujicich prikladii je zadana mnozina A, vektorovy prostor V,
a zobrazeni f mnoZiny A x A do prostoru V,. MnoZina A je vZdy zadana jako
podmnozina prostoru R™. Vektorovy prostor V, je ve viech ptipadech prostor R"
s operacemi definovanymi obvyklym zpisobem. Ptitom &isla m a n nejsou samo-
ztejmé ve viech piikladech stejna. Zobrazeni f piifazuje kazdym dvéma bodiim
X,YeA, X =(x, ..., x,), Y= (y,, ..., ) vektor (X, Y), ktery je v zadani tako-
vého pfikladu uréen. Ovéite, zda trojice (A, V,.f) je afinni prostor, popiipads
které vlastnosti z definice 1.1.1 jsou splnény, a které ne.
LA=R.Y, =R (X, Y) = (X, — y;, %, — V3, X3 — V3, X5 — P,).
2 A = {(x;, x)eR:|x | < L|x, | < 1LV, = REA(X, Y) = (x; — y,.x, — 3,)
3 A ={(x;, x)eRyx, = xILV, =R f(X,Y) = x, — y,.
4 A= {(x,x)eR%x, =x}},V, =R f(X,Y) = x, — y,.

5. A ={(x;,x)eR% x} + x] =1},V, =R f(X, V) = x, — y,.
6. A = {(x;, x;)eR* x}/a® — x}/b* =1}, V, = R f(X, Y) = Xy — Yy
7o A ={(x;,x,)eR* x}/a® — x}[b> =1, x, <0}, V, =R, f(X, Y) = x, — Vs
8. A = {(x),x))eR? x}/a> — x}/b* =1, x, <0}, V, =R, f(X,Y) = X, =y,
9. A=RLV, = R%f(X, ) = (x, — y,, xt — y&), k cele.
10. A=R%V, =R% f(X,Y) = (x, — y,, (x, — y,)") k celé.
1. A= {(x,,x,)eR% x, > 0},V, = R?,
I

~

» Y) = (log(x,/y,), x; — y; — (1/x,) + (1/y,)).
12. A=R%V, =R f(X, Y) = (x,3,, X,),).
13. A =R,V =R’
f(—’; (})’) =(x; —y; —(1/x,) + (1/ya), x; =y, + (1/x,) = (1/y,)) pro x, # 0,
Y2 >
f.(X, Y)=(x, =y, —(I/x,), x, — y, + (1/x,)) prox, #0,y, =0,
./.(X, Y)=(x, — WAy x, =y - (1/y,)) pro x, = 0, ¥, #0,
J(X, Y)=(x1_ylvxl'yl‘)pr()xz:yz:()' ’
4. A=RV,=R[(X.Y)=2x, = y)+|x, —y|.
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1.2. Linearni soustava souradnic

Nyni zavedeme do afinniho prostoru soufadnice. Vime, Ze soufadnice v roving,
kterou nazyvame fyzikalni rovina, se zavadéji jiz na sttedni $kole. Zpisob, ktery
zvolime, bude prirozenym zobecnénim zplisobu pouZitého pfi zavadéni soutfadnic
na stfedni Skole.

Ted budeme vySetfovat afinni prostor A, kde n = 1. M¢jme nyni zvolen bod
PeA, a bazi u,, ..., u, zaméfeni V,. Kazdému bodu X € A, je piifazen vektor
X — PeV, a kazdému vektoru a eV, je pfifazena n-tice (a,, ..., a,) realnych Cisel
tak, e @ = a,u, + ... + a,u,. Tudiz ke kazdému bodu X €A, je urgeno n &isel
Xy, ... X, € Rtak, Ze

) X —P=xu, +..+xu,

a zobrazeni, které kazdému bodu X pfifadi n-tici (x,, ..., x,) definovanou vztahem
(1), je ztejme vzajemné jednoznalné zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu R". Vidime,
%e sestrojené zobrazeni je ureno bodem P a vektory u,, ..., u, (ty oviem musi
tvoFit bazi prostoru V).

Definice 1.2.1. Bud P A, a {u,, ..., u,> bud baze V,. Potom (n + 1)-tici
) A = (P;uy,....u)
nazyvame repér v prostoru A, .

Prvky tvofici repér (jeden bod a n vektori) budeme tedy psat do stejnych
zavorek, do kterych jsme psali vektory baze vektorového prostoru.

Definice 1.2.2. M&jme v prostoru A, dan repér # (viz (2)). Zobrazeni &, které
kazdému bodu X e A, ptifadi n-tici (x,,...,x,) definovanou vztahem (1), na-
zyvame linedrni soustava soufadnic urCena repérem . (£ je zobrazeni mnoZiny A
na mnoZinu R") Bod P nazyvame pocdtek soustavy soutadnic %, vektory u,, ..., u,
nazyvame soufadnicové vektory této soustavy. Cisla x,, ..., x, nazyvame soufadnice
bodu X v linearni soustavé soufadnic &.

PFimo ze zavedeni linearni soustavy soutadnic vyplyva, Ze vechny soufadnice
potatku jsou rovny nule (je P — P = o).
Je zfejmé, Ze vztah (1) nyni miizeme zapsat pomoci Z:

3) LX) = (X155 %,)

Bude-li linearni soustava soutadnic % pevné dana (tj. nebudeme-li v priabéhu
zkouméani volit jiné linearni soustavy soufadnic), nedojde k nedorozuméni,

budeme-li misto vztahu (3) psat jen

4 X =[x,,....x,]
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Pravé napsand rovnost znamena tedy totéz co rovnost (3) a nelze ji chapat
tak, Zze bod X je roven n-tici (x,, ..., x,). Z téchto dtvodi neni zapis (4) pravé nej-
vhodnéj8i (znaménko ,,=“ ve vztahu (4) neznamena rovnost), ale protoze je jiz
VZity a pouZivany, nebudeme ho ménit. Soufadnice bodu budeme tedy na rozdil
od soufadnic vektoru psat do hranatych zavorek.

Bude-li nyni ve zvolené linearni soustavé soufadnic & prostoru A, X =
=[x;s0 % Y=[y,...,y,),bude X = Y=(X —P)— (Y- P)=xu, + ... +
+ xu, — (y,u, + ... +y.u,), atedy

X—-Y=(x,—-y)u +..+(x,—y)u,.
Tuto rovnost zapisujeme (jak vime z algebry) ve tvaru

X-Y= (xl Vi s Xy —y,,)

Zde opét znaménko ,,=* neznamena rovnost, ale vzhledem k tomu, Ze se tento
zplsob oznadovani Casto pouZiva, pouZije se i zde. Bude-li nyni @aeV,, a=
=(a;,...,a,) v bazi u,,...,u,, pak rovnost X — Y = a plati pravé tehdy, je-li
X, = Yy = Qys ...y X, — Y, = a,. TudiZ rovnost X = Y + a plati pravé tehdy, je-li
x;=y;+a, i=1,...,n. Nyni bychom jiz snadno mohli dokazat vétu 1.1.1,
nebof je ziejmé, Ze v kazdé z dokazovanych rovnosti 1, ..., 8 maji ob¢ strany stejné
soufadnice.

Poznamka 1. Protoze, jak je vidét, se Casto stane, Ze budeme pocitat se
soufadnicemi bodd v linearni soustavé soufadnic ¥ dané repérem £ =
= (P;u,,...,u,> a zaroven se soutadnicemi vektord v bazi {u,, ..., u,>, budeme
soufadnice vektoru v bazi {u,, ..., u,) také nazyvat jeho soufadnicemi v linearni
soustavé soufadnic . Také budeme dale vZdy piedpokladat, Z¢ budeme-li pocitat se
soufadnicemi bodl v dané linearni soustavé soufadnic &, budeme automaticky
brat soufadnice vektorli v téZze linearni soustavé soufadnic. A nakonec v zajmu
stru¢nosti budeme misto linearni soustava soufadnic % fikat jen struné soustava
soufadnic % nebo jeSté struCnéji jen soustava &. S jinymi neZ linearnimi
soustavami soufadnic totiz pracovat nebudeme, a proto tato umluva nemiZe
zplsobit Zddné nejasnosti.

Musime si uvédomit, Ze linearni soustava soufadnic je pomocny pojem a Ze
ji mizeme v afinnim prostoru zvolit mnoha réznymi zpisoby. O tom bude
pojednano v odstavci 1.12. I kdyZz budeme soustavy soufadnic hojné vyuZivat,
budou nas zajimat jen ty vlastnosti pojmi, které nebudou zaviset na volbé
soustavy soufadnic — tyto pojmy a vlastnosti budeme nazyvat geometrické.

Ptedpokladejme nyni, Z¢ mame dano n&jaké zobrazeni £’ mnoZiny A bodt
afinniho prostoru A, do mnoZiny R". Budeme zkoumat, kdy toto zobrazeni

je line4rni soustavou soufadnic na prostoru A,. KaZda linearni soustava soufadnic

ma svlij podatek. Musi tedy existovat bod P tak, ze Z'(P) = (0,...,0) (tj. &£'(P)
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je nulova n-tice v R"). Piifadime-li nyni kazdému vektoru x e V, n-tici (P + x),
musi tato n-tice udavat soufadnice vektoru x v n€jaké bazi u,, ..., u, prostoru V,,
a tedy zobrazeni prostoru V, do prostoru R" pfifazujici kazdému vektoru
xeV, n-tici Z(P + x) musi byt izomorfismus. Snadno se pfesvédCime, Ze
ziskané nutné podminky pro to, aby dané zobrazeni £’ prostoru A, do prostoru R"
bylo linearni soustavou soufadnic na prostoru A, jsou i postatujici: Necht tedy
pro uvaZované zobrazeni &’ plati:

1. Existuje bod P e A tak, ze Z'(P) = (0, ..., 0).

2. Zobrazeni f* prostoru V, do prostoru R" pfifazujici kazdému vektoru

x eV, n-tici £'(P + x) je izomorfismus.

Oznaéme e; e R" vektor majici na i-tém misté ¢islo 1 a na ostatnich mistech
nuly. Polozme u, = (f)"'(e), i =1,...,n (tj. vektor u; je vzorem vektoru e,
pfi zobrazeni f’). ProtoZe zobrazeni f' je izomorfismus, tvofi vektory u,, i =
= 1,...,n bazi prostoru V,. PfesvédCime se, Ze linearni soutsava & urceni
repérem &£ = (P;u,...,u,> splyva se zobrazenim #’. Skutetng, je-li Z(X)=
=Xy, Xy o X —P=xu, + ...+ xu,j LX)= L(X — P) + P) =
= (X — P)=x,e, + ... + x,e, = (x,, ..., X,). Pravé provedeny dtkaz zaroven
déva zpisob, jakym se najdou vektory u,, ..., u, z hledaného repéru %, je-li linearni
soustava soufadnic £ dana jako pfimo piedepsané zobrazeni.

Ptiklad 1. Bud A, = (A, V,,,—“) afinni prostor zavedeny. v piikladu 4 z od-
stavee 1.1, tj. A = {(x,,x,)eR*; x, > 0}, V=R*apro X = (x,,X,), Y = (y;, y,)
jeY—X =(x; —y, + log(x,/y;), x, — y; — log(x,/y,)). Zjistéte, zda zobra-
zeni &, &', £ mnoziny A do R? jsou linearni soustavy soufadnic v A,. Pfitom
zobrazeni &, &', &" jsou pro X = (x,, x,) definovana piedpisy

LX) = (xl, xz)’
LX) = (x;,1l0gx,),
L' X) = (2x, + 1, x, — 1/x,).

Reseni. Jako prvni krok musime ve viech pfipadech hledat bod P, ktery se
zobrazi na dvojici (0, 0). Aby bylo Z(P) = (0, 0), muselo by byt P = (0, 0), coZ neni
mozné, protoze (0,0)¢ A. Tudiz zobrazeni £ neni linearni soustavou soufadnic.
Aby bylo Z'(P) = (0,0), musi zfejm& byt P = (0, 1). Dalsi &ist postupu, ktery
jsme jiz pfed timto prikladem obecné provedli, je sestrojeni zobrazeni f” prostoru R?
(v naem ptipad® je R? zamétenim A,) do R2 Toto zobrazeni je definovano
predpisem '

)= L P + x).

Vypotitejme nejdiive Y = P + x. Necht Y = (y,, y,). Aby bylo x = Y — P, musi
byt
x=(—y, +log(l/y,), =y, —log(1/y,)).
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Necht nyni x = (x,, x,). Musi tedy byt

X, = —y, —logy,,
X, = —y; +logy,.

Odtud plyne

y= —(1/2)(x, + x,),
Yy = 104/ —x1)

Nyni je Z'(Y) = (y,, log y,) = (—(1/2) (x, + x,) (1/2) (x, — x,)). Tim je dano zobra-
zeni f' — vektoru x = (x,,x,) pfifazuje vypoéitanou dvojici Z'(Y). Snadno jiz
ovéfime, Ze toto zobrazeni je izomorfismus prostoru R? do sebe, a zobrazeni &’
Je tédy linearni soustava soufadnic v A, . Podobng jako zobrazeni &’ prozkoumame
1 zobrazeni £”. K tomu, aby bylo £"(P) = (0, 0) pro PeA,, P =(p,,p,), je
nutneé a stadi, aby 2p, + 1 =0a p, — 1/p, = 0, a protoze musi byt p, > 0, dosta-
vame P =(-1/2,1). Pro xeR? x =(x,,x,) opét oznadime Y=P + x, Y =
= (y,,¥,). Stejné jako v ptipadé zobrazeni &’ dostaneme

x=(-1/2 =y, +log(l/y,), —1/2 — y, — log(1/y,)),
yi=—(1/2)(1 + x, + x,),
Y, = 10(1/2><x2—x1),

L) = Qyy + 1y, = 1Y) = (—x, — 3, 10050
— 100121 —xz))_

Polozime-li f'(x) = £"(Y), snadno se piesvédéime, ze S’ neni izomorfismus: napf.
pro a =(0,2), b=(0,4) je b=2.a, a ptitom f'(a) = (2,10 — 1/10), f'(b) =
=(—4,100 — 1/100), a tudiz f'(b) # 2f'(a). Zobrazeni #" tudiz neni linearni
soustava soufadnic v roviné A, .

Cviteni

1. Afinni prostor bud dan podle cvideni 3 z odstavce 1.1. Vysetiete, zda zobra-
zeni f ptifazujici kazdému bodu (x,, x,)e A &islo a) 1 + x,, b) \/Z, ) X,/x,
pro x, # 0 a &slo 0 pro x, =0, d) x;/Xx, pro x, #0 a &islo 0 pro x, =0,
e) 3 — 2x, je linearni soustava soufadnic.

2. Afinni prostor bud dan podle cviteni 7 z odstavee 1.1. Vysettete, zda zobrazeni f
prifazujici kazdému bodu (x,, x,) € A &islo a) 5 + 2x,, b) x,, ©) /(x3/a®) — 1,
d) x3a® — x?x,b® — 1 je linearni soustava soufadnic.

3. Afinni prostor bud dan podle cviteni 9 z odstavce 1.1 (k je pfirozené a liché).
VySetiete, zda zobrazeni f ptifazujici kazdému bodu (x,,x,)€ A dvojici
tisel'a) (x, + x5, x, = x4), b) (1 + x,, 1 4+ x, + x£), ) (x%, x,) je linearni
soustava soutadnic.

27



4, Afinni prostor bud dan podle cviteni 11 z odstavee 1.1. VySetiete, zda
zobrazeni f ptifazujici kazdému bodu (x,, x,)e A dvojici &isel a) (x;, x,),
b) (logx,, x, — 1/x;), ©) (x;, logx,), d) (log(x310*/10"?), log(1/x3)) je
linearni soustava soufadnic.

1.3. Podprostory afinniho prostoru

Pojem podprostor afinniho prostoru je zobecnénim zndmych pojmt piimky

a roviny v trojrozmérném fyzikalnim prostoru. Vime, Ze je-li u smérovy vektor

n&jaké pfimky, pak vektor, uréeny libovolnou dvojici bodii uvazované pfimky, je

nisobkem vektoru u. Je-li Y libovolny bod pfimky, tvoii pfimku vSechny body X,

pro néZ plati X = Y + tu, kde ¢ je realné &islo. Podobné rovina v trojrozmérném

[yzikalnim prostoru je urena bodem Y a dvéma linearné nezavislymi vektory u, v.

Tuto rovinu pak tvofi vSechuy body X, pro néz plati X = Y + tu + sv. Vidime,

Ze jak ptimka, tak rovina ve fyzikalnim prostoru maji nasledujici vlastnosti:

1. Vektor, uréeny kaZdymi dvéma body piimky, resp. roviny, lezi v daném
vektorovém prostoru V. (V piipadé pfimky tvoti vektorovy prostor V viechny
nasobky vektoru w, v piipad® roviny tvofi vektorovy prostor V vSechny
linearni kombinace vektort u, v.)

2. Je-li Y bod pfimky, resp. roviny a w je prvek popsaného vektorového prostoru V,
je bod X = Y + w opét bod ptimky, resp. roviny.

Pomoci pravé uvedenych vlastnosti 1, 2 budeme nyni definovat podprostory

afinniho prostoru.

Definice 1.3.1. Bud A, = (A, V,,, f) afinni prostor. Neprazdnou podmnozinou A
mnoZiny A nazyvame podprostor dimenze k afinniho prostoru A,, jestlize existuje
podprostorV, dimenze k zaméfeni V, tak, Ze

1. pro kazdé dva body X, YeAje X — YeV,; :

2. pro kazdy bod Ye A a pro kazdy vektor ueV, je Y + ue A. Vektorovy
prostor V, pak nazyvame zaméieni podprostoru A.

Z pravé vyslovené definice vyplyva, ze kazdy bod afinniho prostoru A,
(pFesngji kazda jednobodova podmnoZina mnoziny A) je podprostorem dimenze 0
prostoru A,. Vektorovy prostor V, je v tomto piipad& ‘trivialni podprostor
prostoru V, obsahujici pravé jen nulovy vektor. Z definice 1.3.1. je téZ ziejmé, Ze
pro kazdy podprostor A dimenze k afinniho prostoru A, plati 0 < k < n.

Pozndmka 1. Zachovame-li oznaCeni pouzité v definici 1.3.1, pak ptitadime-li
ka%dé dvojici (X, Y)e A x A vektor Y — X eV,, dostavame zobrazeni mnoZiny
A x A do prostoru V,. Oznatme toto zobrazeni f. Ziejm& zobrazeni [ je
restrikei zobrazeni f z definice 1.1.1 na mnoZinu A x A (t]. je to zobrazeni f, jehoZ de-
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finiéni obor jsme omezili na mnoZinu A x A). Z vlastnosti 1,2 z definice 1.3.1
a z vlastnosti afinniho prostoru (vlastnosti 1,2 z definice 1.1.1) vyplyva, Ze trojice
(A,V,, /) je afinnim prostorem dimenze k. Z kazdého podprostoru A afinniho
prostoru A, miZeme tedy timto zplsobem téz udélat afinni prostor, tj. doplnit ho
na trojici (A, V,, f). To je téZ v souladu s poznamkou 2 k definici 1.1.1. Odtud
tedy vyplyva, ze kazdy pojem, ktery zavedeme v afinnim prostoru, miZzeme
také zavést v kazdém podprostoru afinniho prostoru. Napi. linearni soustavu
soufadnic, kterou jsme definovali v afinnim prostoru, miZeme také zavést
v podprostoru afinniho prostoru — na to bude je§t€ upozornéno v souvislosti
s definici 1.3.3. Pravé tak vSechny véty, které' dokazeme v afinnim prostoru,
bychom mohli také formulovat a dokazovat v podprostoru afinniho prostoru.

Je-li A podprostor afinniho prostoru dimenze k, budeme nadale pfipisovat k
jako index k symbolu oznalujicimu tento podprostor, tj. budeme ho oznaco-
vat A,.

Z definice 1.3.1 okamzité vyplyva, ze kazdy podprostor afinniho prostoru A, je
jednozna¢né urlen jednim svym bodem a svym zaméfenim. Skuteing, je-li A,
podprostor prostoru A, a je-li V, jeho zaméfeni a Be A, pak je X e A, pravé
tehdy, kdyz X — BeV,. Mame-li obraceng v afinnim prostoru A, zvolen bod B
a je-li V, podprostor zaméfeni V, (prostoru A,), existuje pravé jeden pod-
prostor A, prostoru A obsahujici bod B a majici zamé&keni V,. Tento podprostor
je opét tvofen mnoZinou viech bodd X, pro néZ je X — BeV,.

Oznaleni. Nadale budeme podprostor A, prostoru A, obsahujici bod B
a majici zam&feni V, oznaCovat symbolem [B;V,]. Budou-li vektory v, ..., v,
tvofit bazi vektorového prostoru V,, budeme ho oznalovat téZz symbolem
[B;v,, ..., v,]. To znamena, Ze je A, = [B;V,] = [B;v,,...,v,]

Definice 1.3.2. Podprostor afinniho prostoru A, dimenze 1, resp. 2, resp. n — 1,
nazyvame p¥imka, resp. rovina, resp. nadrovina prostoru A,.

Je vidét, Ze zavedené pojmy pfimka a rovina odpovidaji vZitym pfedstavam.
Pojem nadrovina se na sttedni §kole nezavadél, protoZze v trojrozmérném prostoru
je nadrovina rovina a v roviné je nadrovina pfimka. Pro oznafeni pfimek
budeme kromé zavedeného oznaleni pouzivat téz vzité ozna¢ovani malymi pismeny,
pro oznaceni rovin budeme podobné pouzivat mala fecka pismena.

Specialnim pfipadem podprostoru je celd mnoZina A. Tento podprostor ma
ziejmé dimenzi n (za zaméfeni ma cely prostor V,) a téZ je ziejmé, Ze je to
jediny podprostor prostoru A, ktery méa dimenzi n. ProtoZe k symbolu oznacuji-
cimu podprostor piipisujeme jako index dimenzi, budeme i podprostor tvofeny
viemi body prostoru A, oznadovat stejnym sybmolem A,, coZ vzhledem k po-
znamce 1 nepovede k nedorozuméni, i kdyz jde vlastn€ o dvé rizné véci: afinni
vrostor je cela struktura a podprostor je jen mnoZina bodi (spliiujici dané
podminky).
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Ted zavedeme parametrické vyjadieni podprostoru, coz bude analogie k para-
metrickému vyjadfeni pfimky (popfipadé roviny), které zname ze stiedni 3koly.
Mgme tedy dan podprostor A, afinniho prostoru A,. Bud V, zaméfeni pod-
prostoru A,. Zvolme bod PeA, a dale zvolme bazi u,,...,u, zaméfeni V,.
Jestlize doplnime podprostor A, na trojici (A,, V,, f) tvofici afinni prostor
(viz poznamka 1), zvolili jsme tedy v tomto afinnim prostoru linearni soustavu
soufadnic %’ danou repérem £ = (P;u,,...,u,». Piifadme nyni kazdé k-tici
(t;, ..., t) realnych Cisel bod

(1) X=P+tu + .. +tu,.

Dostavame zobrazeni mnoziny R* viech k-tic realnych &isel do prostoru A,.
Snadno se miZeme presvédéit, Ze ziskané zobrazeni je vzijemng& jednoznadéné
zobrazeni mnoZiny R* na mnoZinu A,. Tato skutednost je ziejma téZ z toho, Ze
zmingné zobrazeni je inverznim zobrazenim k linearni soustavé soufadnic &'

Definice 1.3.3. Bud A, podprostor afinniho prostoru A, a V, zaméfeni pod-
prostoru A,. Nechf PeA, a nechf u,,...,u, je baze prostoru V,. Zobrazeni
mnoZiny R* na podprostor A,, které kazdé k-tici (t,, ...,t,) € R* ptifadi bod X
dany vztahem (1), nazyvame parametrické vyjadieni podprostoru A, .

Mizeme tedy fici, Ze parametrické vyjadieni podprostoru je zobrazeni inverzni
k linearni soustavé soufadnic v afinnim prostoru, ktery vznikne doplnénim
zminéného podprostoru na afinni prostor. ,

Nadale budeme struéné fikat jen parametrické vyjadieni (1) misto spravného:
parametrické vyjadreni pfifazujici kazdé k-tici (¢, ...,t,) € R* bod X vztahem (1).

Specidlné. Mame-li danu pfimku A, bodem P a nenulovym vektorem u ze
zam&feni ptimky A,, dostavame parametrické vyjadieni ptimky A, ve tvaru

) X =P+t

Pro rovinu A, obsahujict bod P, pro niz vektory u, v tvoti bazi jejiho zaméteni,
dostavame parametrické vyjadieni:

3) X =P+ tu+ sv

Ve vztahu (2) miZzeme pochopitelné psat jen t misto t,. Pravé tak je mozno
dvojici &isel z R? ve vztahu (3) oznalovat (t, s) misto (z,, t,).

JestliZze vySettujeme pfimky a roviny v afinnim prostoru A, (tj. n = 3) a mame-li
v tomto prostoru zvolenou n&jakou linearni soustavu soufadnic &, muzeme
vztahy (2) a (3) rozepsat pomoci soutadnic. Je-li X = [x,,x,,x5}, P = [p,.p,,P3}
u=(u,,u,,u,), v=_(v;,v,,0,), mizeme psat vztah (2) ve tvaru:

(2) X, =p; +tu
Xy =Py t+ luy
X3 = Py -+ iy
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a vztah (3) ve tvaru:

3 Xy =p, + tu; + 50,
X, = P, + tu, + sv,
X3 = Py + tuy + S,

Cvieni

1. Mé&me dan pro n = 2 afinni prostor podle pfikladu 1 z odstavce 1.1. Dale
méjme dany afinni prostory podle cviceni 9 a 11 z odstavce 1.1. Urcete ty
podmnoziny R?, které jsou podprostory alespofi dvou z uvedenych afinnich
prostoru.

2. Méjme dan afinni prostor podie cviCeni 11 z odstavce 1.1. Zjistéte, které
z podmnozin B, C, D jsou podprostory daného afinniho prostoru. Pfitom je
B = {(x,, x,)eA; x,x, =k}, kde keR;
C = {(x,, x,)€A; x32 =107} D = {(x,,x,)eA; logx, = x,}.

1.4. Vzajemna poloha podprostori afinniho prostoru

Jiz v zakladni $kole zjistujeme vzajemnou polohu piimek a rovin — pod-
prostort trojrozmérného fyzikalniho prostoru. Pii zjiSfovani vzajemné polohy
podprostortt fyzikalnitho prostoru nejCastéji uréujeme jejich prunik (mnoZzinu
spoleénych bodi)) a podprostor uréeny néjakymi podprostory — tomuto pod-
prostoru budeme fikat spojeni. Tak napt. vime, Ze dv& roviny v trojrozmérném
prostoru mohou byt bud rovnob&zné, nebo se protinaji v piimce, Ze tiemi body
nelezicimi na pfimce je urfena pravé jedna rovina atd. VSechny tyto pojmy
zobecnime do n-rozmérného afinniho prostoru.

Vét§inou se omezime na zkoumani vzajemné polohy dvou podprostori.
Proto v celém odstavci budeme pfedpokladat, ze A, A. jsou dva dané pod-
prostory afinniho prostoru A,. Dale budeme pfedpokladat, ze V,, resp. V; je za-
méfeni podprostoru A, resp. Al, a Ze A€ A}, Be A}. (Podle pfedeslého odstavce
je kazdy podprostor uréen jednim svym bodem a svym zaméienim.)

V piipadg, Ze jeden z obou podprostorl je jednobodova mnoZina — necht je to
napt. podprostor A, — je vySetieni vzajemné polohy obou podprostorl trivialni.
Mohou nastat jen dva pfipady: bud je A, — A!; nebo A ¢ A, tj. bod tvofici
podprostor A, bud v podprostoru A; lezi, nebo nelezi. MlZeme tedy nadale
ptedpokladat, Zejer 2 1,s 2 1.

Véta 1.4.1. Podprostory A, a A; maji neprazdny prinik, pravé kdyz existuji
vektoryueV,, veV, tak,2c 4 — B=u +v.
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Diikaz. Tvrzeni je ziejmé, nebot vztah 4 — B = u + v miZeme psat ve tvaru
A —u=B+v. Je vidét, Ze plati-li tento vztah, lezi bod P=A4 —-u=B +v
v abou podprostorech. LeZi-li obracené bod P v obou podprostorech A;, A}, pak
oznadime-liu= A — P,v = P — B, dostavame vztah A —u=P =B + v.

Oznalime-li (u,, ..., u,) bazi prostoruV,a<{v,, ..., v,» bazi prostoru V;, miZeme

pravé dokazanou vétu ziejmé téz formulovat takto: Podprostory A, a A maji

spolegny bod pravé tehdy, je-li vektor A — B linearni kombinaci vektort u,, ..., u,,
v ALY

Definice 1.4.1. Rikame, e podprostory A, a A! jsou incidentni, je-li bud
A, < A/, nebo A’ = A.. Rikame, Ze tyto podprostory jsou riznobéiné, maji-li
neprizdny prinik a nejsou-li incidentni. Rikame, Ze tyto podprostory jsou
rovnobéiné, plati-li bud V. c Vi, nebo Vi <= V,. Nejsou-li prostory A, a A} ani
rliznobéZné, ani rovnobéZné, tikame, Ze jsou mimobézné. )

Je vidét, Ze je A, = A pravé tehdy, je-li Ae A} a V. < V.. Tim mame popsany
incidentni podprostory. Mezi rovnob&zné podprostory tedy pogitame podprostory
incidentni.

Podotknéme jeste, Ze prinikem kazdych dvou podprostori daného vektorového
prostoru V, je opét podprostor prostoru V,.

Véta 1.4.2. Jsou-li podprostory A, a A riiznobézné, pak jejich prinikem je
podprostor prostoru A, se zaméfenim V, n V.

Ditkaz. Tvrzeni je ziejmé, nebot je-li P, Qe AN A], je i P—-Q€eV,
aP—-QeV,,atedy P—QeV,nV, Jeli obrdcen€ Pe A, nA] aueV,nV,,
jeQ=P+ueA,,P+uechA,atedyQeA, nA,

Je ztejmé, Ze pravé dokézanou vétu muZeme snadno zobecnit na pfipad
libovolné mnoziny podprostorii. Diikaz je analogicky dikazu véty 1.4.2.

Véta 1.4.2". Ma-li jakakoli mnoZina podprostorl prostoru A, neprazdny prinik,
je timto prinikem podprostor prostoru A, majici za zaméfeni prinik vSech
zamé&feni podprostorli vySetfované mnoZiny.

Je vidét, Ze neincidentni rovnob&Zné podprostory nemaji zadny spoleny bod.
Kdyby totiz mély spoleény bod a bylo by napf. V. = V2, bylo by jiz (jak bylo
~ vyde Feteno) A, c Al

Tim, %e jsme charakterizovali podprostory rovnob&Zné a riiznobéZné, jsme,

zhrovent charakterizovali i podprostory mimobézné. Podprostory mimobézné
tudiZ téZ nemaji spoledny bod. MimobéZné podprostory budeme jeste dale t¥idit
podle dimenze prostoru V, n V. Toto tfidéni ma viak vyznam hlavné ve vice-
rozmérnych prostorech. V ptipadé dvojrozmérného a trojrozmérného prostoru
(tj. pro n = 2, resp. n = 3) je toto ,jemn&j3i* t¥idéni zbyteiné.
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V nasledujicich piikladech budeme piedpokladat, Ze pracujeme v afinnim
prostoru A,, v kterém je zvolena linearni soustava soufadnic, a Ze soufadnice
viech bodi a vektorli urujeme v této linearni soustavé soufadnic (viz poznamka 1
z odstavce 1.2).

Ptiklad 1. VySetfete vzajemnou polohu pfimek p, g v prostoru A,. Pfitom
jep=1[4;ul,qg=[B;v]aje

a) A=[1,2,3,u=(, —3,2,B=[0,51} v =(-2,6 —4)

by A=1[1, -3,4,u=(2,2, -1),B=[3,0, -1], v=(0, 1, 3).

Reseni. a) Vektory u, v jsou linearné zavislé je v+ 2u=o0)aje A — B = u,
a tedy vektory 4 — B a u jsou téZ linearné zavisle. Ob& pfimky proto spolu
splyvaji.

b) Vektory u, v jsou linearné nezivislé. Dale je A — B = (=2, —3, 5). Uréime
hodnost h matice

2, 2, -1
0, 1, 3 *
-2, =3 5

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze je h = 3. Vektor A — B tudiZ neni linearni kombinaci
vektorll u, v. Obg piimky tedy (podle véty 1.4.1) nemaji spoleény bod, a protoze
nejsou rovnobéZné, jsou mimobéZné.

Piiklad 2. Urcete vzajemnou polohu roviny ¢ a pfimky p v prostoru A,.
Pritom je p = [A; u], ¢ = [B;v,w] a je
a) A=1[1,2,1,u=(11,2),
B=1[2,1,-2},v=(0,2, -1),w=(3, —1,2);
b) A=[1,0,0],u=(7,71),
B=[0,1,3Lv=(,31),w=(2, -1, —1).

Reseni. a) Vektory u, v, w jsou (jak je mozné se presvédgit) linearnd nezavislé.
Proto vektor u neni linearni kombinaci vektorti v, w, a ptimka p tudiZ neni rovno-
béZna s rovinou g. Vektor A — B je linearni kombinaci vektort u, v, w, a proto
pn @ # 0 (véta 1.4.1). Kdyby mnoZina p n ¢ obsahovala dva riizné body, bylo by
p < ¢. Pfimka p proto musi protnout rovinu g v bod¢. Chceme-li tento bod urgit,
musime vektor A — B vyjadtit jako linearni kombinaci vektorl u, v, w. Vypoétem
dostaneme: .

A-B=2u—v-—w.

Hledany prusecik je tedy bod X =4 —2u=B —-v —w=[-1,0, -3].

b) Vektory u, v, w jsou (jak je opét mozné se snadno presvédEit) linearng
zavislé. Ptimka p je proto rovnobZn4 s rovinou g. ProtoZe vektory v, w jsou
linearn€ nezavislé, je vektor u jejich linearni kombinaci. Mame-li zjistovat, zda
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vektor A — B je linearni kombinaci vektorG u, v, w, stadi tedy zjistit, je-li vektor
A — B linearni kombinaci vektord v, w, tj. jsou-li vektory A — B, v, w linearné
zhvislé. Tyto vektory v8ak jsou linearné nezavislé, proto ptimka p nema spolecny
bod s rovinou g, a tudiz s ni neni incidentni.

Piiklad 3. UrCete vzijemnou polohu rovin ¢ a ¢ v prostoru A,. Pfitom je
¢=[A4;t,ul,o=[B;v,wlajed =[3,2,2], t=(2,1,3),u=(0,1,1); B = [3,0,6],
v=(1,-1,3),w=(2, —1,4)

Reseni. Obé roviny ziejmé nejsou rovnob&iné (napf. snadno zjistime, Ze
vektory t, u, v jsou linedrné nezavislé), a proto jsou rtznobéZné. Chceme-li
urlit zaméfeni jejich priniku, musime podle véty 1.4.2 ur€it prinik zaméfeni
obou rovin. Tento prinik ur€ime tak, Ze najdeme netrivialni kombinaci vektord
t, u, v, w rovnou nulovému vektoru. Vypoftem dostaneme, Ze je t — u + 2v —
—~ 2w = o, Tedy je t — u = —2v + 2w. Hledany prunik vektorovych prostort je
tedy generovan vektorem t — u = (2,0, 2), nebo jednoduseji vektorem (1,0, 1).
Jeden spoleény bod obou rovin uréime, vyjadfime-li vektor 4 — B jako linearni
kombinaci napf. vektord t, uw, v. Vypoftem dostivime A — B =1t —u — 2v.
Z tohoto vztahu dostdvame spoledny bod X =4 —t+u=B —2v =[1,2,0].
Priinikem rovin ¢ a ¢ je tedy pfimka [X;a}, kdea=t —u =(2,0,2).

Jednoduseji se prinik roviny s podprostorem uréuje, pouzijeme-li rovnici
roviny. S timto pojmem se viak sezndmime aZ v pfistim odstavci.

Mégjme nyni danu libovolnou neprazdnou mnozinu M podprostorii afinniho
prostoru A,. Budeme hledat ,nejmensi* podprostor prostoru A, obsahujici
viechny podprostory z mnoziny M, tj. podprostor A, pro né&jZ plati:

1. Pro kazdy podprostor A’e M plati A’ < A.

2. Je-li A” podprostor prostoru A, pro n&Z plati A’ = A" pro kazdé¢ A'eM
(tj. podprostor A" také splfiuje vlastnost 1), potom A < A”.

Ve vlastnosti 2 jsme matematickym zpisobem zformulovali poZzadovanou
vlastnost, ¢ A je ,nejmensi” podprostor, ktery obsahuje viechny podprostory
z mnoZiny M. Snadno se pfesvéd¢ime, Ze podprostor A popsanych vlastnosti
skutetné existuje. Oznacime-li totiz M’ mnoZinu vech podprostori obsahujicich
vechny podprostory z mmnoZiny M, vidime, Ze mnoZina M’ je neprazdna (je
A, e M), a Ze prinik viech podprostorti z mnoZiny ‘M’ je hledany podprostor A.

Definice 1.4.2. Bud' M neprazdnd mnoZina podprostord afinniho prostoru A,.
Podprostor A splitujici vlastnosti 1 a 2 nazyvame spojeni viech podprostorii
z mnoZiny M. Spojeni dvou podprostorii A, a A; budeme oznaCovat A, v A].
Podobn& spojeni t¥i podprostord A/, A;, A/ budeme oznaovat A, v A v
v A atd.

K oznalovani spojeni dvou podprostorll tudiZ pouZivame stejny symbol
jako pro oznafovani slova ,nebo™ v logice. Z kontextu by viak bylo moZno
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vidy usoudit, v jakém vyznamu je symbol v pouzit. Pro jistotu viak symbol v
ve smyslu logickém nebudeme pouZivat a budeme ho nahrazovat slovem ,,nebo™.

Ukazeme si konstrukci spojeni kone¢ného poctu podprostorti na piikladu tfi
podprostori. Méjme tedy dany tfi podprostory A, = [A;V.], Al =[4";V.]
A" =[A4"; V). Zvolme baze viech tii vektorovych prostort V,, V;, V;". Nechf
V.= [{u},...u}]) VI = [{u], .., u}], V" = [{u}, ..., u]"}]. Je zfejmé, Ze obsa-
huje-li n&jaky podprostor A viechny podprostory A, A%, A/, musi jeho zaméfeni
V obsahovat v&ktory

(1) A — A, A" — A, o, ul

Obracené je ziejmé, Ze obsahuje-li n&jaky podprostor A bod A’ a jeho zaméfeni V
obsahuje vektory (1), je A, = A, Al < A, A < A. Vidime tudiZ, Ze podprostor A
bude spojenim podprostori A, A., A" pravé tehdy, bude-li A'e A a zamé&feni V
podprostoru A bude generovano vektory (1). Pravé provedeny postup je ziejmé
mozno snadno zobecnit na ptipad spojeni libovolného systému podprostori.

Pti provedené konstrukci spojeni tfi podprostordi zfejm& vibec nebylo pod-
statné, Ze jsme vektorové prostory V., V7, V" urCili pomoci jejich bazi. Stejné
bychom mohli postupovat i v tom p¥ipadg, Ze bychom tyto prostory uréili libovolnou
mnozinou generatord.

Jako specialni piipad provedené konstrukce spojeni podprostorii dostaneme
znamé véty pro podprostory trojrozmérného prostoru: Spojenim dvou ruznych
bodd je piimka, spojenim t¥i bodl neleZicich na ptimce je rovina, spojenim
piimky a bodu, ktery na ni neleZi, je opét rovina, rovina je téZ spojenim dvou
riznobé&zek, poptipadé rovnobézek. Primku, ktera je spojenim bodi A, B, budeme
oznagovat symbolem AB.

Misto slovniho spojeni ,,podprostor A je spojenim podprostord z mnoZiny M*
se Casto, zvla§té v piipadé trojrozmérného afinniho prostoru, pouziva téZ rceni,
e ,podprostor A je podprostory z mnoziny M uréen“. Napf. fikame, Ze rovina
je uréena tfemi body, nebo dvéma rtiznob&Zkami atd.

Nékdy byva ucelné povaZovat za podprostor afinniho prostoru i prazdnou
mnoZinu. V tom pfipadé dodefinujeme spojeni prazdné mnoZiny s neprazdnym
podprostorem A, takto: @ v A, = A, v @ = A,. Samoziejmé klademe @ v 0 = 0.
Nyni jiz mGZeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 1.4.3. Budte A}, A7, AY podprostory prostoru A,. Potom plati:
A v A =AvA,

A,cA"a AcA’” = A v A A

A oA"a A oA" = A nA oA

A, vANYVA'=A vA vA'=A v (Al v A

ANnA, vA)YS(A.NA) vV (A NA))

A v (A NA") (A, v AN A, v A

SV E WD~
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Prvni tfi tvrzeni pravé vyslovené véty jsou ziejma. Tvrzeni 4, 5, 6 muzeme
snadno dokazat jednoduchym pouZitim tvrzeni 1, 2, 3. Dikaz véty 1.4.3 tudiz
ponechame jako cviCent.

Definice 1.4.3. Budte dany mimobé&zné pfimky p, g v prostoru A,. Pfimku
riznobéZnou s obéma piimkami p, ¢ nazyvame jejich pFickou.

Vysetfovani vzajemné polohy podprostorl si nyni ukaZzeme na konstrukci pricky
dvou mimobéZek majici dané vlastnosti. P¥itom mimobéZzkami nazyvame dvé
mimobe&Zné pfimky.

Snadno se piesvédCime, Ze bez ujmy na obecnosti se miizeme omezit na pfipad
n = 3. Skutedné: jsou-li p = [A4;u], ¢ = [B;v] dvé mimob&zky v prostoru A,
musi obé lezet v podprostoru A, = [A; 4 — B, u, v] prostoru A,. V podprostoru
A, musi ziejmé téZ leZet kazda jejich pricka.

Uloha 1. K dvéma danym mimobézkam p = [4;u], ¢ = [B;v] afinniho
prostoru A, urete jejich pritku r tak, aby méla zaméfeni [{w}] (w je vektor
ze zaméfeni V, prostoru A,). Piitom [{w}] znamena vektorovy prostor o bazi w.
Struén€ miizeme tuto ulohu formulovat takto: Vedte danym smérem piicku dvou
mimobézek.

Reseni provedeme dvojim zplisobem. Za prvé feSeni popiSeme pomoci tvoteni
pranikd riznych podprostorli nebo tvofeni podprostort urCenych jinymi pod-
prostory (tj. pomoci vét dokazanych v tomto odstavci). Toto fe§eni se Casto
oznaluje jako ,prostorové feseni”. Za druhé feSeni provedeme pfimym vypoCtem.

Nejdfive tedy prvni feSeni. Je vidét, Ze k tomu, aby tloha méla Feleni, musi byt
[{u}] # [{w}] # [{v}]- Kdyby totiZ bylo napt. [{u}] = [{w}], musela by hledana
ptimka r splynout s pfimkou p, coZ neni mozZné, protoze potom by neprotinala
pFimku ¢. Nechf tedy [{u}] # [{w}] # [{v}]. Hledana piitka r musi byt riizno-
b&na s piimkou p, a tudiz musi lezet v roving ¢ = [A4; u, w]. ProtoZe pficka r
musi byt téZ rliznob&Zna s piimkou ¢, musi leZet téZz v rovingé ¢ = [B;v, w].
Vy$ettime nyni vzajemnou polohu obou rovin. Ztejmé roviny ¢ a ¢ jsou rizné.
Kdyby bylo ¢ = g, lezely by obé ptimky p, ¢ v jedné roviné, a tudiz by nemohly
byt mimobéZné. Jsou-li roviny ¢ a ¢ rovnob&iné, nema ziejmé uloha fefeni. Je
vid&t, Ze tento ptipad nastane pravé tehdy, lezi-li vektor w ve vektorovém prostoru
generovaném vektory u, v. Je-liw ¢ [{u, v} ], jsou roviny g a ¢ riznobéZné a protnou
se v piimce majici zaméfeni {{w}] (viz véty 1.4.2 a 1.4.4). Tato piimka je ziejmé
hledana piicka r, nebot protina ptimku p (r i p leZi v roviné g a nejsou rovnobézné)
i pfimku g. Mzeme tedy shrnout: Uloha ma FeSeni pravé tehdy, jsou-li vektory
u, v, w linearné nezavislé. V tomto pfipadé je fe§eni ureno jednoznacné.

Ted vyfe$ime dlohu druhym zpisobem. Hledana pticka r bude uréena body
Xepa Yeq Body X, YmliZzeme psat ve tvaru X = 4 + xu, Y= B + yv. Pfi¢ka r
bude mit zaméFeni [{w}] pravé tehdy, bude-li vektor X — Y= (4 — B) + xu — yv
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' v zamé&feni roviny o, neboli bude-li ptimka p rovnob&zna s rovinou g. Podobné

nasobkem vektoru w. ProtoZe jsou ptimky p, ¢ mimobéZné, tvofi vektory 4 — B,
u, v bazi prostoru V,. Kazdy vektor v prostoru V;, tedy i vektor w, mizZeme
proto vyjadFit jako jejich linearni kombinaci. Tudiz miZeme psat w = w,(4 — B) +
+ w,u + wyv. K tomu, aby existovaly body X e p, Ye g, pro néZ je vektor X — Y
nasobkem vektoru w, je tedy nutné a stadi, aby bylo w, # 0. V tom ptipadé
miZeme poloZit x = wy/w,, y = —w;/w, a body X, Y, které timto zpiisobem
ziskame, ziejm& urduji hledanou pricku r. Dostavame, jak je vidét, stejny vysledek,
jako pfi prvnim feSeni ulohy.

Uloha 2. K dvéma mimob&zkam p = [4; u], ¢ = [B; v] urcete jejich pficku r
tak, aby prochazela danym bodem M neleZicim na Zzadné z nich.

Reseni. Nejdiive opét provedeme tzv. ,,prostorové feseni* (viz Glloha 1): Bodem M
a primkou p je urena rovina ¢. Bodem M a pfimkou g je urena rovina o.
Roviny ¢ a o jsou riizné (jinak by pfimky p, ¢ nebyly mimobézné) a ziejmé rizno-
bézné (obsahuji obé bod M). Jejich priseénici oznaéme r. Pfimka r bude hledanou
prickou pravé tehdy, nebude-li rovnobézna ani s pfimkou p, ani s piimkou g¢.
Primka r bude rovnob&’na s pfimkou p pravé tehdy, bude-li vektor u leZet

piimka r bude rovnob&Zna s primkou ¢ pravé tehdy, bude-li pfimka g rovnobézna
s rovinou o. Dostavame vysledek: K tomu, aby uloha méla feSeni, je nutné a staci,
aby bod M neleZel ani v rovin¢ obsahujici ptimku p a rovnobéiné s pfimkou g,
ani v roviné obsahujici pfimku g a rovnob&Zné s pfimkou p. V tom ptipadé, Ze
\iloha mé4 feseni (tj. uvedené podminky jsou splnény), ma feSeni pravé jedno.

K stejnému vysledku miZeme opét dospét i piimym vypoctem. ProtoZe vektory
B — A, u, v jsou linearné nezavislé, mazeme psat M = A + m,(B — 4) + m,u +
+ myv. K tomu, aby pfitka mimobézek p, g prochazejici body X = A + xu,
Y= B + yv prochazela bodem M, je nutné a stadi, aby vektory X — Ya X — M
byly lincarné zavislé. Je

X—-—Y=A—-—B+ xu-—yv
X-M=X—-4—-m(B— A) — mu — myyv.

Tudiz (pouzijeme-li rovnost X — 4 = xu)
X—M=m(A—B)+ (x — my)u — myv.

Vektory X — Ya X — M jsou tedy, jak je vidét, linearné zavislé pravé tehdy, je-li
X —m, = xm,, my = ym,,

a tedy

(2) x(1 = m)) = m,, ym, = my.
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Vidime, Ze je-li 0 # m, # 1, existuje pravé jedna dvojice &isel (x, y) FeSici soustavu
(2), a tedy i jedina pricka mimobéZek p, g prochazejici bodem M. Je-li m, = 0,
nemiZe jiz byt my = 0, nebot v tom piipadé by bylo M = 4 + m,u, a tedy M ep,
coZ jsme vyloutili. Pro m, = 0 tudiz uloha nema feSeni. Vidime, ze m;, = 0 prave
tehdy, lezi-li bod M v roviné€ obsahujici piimku p a rovnobéZzné s piimkou gq.
Je-li ing =1, je my#0 (pro m; =1, my=0 je M=A+ (B— A) + myv =
= B + myv, a tedy Meg). Uloha opét nema feSeni. Rovnost m, = 1 p¥itom
/namend, ze je M = A + (B — A) + myu + myv = B + m,u + m,v, coZ je ekvi-
valentni podmince, ze bod M lezi v rovin€ vedené ptimkou g rovnob&Zné s pfim-
kou p. Dospéli jsme tedy ke stejnému vysledku jako pfi prvnim fefeni.
Nasledujici véta nam umozni vypocitat dimenzi spojeni dvou podprostorii.

Véta 1.4.4. Méjme dany dva podprostory A, a AJ. Oznaéme g dimenzi jejich
spojeni, p dimenzi jejich priniku a p’ dimenzi priniku jejich zaméfeni. Potom,
jeliA, A =0, je

r+s=p +q—1,
aje-li A, NAL#£0,je
r+s=p+q.

Ditkaz. Necht A, = [A; V., A, = [B; V! V. = [{u,,..,u}] V! = [{u],..,ul}}
Zaméfeni prostoru A, v A je generovano vektory

B—-Aud,,.. u,uj,. . u.

s

Oznalme ¢’ dimenzi prostoru [V, u V. ]. Podle odstavce 5 z tivodu je
(3) r+s=p +4q.

Nyni, je-li A, n A = @, je vektor B — A linearné nezavisly na vektorech uj, ..., u/,
uy,...,u; (viz véta 1.4.1). Tudiz je ¢ = g — 1 a z rovnosti (3) dostavame prvni
tvrzeni. Je-li A, N A # 0, je (opét viz vétu 1.4.1) ¢’ = q a dostavame druhé tvrzeni.

Disledek. Je-li ve vété 1.44 s = n — 1, jsou podprostory A, A,_, bud rovno-
b&né (incidentni nebo neincidentni), nebo riznobézné. V druhém piipadé ma
prostor A/ A!_ dimenzir —1(tj.p=r —1).

Tvrzeni disledku okamzité dostavame z véty 144, uvaZime-li, Zze je bud
A VA _  =A, ,neboA v A  =A,.

Z véty 144 a z jejiho disledku dostavame vySetfeni vzajemné polohy dvou
podprostort trojrozmérného prostoru, pfipadné roviny. Dostaneme zndma tvrzeni:
Dvé piimky v roving mohou byt bud totozné, nebo rovnob&Zné rizné, nebo
rliznobéiné — v tomto pfipadé maji spoleény pravé jeden bod. Dve roviny v troj-
rozmérném prostoru A, mohou byt opét totozné, nebo rovnob&zné riizné, nebo
riiznobézné — protinajici se v pfimce. A kone¢né piimka v A, muZe bud leZet
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v dané roving, nebo s ni je rovnob&Zna a nelezi v ni, nebo riiznobézna — v tom
ptipadé€ se s ni protind v bod€. Dv€ pfimky v trojrozmérném prostoru mohou byt,
jak se snadno piesvéd¢ime, bud totozné, nebo rovnobéZné riizné, nebo riznobézné,
nebo mimobézné. '

Véta 1.4.4 nAm umoziiuje vysetiit vzajemnou polohu dvou podprostorti n-roz-
mérného prostoru. Vime, Ze jestlize jsou podprostory A, a A riznobéZné, je
dimenze jejich priniku rovna dimenzi priniku jejich zaméteni (viz véta 1.4.2),
a tudiZ, pfi oznaeni zavedeném ve vét€ 1.4.4, je p = p’. Vidime, Ze zname-li
disla g, ¢/, mizeme uréit ¢islo p’ i to, jestli oba podprostory A, a A; jsou riznobézné
& nikoliv (staéi oveéfit, ktera z rovnosti véty 1.4.4 plati). Stejny vysledek muzeme
dostat i pfimo z véty 1.4.1. Necht V. = [{u,, ..., u,}], Vi = [{v,, ..., v,}]. Potom
VviuVvl=[u,,...u, v,,..,v}] a (pfedpokladame, Ze je A/ =[A4;V,] a
Al =[B, V) AAvA;=[4; B— A, u,,..,u, v,,..,v] Odtud vyplyva, Ze
musi byt bud g =¢, nebo g =4 + 1. Je-li g = ¢, je vektor B — A linearné
z4visly na vektorech u,, ..., u,, v,, ..., v, a oba podprostory jsou tedy riznobézné
(véta 1.4.2). Dimenzi jejich priniku uréime z véty 1.4.4. Je-li ¢ = ¢’ + 1, musi byt
podle véty 1.4.2 A, n A = 0. Dimenzi p’ priniku V, n V; ur¢ime bud z véty 1.4.4,
nebo ze vzorce (3). Mame-li body A4, B a vektory u,, ..., u,, v, ..., v, dany jejich
soufadnicemi v dané linearni soustavé soufadnic, urime &islo g jako hodnost
matice majici v fadcich soufadnice vektort B — 4, u,, ..., u,, v, ..., v,. Podobn¢
uréime &islo ¢'. Zkoumani vzajemné polohy dvou podprostoril je tim redukovano
na zjitovani hodnosti dané matice. Pravé provedeny postup si piedvedeme na
zkoumani vzajemné polohy dvou rovin v afinnim prostoru A,. Tento postup
muZeme pochopitelné téz vyhodné pouZit i v prostoru A, (v podstaté jsme to tak
jiz délali).

Piiklad 4. Urlete vzajemnou polohu rovin ¢ = [A;t,u] a o = [B;v, w]
v afinnim prostoru A;. Pfitom v dané linearni soustavé soufadnic % je
A=11,3000] t=(,0000, u=(050010),
B=1[0,03,0—-1], v=(0,0,3,20, w=(01,11,1)

b) 4=1[0,0,000] t=(1,20 —10), u=(01,100),
B=[21000] v=(0,0,-103), w=(23, -2, 2, 3);
) A=[1,0 100]c_(13 101)u=(00 1, 0),
B=1[20 ~1], v=(0,0,2,1,0), =(-=1,0,0,0, 1).

ReSeni. Ve viech ptipadech budeme uréovat dimenzi g vektorového prostoru
[{B — 4, t, u, v, w}] a dimenzi ¢’ vektorového prostoru [{t, u,v, w}]. Z &isel g a ¢’
pak uréime vzajemnou polohu rovin ¢ a ¢ podle obecného postupu provedeného
vy§e.

a) Vypotitanim hodnosti pfislu§né matice uréime, Ze ¢ = 5 a 4 = 4. Obg roviny
jsou tudiz mimob&Zné a primik jejich zamé&keni je trivialni vektorovy prostor {o}.
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b) V tomto ptipadé zjistime, Ze je ¢ = 4, ¢ = 3. Tudiz podprostory jsou mimo-
beiné a ze vzorce (3) plyne, Ze p' = 1. Chceme-li najit vektor generujici prostor
V. "V, musime najit netrivialni linearni kombinaci vektort t, u, v, w rovnou
nulovému vektoru. Tato Gloha vede na feSeni soustavy linearnich rovnic. Jejim
vyfeSenim zjistime, Ze

2t—u+v—w=o.

TudiZ prostor V, n V. je generovan vektorem 2t —u =w —v = (2,3, —1, —2,0).

¢) Dostaneme ¢' = g = 4. Odtud A, n A # @ a z véty 1.4.4 dostaneme p = 0,
a tudiZ existuje bod C tak, Ze je A, n A” = {C}. Chceme-li ur¢it bod C, musime
napsat vektor B — A4 jako linearni kombinaci vektorti t, u, v, w. Opét vyfeSime
soustavu linearnich rovnic a dostaneme

B-—A=0.t+0.u+2.v—w.
Tudiz
C=4+0.t+0.u=B—-2.v+w.

V na$em ptipadé tedy C = A.
Vzajemnou polohu vice nez dvou podprostort v n-rozmérném afinnim prostoru
nebudeme zkoumat. Pro lilustraci si ukdZeme pouze jediny piiklad tohoto typu.

Piiklad 5. M&me v A, kde n = 6, dany dvé roviny g, o, které jsou mimobé&zné
a jejich zaméfeni maji prinik {o}. Bud AeA,, A¢o v 0. Urete mnoZinu M
vech bodli X e A,, pro néZ plati: V A, existuje rovina 7 tak, ze Xe1, A€,
TNEe#0, 100 #0.

Reseni. Hledejme nejdiive nutné podminky. pro body mnoziny M. Bud tedy
X e M, potom existuji body Reg, S€o a rovina 7 tak, Ze R, S, A, X €. Body
R, S, A zfejmé neleZi na jedné piimce (jinak by bylo A€g v o), a proto je jimi
rovina 7 uréena jednoznatné aje t< g vo v {4} Tudizjei Xep v o v {4}.
Ze zadani prikladu a z véty 1.4.4 vyplyva, Ze je ¢ v o v {A} podprostor dimen-
ze 6 — ozna¢me ho AJ. V prostoru A nyni zvolime vhodnym zpisobem repér .
Bud ¢ = [B; t, u], ¢ = [C; v, w)]. Ze zadani vyplyva, Ze vektory B — 4, t, u,
C — A, v, w jsou linearné nezavislé, a mizeme proto poloZit Z = {(A; B — A, t, u,
C — A, v, w). V linearni soustavé soufadnic ¥ urené repérem # bude R =
= [1,/,7,0,0,0] Ge R = B + r't + r"u) a podobng S = [0, 0, 0, 1, 5, s"]. Nechf
X = [x,, ..., x¢]. Ur¢ime-li rovinu 7 body 4, R, S, bude X €t pravé tehdy, bude-li
vektor X — A = (x,, ..., X¢) linearni kombinaci vektori R — 4 = (1,7, 1,0, 0, 0)
aS—A4=(,001,¢,s"). Nyni vidime, Z¢ bude X € M pravé tehdy, nastane-li
jedna z nasledujicich moZznosti:

I.x,#0ax,#0.
V tomto pfipad® miZeme totiz polozit R = [1, x,/x,, x,/x,, 0, 0, 0], § =
=10,0,0, 1, x5/x,, xg/Xs] aje X — A = x,(R — A) + x,(5 — A).
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2.x;,#0a x, = x5 =x, = 0.

V tomto pfipadé zvolime bod R jako v bodé 1 a dostaneme X — A = x,(R — A).
3.x,=x,=x3=0a x, #0.

V tomto pfipadé zvolime bod S jako v bod€ 1 a dostaneme X — A = x,(S — A).
4 X = A.

R eg, S € o volime libovolng.

Obdrzené vysledky musime je$té zformulovat geometricky. V Aj najdeme
mnozinu M’ tak, aby bylo M = A\ M. Vidime, ze X e M’ pravé tehdy, je-li
X # A a nastane-li alespoii jedna z moznosti:

a) x; = 0,a bud x, # 0, nebo x; # O;

b) x, =0, a bud x5 # 0, nebo x4 # 0.

Viechny body X e Ay, pro které plati x, = 0, vyplni zfejmé podprostor AX.

Snadno se presvédtime, ze je Ae A%, o = A% a o|| AZ. Témito podminkami je

podprostor AS urfen geometricky. Podminky x, = 0 a x; = 0 mam v A% urCuji

trojrozmérny podprostor A} (abychom rizné podprostory rozlisili, budeme je

oznalovat je§té indexem nahote). Ziejmé Ae A} a ¢ = A}, d tudiz A} = {4} v 0.

TudiZ bod X € A splituje podminky a) pravé tehdy, je-li X e A\ A}. Podobng,

budeme-li zkoumat podminky b), sestrojime podprostor A% tak, ze A€ A%,

¢ = AY a o || AY. Dale polozime A} = {4} v p. Potom bod X e A bude spliiovat

podminky b) pravé tehdy, bude-li X € A7 \ A2. Slou¢ime-li viechny dosud zji§téné
podminky, dostaneme, Ze plati

M = (A \ (A7 \ A U (A7 \ AD) U {4},
nebo po upravé (Cisté mnozinové)

M= (A;\ A UAY)UAJUAZ.

Tim je pfiklad vyfesen.

Piiklad 5 byl uveden jen pro ilustraci vzijemné polohy vice podprostori ve
vicerozmérnych prostorech. Za pov§imnuti vSak stoji metoda, kterou jsme pfi jeho
teSeni pouzili, a ktera se &asto pouZiva i pii feSeni wloh v roving nebo v troj-
rozmérném prostoru. Tuto metodu mizeme rozepsat do téi krokt.

1. Zvolime repér tak, aby vSechny zadané mnozZiny a podminky se daly co nej-
jednodu§im zpisobem popsat pomoci podminek na soufadnice bodit (soutad-
nice bereme pochopitelné v linearni soustavé soufadnic uréené zvolenym re-
pérem). @

2. Vyie§ime ulohu pocetné — tj. vyfeS§ime pfislusnou algebraickou tlohu, na niz
jsme nasi geometrickou ulohu pfevedli volbou soustavy soufadnic.

3. Najdeme geometrickou interpretaci ziskanych vysledkd, tj. zformulujeme vysle-
dek bez pomoci soufadnic — jen pomoci danych podprostoril, popiipadé pomoci
podprostord utvotenych z danych podprostorit mnoZinovymi operacemi a ope-
raci spojeni podprostord.
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Piiklad 5 jsme mohli fedit i bez pouZiti linearni soustavy soufadnic, ale toto

YeSeni je myslenkové ponékud naro¢néjsi.

1.

2,

w

>

g

Cvitenf

Cviteni 1—7 telte v prostoru A,. Ve viech piikladech predpokladame, Ze
v afinnim prostoru mame zvolenou linearni soustavu soufadnic, v niz je dano
zadani a v niZ potitame vysledek.

Zjistéte,zdabody A, =[2,1, —1],4, = [3,3,1], 4, = [2,1, 5], 4, = [5,4, —
As = [5,7, 4] lezi na piimee [A4; u], kde 4 = [3,3, =2}, u = (1,2,3).

Zjistéte, zdabody A, =[0,0, —=3], 4, = [1,1,3], 4, = [3,1, =51, 4, = [1,2,

Ay = [—1, =2, —=3], A = [1, 3, 1] lezi v rovin& [4; u, v], kde 4 = [1, 1,
u=(—1,-1,1)v=(,31)

Uréete vzajemnou polohu pfimek [A4; u] a [B; v]. Pitom je

a) A=[1,2 -1, u=(0,13), B=[00, 2], v=(Q,-31);

b) A=[1,3 -1}, u=@2,—4,3), B=[0, -3,1], v =(—1,2, =3/2);
) A=[0,1,-1, u=(1,01), B=[232], v=(,22)

d) A=[1,2,3], u=(2,-2,4), B=[0,3,1], v=(-33,-6)
e) A=[0,0, -1, u=(1,1,3), B=[0-12],v=(233)

) A=[0,0,0], w=(1,42, B=[312], v=(,12).

V piipadé riznob&znosti obou pfimek uréete jejich prisecik P.

Uréete vzajemnou polohu piimky [4; u] a roviny [B; v, w]. Pfitom je

a) A=[1,1, -2}, u=(-1,3,0, B=[231], v=1(1,2, —1),
=(31, -2);
b) A=[0,-2,4, u=(,-1,2), B=[-1-1,-3],v=(1323),
w= (-2, -20);
) A=[-2,1,0,u=(-21,-2), B=[1,22], v=(1,0,0),
w=(1,3, —2);
A=[14——3] u—( 1,3, —4), B=[3,3,0], v=(1,2, —1),
w=_0312).

V piipadé rtiznobéznosti pfimky a roviny urcete jejich prisetik P.

Uréete vzajemnou polohu rovin [B; u, v] a [B'; u’, v']. Ptitom je

a) B=[3,3, -4}, u=(1,2, -1),v=(0,1,3), B =[0,0,0], v = (-2,
= (3’ 4’ - 1)’

b) B=[3,01],u=(1,22,v=03,1,-1),B =[-2 -5 -2],u=(431),

v =(-1,3,5);
¢) B=[1,0,-2], u=(1,2,-2), v=(2,3,1), B =[0, -3,1], v =(1,0,4),
v = (O’ 1, "'1);
d) B=[3,0,-1],u=(1,1, -1),v=(2,3,-3),B =[3,2, —-1],v =(1,2, -
= (0,1, —1).
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= 3],
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6. Sestrojte piiCku mimobé&Zzek p = [4; u], ¢ = [B; v] tak, aby méla smér [{w}].
Pii¢ku r uréete body P =pnra Q = g nr. Pfitom je
a)A=[-1,1,-5],u=(1,1,2,B=[1, -2,3],v=(1,3, = 1),w = (1, —2,3);

A=[-3 -1,5,u=(2,2 -3),B=[-1, -3, -3,v=(,1,4), w=
= (2, =2, 3)..

7. Sestrojte pfitku r mimob&zek p = [4; u], g = [B; v] prochazejici bodem M.

Pticku urCete body P = pnra Q = g nr. Pfitom je

1], A=[3-14u=(1,-1,2,B=[-12,-2],v=(2,0,1), M =[1,3, -2];

b) A=[0,2, -2}, u=(1,1,3),B=[1,1,7,v=(0,2, —1),M=[-25,2]
8. V afinnim prostoru A, urCete vzajemnou polohu rovin ¢ = [4;t, u], ¢ =

= [B; v, w]. Ptitom je

a) A =104,2,22] t=(1,0,0, —1), u=(1,0,3,2),

=[-2,-2,20], v=(-10,5,0), w=(2,2,1,0);
=[3,2 -1,0], t=2,—-131), u=(0, —-1,3, -2),
B =1[4,2,0,0], v=(-2,-2,0,5, w=(-2 -101)
c) A=1[33, -3, -3], t=(1,4,16), u=(1,2,-1,0),
B=1[7-9 -5 -7, v=(3, -3, —-11), w=(3, -5 -3, =93
9. V afinnim prostoru A, urlete vzajemnou polohu roviny ¢ = [4; u,, u,] a nad-
roviny A} = [B; v,, v,, v,]. Pfitom je
a) A =133, -1,3], u,=0111), wu,=(1 -2 -1,0),
=[1,4,-62]), v,=(,-1,01),v,=(002 -1, v;=(,031)
[2 0, 1 -4], u, =(,0,-1,5), u, =(1,2, —1,1),
= [0, 0,-2}, v, =(0,0,1,1), v,=(2,0,-1,0), v;=(3,301).

1.5. Vyjadfeni podprostoru rovnicemi

V tomto odstavci si popieme podprostor afinniho prostoru pomoci rovnic —
tzv. neparametrické vyjadieni podprostoru. Nejjednodu$§i je toto vyjadfeni
u nadroviny.

Nejdiive pfipomeneme jeden algebraicky pojem — linearni formu na vektoro-
vém prostoru. Zobrazeni f vektorového prostoru V do t&lesa R se nazyva
linedrni forma na vektorovém prostoru V, jestlize pro kazdé dva vektory x, yeV
a pro kazdé &islo c € R plati

fx +y)=flx) + fly)
Sex) = cf(x).

Linearni formy miZeme s¢itat podobné jako funkce v matematické analyze.
Méme-li dany linearni formy f, g na vektorovém prostoru V, nazveme jejich soudtem
zobrazeni h prostoru V do télesa R p¥itazujici kazdému vektoru x e V é&islo h(x) =
= f(x) + g(x). Snadno se ptesvddéime, %e zobrazeni h je téZ linearni forma. Pro

1)
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vektory x, y e V je totiz hix + y) = f(x +y) + glx + y) = f(x) + fly) + gx) +
+ gly), a tedy

h(x + y) = h(x) + h(y).

Podobné bychom ukazali, Ze pro &islo c € R plati h(cx) = ch(x). Linearni formu h
nazyvame soucet linedrnich forem f a g a oznaCujeme ji f + g (4. h=f + 9)-

Dalsi operace, kterou zavedeme, bude nasobeni linearni formy cislem ceR.
Ndsobkem linedrni formy f Cislem c € R nazyvame zobrazeni h vektorového pro-
storu V do télesa R piifazujici kazdému vektoru x eV ¢&islo h(x) = cf(x). Opet
bychom se snadno presvéd¢ili, Ze zobrazeni h je linearni forma. Linearni formu h
budeme oznagovat symbolem cf. TudiZ linearni forma cf je urCena tim, Ze pro
kazdy vektor x e V plati (cf) (x) = c(f(x)).

S pouzitim tplné indukce snadno dokazeme tvrzeni: Je-li f linearni forma, pak
pro kazdé vektory x, ..., x, € V plati

) flxg + oo+ %) = f(x) + ...+ fx)

Zvolime-li nyni ve vektorovém prostoru V bazi u,, ..., u,, mizeme kazdy vektor
x € V psat ve tvaru

x=xu +..+xu,.

Cislo f(x) pak snadno vypo&itame pomoci vztahi (1) a (2)

fx) = flxuy + ..+ x,u,) = fleu)+ ...+ flxu,),

a tedy
fO0) = x,f(u) + ... + x,f(u).

Oznadime-lia, = f(u,), ..., a, = f(u,), je
(3) f)=ax, +...+ax,.

Vztah (3) nazyvame analytické vyjadfeni linearni formy f.

Jestlize kazdému vektoru x eV pfifadime &islo 0, je toto zobrazeni linearni

formou. Tato linearni forma se nazyva nulovd, ostatni formy se nazyvaji nenulové
formy. Je-li forma f nulova, pak vsechna &isla a;, i = 1, ...,n ve vyjadfeni (3) jsou
rovna nule' (je @, = f(u), i = 1,...,n). Je-li obracené a; = 0,i = 1;...,n, je f(x) = 0
pro kazdy vektor x € V (viz (3)). '
Mauzeme se snadno presvédéit, Ze jestlize nyni libovolng zvolime &isla a,, ..., a,
a kardému vektoru x = (x,, ..., x,) pfifadime &islo f(x) pfedpisem (3), je zobra-
zeni f, timto zplsobem definované, linearni formou na vektorovém prostoru V.
Mgjme nyni danu nenulovou linearni formu f. TudiZz existuje i (1 < i < n) tak,
e a, # 0. Zkoumejme nyni, jak vypada mnoZzina vech vektord xeV, pro néz
je f(x) =0 — tato mnoZina se nazyva nulovd mnoZina linearni formy f. Je vidét,
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ze je-li fx)=0a f(y)=0,jei f(x+y)=0a flcx) =0 pro kazdé ¢islo ceR
(viz vztahy (1)), a tedy nulova mnoZina linearni formy je vektorovy prostor —
podprostor vektorového prostoru V. Ziejmé tento vektorovy prostor ma dimenzi
n — 1. Je-li totiz v analytickém vyjadieni (3) napt. a, # 0, tj, je-li i = n, jsou
vektory

(1,0,0, ..., 0, —(a,/a,)),
©,1,0, ..., 0, —(a,/a)),

O,....0, 1, —(a,_,/a,)

linearné nezavislé a patii, jak je vidét, do nulové mnoziny linearni formy f.
TudiZz nulova mnoZina linearni formy f je vektorovy prostor, ktery ma dimenzi
alespoi n — 1. Kdyby nulovd mnoZina méla dimenzi n, musel by to byt jiz
cely vektorovy prostor V, coZ neni moZné, protoZe napf. vektor u, nepatii
do nulové mnoziny linearni formy f (e f(u,) = a, # 0). Tvrzeni, Ze nulova
mnozina nenulové linearni formy je vektorovy prostor dimenze n — 1, téZ okamzité
vyplyva pomoci vztahu (3) z teorie homogennich linearnich rovnic.

MiuZeme se snadno presvédéit, ze obracené kazdy podprostor V' dimenze n — 1
vektorového prostoru V je nulovou mnozZinou néjaké linearni formy: Ma-li
vektorovy prostor V' bazi u),...,u,_,, miZeme tuto bazi doplnit na bazi
uy,...,u, celého vektorového prostoru V. Pfifadime-li nyni kaZzdému vektoru

=xuy + ... + xu, €islo x,, tj., definujeme-li linearni formu f piedpisem
f(x) = x),, ma linearni forma f, kterou jsme obdrzeli, za svou nulovou mnoZzinu
pravé vektorovy prostor V. Je vidét, Ze je-li f jina linearni forma, ktera ma za
nulovou mnozinu vektorovy prostor V', je forma f nasobkem formy f, tj. existuje
dislo ceR tak, Ze je f(x) = cf(x) pro kazdy vektor xeV. Je-li totiz f(x) =

1,X, + ... + a,x, analytické vyjadreni formy f v bazi v}, ..., u,, musi byt
,=..=0a,_,=0(@Ge a=fu),i=1 .., n—1),a tudiz f(x) = a,x,, a tedy
F=af

Postupnym ové&fovanim axiomt vektorového prostoru bychom dokazali, Ze
mnozina vSech linearnich forem na vektorovém prostoru V je se zavedenymi
operacemi (s¢itani line4rnich forem a nasobeni linearnich forem disly z télesa R)
vektorovy prostor nad télesem R. Nulovym vektorem v tomto vektorovém prostoru
viech linearnich forem je ziejmé nulova linearni forma. Vektorovy prostor viech
linearnich forem na vektorovém prostoru V nazyvame dudlni vektorovy prostor
k vektorovému prostoru V a ozna¢ujeme ho V.

S
2

Ptipomeiime je3tg, Ze je-li

S =a,x, + ... +ax,, resp. g(x)=b,x, +..+bx

n'n

45




analytické vyjadfeni linearni formy f, resp. g, dostavame analytické vyjadieni
linearni formy f + g, resp. ¢f ve tvaru

f+9)0)=(a; +b))x, +... +(a, + b)x,,
resp.
cf)(x) = ca;x; + ... + ca,x,.

Té% je ziejmé, Ze je-li f linearni forma na vektorovém prostoru V, a je-li W
podprostor vektorového prostoru V, pak omezime-li definini obor linearni
formy f na vektorovy prostor W, dostavame linearni formu f na vektorovém
prostoru W. Forma f tedy pfifazuje kaZzdému vektoru xeW ¢&islo f(x) (4.
pro x e W je f(x) = f(x)). Nulovd mnoZina linearni formy f je pak prinik nulové
mnoZiny linearni formy f s vektorovym prostorem W.

PrestoZe pro potfeby pfedkladaného kursu geometrie Zadné dalsi vlastnosti
linearnich forem jiz nebudeme potiebovat, uvedeme pro uplnost jest€ nékteré
vlastnosti dualniho vektorového prostoru. Nadale budeme predpokladat, zZe
soufadnice vektorti i analytickd vyjadfeni linedrnich forem bereme v dané
bazi {u,,...,u,> vektorového prostoru V. Pfedpisem f(x) = x;, i = 1,...,n jsou
definovany linearni formy f,, ..., f, na vektorovém prostoru V. Je vidét, Ze
rovnost (3) miZeme psat ve tvaru f(x) = a, fi(x) + ... + a,f(x), a pouZijeme-li
zavedené operace na vektorovém prostoru V, miizeme psat

fx)=(a fy + ... + a,f,) (x).
Tudiz je

4 f=af +..+af,.

Linearni forma f je tedy linearni kombinaci linearnich forem f, ..., f,. Linearni
formy f,,...,f, tudi? generuji vektorovy prostor V (kaZdou linearni formu na
vektorovém prostoru V lze napsat jako jejich linedrni kombinaci). Je-li obraceng
linearni forma f definovana vztahem (4), pak z vyjadfeni (4) miZeme zase
dostat vztah (3). Jestlize forma f je nulova, musi tedy byt vechny koeficienty q;,
l=1,..,n rovny nule. Tudiz formy f,,..., f, jsou linedrné€ nezavislé a tvofi
bhzi vektorového prostoru V. Tato baze se nazyva dudlni bdze k bazi <u, ..., u>.
Odtud plyne, 7¢ vektorovy prostor V ma dimenzi n — stejnou jako vektorovy
prostor V. - '

Nyni jiZ mdZeme vyuZit teorii linearnich forem pro odvozeni rovnice nadroviny
v afinnim prostoru. Pfedpokladejme tedy, Ze mame danu nadrovinu A, _, afinniho
prostoru A,. Necht nadrovina A, _, je uréena bodem R a svym zaméfenim V! _, .
Vime, Ze existuje linearni forma f na vektorovém prostoru V, (zaméfeni prostoru A)
tak, Ze jeji nulovd mnoZina je pravé vektorovy prostor V,_,. Dale vime, Ze
prostorem V, _, je tato linearni forma ur&ena, aZ na nenulovy nasobek, jednoznaéné.
Nyni bod X leZi v nadrovin€ A;_, pravé tehdy, je-li X — ReV,_,, tj., je-li

f(X - R)=0.
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Definujme funkci f na A, (ij. zobrazeni A do tElesa R) predpisem f(X) =
= f(X — R). Je vidét, 7e funkce f na A, nezavisi na volbé bodu ReA,_,. Je-li
totiz Q € A, _, jiny bod, je
fX-Q=f(X-R+R-Q)=fX-R+fR-Q)=
= f(X — R).
(Protoze je R — QeV,_,, je f(R—Q)=0) Dostavame tedy, Ze bod X lezi
v nadrovin& A/ _, pravé tehdy, je-li
) fXx)=0.
ProtoZe linearni forma f je prostorem V,_, urfena, aZ na nenulovy nésobek,
jednoznaéng, je i funkce f uréena nadrovinou A, _,, aZ na nenulovy néasobek,
jednozna¢né.

Definice 1.5.1. Rovnici (5) nazyvame rovnice nadroviny A _,.

Z provedenych uvah vyplyva, Ze kaZda nadrovina ma svou rovnici. Protoze
nulovou mnoZinou nenulové linearni formy na vektorovém prostoru V, je
podprostor dimenze n — 1, plati zfejmé i tvrzeni:

Véta 1.5.1. Bud f nenulova linearni forma na zaméfeni V, prostoru A,
necht Re A,. Potom mnoZina viech bodd X eA,, pro néZ je f(X — R) = 0
(tj. mnozina {X e A,; f(X — R) = 0}), je nadrovina v prostoru A,.

Piedpokladejme nyni, Ze v prostoru A, mame zvolenu linearni soustavu
soufadnic % uréenou repérem % = (P;u,,...,u,>. Potom, piSeme-li v této
soustavé soutadnic X = [x,,....x,}, R=[ry,...r,}, je X —R=(x; —r)u, +
+ ... 4+ (x, — ) u,. TudiZ, jak bylo ukazano na potatku tohoto odstavce, je

©6) fX=R)y=(x, —r)a; + ... +(x, —r)a,

kde a; = f(u), i=1,...,n. Polozimeli a,,, = —ay, — ... —ar, lze tedy
rovnici nadroviny A, _, psat ve tvaru

) a,x; +..+ax,+a,.,=0.

Pro n = 2 obvykle pokladame x, = x, x, = y a z rovnice (7) dostdvame znamou
rovnici piimky

a;x + a,y +a; =0
Pro n = 3 poloZime x, = x, x, = y, X, = z a dostavame rovnici roviny
a,x +ay + asz+a, =0

ProtoZe linearni forma, ktera ma za svou nulovou mnoZinu vektorovy prostor
dimenze n — 1, musi byt nenulové, musi byt alespoti jedno z &isel a, , ..., a, nenulove
(&sla a,, ..., a, jsou koeficienty v analytickém vyjadteni formy f). Ukazeme nyni,
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¢ je-li jedno z &isel a, ..., a, nenulové, miizeme rovnici (7) pokladat za rovnici
néjaké nadroviny A, _,.

Véta 1.5.2. Budte dana &isla a,, ..., a,., € R. Nechf existuje pfirozené Cislo i,
1 £i £ n, tak, Ze a; # 0. Pak mnoZina viech bodl X € A,, pro jejichZ soufadnice
X, ..., X, v dané linearni soustavé soufadnic plati vztah (7), je nadrovina a vztah (7)
j¢ jeji rovnice.

Dikaz. Bud R = [r,, ..., r,] libovolny bod, pro ktery je

(8) ar,+ ...+ar,+a,,, =0

Je-li a; # 0, miZzeme napt. polozit r, = —a,,,/a;, r;=0proj=1,..,nj#i
Potom, dosadime-li za a,, , ze vztahu (8) do vztahu (7), dostavame

ax, + ... +ax,+a,,,=ax; —r)+..+afx,—r1)=0

Definujme nyni linearni formu f prifazujici kazdému vektoru y = (y,,...,¥,)
gislo f(y) = a,y, + ... + a,y,. Pak pro X =[x, ..., x,] mame

ax, +..+ax,+a,,, =f(X—R)

Nyni jiz tvrzeni dokazované véty vyplyva z véty 1.5.1.

N r—

Qv v, 1)
Piu,,...,u,) je

Predpokladejme nyni, Z¢ mame danu nadrovinu A, _,
Nechf v dané linearni soustavé soufadnic urené repérem # =

Q=1[4y,---»4,) ;
v, = (0,5 0yp)

’

Budeme hledat rovnici nadroviny A, _, . ProtoZe vektory v, ..., v,_, jsou linearné
nezavislé (uréuji zaméfeni nadroviny), je vektor y jejich linearni kombinaci
pravé tehdy, jsou-li vektory v,,...,v,_,,y linearné zavisié, tj., je-li f(y) = 0, kde

©) [0 T

Z vlastnosti determinant® vyplyva, Ze zobrazeni f definované vztahem (9) je linearni
forma, kterd ma za nulovou mnozinu pravé vektorovy prostor generovany vektory
Vi .oV, . Odtud vyplyva, % rovnici nadroviny A, muZeme psat ve tvaru
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ay = 0.

Prinikem konetné mnoZiny nadrovin prostoru A, je, podle véty 1.4.2", bud
mnozina prazdna, nebo podprostor prostoru A,. Odtud vyplyva, ze mame-ii k
rovnic nadrovin f,(X) =0, ..., fi,(X) = 0, pak mnoZina viech bodf prostoru A,
vyhovujicich viem témto rovnicim, je bud mnoZina prazdna, nebo podprostor
prostoru A,,. )

Definice 1.5.2. Bud A, podprostor prostoru A,. Mé&me dano k rovnic
nadrovin f(X) = 0, ..., f{X) = 0. Rikame, Ze tyto rovnice jsou rovnice podprostoru
A, jestlize plati: Je Ye A, pravé tehdy, je-li f,(Y) =0, ..., f(Y) = 0.

JestliZe mame podprostor A, dan jako mnoZinu bodd spliiujicich rovnice
fiX) =0, ..., fuX) = 0, tikame té%, Ze je podprostor A dan nebo uréen témito
rovnicemi. Nyni budeme fesit otdzku, miZeme-li kaZdy podprostor A/ prostoru A,
urdit rovnicemi. Nechf je A, = [R;v,, ..., v,]. Vektory v, ..., v, jsou linearné
nezavislé, miZeme je tedy doplnit na bazi {v,, ..., v,> prostoru V,. Potom pro
kazdy bod X € A, mliZeme urcit jeho soufadnice x,, ..., X, v linearni soustavé
soufadnic uréené repérem £ = (R;v,,...,v,>. Ziejmé je X € A/ pravé tehdy, je-li
X, = ... =X, = 0.Polozime-li f,(X) = %,, ,, ..., f,_(X) = X,, jsou tedy rovnice
fiX)=0, ..., f,_(X) = 0 rovnicemi podprostoru A.. KaZdy podprostor tedy
miZzeme ur€it rovnicemi. Dokonce jsme zjistili, Ze podprostor dimenze r miizeme
ur€it n — r rovnicemi. Z dusledku véty 14.4 bychom se snadno presvédéili
uplnou indukci, Ze podprostor dimenze r nemuZeme uréit méné nez n —r
rovnicemi.

Pozndmka 1. Samoziejmé rovnice podprostoru nejsou timto podprostorem
uréeny jednoznaéné. O tom se je§té presvédCime pozd&ji — viz poznamka 2.

Viimn€me si jeSté jednou rovnic podprostoru A;, které jsme obdrzZeli. Rov-
nice X; = 0(i = r + 1, ..., n) je rovnici nadroviny ¢; = [R;v,, ...,¥;_{,¥; 11, -..5 ¥, ]
(i=r+1, ..., n. Podprostor A, je tedy prinikem nadrovin g, a rovnice
nadrovin g, jsou tedy jeho rovnicemi. Pravé vyslovené tvrzeni plati samozfejmé pro
jakékoliv rovnice nadrovin g;; nemusime brat pravé rovnice x; = 0. Oviem kazdé
dvé rovnice jedné nadroviny se li§i jen o konstantni nenulovy nasobek. To nam
umozituje ur€it rovnice podprostoru A; v libovolné linearni soustavé soufadnic —
méme-li danu linearni soustavu soufadnic £ uréenou repérem £ = (P;u,,...,u. >,
doplnime vektory v,, ..., v, na bézi {v,, ...,v,> prostoru V, (vektory v, ,, ..., v,
je vyhodné vybrat z vektorl u,,...,u,, coZ vidycky lze) a rovnice nadrovin g,
uréime pomoci vzorce (10).
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Obecny postup, ktery. jsme pravé provedli, nyni pouZijeme na ureni rovnic
ptimky v trojrozm&rném afinnim prostoru A;. Méme v tomto prostoru pfimku
A’ = [R;v], pfitemZ v dané linearni soustavé soufadnic urlené repérem % =
= (P;u,,u,,u;>je R = [r,,r,,r,],v = (v,,v,, v;). Necht je napf. v, # 0 (alespoit
jedna soufadnice vektoru v musi byt nenulova). Potom vektory v, u,, u; tvofi
b4zi prostoru V, a rovnice pfimky A tedy jsou

Xy = Ty Xg =Ty X3 — T3

Uy U3, L) =0,
0, 1, 0
Xy =Ty Xy =¥y X3 =713
vy, v,, v, =0,
0, 0, 1
to jest ‘
(11) 0,(x5 — 13) — v3(x, — 7)) =0,

vy(x, — 1) —vy(x; —1,) = 0.
Jsou-li vechna &isla v,, v,, v, nenulova, tj. v,v,0; # 0, miizeme obdrzené rovnice
psat ve tvaru

Xy =¥ _ X3 Ty Xy —h _ X271

12) o, vy Uy - v,

nebo je¥té jednoduseji ve tvaru

Xy —Fy Xy Ty X3y
v v U3

(13)

Tim jsme ziskali jednoduchy zplsob, jakym z uréeni pfimky bodem a vektorem
(nebo z jejiho parametrického vyjadifeni) ziskame jeji rovnice. Je nutné jesté
jednou zddraznit, Ze zapis (12), resp. (13) mbzeme pouZit jediné tehdy, je-li
v,0,05 # 0.

Nyni obracené¢ udame postup, kterym podprostor uréeny rovnicemi urime
bodem a zaméfenim. Teoreticky je tento postup velmi jednoduchy, protoze se
redukuje na fefeni soustavy linearnich nehomogennich (popfipadé i homogen-
nich) rovnic. To viak je dostatetné znamé z algebry.

Méjme tedy podprostor A’ prostoru A, uréen rovnicemi f,(X) = 0, ..., fi(X) = 0.
Urdime linearni formy f,, ..., f, na vektorovém prostoru V, tak, aby bylo
J{X) = f(X — R), kde R;eA,, i =1, ..., k. (JestliZe ve zvolené soustavé linear-
nich soutadnicje AAX) = a,x; + ... + a,x, + a,.,,je f(X) = a;x; + ... + a,x,,
viz dlikaz véty 1.5.2.) Nyni urlime jeden bod podprostoru A’ jako né&jaké feSeni
soustavy rovnic f(X) =0, i=1, ..., k. Snadno se pfesvédlime, %e¢ zaméfeni
podprostoru A’ je nulovou mnoZinou linedrnich forem f,,..., f,: Oznalme R
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ziskany bod podprostoru A’. Dale bud V' zaméfeni podprostoru A’. ProtoZe je
ReAjef(R)=f(R—R)=0,i=1,...,k.Jeue V' pravé tehdy, je-liR + ue A,
tj, je-li fAR+u)=0,i=1, ..., k. Aviak mame f(R + u) = f((R + u) — R) =
= f{R — R)) + f{u) = f{u). Vektorovy prostor V' je tedy skute¢né¢ nulovou
mnozinou linearnich forem f,, ..., f;.

Vyjadieni podprostoru rovnicemi miZeme nékdy vyhodn& pouZit pii vysetio-
vani vzajemné polohy dvou podprostord. Vime, Ze je-li nadrovina ve zvolené
linearni soustavé soufadnic ¥ dana rovnici (7), je jeji zamé&feni nulovou mnoZinou
linearni formy f, kde f(x) = a,x, + ... + a,x, (analytické vyjadfeni formy f v bazi
uy, ..., u,). TudiZ dostavame tvrzeni: Dv& nadroviny o rovnicich

ax +...+ax,+a,,,=0,
ax, +..+ax,+a,,,=0

jsou rovnob&Zné pravé tehdy, jsou-li vektory (a,, ..., q,), (@,, ..., a,) € R" linearn&
zavislé. Zrejmé téZ ob& nadroviny jsou incidentni (a tedy totoZné) pravé tehdy,
jsou-li vektory (a,, ..., a,,,), (@;, --. @,,,) € R"*! linearn& zavislé. '

Zji$tujeme-li vzajemnou polohu nadroviny A, _, dané rovnici (7) a podprostoru
A; =[B; v,, ..., v,], stati zjistit, zda viechny vektory v,, ..., v, anuluji linearni
formu f. V tomto pfipad® jsou podprostory A,_, a A? rovnobéiné, v opainém
pfipad¢ jsou riznobéiné. Podprostory A,_, a A jsou zfejme& incidentni pravé
tehdy, jsou-li rovnob&iné a vyhovuje-li bod B rovnici nadroviny A, _,.

Vyhodné je téZ pouZiti rovnice nadroviny pro poéitani priseciku pfimky s nad-
rovinou. Mame-li nadrovinu A]_, danu rovnici (7) a pfimku A’ parametricky
x; = b, + vit, dosadime z parametrického vyjadfeni pfimky A do rovnice nad-
roviny za X;, i = 1, ..., n, a dostaneme rovnici o jedné neznimé t. VyfeSenim této
rovnice ziskdme hodnotu parametru, které ptisludi prisetik nadroviny A’ _,
s pfimkou A7 .

Ptiklad 1. V afinnim prostoru A, uréete prisetik ptimky A} = [B;v],
B=1[1,3, -2], v = (1,1, —3), s rovinou A}, o rovnici 2x + 3y + z — 4 = 0.
ReSeni. Pfimku A vyjadfime parametricky x =1 +t,y =3 +t,z= —2 — 3t.
Z t&chto rovnic dosadime do rovnice roviny a vzniklou rovnici vyfeSime pro t:
20+ +33+0)+(-2-3t)—-4=0, t= —5/2.

Dosadime-li vypo&itanou hodnotu do parametrického vyjadfeni p¥imky Aj, zis-
kame soutadnice prisetiku R:

R=[1-5/2,3-52 -2—15/2] =[-3/2,1/2, =19/2].

Ze sttedni ¥koly vime, e méme-li dany rovnice dvou rliznob&inych ptimek
v roving, pak soudtem téchto rovnic je rovnice ptimky prochazejici jejich prisedi-
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kem. Abychom mohli séitat i rovnice nadrovin, zavedeme pojem linearni funkce
na afinnim prostoru tak, aby

1. kazda nadrovina byla nulovou mnoZinou né&jaké linearni funkce (tj. mnozinou
viech bodu afinnibo prostoru, jimz linearni funkce pfifazuje &islo 0),

2. souétem dvou linearnich funkci a nasobkem linearni funkce ¢islem z R byla
opét linearni funkce.

Piitom funkce na libovolné mnoZiné M je zobrazeni této mnoZiny do R
Operace pro funkce na mnoZiné M jsou definovany pfirozenym zpisobem: Soudtem
funkci f, g na mnoziné M nazyvame funkci f + ¢, pro niZ pro kazdy bod X eM
plati (f + g) (X) = f(X) + g(X). Podobné ndsobkem funkce f &islem c € R je funkce
¢f definovand vyrazem (cf)(X) = «(f(X)). MlZeme definovat je§té soudin f.g
funkci f, g pfedpisem (f. g) (X) = f(X) . g(X), ten v8ak, jak dale uvidime, nebudeme
potifebovat.

A nyni jiz zavedeme pojem linearni funkce na afinnim prostoru A,.

Definice 1.5.3. Zobrazeni f afinniho prostoru A, do télesa R nazyvame linedrni
Junkce na afinnim prostoru A, jestlize bud existuje &islo ¢ € R tak, Ze pro kazdy
bod X € A, je f(X) = ¢, nebo existuje bod R e A, a linearni forma fna zaméfeni V,
prostoru A, tak, Ze pro kazdy bod X € A, plati f(X) = f(X — R). V prvnim ptipade

(je-li f{X) = ¢ pro kazdy bod X € A fikame, Ze linearni funkce je konstantni, -

a je-li navic ¢ = 0, fikame, Ze je nulovad. Neni-li linearni funkce f konstantni,
tikame, Ze je nekonstantni. ‘

Definice 1.5.4. Bud F né&jak4 mnoZina linearnich funkci na afinnim prostoru A,.
Rikame, 7e mnoZina N bodi z afinniho prostoru A, je nulovd mnoZina mnoziny F,
jestliZe je X € N prave tehdy, je-li f(X) = 0 pro kazdou funkci fe F.

Jako specialni pfipad pravé vyslovené definice dostavame definici nulové mno-
%iny linearni funkce f — pro ptipad, Z¢ mnozZina F je jednoprvkova a obsahuje
praveé funkci f-

Uvedme je§té jednu jednoduchou vlastnost linearnich funkci. Je-li f linearni
funkce, pak z rovnosti X — Y= X' — Y’ vyplyva rovnost f(X) — f{Y) = fiX") —
— flY) a zobrazeni f’, piifazujici kazdému vektoru X — Y &islo f'(X — Y) =
= f(X) — f(Y), je linearni forma. Skute¢ng, je-li linearni funkce f konstantni, je
tvrzeni zfejmé (linearni forma f* je pak nulova), je-li linearni funkce f nekonstantni,
existuje bod R a linearni forma f tak, Ze pro kazdy bod X e A je f(X) = f(X — R).
Potom je f(X) — f(Y) = f(X — R) — f(Y — R), a tedy

(14) J&X) -7 =fX - Y).

Tim je tvrzeni dok&zAno. Zaroveii jsme zjistili, Z¢ mame-li danu nekonstantni
linearni funkci f, je touto funkci jednoznadn& uréena linearni forma f, pomoci niz je
funkce f definovana.
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Operace jsou pro linearni funkce zavedeny obvyklym zpisobem: Soudet / + g
linearnich funkci f a g je definovan vztahem (f + g) (X) = f(X) + g(X) a nasobek
¢f linearni funkce f &islem ¢ je definovan vztahem (cf)(X) = ¢ . f(X).

Je-li f linearni funkce na afinnim prostoru a % linearni soustava soufadnic
v prostoru A,, miZeme pro kazdy bod X = [x,,...,x,] psat hodnotu f(X)
ve tvaru

(15) N f(X)_f'-alxl*_ +anxn+an+1’

kde g,eR, i=1,...,n + 1. Obraceng, zvolime-li libovoln€ Cisla a,eR, i =1, ..,
n + 1, je pfedpisem (15) dana linearni funkce na afinnim prostoru A,. PiSeme-li
jinou linearni funkci g na A, ve tvaru

gX)=bx, +...+bx,+b,,

plyne pfimo z definice operaci mezi linearnimi funkcemi, Ze pro linearni funkce
f + g, resp. ¢f (kde c € R) plati
(f+9X)=(a, +b)x, + ... + (@, +b)x, + (@, +b,.,)
resp.
€N (X)=ca,x, + ... + cax, + ca,,,.
Z uvedenych vlastnosti vyplyvaji nasledujici véty.

Véta 1.5.3. Budte f, g linearni funkce na afinnim prostoru A, bud c € R. Potom
f+ g a cf jsou linearni funkce na prostoru A,.

Souc¢inem linearnich funkci zfejmé nemusi byt linearni funkce. Nadale budeme
tedy predpokladat, Ze na mnoZin€ linearnich funkci jsou definovany jen operace
sCitani linearnich funkci a nasobeni linearni funkce realnym &islem. '

Nasledujici véta je zfejma.

Véta 1.5.4. Mnozina viech linearnich funkci na afinnim prostoru A, s operacemi
s¢itani linearnich funkci a nasobeni linearni funkce Cislem z R tvoii vektorovy
prostor dimenze n + 1. Piifadime-li kazdé linearni funkci f, pro niz plati vztah (15),
(n + 1)-tici (a,, ..., a,,,) je toto zobrazeni izomorfismus vektorového prostoru
viech linearnich funkci na A, na prostor R**! (vektorovy prostor viech (n + 1)-tic
prvka z télesa R).

Prostor vech linearnich funkci na afinnim prostoru A, budeme nadale ozna-
govat symbolem F(A,).

ProtoZe mnoZina viech linearnich funkci tvofi vektorovy prostor, miiZeme na
linearni funkce prenést viechny pojmy znamé z teorie vektorovych prostord.

Z dtive provedené konstrukce rovnice nadroviny a ze zavedeni linearnich funkci
tedy vyplyva, Ze nulova mnoZina nekonstantni linearni funkce je nadrovina, a obra-
cené, ka?da nadrovina je nulovou mnoZinou n&jaké nekonstantni linearni funkce.
Tato tvrzeni jsou jen preformulované véty, které jiz byly dokazany dfive.
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Véta 1.5.5. Bud Pe A,. Pak mnoZina F, = {fe F(A,); f(P) = 0} je podprostor
vektorového prostoru F(A,) a zobrazeni ¢, které kazdé linearni formé fe V, ptifadi
linearni funkci f(X) = f(X — P), je izomorfismus prostoru V, na prostor F,.

Dfikaz. Je zitejmé, ze F, je podprostor prostoru F(A,;), i Ze zobrazeni ¢ je
homomorfismus. Ze vztahu (14) (dosadime-li P misto Y) je vidét, Zze ke kazdé
linearni funkci f najdeme pravé jednu linearni formu f tak, Ze f= o(f). Tudiz
zobrazeni ¢ je izomorfismus.

Ze vztahu (3) je vidat, Ze je-li ueV,, u # o, existuje linearni forma f na
prostoru V, tak, Ze f(u) # 0. Jinymi slovy: Vektor, ktery anuluje viechny linearni
formy, je nulovy. Odtud vyplyva,.Ze vektor, ktery anuluje n linearné nezavislych
linearnich forem, je nulovy (vektorovy prostor \7" ma dimenzi n). Z véty 1.5.5 nyni
okamzZit& vyplyva nasledujici tvrzeni.

Véta 1.5.6. Budte f, ..., [, € F(A,) linearn¢ nezévislé linearni funkce. Necht pro
P,QeA, f(P)=f{Q)=0,i=1,...,n Potom P = Q.

Jinymi slovy, jestliZe se n linearné nezavislych linearnich funkci anuluje v bodé P,
je tento bod jedinym bodem, v ném? se funkce anuluji.

Véta 1.5.7. Jestlize [, ..., f, jsou linearné nezivislé linearni funkce a jejich
nulovd mnoZina je neprazdna, je jejich nulovou mnoZinou podprostor dimenze
n — k prostoru A,,.

Ditkaz. Nechf f{(P)=0 pro i=1,...,k, tj. f;e Fp (oznadeni viz v&ta 15.5).
Zvolme linearni funkce f,, |, ..., f, € Fp tak, aby linearni funkce [, ..., f, tvotily
bazi prostoru Fp. Bud Al pro i=1,..,n nulovi mnoZna funkci f;,...,f;
Oznatme je§té o, nulovou mnozinu funkce f; (¢, je nadrovina). Potom ziejmé
Al = Al ng proi=2,..,n Tudiz podle disledku véty 1.4.4 je

d,zd, -1
dy2d, -1
e
d,zd,_, —1.
Settenim téchto nerovnosti (je jich n — 1) dostavame
17 d,zd, —(@n-1).

Aviak vime, Ze d, = n — 1, a podle véty 1.5.6 d, = 0. TudiZ v nerovnosti (17) plati
znaménko rovnosti, a tedy i ve viech nerovnostech (16) nastava rovnost. Odtud
plyne,2ed, =n—1,d,=n—2,...,d, = n — k. Tim je v&ta dokazana.

Véta 1.5.8. Je-li podprostor A, dan rovnicemi f,(X) =0, ..., f(X) = 0, a obsa-
huje-li nadrovina o rovnici f(X) = 0 podprostor A], je linearni funkce f linearni
kombinacf funkei f, ..., fi.
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Ditkaz. Ztejm& se miZeme omezit na pripad, Ze funkce f,, ...,f, jsou linearné
nezavislé. Kdyby tyto funkce byly linearné zavislé, vybrali bychom z nich bazi pros-
toru, ktery generuji (v prostoru F(A,)), a dikaz bychom provedli pro tyto vybrané
linearni funkce. Jsou-li viak funkce f,, ..., f, linearn& nezavislé, vyplyva dokazo-
vané tvrzeni z pfedeslé véty (kdyby f byla linearné€ nezavisla na funkcich 17, ..., f},
byla by nulova mnozina funkei f|,...,f,, f riznad od nulové mnoZiny funkci

s fi)

Pozndmka 2. Z véty 1.5.8 vyplyva, Ze viechny linearni funkce, které se anuluji
ve viech bodech podprostoru A/, tvoii vektorovy prostor — oznalime ho V —
a linearni funkce f,, ..., f; ho generuji. Zfejmé téZ obraceng plati: Generuji-li linearni
funkee g, , ..., §,- vektorovy prostor V, je podprostor A, uréen rovnicemi §,(X) = 0,
v §p(X) = 0. Jinymi slovy muZeme toto tvrzeni zformulovat téZz takto: Necht
podprostor A prostoru A, je uren rovnicemi g,(X) =0, ..., §,(X) = 0. Potom je
A = A; pravé tehdy, je-li kazda rovnice g(X) = 0,i = 1, ..., k' linearni kombinaci
rovnic f(X) =0, ..., f(X) = 0, a obracent kazda rovnice f(X)=0,j=1,...,k
je linearni kombinaci rovnic §,(X) =0, ..., ,(X) = 0.

Pozndmka 3. Véty 1.5.6,1.5.7, 1.5.8 jsme téz snadno mohli dokazat z vét o feSeni
soustavy linearnich rovnic. Nyni, kdyZ jsme tyto véty dokazali geometricky, bychom
mohli v afinnim prostoru zvolit linearni soustavu soufadnic, linearni funkce vy-
jadrit v této soustavé a dostali bychom opé&t znamé véty z teorie linearnich rovnic.

Bude-li nadrovina ¢ dana jako nulovia mnozina linearni funkce f, budeme fikat,
%e nadrovina je pFifazena linearni funkci f nebo uréena linearni funkci f, tj., definu-

‘jeme zobrazeni mnoZiny viech nekonstantnich linearnich funkci na mnoZinu viech

nadrovin, pfifazujici kazdé linearni funkci jeji nulovou mnoZinu.

" Definice 1.5.5. MnoZinu viech nadrovin, pfifazenych nekonstantnim linearnim
funkcim dvojrozmérného, resp. tfirozmérného vektorového podprostoru prostoru

.F(A,), nazyvame svazek, resp. trs nadrovin.

Misto svazki a trsG nadrovin by bylo moZno vySetfovat obecn® mnoZiny viech
nadrovin pfifazené nekonstantnim linearnim funkcim k-rozmérného vektorového
podprostoru prostoru F(A,). Omezime se viak na rejjednodussi zobecnéni zna-
mého pojmu ,svazek piimek v roving“, coZ je pravé svazek nadrovin, poptipadé
jeSté trs nadrovin. Nasledujici véta vyplyva z toho, Z¢ dva linearn& nezavislé

vektory generuji dvojrozmérny podprostor vektorového prostoru.

Véta 1.5.9. Ke kazdym dvéma riznym nadrovinam prostoru A, existuje pravé
jeden svazek nadrovin, ktery je obsahuje. :

Véta 1.5.10. Je-li bod Be A, spoleny dvéma riiznym nadrovinam svazku, je
spolenym bodem viech nadrovin svazku. Neni-li bod B spolenym bodem viech
nadrovin svazku, existuje pravé jedna nadrovina svazku, ktera ho obsahuje,
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Diikaz. Z definice 1.5.5 a z véty 1.5.9 vyplyva, Ze je-li svazek nadrovin uren
dvéma rdznymi nadrovinami o rovnicich f{X) = 0 a §(X) = 0, miZeme rovnici
kazdé nadroviny svazku psat ve tvaru

(18) of (X) + dg(X) =

~—

kde ¢, deR, (¢, d) # (0, 0). Je-li F(B) = g(B) = 0, je i
(19) cf(B) + dg(B) =

pro kazdou dvojici &isel ¢, d € R. Je-li alespoii ‘jedno z &isel f(B), g(B) nenulové, je
FeSeni rovnice (19) (rovnice pro c, d) uréeno, aZ na nenulovy nasobek, jednoznacng.
Tim je tvrzeni dokazano.

Véta 1.5.11. Bud S svazek nadrovin v prostoru A,. Potom bud existuje pod-
prostor A, _, prostoru A, tak, Ze g € S pravé tehdy, kdyz A, _, c g, nebo existuje
podprostor V. _, prostoru V, (zaméfeni prostoru A,) tak, Ze g€ S pravé tehdy,
ma-li nadrovina ¢ zaméfeni V, _,

Diikaz. Svazek S zadejme dvéma riznymi nadrovinami ¢, ¢. Jsou-li tyto nad-
roviny riznob&iné, je podle disledku véty 144 g no = A _,, podle véty 1.5.10
kaZda nadrovina svazku S obsahuje podprostor A]_, a podle véty 1.5.8 kazda
nadrovina obsahujici A, _, patfi svazku S. Necht nyni nadroviny ¢, ¢ jsou rovno-
béZné. Potom kazda nadrovina svazku S je s nimi rovnobéZna (jak jsme jiZ
dokazali, existuji-li dv& rozné rtiznob&Zné nadroviny svazku, jsou kazdé dvé
nadroviny svazku riiznob&zné). Je-li obracené t nadrovina, 7 || ¢, zvolime bod A et
a podle véty 1.5.10 existuje nadrovina svazku (jak jsme ukazali, musi byt rovno-
b&Zna s @) obsahujici bod A — coZ musi byt nadrovina 7. TudiZ t € S.

Vétu 1.5.11 je moZno obratit — to ¢ini nasledujici véta.

Véta 1.5.12. Bud A _, podprostor prostoru A,. Potom vSechny nadroviny
v A, obsahujici A _, tvofi svazek nadrovinv A, . Bud V, _ | podprostor prostoru'V,.
Potom viechny nadroviny v A, majici zaméfeni V), _, tvoii svazek nadrovin v A,,.

Diikaz. Podprostor A, _, uréime dvéma rovnicemi — ty uréuji dvé nadroviny.
Svazek urteny témito nadrovinami musi byt podle véty 1.5.11 svazek vSech nad-
rovin obsahujicich podprostor A _,. Podobné lze sestrojit dvé rizné nadroviny
majici zaméfeni V), _,. Svazek ureny témito nadrovinami musi byt podle véty
1.5.12 svazek viech nadrovin se zamétenim V;,_,.

Je-li dan svazek nadrovin jako mnoZina viech nadrovin obsahujicich dany

podprostor A),_,, pak ke kazdému vektoru u neleZicimu v zaméfeni podprostoru . 1

A, _, existuje pravé jedna nadrovina svazku, jejiz zaméfeni obsahuje vektor w.
Toto tvrzeni je zfejmé — je-li A,_, = [4;V,_,], musi byt [4;V,_, v [{u}]]
hledanou nadrovinou. Tuto nadrovinu muZeme téZ uréit podobnym zpisobem,

0y
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jakym jsme v disledku véty 1.5.10 nasli nadrovinu obsakujici dany bod B. Jsou-li
napi. dvé nadroviny svazku dany v linearni soustavé soufadnic % rovnicemi

ax, +..+ax,+a,.,=0,
bx, +..+bx,+b,,, =0,

a je-liu = (u,, ..., u,), stali najit &isla c, d e R tak, aby platilo

cau, + ... +au)+dbu, +...+bu)=0

Vime totiZ, e ma-li n&aka nadrovina rovnici (7), je jeji zaméfeni nulovou mnoZinou
linearni formy (3).

V nasledujicich vétach budou popsany vlastnosti trsu analogické vlastnostem
svazkli popsanych v pravé uvedenych vétach 1.5.9 az 1.5.12. Nasledujici véta je,
podobné jako analogicka véta pro svazky, zfejma. Dikazy dalSich vét jsou vétSinou
téZ analogické diikazim pfisluSnych vt pro svazky.

Véta 1.5.13. Ke kazdym tfem nadrovinam prostoru A,, nepatficim jednomu
svazku, existuje pravé jeden trs nadrovin, ktery je obsahuje.

Véta 1.5.14. Je-li bod B € A, spole¢ny tfem riznym nadrovinam trsu T, nenale-
Zicim jednomu svazku, je spolenym bodem viech nadrovin trsu. Neni-li bod B
spoleénym bodem viech nadrovin trsu, pak vSechny nadroviny trsu obsahujici
bod B tvofi svazek nadrovin.

Diikaz. Necht g, o, t jsou tfi nadroviny trsu, které nepatii do jednoho svazku.
Necht tyto nadroviny maji po fadé rovnice f(X) = 0, g(X) = 0, h{X) = 0. Rovnici
kaZdé nadroviny naeho trsu miZeme nyni napsat ve tvaru

of (X) + dg(X) + eh(X) = 0
kdec,d,eeR,(c, d, ) # (0,0, 0). Je-li f(B) = g(B) = h(B) = 0, jei
(20) ¢f (B) + dg(B) + eh(B) =

pro kaZdé ¢, d, eeR. Je-li alespoti jedno z &isel f(B), g(B), h(B) nenulové, tvofi
viechna feSeni rovnice (20) dvojrozmérny vektorovy prostor v prostoru R3 (rovnice
pro ¢, d, e). Jestlize napt. (¢', d', €), (¢, d", €") jsou dvé& linearn& nezavisla fedeni,
je kazdé jiné feSeni rovnice- (20) jejich linearni kombinaci a rovnici kazdé nad-
roviny trsu, prochazejici bodem B, je moZné tedy napsat jako linedrni kombinaci
rovnic _

cf(X) + dgX) + eh(X) =

f(X) + d"g(X) + e"h(X) =

a obraceng. Odtud jiZ plyne tvrzeni véty.
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Véta 1.5.15. Bud' T trs nadrovin v prostoru A,. Potom bud existuje podprostor
A, _, prostoru A, tak, Ze geT pravé tehdy, kdyz A,_; < o, nebo existuje pod-
prostor V’,_, prostoru V, (zaméfeni A)) tak, 7e g€ T pravé tehdy, obsahuje-li
zaméfeni nadroviny ¢ podprostor V;,_,

Diikaz. Zadejme trs tfemi nadrovinami g, o, T které nepatii do jednoho svazku.
Z¥ejmé alespoti dvé z nich jsou rliznobézné. Necht napf. ¢ no = A}, _,. Potom
. mohou nastat dv€ moZnosti

a) Al_,nt=A,_;,

by A, |l
Jestlize nastavd moZnost a), kaZda nadrovina trsu T obsahuje podprostor A, _,
(v&ta 1.5.14). Analogicky jako ve vét& 1.5.11 se ukaZe, Ze kazda nadrovina obsahujici
A, _; patii do trsu T. Nechf nyni nastava moZnost b). Nadroviny g, g, t necht jsou
po fad& ureny linearnimi funkcemi f, g, h a t&ém necht jsou ptifazeny (viz (14))
linearni formy f, g, h. Oznadime-li V’,_, zaméfeni podprostoru A _,, anuluji se
na V,_, viechny tfi linedrni formy f, g, h, a tedy i kaZda jejich linearni kombinace.
Tudiz zaméfeni kaZzdé nadroviny trsu T obsahuje V,_,. Bud nyni o libovolna
nadrovina v A, jejiZ zam&feni obsahuje V_,. Nechf f, je linearni funkce, ktera
ji uréuje. Zvolme bod B € w. Timto bodem vedme nadroviny ¢, ¢’, 7’ tak, aby bylo
¢'lle, o ||o, v || v. Ztejm& nadroviny ¢, o', 7, jsou po fadé urfeny linearnimi
funkcemi /" =7 — f(B), § = § — §(B), I = h — h(B). Cisla f(B), 4(B), h(B) ptitom
bereme jako konstantni linearni funkce na A,. Viechny nadroviny ¢', o', 7', @
obsahuji podprostor [B; V._,], a patfi proto jednomu svazku S. ProtoZe ¢ }{g,
je ¢ # ¢' a nadroviny ¢’, ¢’ urfuji svazek S. Odtud vyplyva, Ze existuji Cisla
a,b,c,deRtak, ze B = of + bg, f,; = ¢f + dg'. Dosadime-li do téchto rovnosti
f* = f — f(B) atd., dostaneme, Ze h — af — b = u, kde u # 0 je konstantni linearni
funkce a f, = ¢f + dg + v, kde v # O je opét konstanta. Odtud potom

Jo=o +dg +—( - o - bg).

Linearni funkci f, miZeme tedy psat jako linearni kombinaci funkci f; g, h, a proto
we'T.
Pravé dokazanou vétu lze opét obratit podobné jako vétu 1.5.11.

Véta 1.5.16. Bud A,_, podprostor prostoru A,. Potom viechny nadroviny
v A, obsahujici A, _, tvofi trs nadrovin v A,. Bud V| _, podprostor prostoru V.
Potom viechny nadroviny, jejichZ zam&teni obsahuje V" _,,tvofi trs nadrovin v A,

Ditkaz. Snadno najdeme tfi nadroviny g, o, 7 tak, aby piislu¥né linearni funkce
byly lineArn& nezavislé, a aby tyto nadroviny v prvnim ptipadé obsahovaly pod-
prostor A, _, (stadi tento podprostor vyjadfit rovnicemi) a v druhém piipadg, aby
jejich zaméfeni obsahovalo V' _, (stadi najit dv& linearni funkce f, § tak, aby
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ptisluiné linedrni formy f, g byly linearné nezavislé, a ptidat k nim linearni funkci
f + ¢, kde ¢ je konstanta). Tvrzeni nyni vyplvvé z prede§lé véty analogicky jako
tomu bylo u véty 1.5.12.

Na zavér podotkneme, Ze svazek nadrovin existuje v afinnim prostoru dimenze
alespoit 1. Nadrovina v prostoru A, je jednobodova mnoZina a jediny svazek
v prostoru A, je tvofen viemi jednobodovymi mnoZinami. Trs nadrovin existuje
v afinnim prostoru dimenze alespoti 2. V roving existuje jediny trs — je to mnoZina
viech ptimek v roving.

Ptiklad 2. V afinni roving A, napiste rovnici spojnice prisediku p¥imek *
2x+y+1=0, x—y+2—Osb0dcmB—[1 2]

Reseni. Obé piimky uréuji svazek pfimek. Rovnici ka¥dé pnmky svazku mi-
Zeme psat ve tvaru

(21) c2x+y+ D +dx—-—y+2)=
Ulohu vy¥esime, najdeme-li pfimku svazku prochazejici bodem B. Dosadime tedy
do rovnice (21) za x a y soufadnice bodu B a ziskanou rovnici vyfe$ime pro ¢, d:
R 1+24 ) +d1l-2+2=0, tj.
_ S5c+d=0.
MiiZeme poloZit napi.c = 1,d = —35 a rovnici hledané piimky dostavame ve tvaru:
I2x+y+1)—-5(x—-y+2)=0, tj.
x—-2y+3=0.

Podobné jako v pfikladu 2 Ize fesit dlohu: Spojte v trojrozmérném prostoru bod
s prisenici dvou rovin danych rovnicemi.

V nasledujicim pfikladu vyfe$ime ulohu, kterou jsme jiz fefili v predeslém
odstavci. Nyni vyuZijeme rovnici nadroviny a svazky nadrovin.

Piiklad 3. V afinnim prostoru A; urlete pfitku mimob&Zek p = [4; u],
q = [B; v] prochazejici bodem M. Pfitom v dané linearni soustavé soufadnic je
A=[-1,33},u=(-1,0,2,B=[1,-1,2], v=(,3,2, M =[3,1,9].

Reseni. Nejdtive ptimku p vyjadfime rovnicemi (viz (11)):
—1(xy = 3) = 20, + 1) =0, x,-3=0.

Nyni ve svazku uréeném rovinami o obdrZenych rovnicich najdeme rovinu pro-
chézejici bodem M. Rovnici kazdé roviny svazku miZeme psat ve tvaru

(22) o(=%3 +3—2%x, —2)+dx, —3) =
Dosadime-li do rovnice (22) soufadnice bodu M, dostavame
—14¢ — 2d = 0,
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Zvolime-li ¢ =1, je d = —7. Dosazenim do rovnice (22) dostaneme rovnici
roviny ¢ obsahujici pfimku p a bod M:

2%, + Tx, + x5 —22=0.

Pfimku g vyjadiime parametricky a spotitame jeji prisefik s rovinou g (viz
ptiklad 1)

x, =1+t
(23) x,=—1+3t
X3 =2+ 2,
a potom '
21+ +N(-1+3)+24+2t-22=0,
25t —-25=0
t=1

Dosadime-li za t do (23), dostavame soufadnice bodu Q — prisetiku piimky ¢
s hledanou pfikou — Q = [2,2,4]. Body Q, M je jiz hledani pfitka urlena.
Prusecik této pricky s druhou ptimkou p bychom vypocitali bud analogicky, nebo
tak, #& bychom ptimku QM vyjadtili parametricky a spogitali jeji prisedik s jednou
z rovin obsahujicich pfimku p, napf. s rovinou o rovnici x, — 3 = 0. Hledany
prisetik je bod P = [1, 3, —1]. Resit piiklad 3 pravé popsanou metodou je ob-
zvia§t® vyhodné tehdy, mame-li jiz n€kterou z pfimek p, g zadanou rovnicemi.

Véty o svazcich a trsech nadrovin, které jsme dokazali, jsme mohli dokazat
v obecn&jii podobg. Jak jiZz bylo fefeno, mohli jsme vySetfovat mnoZinu nadrovin
ptifazenych linearnim funkcim k-rozmérného podprostoru prostoru F(A ). Potom
Ize dokézat, Ze tato mnozina nadrovin je bud mnoZina viech nadrovin obsahujicich
néjaky podprostor A/ _,, nebo mnoZina viech nadrovin, jejichZ zaméfeni obsahuje
né&jaky podprostor V,_, .. Toto tvrzeni je pak moZno obratit analogicky tomu,
jak jsme to provedli u svazkl a trs@ nadrovin. :

Cviteni

1. Cvieni 2, ..., 5 z odstavce 1.4 feste tak, Ze vZdy jeden z dvojice podprostori
vyjadtite rovnicemi, a pak ulohu vyfesite.

2. Cviteni 6 a 7 z odstavce 1.4 feste analogicky s fe¥enim pfikladu 3.

3. Napiste rovnici roviny g, ktera obsahuje piimku p a je rovnobéZni s pfimkou g. 4

Ptitom '
p:2x—y+z-3=0,3x+4y=0;
g:3x+22—-1=0,x—-y+2z=0. )
4. Urlete prisetik ptimky p = [A;u] s rovinou ¢. Ptitom A =[1,3, -1}, u =
=(1,2, =2),0:3x —2y+1=0.
5. Prisednici rovin ¢ a ¢ urtete bodem a vektorem.
¢ 2x~-3y+z-2=0,0: x+2y+2z+5=0
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6. Napiste rovnici roviny o, ktera obsahuje dany bod 4 a je rovnobéina s danou
rovinou g. Ptitom 4 = [1,3,5],0:2x + 2y — 3z + 1 =0.

7. Uréete rovnicemi pfimku p rovnobéZnou s danou pfimkou g tak, aby bylo 4 € p.
Piitom 4 = 2,3, -1}, ¢:3x —y+1=0,z-7=0. S
8. NapiSte rovnici roviny g, ktera je rovnobézna s pfimkami p, ¢, a pro niZ je A € g.

Je dano 4 = {0, 0, 5],
p:3x—2y+z=0,x+y+1=0;
g:2x—-52+1=0,3y—z=0.

1.6. Afinni zobrazeni

Zatneme piikladem jednoho zobrazeni v trojrozmérném afinnim prostoru A,
které si miZeme dobfe pfedstavovat ve fyzikalnim prostoru. Zvolme v A, dvé
roviny A, a A’} (viz obr. 3). Bud V; zaméfeni prostoru A,. Zvolme smér [{u}] = V,
(smérem nazyvame jednorozmérny podprostor vektorového prostoru), ktery nelezi
v zam&feni Zadné z rovin A, a A’. Nyni miZeme promitnout smérem [{u}]
rovinu A, do roviny A7, tj. sestrojit zobrazeni ¢ roviny A, do A7, které kazdému
bodu X'e A, pfifadi bod X" € A7, pro n&jz plati X' — X" e [{u}] Snadno se Ize
presvédtit, Ze zobrazeni téchto vlastnosti skutetné existuje, a Ze je smérem promi-
tani uréeno jednoznalné.

Obr.3

Afinni zobrazeni, které nyni zavedeme, bude zobecnénim pravé sestrojeného
promitani.

Definice 1.6.1. M&me dény afinni prostory A, =(A, V,, ,—“) a A, =
= (A", V., —). Zobrazenf ¢ mnoZiny A do mnoZiny A’ nazyvame afinni zobrazeni

m»

prostoru A, do_ prostoru A, jestliZe existuje homomorfismus ¢ prostoru V, do
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prostoru V., tak, Ze je-li X' = @(X), Y’ = ¢(Y), je Y' — X' = ¢(Y — X). Homo-
morfismus ¢ se nazyva asociovany homomorfismus k afinnimu zobrazeni ¢.

Je zfejmé, Ze homomorfismus ¢ je afinnim zobrazenim ¢ urfen jednoznalné.

Véta 1.6.1. Bud ¢ afinni zobrazeni prostoru A, = (A, V,, ,,—*) do prostoru
A, =(A,V,, ,,—") s asociovanym homomorfismem ¢. Necht A} je podprostor
prostoru A, a V; bud jeho zaméfeni. Potom ¢(A]) je podprostor prostoru A/,
@(V}) je jeho zaméfeni, a chapeme-li Ay, (A, jako afinni prostory (viz poznamka 1
z odstavce 1.3), pak omezime-li defini¢ni obor zobrazeni ¢ na A (toto zobrazeni
oznalujeme ¢ | A}), dostavame afinni zobrazeni A} na @(A;). Asociovany homo-
morfismus k tomuto afinnimu zobrazeni je @ | V.

Dukaz. Z algebry vime, nebo snadno ovétime, Ze ¢(V;) je podprostorem
prostoru V.. Jednoduchym zpisobem ovétime vlastnosti podprostoru. Bud
X', Y' e o(Ay). Potom existuji X, Ye A} tak, Zze ¢(X) = X', o(Y) = Y'. Z definice

1.6.1 plyne, Ze (Y — X)=Y' — X', a tudiz Y' — X'eV,. Bud nyni u' e@(V}).

Potom existuje vektor u e V; tak, Ze u’ = ¢(u). Oznadime-li Z = Y + u, je ¢(Z)e
€ ¢(A}) a z definice 1.6.1 dostaneme, Ze ¢(Z) — Y' =/, a tedy Y’ + u’ € p(A}).
Tudiz A} je podprostor se zamétenim G(V;). Tvrzeni, Ze ¢ | A} je afinni zobrazeni
s asociovanym homomorfismem ¢ | V}, je zfejmé.

Nyni si ukdZeme dva ptiklady afinnich zobrazeni. Prvni bude promitani (zobec-
néni promitani v A;, o kterém jsme mluvili na poéatku odstavce). Zvolme v afinnim
prostoru A, podprostor A; se zaméfenim V,. Dale zvolme podprostor V’_,
prostoru V, tak, aby bylo V, nV,_, = {o}. Podle uvodu (odstavec 5) je potgm
[V,vV,_]=V,. Prostor Y,_, miZeme ziskat napt. tak, Ze zvolime baziu,, ...,u
prostoru V,, tak, aby bylo - ”

(1) [{ul’ eiey uk}] = v;c
Miizeme polozit

(2 Vo= Hueis o u}]

Nyni se pfesvéd¢ime, Ze ke kazdému bodu X e A, existuje pravé jeden bod
X'eA tak, Ze X' — X eV, _,. Zvolme repér & = (4; u,, ..., u,> v prostoru A
tak, 2¢ Ae A, a Ze plati vztahy (1) a (2). Potom v ptislu¥né linearni soustavg“
soufadnic ¥ miZeme psat X = [x,,...,x,], X' =[x}, .., %}, 0,...,0], a tudiz
X =X =(X} = X1y cvus X — Xpy —Xppqs --» —X,). Vidime, Ze k tomu, aby bylo
X' - XeV,_,, je nutné a stadi, aby x| = x,, ..., x; = x,. TudiZ bod X’ pozado-
vanych vlastnosti skuteén& existuje pravé jeden. Definujme nyni zobrazeni ¢ mno-
2iny A bodl prostoru A, do'podprostoru A, tak, Ze pro kazdy bod X e A
poloZime @(X) = X'. Jestlize podprostor A} doplnime na afinni prostor (A;, V., — ;
(viz poznamka 1 z odstavce 1.3), bude sestrojené zobrazeni ¢ afinnim zobrazenim.

62

V linearni soustavé soutadnic &, jak jsme jiz ukazali, miZeme pro X =[xy 000 X}
psat o(X) = [x,, ..., X%, 05 oo 0]. Nyni Ize snadno oveFit vlastnosti afinniho zobra-
zeni. Asociovanym homomorfismem je homomorfismus &, ptifazujici kazdému vek-
toru u = (u,, ..., 4,) vektor p(u) = Wy oo Uy 0, ..., 0). Sestrojené afinni zobrazeni
nazyvame projekce A, do podprostoru A; smérem V”_,. Nejtastji se toto zobra-
zeni pouZiva, je-li A} nadrovina (tj. k = n — 1).

Druhym ptikladem afinniho zobrazeni bude stejnolehlost o stiedu SeA,
a koeficientu a € R, a # 0. Toto zobrazeni bude kazdému bodu X € A4, ptifazovat bod

o(X) =S + a(X - S).

Opét l1ze snadno ovéfit, Ze sestrojené zobrazeni je afinni zobrazeni. Prislusny
asociovany homomorfismus ¢ pfifazuje kazdému vektoru u € ¥, vektor ¢p(u) = au.
Vidime, %e na rozdil od projekce je stejnolehlost vzajemné jednoznatné zobrazeni
a homomorfismus @ je izomorfismus. Odtud vyplyva, Ze obraz ¢(A,) kazdého '
podprostoru A prostoru A, ma stejnou dimenzi k. Dale z rovnosti ¢(u) = au
vyplyva, ze podprostor (A;) je rovnobZny s podprostorem A, (plati pro kazdy
podprostor A}). Stejnolehlost s koeficientem 1 je zfejm& identita. Stejnolehlost
s koeficientem — 1 se nazyva stFedovd soumérnost.

Podrobngji se s afinnimi zobrazenimi seznamime.aZz ve druhém dilu této
udebnice.

1.7. Délici pomér, stfed dvojice bodil

Nyni budeme definovat délici pomér tii bodd na ptimce. Na prvni pohled
bude ptitom ziejmé, Ze definovany pojem souhlasi se zplisobem zavedeni déliciho
poméru na stfedni $kole.

Ptedpokladejme, 2¢ mame danu afinni pfimku A, se zamdfenim V,. Bud u
nenulovy vektor ze zaméfeni V, (tudiZ tvofi jeho bazi). Jestlize A, B, C jsou tfi body
pfimky A, miZzeme psat

1 C — A= xu, C — B = yu.

Budeme-li pfedpokladat, Ze C # B, miizeme utvofit zlomek x/y a nazvat ho délici
pomér bodu C vzhledem k bodiim 4, B. Je vidét, Ze v ptipadg, Ze by bylo 4 = B,
byl by délici pomér kazdého bodu C ptimky A, (rizného od bodu B) roven jedné.
Délici pomér budeme tedy definovat jen pro ptipad, ze A # B. Ted jiz mizeme
napsat definici d&liciho poméru (vlastn€ jiz byla napsana v textu).

Definice 1.7.1. Bud dana afinni ptimka A, se zamétenim V. Budic 4, B,Ce A,
adalebudueV,,u # o. Necht 4 # B # C. Jsou-li &isla x, y definovana vztahy (1),
nazyvame &islo x/y délici pomér bodu C vzhledem k bodtim A4, B a oznalujeme je
(4, B; C).
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Poznamenejme jesté, Ze pravé vyslovena definice déliciho poméru je opravnéna,
tj. ¥islo x/y zavisi skutetné Jjen na bodech A, B, C a nezavisi na pouZitém vektoru u.
Skutetné, kdyby u' eV, byl jiny nenulovy vektor, bylo by u’ = ku, k # 0, a kdy-
bychom psali ‘
C—A4A=xu, C — B =yv,

bylo by C — A = x'ku = xu, a tedy x = x'k, a podobné té y = y'k. Potom by
bylo x/y = x'k/(y'k) = x'[y’. Vztahy (1) miZeme zfejmé napsat i pro body jedno-
rozmérného podprostoru A’ afinniho prostoru A, a dé&lici pom&r t¥ bodi na
pfimce v A, miZeme tudiZ definovat stejnym zplsobem — viz poznimku 1
2 odstavce 1.3. Viechny dalsi véty pak plati i pro délici pomér t¥i bodd na p¥imce
v prostoru A,,.

UkaZeme si jesté jedno jednoduché vyjadieni déliciho poméru. Kdybychom
ve vztahu (1) zvolili u = C — B, bylo by y =1 a x = d, tj. délici pomér d bodt
A, B, C by byl ur€en rovnosti

VA C - A=d(C - B).

Ptedpokladejme, Zze & je linearni soustava soufadnic na pfimce A, dani
tepérem £ = (P; u). Potom je 4 = [a], B = [b], C = [c], a potom

C—A=(c—-au, C —~ B =(c—-b)u,
atu.dii‘

() (4, B; C) = (¢ — a)/(c — b).
Proto¥e je A # B, je a # b, a tedy (4, B; C) # 1.

UkaZeme, Ze jsou-li dany body 4, B, A # B, &islo deR, d # 1, je podminkou

(4, B; C) = d urten jediny bod Ce A, . To dokaZeme tim, e ze vztahu
(4) d=(c—a)c-b)

vypotitame soufadnici ¢ bodu C. Je zfejmé, Ze nasledujici rovnosti jsou $ rovno-
sti (4) ekvivalentni. :
c—a=dc—db
(5) c—dc=a-db
¢ =(a~db)(1 —d)

Tudi% plati:

Véta 1.7.1. Budte dany body 4, Be A, A # B. Potom zobrazeni, které kazdému
bodu CeA,, C # B, ptitadi d&lici pom&r (4, B; C), je vzijemnd jednoznalné
zobrazeni mnoZiny A, \ {B} na mnoZinu R\ {1}.

Nynf budeme zkoumat, jak se méni délici pomé&r tfi bodd, zm&nime-li jejich
pofadi. Nejdtive budeme Fedit nasledujici Glohu: Jsou dany t¥i rizné body 4, B, C
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piimky A, (tj. A # B # C # A). Je (4, B; C) = d. Urtete d€lici poméry (B, 4; C)
a (4, C; B). Ze vztahu (3) je ziejmé, Ze je (B, A; C) = 1/d. Dile mame (4, C; B) =
= (b — a)/(b — ¢). Dosadime-li do tohoto vztahu za ¢ ze vztahu (5) a upravime-li
vznikly zlomek, dostavame (4, C; B) = 1 — d. Je vidét, Ze nyni bychom jiZ snadno

urcili i délici poméry (B, C; A4), (C, 4;B) a (C,B; A). Plati (B,C;A) =1 — L

1 d d

(C,4;B) ='—1—:—d—, (C, B; A) = -(—1_—1; dikaz téchto tvrzeni ponechame jako

cvieni.

Mgjme v afinnim prostoru A, zvolenu linearni soustavu soufadnic. Bud dale
A’ = [Q; v] ptimka v prostoru A,. Necht ve zvolené linearni soustavé soufadnic
i€ Q=1[a,,...49,) v=(vy, ..., ). Mame-li nyni tfi riizné body 4, B, Ce A a je
A=Q +av,B=Q + bv, C = Q + cv, pak pro soufadnice bodi 4, B, C (a;, b;, c;,
i=1,..,n) plati q;=¢; + av;,, b;=¢q, + b, ¢, =¢q,+ cv;, i =1,...,n Odtud
dostavame

¢;—a;=¢q,+cv,—(q;+av) =(c — a)v, i=1,:..,n,
a podobng
¢;—b,=(—-"bv,, i=1,..,n

Je-li pro dané ptirozené &islo j, 1 <j < n, v; # 0, dostavame z rovnosti (3), Ze je
(6) (4, B; C) = (c; —a)llc; — bj)' v
Odtud jiz vyplyva véta:

Véta 1.7.2. M&me dany tfi rizné rovnob&Zné nadroviny A}_,, AZ_,, A3_|
v prostoru A,. Budte p, g dv& pfimky v A, riiznob&Zné s t€mito nadrovinami.
Oznadme PP=pn Al_, Qi=gqnAi_,,i=1,2 3. Potom plati (P!, P?; P?) =
= (@', 0% 0Y). |

Dikaz. Nazorny vyznam véty 1.7.2 je patrny z obrazku 4 (pro n = 2). Zvolme
v A, linearni soustavu soufadnic & repérem # = {(P; u,, ..., u,) tak, aby A, _, =
= [P; u,, ..., u,_,] Potom bod P’ m4 stejnou soufadnici jako bod @', i = 1,2, 3.

A3-1 \
2
A :
n-1 ] Pz
Q'

At 1 \
) h

Obr. 4
®
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Tvrzeni véty tudiz plyne ze vztahu (6) (pro j = n). Véta 1.7.2 je téz disledkem pfisti -
obecngj§i véty.

Véta 1.7.3. Bud ¢ afinni zobrazeni afinniho prostoru A, do afinniho prostor'u
A,. Predpokladejme, 2e 4, BeA,, A # B, Ce AB, C # B, ¢(A) # ¢(B). Potom je
@(C) € (A 9(B), ¢(C) # ¢(B) a (4, B; C) = (¢(A), ¢(B); ¢(C)).

Ditkaz. Zobrazime-li obé strany rovnosti (2) homomorfismem ¢ (asociovany
homomorfismus k @), dostavame podle definice 1.6.1 rovnost

#(C) — ¢(4) = d(@(C) — ¢(B)).
Z této rovnosti jiz plynou viechna dokazovana tvrzeni (kdyby bylo ¢(C) = ¢(B),
bylo by i ¢(C) = ¢(A), a tudiZ ¢(4) = @(B), coz neni moZné).

Z této vaty, jak jiz bylo feteno, vyplyva véta 1.7.2. Za afinni zobrazeni stadi vzit
projekci prostoru A, na ptimku p smérem V,_,, kde V;_, je zaméfgni viech tii
nadrovin Al_,, AZ_,Al_,.

Véta 1.7.4. Mé&jme v afinni roviné A, dany tfi rizné pfimky a,, a;, a, procha-
zejici bodem R € A, . Budte p, 4 rovnobéZne piimky v A,, které nejsou rovnobéZneé
se #adnou z primek a,,a,,a, a neprochazeji bodem R. Oznatme P;, resp. Q,
prisedik piimky p, resp. ¢ s ptimkou a; (pro i = 1,2, 3). Potom je (P, P,; P;) =
= (0, Q,; Q3)

Ditkaz. Protoze R¢p, je P, — R # 0. Oznalme k € R ¢islo, pro néZ

(6) Ql_R=k(P1—R)-

Obr. §

Provedeme-li stejnolehlost ¢ o stfedu R a koeficientu k, dostaneme z vlastnosti
stejnoleblosti (viz odstavec 6), Ze o(P,) = Q,, o(p) = g, a tudiz o(P) = Q,; pro
i =1,2,3. Tvrzeni nyni jiz vyplyva z véty 1.7.3. Nazorny vyznam véty 1.74 je

patrny z obr. 5. R
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Dosud jsme mohli ve$kerou teorii délat zcela stejng, kdybychom misto mnoZiny
viech realnych &isel brali libovolné t&leso T. Dal§im pojmem, ktery zavedeme, bude
stted dvojice bodil. ProtoZe p¥i vypottu stiedu dvojice bodt budeme dglit &islem 2, .
museli bychom pfi popsaném zobeciiovani (vzit libovolné téleso T misto mno-
Ziny realnych &isel) vynechat télesa charakteristiky 2, tj. télesa, vnichzje 1 + 1 =0
(pfikladem tohoto télesa je t&leso zbytkovych tfid modulo 2 znamé z algebry).

Definice 1.7.2. Budte 4, Be A,,. Je-li A = B, nazyvame stfedem dvojice bodii A, B
bod A. Je-li A # B, nazyvame stfedem dvojice A, B bod S € A, le¥ici na ptimce AB,
pro né&jZ plati (4, B; §) = —1.

Nyni vidime, pro¢ pfi popsaném zobeciiovani musime vylougit télesa charakte-
ristiky 2. V télese charakteristiky 2 je totiZ 1 + 1 =0, a tedy 1 = —1, a protoze
‘délici pomér kaZdych tii bodl je rizny od jedné, bod S popsanych vlastnosti by
neexistoval.

Véta 1.7.5. Bod S € A, je sttedem dvojice bodli 4, B (4, B € A,) pravé tehdy, je-li
S=A+4B—-A).

Diikaz. ProtoZe jak stfed dvojice bodd, tak bod 4 + (B — A) nezavisi na volbé
linearni soustavy soufadnic, miizeme dikaz provést vypoétem ve vhodné zvolené
linearni soustavé soutadnic. Zvolme na piimce AB linearni soustavu soutadnic
danou repérem {A4; B — A4). V této linearni soustavé soufadnic je 4 = [0], B = [1].
Bud dale S = [s], s # 1. Potom bod § je sttedem dvojice bodii 4, B pravé tehdy,
je-lis —0)f(s — 1) = —1,tj.s = 1 — s, tj. s = 1/2. Tim je tvrzeni dokazano.

Véta 1.7.6. Nechf pro 4, Be A, je v linearni soustavé soufadnic 4 = [a,, ..., 4,],
B=1{b,,...,b,] Bud S stfed dvojice bodl 4, B. Potom je :
S = [’;—al + %bl’ M ’%an + %bn]

Dikaz. Je-li S = [s,,...,s,), je podle pfedchozi véty s; = a; + 3(b; — a;) pro
i=1..,mt.s,=4a, +3b,i=1,..,n ‘

Skuteénost, ze pro soufadnice stfedu S dvojice bodd A, B plati s; = 34, + 3b,,
budeme symbolicky zapisovat ve tvaru

S=1%4 +4B.

Jedt& jednou je nutno zdiraznit, Ze tento zapis je zcela symbolicky, a tedy pouze
znamena, Ze bod § je sttedem dvojice bodi 4, B, a neznamen4, Ze napf. je definovano
nasobeni bodu &islem nebo séitani boda.

Véta 1.7.7. Bud 4, B,C,DeA,. Potom A — B = C — D pravé tehdy, je-li
44 + 3D = 4B + 4C.
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Diikaz. Tvrzeni je zfejmé, nebot zvolime-li v A, linearni soustavu soutadnic, je
rovnost A — B = C — D ekvivalentni rovnostem a, — b, =c¢, —d;, i =1,...,n,
z nichz Jednoduchou ipravou ziskame ekvivalentni rovnosti §a; + 3d; = b, + 3¢
i=1,.

Prévé dokézané véta nam ukazuje souvislost zavedeného pojmu vektoru se
stfedoSkolskym pojmem vektoru. Véta 1.7.7 totiZ fika, Ze dvé dvojice bodt A, B
a C, D urcuji stejny vektor pravé tehdy, maji-li dvojice 4, D a B, C stejny stied,
coZ je jeden ze zpisobli pouZivany pfi zavedeni vektord na stiedni $kole.

Cvitenf

1. Na pfimce A, jsou dany tfi rizné body A4, B, C. Plati (4, B; C) = d. Uréete
tisla (B, C; A), (C, 4; B), (C, B; A).-

2. Na ptimce A, jsou dany étyti rizné body 4, B, C, D. Potom plati (4, B; D).
.(B, C; D) = (A, C; D). Dokazte.

3. V prostoru A, je dan bod R a nadrovina A _, neprochazejici bodem R. Dale
je dano &islo ce R, ¢ # 1. Zji§téte, co vyplni viechny body X € A, pro néZz plati:
Existuje Ye A, _, tak, Ze body Y, X, R leZi na pfimce a je (Y, R; X) = c.

4. V prostoru A, jsou dany dv& mimob&Zky p, g. Dale je dano &islo ce R, ¢ # 1.
Zjistéte, co vyplni viechny body X € A, pro néZ plati: Existuji body Pep,
Q e q tak, Ze body P, Q, X leZi na piimce a je (P, Q; X) = c.

8, V prostoru A, jsou dany tfi ptimky p, g, r, z nichZ kazdé dv¢ jsou mimob&Zné.
Dale je dano &islo ceR, ¢ # 1. Zjistéte, kolik je trojic bodu (P, @, R), pro n&Z
plati: Pep, Qeq, Rer, body P, Q, R leZi na jedné pfimce a (P, Q; R) = ¢.

6. Pro kazdé dva body X, Ye A, oznalme S(X, Y) jejich stfed. Potom pro kazdé
ttyfi body 4, B,C,DeA, plati: S(S(4, B), S(C, D)) = S(S(4, C), S(B,D)) =
= S(S(4, D), S(B, C)). Dokaite.

1.8. Linedrni kombinace bodii

Zavedeme linearni kombinaci bodl. Vime, Ze napf. stfed S dvojice bodid A4, B
z afinniho prostoru A, se zapisuje ve tvaru S =34 + 1B. Tento zapis pouZivaime
proto, 7 je-li ve zvolené soustavé linearnich soufadnic 4 = [a,, ..., q,], B=
= [b,,...b,}, S =[s;, ..., s,} je s; = 3(a; + b) pro i = 1, ..., n. Vidime, Ze je-li P
potatek zmingné linearni soustavy soufadnic, je S=P +3(4 — P) +3(B — P)
(rovnost je zfejma, rozepiseme-li obe strany pomoci soutadnic). Bod P + HA-P)+

+ 4(B — P) tudiz nezavisi na volbé bodu P, protoze stted dvojice bod j je na volbé ‘

linearni soustavy soufadnic nezavisly. Uvedeny postup se nyni pokusime zobecnit.
Méjme dany body B,, ..., B e A, a &isla ¢y, ..., ¢, € R. Zvolime je§té bod PeA,
a sestrojime bod P + ¢,(B, — P) + ... + ¢,(B, — P) a budeme zkoumat, kdy tento
bod nezavisi na volb& bodu P. Zaroveii budeme zkoumat, kdy vektor ¢,(B, — P) +

+ ... + ¢(B, — P) nezavisi na volb& bodu P. Zvolme proto jeite bod QeA,.
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Ozna&me
up =¢(B, — P) + ... + ¢(B, = P),

ug=¢,(B; — Q)+ ... + ¢(B, — Q).

Vztah P + up = Q + u, bude platit pravé tehdy, bude-li u, — Uy = Q — P.Vztah
up = uy bude platit pravé tehdy, bude-li u, — u, = 0. Potitejme tedy rozdil
up — uy. Mame

Up — Uy =¢y(B, —P)+ ... + c(B, — P) —
=By — Q)+ ... + cB, — Q)),
a tedy
Up — g = ¢,(B, —P)— (B, — Q) + ... +
+cd(B, — P) — (B, — Q) =
=¢,@Q-P)+..+c(Q-P) =
={c,+ ...+ ¢c)(@Q—P).

Vidime, Ze pro kaZdé dva body P,QeA, bude platit vztah P + up=0Q +uy
pravé tehdy, bude-li ¢, + ... + ¢, = 1, a vztah u, = u, bude platit pravé tehdy,
bude-lic, + ... + ¢, = 0. Pro tyto ptipady tudi? mizeme definovat linearni kom-
binaci bodd. Vidime, Ze pro pfipad k =2 a ¢, = ¢, = 1/2 dostavame jiz dfive
definovany stfed dvojice bodd B, B,.

Definice 1.8.1. M&me dany body P, B,, ..., B,c A, a &sla c,, ..., c,eR. Je-li
¢+ ... +c¢,=1resp.c, + ... + ¢,'= 0, nazyvame bod -

P +c¢,(B; = P) + ... + ¢|(B, — P),
resp. vektor
c(By —P)+ ...+ c(B,— P)

linedrni kombinaci bodii B,, ..., B, s koeficienty c,, ..., ¢, a oznadujeme ho symbolem
¢,B, + ... + ¢,B,.
Ptedpokladejme nyni, Ze mame danu v A, linearni soustavu soufadnic &

repérem {P; u,, ..., u,>, a Z¢ dané body B,,...,B,e A, mame v této linearni
soustavé soufadnic dany soufadnicemi

B, = [bu’ ""bln]‘
O
B, = [by, ..., by,).

Mgjme dale dana &isla ¢, ...,c,eR, proné2jec, + ... + ¢, = 1, resp. ¢, + ... +
+ ¢, = 0. Budeme urlovat soutadnice bodu, resp. vektoru c¢,B, + ... + ¢,B,.
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Oznaéme tyto soutadniced, , ..., d,. Uréime-li je pomoci bodu P, dostavame snadno
GeP=[0,..,0}, B, — P=(by, ... by i=1,...., k) Ze

(2 dj=cb;+..+eb;, Jj=1..n

Qbdrzeny vysledek miizeme nyni zformulovat ve vétu.

Viéta 1.8.1. Budte B,, ..., B,eA,, ¢, ...,c,€R. Necht ¢; + ... + ¢, = 1, resp.
¢, + ... + ¢, = 0. Plati-li pro body By, ..., B, ve zvolené linearni soustavé soufad-
nic vztahy (1), ma bod, resp. vektor ¢,B; + ... + ¢, B, soufadnice d, ..., d, dapé
vztahy (2).

Nasledujici véta je jednodﬁchym disledkem véty predchazejici.

Vita 1.8.2. M&jme dany body 4, B, C, DeA, a &sla a, b, ¢, d, e, fe R. Necht je
splnén jeden z nasledujicich pfedpokladi:

lL.La+b=1lc+d=1e+f=1,

2.a+b=1c+d=1e+f=0;

3.a+b=0,c+d=0.
Potom plati

3 e(aA + bB) + f(cC + dD) = eaA + ebB +ch + faD.

Ditkaz. Véta okamZitd vyplyva z predchozi véty. Stadi jen ovefit, Ze linearni
kombinace na pravé stran& rovnosti (3) je definovana, a %e na pravé strané mame
objekt stejného druhu (bod nebo vektor) jako na levé strang. To je viak snadné,
~ Napt. je-li splnén ptedpoklad 1, dostaneme

eca+eb+fec+fd=ea+b)+flc+d=e+f=1
Podobné je to i v pripadg, Ze plati jeden z pfedpokladi 2, 3. Tim je véta dokazana.

Pravé dokazanou vétu maZeme zformulovat také tak, Ze jsou-li na levé strané
vztahu (3) viechny linearni kombinace definovany, plati distributivni zadkon.

ZYejmé ve vété 1.8.2 nebylo podstatné, Ze jsme délali linearni kombinace vzdy
jen ze dvou bodd. Stejnym zplisobem miZeme postupovat, i kdyZz mame vice bodi.
Prsluzné tvrzeni nam dava nasledujici véta. Jeji ditkaz je zcela analogicky dikazu
véty 1.8.2, a proto ho délat nebudeme.

Véta 1.8.3. M&jme dany body B, ..., B, €A, i=1,..,ralisla e, el €R,
{ =1, ..., r. Budte dale dana &sla d,, ..., d, € R. Necht je spinén jeden z nasleduji-
cich ptedpokladi:

lLeb+..+ch=1proi=1L.,rad +..+d =1

2.¢ 4+ .. +c,=1poi=1.,rad +.. +4d=0

i+ e, =0proi=1..,r
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Potom plati
d,(c!B! + ... + ¢}, Bi) + dy(ciB] + ... + 2B2)+ ... +d(c\ B + ... + B )=
=d,c\B! + ... +d,c} B} +dciBl + ...+ dyc2 B + ...+ dci By + .+
+ d,¢; By .
Pomoci véty 1.8.1 bychom mohli snadno dokézat jest& dalsi tvrzeni, napf. nasle-
dujici vétu.
Vita 1.8.4. Necht B,, ..., B,eA,, ¢y, .. s Cu€RCL + o + G = 0,¢,B, + ... +
+¢,B, =uPakjeliprokeN,1 = ksme, +...+¢=0je
¢,B, + ...+ B =u+ (= Byyy — o — CoBum)s
jeic, + ...+ ¢ = d #0,je
(c,/d) B, + ... + (c,/d) B, = (=(cys 1/ Byyy — --- — (Cu/d) B,) + (1/d)u.

Dikaz. Sta&i ovéfit, e obé strany dokazovanych rovnosti jsou definovany.
V prvnim ptipadé z rovmosti ¢, + ... + ¢ = 0ac, +..+c,=0 plyne, Ze

i —¢py — ..o — € =0, a ObE strany rovnosti jsou tedy definovany. V ptipadé
druhé rovnosti je ziejmé ¢, /d + ... +¢jd=1, a proto¥e ¢; + ... + ¢, =0, je
d+cppy + .o+, =0atedyi —¢y — . = Cn = da—cg . ,Jd—..—c/d=1

I v tomto pHpadé jsou obg strany dokazované rovnosti definovany. Tvrzeni je nyni
jiz jednoduchym disledkem véty 1.8.1.

Zcela analogicka véta k v&té 1.8.4.je véta 1.84".

Vita 1.8.4'. Necht By, ..., B,€ A, ¢y, - Cu€RCy + o €y = L,e;B; + ... +
+c¢,B, = R.Pak jeliprokeN,1= ksme, +...+¢=0]je

¢,B,+ ... +¢B,=R—¢ By — oo — CyBum>
jelic, + ... + ¢, =d #0,je

(c,/d)B; + ... + (c/d) B, = (1/d)R — (¢4 @) Byyy — oo = (¢m/d) B,,.

Ditkaz pravé vyslovené véty ponechame jako cvideni. "

Pozndmka 1. P¥imo z definice 1.8.1 vyplyva, Ze specialng jsou pro kazdy bod A
definovany soudiny 14 a 04 aje 14 =4 a 04 =o. Proto bude-li se v linearni
kombinaci bodii vyskytovat &len 14, budeme misto n&ho psat jen 4 a podobn&
misto (—1) A budeme psat —A.

Povsimnéme si nyni, Z¢ rovnost A — B = u, ktera méla zpotatku jen vyznam
symbolického zapisu vztahu f(4, B) = u (v afinnim prostoru A, = (A, V,, f)), ma
nyni i vyznam linearni kombinace boddi. Skuteéns, kdybychom potitali linearni
kombinaci 14 + (—1) B podle definice 1.8.1 (to lze, nebot 1 + (—1) = 0), dostali
bychom (pti volb& P = B)

1A+ (~1)B=14A—-B)+(-1)(B-B)=A-B
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Definice 1.8.2. Rikame, Ze body B,, ..., B,,€ A, jsou linedrné nezdvislé, jestlize
plati: Je-li ¢;,...c,€R ¢, + ... +¢,=0¢,B, +...+¢B, =0 pak ¢; =0,
i =1, ..., m Nejsou-li body B,, ..., B, linearné nezavislé, fikame, Ze jsou linedrné

zdvislé.
Vidime, Ze definice linearné nezavislych bodd je zcela analogicka definici
linearn& nezavislych vektord.

Véta 1.8.5. Body B,, ..., B, €A, jsou linearné nezvisié pravé tehdy, jsou-li
vektory B, — B, ..., B,, — B, lincarné& nezavislé.

Diikaz. Podle definice 1.8.1 (klademe P = B)) je

“) ¢,B, + ... + ¢, B, = c,(B, — B)) + ... + ¢, (B, — B)).
Protoze kazdou (m — 1)-tici &isel (c,, ..., ¢,) miZeme doplnit na m-tici (c,, ..., Cy)
tak, aby ¢, + ... + ¢, = 0 (k tomu je nutné a stati, aby ¢, = —¢; — ... —¢,),

plyne jiZ z rovnosti (4) tvrzeni véty.
Jako disledek pravé dokazané vty dostavame nasledujici vétu.

Vita 1.8.6. Body B, ..., B, € A, jsou linearn& nezavislé pravé tehdy, uruji-li
podprostor dimenze m — 1.

Véta 1.8.7. Budte B, ..., B, € A,. Bud A, podprostor prostoru A, ureny body
B,, ..., B,. Potom plati: Je X € A; pravé tehdy, jestlize existuji &isla x,, ..., x, €R
tak,%ex, + ... + x, = 1a X = x,B, + ... + x,B,,.

Ditkaz. X € A, prave tehdy, existuji—li dsla x,, ..., x,, € R tak, Ze
‘X = B, + x,(B, — B,) + ... + x,(B,, — B,).
Aviak poloZzime-lix, =1 — X, — ... — X,,,je X, + ... + x,=1a
B, + x,(B, — B) + ... + x,(B,, — B)) =x,B, + ... + x,B,

(viz déﬁnice 1.8.1 — klademe P = B,). Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.
Nasledujici véta a jeji diikaz jsou zcela analogické predchozi Vvét€ a jejimu
dikazu. :

Véta 1.8.8. Bud A, podprostor uréeny body B, ..., B,€A, a V; necht je
zaméteni A,. Potom je u eV, pravé tehdy, jestlize existuji Cisla u, ..., u, € R tak,
¥eu, +..+u,=0au=uB, +..+u,B,. :

Ditkaz. u € V; pravé tehdy, existuji-li &isla u,, ..., u, € R tak, Ze
u=uyB, — B) + ... + u, (B, — By

Aviak pologime-li u, = —t, — ... — Uy, j& Uy + .. + U, =0 a uy(B, — B,) +

4 ...+uyB, — B)=uB, + ... +u,B, (viz definice 1.8.1 — klademe P = B)).

Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.
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Cviteni

1. DokaZte vétu 1.8.4".

2. Body B,, ..., B, € A, jsou linearng zavislé pravé tehdy, miizeme-li jeden z nich
napsat jako linearni kombinaci ostatnich. Dokazte. 4

1.9. Uspofadani na pfimce a pojmy na ném zaloZené

Z algebry je nam znama definice uspofadané mnoziny. Vime, Ze mnozina M je
usporddand, jestliZe je na ni definovana binarni relace < tak, Ze pro kazdé prvky
x, ¥, z € M plati

1. x £y, y £ x pravé tehdy, je-li x = y,

2. kdyzx £ y,y £ z,pak x £ z,

3. jebud x < ynebo y < x.

Dale vime, Ze definujeme-li k danému uspofadani < mnoZiny M relaci £ tak,
7e pro x,yeM je x £ y pravé tehdy, je-li y < x, je relace £ opét uspofadani
mnoziny M — u$poradani £ se nazyva opacné k usporadani <.

Pozndmka 1. V tomto odstavci budeme vyuZivat toho, Ze téleso realnych Eisel
je uspofadané. Proto ho neni moZné zobecnit tak, Ze bychom misto realnych &isel
vzali libovolné téleso T. VétSinu dalSich vySetfovani by vSak bylo moZno délat
i pro jind uspofaddana télesa — napi. pro téleso racionalnich ¢isel. To se tyka
i nasledujicich odstavct 1.10 a 1.11, v nichZ se také vyuziva uspofadani telesa real-
nych ¢isel.

Zyolime-li na pfimce A, linearni soustavu soufadnic &, miiZeme na piimce A,
definovat relaci < tak, ze pro X, Ye A, X = [x], Y= [y], bude X < Y pravé
tehdy, bude-li x < y. Je zfejmé, Ze zavedena relace < je uspofadani piimky A, .

‘Definice 1.9.1. Pravé zavedené uspofadani < piimky A, nazyvame uspordddni
uréené linedrni soustavou soufadnic ¥. Je-li pro X,YeA,, X #Y a XXY,
budeme fikat, Ze ,,X je pfed Y“ nebo Ze ,,Yje za X“, a budeme psat X < Y nebo
Y> X. Je-li pro X, Ye A, X <Y, bude zapis Y = X znamenat totéZz a budeme
tikat, Ze ,,X je rovno Y nebo X je pfed Y“, popfipadé ze ,,X je rovno Y nebo Yje
za X“. ‘

Véta 1.9.1. Méjme na pfimce A, zvolenu linearni soustavu soufadnic & repérem
(P; u) a linearni soustavu soufadnic &’ repérem {Q; ku), kde ke R, k # 0. Potom
uspofadani urCena linedrnimi soustavami soufadnic ¥ a &’ jsou stejnd pravé
tehdy. je-li k > 0, a jsou opacna pravé tehdy. ie-li k < 0.

Ditkaz. Bud X, Ye A, nechf v linearni soustavé soufadnic &, resp. %' je
X =[x], resp. X =[x}, tj X — P = xu, resp. X — Q = x'ku. Oznaéme gqeR
¢islo, pro néjz @ — P = qu. Potom je

xu=X—~P=(X-0Q)+(Q - P)=xku + qu,
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4 tedy
=q + kx'.

Podobng, je-li Y= [y], resp. Y= [)'] v linearni soustavé soutadnic &, resp. &’ je
y=q+ky.

Jednoduchou upravou snadno ovéfime, Ze je-li k>0, je x 2y, pravé kdyz
X 2y,ajelik<0,jex=y, pravé kdyz x' £ y'. Tim je tvrzeni véty dokazano.
Pfimym dusledkem pravé dokazané véty je nasledujici véta.

Véta 1.9.2. Na piimce A, existuji pravé dvé uspofadani uréena linearni sou-
stavou soufadnic a tato uspofadani jsou k sob& opacna.

Véta 1.9.3. Bud 4, Be A,, A # B. Potom existuje pravé jedno uspofadani =<
ptimky A, urdené linearni soustavou soufadnic, pro néz je A < B.

Ditkaz. Necht ve zvolené linearni soustavé soufadnic & je A = [a], B = [b].
Je-li a £ b, je uspofadani =< ureno linearni soustavou soufadnic %, je-lia = b,
je uspofadani < opaéné k uspofadani uréenému linearni soustavou soufadnic &.

Definice 1.9.2. Bud A4, BeA,, bud X uspofddani pifimky A,, pro néz je
A =< B. Rikame, ze bod Ce A, leZi mezi body 4, B, je-li A < C < B.

Nasledujici véta je ziejma.

Véta 1.9.4. Bod C e A, leZi mezi body A4, Be A, pravé tehdy, lezi-li bod C mezi
body B, A.

Véta 1.9.5. Necht 4, B, CeA,, A # B. Potom bod C leZi mezi body 4, B,

pravé kdyz (4, B; C) < 0.

Diikaz. Necht ve zvolené linearni soustavé soufadnic je 4 = [a], B = [b],
C = [c]. Potom

(4, B; C) = (c — a)/(c — b).

TudiZ (4, B; C) < 0 praveé tehdy, je-li budc—a>0ac—b <0, tj. a<c<hb,
nebo c—a<0,¢c—-b>0,t. b<c<a Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.

Pozndmka 2. Z véty 19.5 vyplyva, Ze pojem ,mezi* nezavisi na uspofadani. -

Dal§i vy§etfovani budeme jiz provadét v n rozmérném afinnim prostoru A,.

Definice 1.9.3. Bud 4,BeA,, A # B. Usetkou AB s koncovymi body A, B
nazyvame mno¥inu viech boddl X z ptimky AB, které lezi mezi body 4, B, sjedno-
cenou s dvouprvkovou mnoZinou {4, B}. Pro 4 = B rozumime usetkou AB
mno¥inu {4}. '
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Pro useCku nezavadime tedy zvlastni symbol. Pokud pouZijeme oznaceni AB
bez bliz8iho slovniho uréeni (pfimka, Usecka atd.), bude to vzdy oznaCovat Gsecku.

Véta 1.9.6. Bud 4, Be A,, A # B. Potom tusetka AB je mnoZina pravé téch
bodlt X € A, pro néz je

(1) X =A+ x(B — A),
kde0 = x £ 1.

Diikaz. Zvolime-li na pfimce AB linearni soustavu soufadnic repérem (A; B — 4>,
je pak A = [0], B = [1] a pro bod X dany vztahem (1) je X = [x]. Tvrzeni nyni
pfimo plyne z definice 1.9.2 a 1.9.3.

Véta 1.9.7. Bud A,_, nadrovina v prostoru A, se zaméfenim V,_,. Bud
& = {P;u,, ..., u,y repér v A, zvoleny tak, 2e Pe A,_ ,V,_, = [{u,, ..., u,_,}]
a necht v A, mame danu linedrni soustavu soufadnic repérem £. Necht ~ je
relace definovana na mnoziné M = A, \ A, _, podminkou: Pro X, YeM je X ~ Y,
pravekdyZ XYn A,_, = 0.Potompro X, YeM, X =[x, ... x, ], Y= [y, ..., y.]
plati: X ~ Ypravé tehdy, je-li x,y, > 0.

Ditkaz. Pro X = Y je tvrzeni ziejmé. Necht tedy X # Y. Hledejme bod Z =
=XYnA,_,. Musi byt Z=X + 2(Y— X) (aby bylo Ze XY), a piSeme-li
Z =[z,, ..., z,], musi je§té byt z, = O (aby bylo Ze A]_,). Aviak

Z" == xn + Z(yﬂ - xn)’
tedy musi byt
0=x, + z(y, — x,).

Protoze x, # 0, musi byt z # 0 a

1z = (x, — y,)ix,.

Ze XY pravé tehdy, je-li 0 <z <1, tj. je-li 1/z = 1. To plati pravé tehdy, je-h
(x, — yJ/x, 2 1L, t.

l—y/x, 21, tj. V%, = 0.

Odtud dostaneme, zZe XYn A, _, # 0 praveé tehdy, je-li x,y, < 0. Odtud jiZ plyne
tvrzeni véty.

Mnozina M zavedena ve vét€ 1.9.7 se tedy rozpadne na dv& podmnoZiny
M., M, tak, Ze X ~ Y pravé tehdy, leZi-li body X, Y ve stejné mnoZziné z pod-
mnoZin M, M,. PodmnoZina M, je napf. tvofena viemi t€mi body Z, pro néZ
plati z, > 0, a potom podmnoZina M, je mnoZina téch bodi ZeM, pro néZ
z, < 0. Odtud jiz vyplyva, Ze zavedena relace ~ je ekvivalence a M, M, jsou
tHdy ckvivalence. ProtoZe ckvivalence ~ je definovana bez pomoci soustavy
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soufadnic, nezavisi ani rozklad mnoZiny M na podmnoZiny M,, M, na volbé
lincarni soustavy soufadnic. Proto je opravnén4 nasledujici definice.

Definice 1.9.4. Bud A/, _ | nadrovina v prostoru A, . T¥idy M,, M, ekvivalence ~,
kterd byla zavedena ve vété 1.9.7, nazyvame oteviené peloprostory s hraniéni nad-
rovinou A, _,. Mnoziny A _, UM, a A|_, U M, nazyvame uzaviené poloprostory
§ hranicni nadrovinou A, _,. Otevieny, resp. uzavieny poloprostor na piimce,
popiipadé v rovin€ nazyvame oteviend, resp. uzavicend polopfimka, poptipad€ polo-
rovina.

Disledek 1. Z véty 1.9.7 a jejiho dikazu je patrné, Ze pfi volbé linearni soustavy
soufadnic, popsané ve vété 1.9.7, jsou oteviené poloprostory s hrani¢ni nadrovinou
A, . mnoZiny

{XeA,;x, >0}, {XeA, x,<0}
a uzaviené¢ poloprostory s hrani¢ni nadrovinou A/ _, jsou mnoZiny
{XeA,;x,20}, {XeA,x,<0}
Z vlastnosti ekvivalence plyne nasledujici dasledek.

Disledek 2. Bud A, _, nadrovina v prostoru A,, bud 4eA, \ A, _,. Potom
mnozina viech bodd X e A, \ A, _,, pro néz plati, Ze mezi body X a A lezi bod
z nadroviny A/ _,, je otevieny poloprostor s hrani¢ni nadrovinou A;,_, (je-li napf.
A e M, je uvaZovana mnoZina poloprostor M, a obraceng).

Také lze fici, Ze kazdy poloprostor je uréen svou hrani¢ni nadrovinou a pod-
minkou, aby dany bod B, neleZici v hrani¢ni nadroving, leZel v tomto poloprostoru.
Prave tak mizeme kazdy poloprostor uréit hraniéni nadrovinou a podminkou, aby
dany bod C nelezici v hrani¢ni nadroving, v tomto poloprostoru neleZel.

Poloprostor s hrani¢ni nadrovinou A;_, miZeme téZ charakterizovat pomoci
.rovnice nadroviny A’ _,.

Véta 1.9.8. Bud A, _, nadrovina o rovnici f(X) = 0. Potom oteviené, resp.
uzaviené poloprostory s hraniéni nadrovinou A/ _, jsou mnoziny

@ {XeA, f(X)>0}, {XeA,f(X)<0}
resp.
3) {XeA, fX)z0}, (XeA;f(X)<0}

Ditkaz. Nadrovina A _, urfuje linearni funkci jednoznaéné aZ na nenulovy
nasobek. Je zfejmé, Ze vezmeme-li misto linearni funkce f linearni funkci cf, kde
¢ # 0, neméni se ani dvojice mnoZin (2), ani dvojice mnoZin (3). Tvrzeni véty tedy
nezavisi na volb& linearni soustavy soufadnic, a miiZeme je proto dokazat v libo-
volng zvolené linearni soustavé soutadnic. Zvolime-li linearni soustavu soutadnic
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jako ve vété 1.9.7, mizeme polozit f(X) = x,, a dokazované tvrzeni tedy vyplyva
z diisledku 1 véty 1.9.7.

Pozndmka 3. Nadale budeme zkoumat jen uzaviené poloprostory, které budeme
oznatovat obvyklym zplsobem. Uzavieny poloprostor obsahujici bod B a majici
hrani¢ni nadrovinu A’ _, budeme oznafovat A]_ B. Polopiimku s hrani¢nim
bodem A ({4} je nadrovina na piimce) obsahujici bod B, budeme tedy oznacovat
AB a polorovinu s hrani¢ni primkou AB, obsahujici bod C, budeme oznaCovat
ABC. Obecné poloprostor v A, s hraniéni nadrovinou uréenou body 4,, ..., 4,,
ktery obsahuje bod B, budeme oznacovat 4,4, ... A,B.

Nasledujici véta nam umoziiuje charakterizovat poloprostor pomoci linearni
kombinace bodi.

Vita 1.9.9. Mé&jme v A, dan poloprostor 4,4, ... 4,B. Potom je Xe 4, ... 4,B
pravé tehdy, jestlize existuji &isla x,, ..., x,,,€R tak, Zze x,,, 20, x; + ... +
+x,.,=1a

4) X=x4,+ .. +x,4,+x,,,B

Dikaz. Zvolme v A, repér & = {A,; A, — A,, ..., A, — A;, B — A,). Mame-li
bod X vyjadien vztahem (4), ma v linearni soustavé soufadnic ur€ené repérem %
soutadnice X = [x,, ..., X,,,] (plyne z definice 1.8.1, zvolime-li 4, = P). Je téZ
zfejmé, e obracend kazdou n-tici (x,; ..., X, ;) mizeme pravé jednim zpisobem
doplnit na (n + 1)-tici (x,, ..., X,4 ), Pro niz je x; + ... + x,,, = 1. Tvrzeni nyni
jiz vyplyva z dasledku 1 véty 1.9.7.

Véta 1.9.10. Bud M poloprostor v prostoru A,, M = A’ B. Bud dale A}
podprostor prostoru A,. Potom je bud M n A; =0, nebo M n A; = A}, nebo
M n A je poloprostor v podprostoru A;. Pritomje M n A} = 0 nebo M N A] =
= A} pravé tehdy, je-li podprostor A; rovnobézny s hrani¢ni nadrovinou A, _,.
Je-li M~ A} poloprostor v podprostoru A;, je A,_, n Ay jeho hranitni nad-
rovina.

Ditkaz. Podle véty 1.9.8 miizeme vySettovat poloprostor M jako mnoZinu viech
X e A, splijicich nerovnost f(X) 2 0, kde f je nekonstantni linearni funkce na
prostoru A, . Pfitom nadrovina A, _, mé rovnici F(X) = 0. Snadno se piesvédcime,
%e omezime-li defini¢ni obor funkce f na podprostor A}, dostaneme linearni
funkci na A]. Pieme-li totiz funkci [ ve tvaru f(X)=f(X — P), kde PeA,
(dokonce PeA,_,) a f je linearni forma na zaméfeni V, prostoru A, (viz
definice 1.5.3), dostaneme pro Q € A}

fX) =f(X - Q)+ f(Q - P)

Qdtud plyne, ze /* = f | A; (funkce f, jejiz definicni obor jsme omezili na Aj)
je linearni funkce na Aj. Tato funkce bude konstantni pravé tehdy, bude-li forma f
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na zaméfeni V) podprostoru A; nulova, tj. bude-li podprostor A} rovnob&zny’

8 nadrovinou_A;_ , (nulova mnozina linearni formy f je zaméfeni nadroviny A/ _ ).
Je-li funkce /” konstantni na prostoru A/, tj. existuje ce R tak, Ze f(X) = ¢ pro
kazdé X e A}, je A = M prave tehdy, je-li ¢ 20, a A "M =0 pravé tehdy,
Je-li ¢ < 0. Je-li funkce f” nekonstantni, je AinM=(XeA], [(X)z 0}, coz je
podprostor v A; s hrani¢ni nadrovinou (opst v A) AlnA _, . Tim je véta
dokazana. '

Uvedeme jedté znamou definici opaéného poloprostoru.

Definice 1.9.5. Méme v afinnim prostoru A, dan poloprostor A, _,B. Necht
B'¢ A, _|B. Potom poloprostor A _ B" nazyvame cpaény poloprostor k polo-
prostoru A, _, B.

Je ziejmé, Ze je-li poloprostor A/ B” opaény k poloprostoru A _ B, je opét
poloprostor A _ B opatny k poloprostoru A, _,B" Rikame téz, %¢ oba polo-
prostory jsou k sob¢ opatné. Vidime, Ze plati

(5) A,_BnA_ B =A

n—1 n—1°

(6) A_BuA B =A

(A je mnozina viech bodil prostoru A).

Pozndmka 4. Vsimnéme si, 7¢ zavadime specialni oznaceni A7 ,B jen pro
uzavieny poloprostor. Pro otevieny poloprostor jsme 7adné oznaleni nezavedli.
To jsme uginili proto, Z¢ budeme pievazné vySetfovat uzaviené poloprostory.
1 véty 1.9.9 a 1.9.10 jsme vyslovili jen pro uzaviené poloprostory (protoze jsme
pouZili zavedené oznaceni), i kdyz jsme tyto véty mohli té2 snadno zformulovat
a dokazat i pro oteviené poloprostory. Abychom si zjednodusili vyjadfovani,
uginime nasledujici 4mluvu: Pod slovem poloprostor (a tedy i polorovina, polo-
pfimka) budeme v nésledujicich odstavcich rozumét vidy uzavieny poloprostor.
Pokud bychom vyjime¢ng zkoumali otevieny poloprostor, bude to vidy vyslovné
uvedeno.

1.10. Uhly

Nejdtive budeme zkoumat prinik dvou poloprostort. Budeme predpokladat,
e se omezime na zkoumani jen uzavienych poloprostorii. Budte tedy M’ a M”
dva riizné poloprostory s hraniénimi nadrovinami A, . a A _,. Potom mohou
nastat tyto ptipady:

1. Nadroviny A;_, a A/_, jsou rovnob&né.

2. Nadroviny A, _, a A/, jsou riiznob&zné.

NejdFive prozkouméame prvni moZnost. Necht tedy nadroviny A_, a A’

n—1

jsou rovnobézné. Zvolime linearni soustavu souradnic tak, aby bylo M’ = {X e A;
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x, z 0} (e X = [x,, ..., x,]). Rovnjce nadroviny A;_, je pak x, = c (ob¢ nad-
roviny jsou rovnobézné), a proto je bud

a) M" = {XeA;x, = c}, nebo

b) M"={XeA;x, <c}.

V ptipad€é a)je M nM" =M’ jelicc0aM "M =M"jelic =0
V pfipadé b) jsou tyto moznosti

b,) ¢ <0, potom je M' " M" = 0,

b,) c=0,potomje M "M =A, _, =A,_,,

b)) c>0,potomjeM "M ={XeA;0<x,<c}.

PtestoZe jsme provedli roztfidéni prinikd dvou poloprostorit s rovnobé&Znymi
hraniénimi nadrovinami pomoci zvolené soustavy linearnich soufadnic, vidime,
Ze vzniklé roztfidéni je na volbé této soustavy soufadnic nezavislé. V ptipadech
a), b,), b,) je mnozina M’ ~ M” popsana bez pomoci &isla ¢ a pfipad b,) je
zbyvajici moZnost.

Definice 1.10.1. Mg&me dany uzaviené poloprostory M’ a M”. Jsou-li jejich
hrani¢ni nadroviny rovnobéZné a pro poloprostory M’ a M” nastava piipad b,)
(viz vy8e), nazyvame mnoZinu M’ N M" vrstva. Jsou-li hraniéni nadroviny polo-
prostori M’ a M” riznobéZné, nazyvame mnozinu M' A M" kiin. Pro n =2
nazyvame vrstvu pdsem a klin dutym tihlem.

Pozndmka 1. Jako specidlni pfipad provadénych zkoumani dostavame i roz-
ttidéni vzajemnych poloh poloptimek na dané pfimce. Prinikem dvou polo-
pfimek na dané piimce tedy mize byt bud mnoZina prazdna, nebo jedna z polo-
ptimek, nebo jednobodova mnoZina — spoleény hranini bod obou polopiimek
(sou-li polopfimky k sobé opatné), nebo vrstva — coZ na piimce ziejmé je
uzaviena usecka.

Nadale se budeme zabyvat uhly, a budeme proto piedpokladat, Ze viechna
zkoumani provadime v dané afinni roviné A,.

Definice 1.10.2. Mé&jme v afinni roving dan duty uhel « jako prunik polorovin
M’ a M" s hraniénimi pfimkami po fadé p’ a p”. Polopfimky p nM" a p" n M’
nazyvame ramena tihlu o, bod p’ ~ p” nazyvame vrchol dhlu a.

Je vidét, Ze definice 1.10.2 je opravnéna. Podle véty 1.9.10 jsou totiz mnoZiny
p' nM" a p” n M’ skuteéné polopfimky. ‘

Véta 1.10.1. M&jme v roviné A, dan duty thel o. Bud P jeho vrchol a PA, PB
jeho ramena. Potom je :

a={X =x,P+ x,A + x3B;x,,%,, X3 € R, x; + x,+ x; = 1,x, 2 0,x; = 0}
Ditkaz. Oznatme M’ = PAB, M" = PBA. Potom je ziegmé o = M'n M".
Tvrzeni nyni jiZ vyplyva z véty 1.9.9.
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Z predchozi vety vyplyva, ze kazdy duty uhel je urCen svymi rameny. Potom
muiieme pouZivat b&Zné oznadeni — duty uhel o vrcholu P a ramenech PA, PB
budeme oznafovat bud symbolem < APB, nebo symbolem < BPA.

Vita 1.16.2. Bud « = ¥ APB. Potom je X ea pravé tehdy, je-li bud X = P,
ncho X £ PaPX N AB # 0.

Dikaz. Je-li X # Pa X eaq, je

) X =3P+ %A+ %B,%,,%,, G eR X, + %, + %5 = 1,
X,20,% 20,%, + %X, >0

a podle véty 1.8.3 miiZeme psét

} .. X, X,
= E —B .
X=xP+(x, I—xa)(jz_‘_)23 A+ 545 )
Oznadime-li
= JE2 563 B
X, + X5 X, + %5

je podle véty 199 X e PCaCe AB,atedyiCe PX'a C = PX n AB. Je-li obracend
PXnAB#0aC=PXnAB,jeiXecPCa

C=51A+C_23a51,c_2€R,51+C—2=l,C_l;O,C_ZgO,
X=%P+x,CXx,%x,ecRx +%=1X%x,=20.
Tudiz -

X = %,P + %,(6,A + &,B).

Upravime-li tuto rovnost podle véty 1.8.3, dostavame, ze (viz véta 1.10.1) X e a.
Tim je véta dokazana. )

Obr. 6

Nazorn& mZzeme Fici, Z¢ uhel je sjednoceni viech polopfimek majicich pocatek
ve vrcholu uhlu a protinajicich Gse¢ku s koncovymi body na obou ramenech
uhlu - viz obr. 6.

80

Pozndmka 2. Snadno bychom se mohli pfesvéddit, Ze obracend mame-li v roving
dany tfi body P, 4, B nelezici na pfimce, tvoii mnoZina viech bodi X, pro néz
PX n AB # 0, Ghel. Tento tthel ma vrchol v bodé P. Jeho rameny jsou polo-
ptimky PA, PB. Z véty 1.10.2 je také ziejmé, %e je-li pro dany uhel o: X ea
aX #P,jePX c a.

Nasledujici véta je vlastng jen modifikaci pravé dokazané véty.

Véta 1.10.3. Bud « = X APB. Potom je X €« pravé tehdy, kdyz existuji body
RePA, SePBtak, 7e X e RS.

Diikaz. Postup miZeme sledovat na obr. 6. Je-li R € P4, S PB, X € RS, snadno
dokazeme, 7e je Xea: V piipadé, 7e R # P # S, je ztejmé X RPS = X APB
a X ea podle pfedchozi véty. I pfipad R = P, nebo S = P je jednoduchy. Necht
obracené X e a necht X # P. Potom podle prede§lé véty je PX n AB = X'
Mame X — P = ¢(X' — P), pfi€emz ¢ > 0. Provedeme-li stejnolehlost f o stiedu P
a koeficientu ¢, dostavame ziejmé X’ = f(X). Oznacime-li nyni R = f(A4), S = f(B),
jeRePA, SePB(jec > 0)a X'eRS.

Véta 1.10.4. Prinikem dutého thlu a pfimky je bud mnoZina prazdna, nebo
uzaviena polopfimka, nebo jednobodova mnoZina, nebo uzaviena usetka. Pfitom
kazdy hrani¢ni bod priniku (hraniénim bodem jednobodové mnoziny {X} je
bod X) je prisecikem dané pfimky s nékterym ramenem uhlu.

Diikaz. Dany uhel o napiSeme jako prinik polorovin M’ a M". Je-li p pfimka,
miiZeme psat
anp=MnnM np=Mnpn(M ~p)
Tvrzeni nyni vyplyva z véty 1.9.10 a poznamky k definici 1.10.1.

Snadno se muZeme piesvédCit, Ze prinikem usecky a polopfimky na dané
ptimce je bud mnoZina prazdna, nebo jednobodova, nebo opét usetka. Nyni
z dokazované véty vyplyva nasledujici dasledek.

Diisledek. Usetka AB protina thel « bud v mnoZin¢ prazdné, nebo v useéce,
nebo v mnoziné jednobodové. .

Zatim jsme vySetfovali jen tzv. duté uhly. Ze stfedni Skoly v8ak zname je§té
uhly pfimé a vypuklé. Tyto uhly zavedeme 1 v afinni roviné. !

Definice 1.10.3. Piimy uhel v afinni roviné je polorovina. Tvofi-li pfimy uhel «
polorovina ABC, nazyvame vrcholem thlu o kazdy bod ptimky AB a rameny uhlu a,
piisluSejicimi k vrcholu Ve AB, nazyvame opacné poloptimky obsaZené v piimce
AB a majici hraniéni bod V.

Na rozdil od dutého Ghlu m4 tedy piimy whel celou pfimku vrchold a ke
ka¥dému vrcholu ptislugi dvé ramena. Uhly duté a piimé se téZ nazyvaji kon-
vexni iihly.
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Definice 1.10.4. Mg&jme v afinni roviné dany dvé poloroviny M, M’ s rzno-
beznymi hraniénimi ptimkami. Mnozinu M U M’ nazyvame vypukly thel. Polo-
primky opagné k ramenim Ghiu M A M’ nazyvame ramena thlu M U M.

Vypuklé -Ghly se téZ nazjvaji nekonvexni thly. Sjednocenim mnoZiny viech
konvexnich ahlé s mnoZinou viech nekonvexnich ahla dostaneme mnoZinu viech
uhlé. Nasledujici véta bude charakterizovat vypuklé whly pomoci dutych uhld.

Véta 1.10.5. Bud o = MU M (M, M’ dvé poloroviny v afinni roving) vypukly
thel. Oznaéme M, resp. M’ polorovinu opaénou k poloroviné M, resp. M’, a potom -
polozme 4 = M N M’ (@ je duty uhel). Potom plati: o, @ maji spole¢né ramena —
oznaéme je p,q, a U & = A (mnozina viech bodd prostoru A)aand=puqg

Dikaz. Tvrzeni snadno dokaZeme z mnozinovych vlastnosti, ze vzorct (5), (6)
7. odstavce 19 a z véty 1.9.10. Podrobngj§i provedeni dikazu ponechame jako
cvideni.

Tuto vétu miZeme snadno obratit. Dikaz obracené véty je rovnéZ snadny —
opét ho ponechame jako cviceni.

Viéta 1.10.6. M&jme dan duty uhel f =M, N M| (M, M jsou dvé poloroviny).
Oznatime-li M,, resp. M polorovinu opacnou k poloroving M,, resp. M}, je
B =M, UM, vypukly ahel, a polozime-li f=a a sestrojime-li k Ghlu o vhel &
podle véty 1.10.5, je & = B. ‘

Vidime, Ze k tomu, abychom k dhlu o z véty 1.10.5 sestrojili uhel &, nepotfebu-
jeme vyjadfovat Uhel o jako prinik dvou polorovin. Stali totiz polozit & =
= (A \ @) U p U g. Podobné je (viz véta 1.106) f=(A\pupvq.

Vime, Ze ve fyzikalni rovingé miZeme hly nazorné zavést jedté jinak: Vezmeme
polopfimku s hrani€nim bodem P a tuto poloptimku otaime kolem bodu P.
Vezmeme nyni &ast roviny, kterou poloptimka projde mezi dvéma zvolenymi
krajnimi polohami, a tuto Cast roviny nazveme uhlem. Tento zplisob zavedeni
ghlu ma tu vjhodu, Ze najednou zavedeme véechny thly — Ghel duty, piimy
a vypukly (nekonvexni). Provedeme-li ,,nulové" otoceni, dostaneme i uhel nulovy.
Tuto metodu pouzitou ve fyzikalni roviné zobecnime i do afinniho prostoru.
Pojem otateni viak nemuZeme pouzit. Tento pojem neni v afinni roving definovan.

Miizeme viak na mnoZiné viech poloptimek s hrani¢nim podem P definovat
usporadani tak, aby ve fyzikalni roving bylo déno otadenim, tzn., aby polopfimka p 4
byla pted poloptimkou ¢ tehdy, jestlize pii otaceni otadejici se polopfimka nejdfive
projde polopfimkou p, a potom teprve poloptimkou g. Toto uspofadani nyni

zavedeme. Postup miZeme sledovat na obr. 7.

Zvolme v A, polopfimku p s hrani¢nim bodem P. Necht g je pfimka obsahujici |

poloptimku p. Z dvou polorovin majicich hraniéni pfimku g nyni zvolime jednu —

oznadme ji M (na obr. 7-je vyznatena naznakem §rafovani), opagnou polorovinu 4
budeme oznatovat M. Dale oznatme M, mno¥inu viech poloptimek v roving A,, g
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které maji ‘hraniéni bod P a nerovnaji se poloptimce p. Na mnoziné M_ budeme
deﬁrl’oYat slibené uspotfadani — pro jeho oznaceni pouzijeme stejny s;mbol <
ktery jsme v odstavci 1.9 pouZili pro uspofadani bodd na pfimce.J Pro kaido—u’
pglopfimku x€M, plati, Z¢ je bud x < M, nebo x = M. Prélvé jen pro polo-
pfimku j opacnou k poloptimce p plati pc MM, peM . Oznaéme M, =
={xeM ;x#pxcM}, M, ={xeM, x+#p xc M} vaolme nyni pi'il;rllky

a,v b rovnobéiné s piimkou g tak, aby a # g # b, a aby ac M, b = M. Potom
zrelj(mvf';i %:aidel’l polo;l)(fimka z mnoZiny M, protne pfimku a (a neprotne pf'imku b)
a kazda poloptimka z mnoZiny M Fi i ’
Tudiz kazdou polopfimku x € My xg;é I;r?rig;egf;mk}l e nepI‘Ot_ne_p_[:lanlf}l a)v.

- 7 23 : psat ve tvaru x = PX, pfiCemz
EP.Ud X ea, nebo X iObrécené ziejmé pro Xeaje PXeM_,apro Xeb je
P)f' € M p,- Necht p = PQ, oznatme w = Q — P. Zvolme na pfixfr’l‘ce a usporadani
El’rcen? vektorem —w a na pfimce b uspofadani urCené vektorem w (obé uspo-
fadani budeme oznacovat symbolem X). Je-li nyni x, ye M _, definujeme

1. prox,yeM, ,x = PX,y = PY,kde X, Yea,jex < y;ré'vé tehdy, je-li X < Y,
2.prox=p,yeM, jey = x, -
3. proxeM, , yeM, jey=x,

4. proxeM,,y=pjey=x,

’ 5. prox, ye M, .x = PX,y = PY,kde X, Ye b, jex < y pravé tehdy, je-li X < Y.
T{m’ je uspofadani na mnoZiné M, jiZ definovano. Struéné¢ miZeme toto uspgfé-
dailm popsat tak, Ze vSechny polopfimky z M, jsou pied poloptimkou p a ta je
prcdv\,ée’m% poloptimkami z M, a v mnozinach M, a M, je uspofadani uréeno
fsépc;raé(—ia:némﬁtg E;mtfach a, b. Tak napf. pro polopfimky vyznadené na obr. 7 je
. Snadno se lze presvédéit, Ze sestrojené uspofadani < na mnoZiné M_ zavisi
_]etyl na volb& poloroviny M a nikoli na volbé pfimek a, thzn. Ze vezmeme-lii napf
mlsto.pﬁmky a < M jinou pfimku ¢, ¢ M (samoziejmé a, # q), dostaneme na;
mnoZiné M, stejné uspotadani. Toto tvrzeni dokdZeme napfiklad tak, Ze pro-
yedeme stejnolehlost @ o stfedu P tak, aby bylo ¢(a) = a,. Nyni pro’ X, Yea
je (p(?{) — @(Y) = k(X — Y) (viz odstavec 1.6) a k > 0 (protoze ¢(X)e PX). :l"udii
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o(X) < o(Y) pravé tehdy, je-li X 2 Y. Odtud vy;o)lyvé, Ze mnoZinu vl"d (f' rrllu.zertnoe
popsanym zplisobem uspofadat pravé dvéma zpusoby.. Jedno yspora;( ;m; J; oni
které jsme dostali, druhé uspoiédéni_bychom dostahwanal’o.glcky,v dyt ic "
misto poloroviny M vzali polorovinu M. Obé tato usporve}dé’lm’ jsou zrecjitlpeb dsomz
opa&na. Oznadeni, které jsme v priibéhu konstrukce usporadani <X zavedl, bude

pouzivat i nadale.
Y
a R / Y/

194
©

Obr. 8

Nyni budeme charakterizovat @hly (konvexni i nekonvexni) pomoci zavedeneho
uspoiadani. Tvrzeni i dtikaz nasledujici véty mizeme sledovat na obr. 8.

Véta 1.10.7. Bud Rea, Seb, Qeﬁ_,_g # P. Potom pro Y# P, Ye A, plati
1. Ye ¥ QPR pravé tehdy, je-li b_uq PY: s flebo PY < PR,
). Ye £ RPQ pravé tehdy, je-li PR=PY X p,
0 ave ieli PO PYXPS
3. Ye ¥ QPS pravé tehdy, je-li PQ é_ﬁ’Y <ps,
4. Ye ¥ SPQ pravé tehdy, je-li bud PS < PY, nebo PY = PQ.
Ptitom p, p, P, Q, a, b maji dfive zavedeny vyznam.

Ditkaz. Dtikaz vsech &ty tvrzeni je téméet stejny. Dokazeme proto jen tvrzeni L.

Diikaz ostatnich tvrzeni ponechame jako cviteni. Zvolime v A,

= _ — — = [0 l]
i é P, P, R P>. Potom P = [0, 0], Q = [1,0], R = [ y
soufadmc reperem ( Q . , je-li

7e to plati pravé tehdy,
s val S vay ’ * . o vlku Y'
je-li >0(Y=1[y,, y,). Je-li PY # PQ, urlime soufadnice pfusem
jeliny 202022 0(F = Dy 2l 1].Je Y= P = y,(Y' — P)Tudi aby bylo
PY < PR, musi na pimce a byt Y' =R
coz bude platit pravé tehdy, bude-li

a ptimka a ma rovnici y = 1. Vime, Zze Ye ¥QPR prf?t’vé t
(viz véta 1.10.2). Jednoduchym vypottem se presvédéime,

primek a a PY. Dostaneme Y’ = [./ya
PY = PY’, musi byt y, > 0, a aby bylo
(pfi uspofadani daném vektorem P — Q),
y,/y, 2 0. Odtud jiz plyne tvrzeni.
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linearni soustavu

Véta 1.10.8. M&me dén uhel o o ramenech r, s a o vrcholu P. Bud p polo-
pfimka s hrani¢nim bodem P, pro niZ plati p ¢ a. Necht p¥i uspofadani = na
mnoZiné M, je napf. r < s. Potom pro YeA,, Y# P, je Yea pravé tehdy, je-li

r<PY=s.

Dikaz. Jestlize r = p, nebo s = p, je véta 1.10.8 vlastné vétou 1.10.7. Necht
tedy r # p a 5 # p. Vime, z¢ muzeme psat r= PR a s = PS, kde Rea, nebo
Reba Sea, nebo S eb. Dalii diikkaz rozdélime na tti pfipady.

I. Necht « je duty uhel. Potom mohou nastat moZnosti

a) R, Sea. Tvrzeni nyni vyplyva ze zavedeni uspofadani < a z véty 1.10.2.

b) Rea, Seb. Potom zfejmé existuje bod T tak, e {T} = RS n PQ. Nemtze
byt Te p, protoze T # P (uhel « je duty), a protoZe p & a, tudiz Te p. Z véty 1.10.2
snadno dokéaZeme, ze « = X RPTyu « TPS. Tvrzeni nyni jiz vyplyva z véty 1.10.7.

¢) R, S e b. Ptipad je zcela analogicky pfipadu a).

II. Nechf « je piimy uhel. Zadame-li soustavu soufadnic repérem {P; Q — P,
R — P) (viz téz diikaz véty 1.10.7), snadno zjistime, Z¢ Yea (Y= [y,, y,]) pravé
tehdy, je-li y, < 0. Odtud dostaneme (zvolime-li Q€ p, Q # P), 2¢ « = ¥xRPQ U

.U £ OPS. Tvrzeni nyni jiz vyplyva z véty 1.10.7.

II. Necht o je vypukly ahel. Potom musi ziejmé byt Rea, Seba RSnp # 0.
ProtoZe Q € p, Q # P, byl libovolny bod, miizeme pfedpokladat, ze {Q} = RS n p.
Z véty 1.10.7 nyni plyne (viz téz ptipad 1b)), Z¢ Ye ¥ RPS pravé tehdy, je-li bud
PY = p, nebo PY < PR, nebo PS < PY. Ztejmé je-li & uhel sestrojeny k thlu «
ve vété 1.10.5, je & = ¥ RPS. Odtud jiz plyne tvrzeni.

Pravé dokazanou vétu je mozné snadno obratit. To &ini nasledujici véta.

Véta 1.10.9. Bud p polopfimka v A,. Budte dale r, s€ M, r # s, a necht napf.
r = 5. Potom sjednoceni viech poloptimek x € M, pro néz plati r < x <, je Uhel

Ditkaz. Ziejmé existuje pravé jeden Ghel o o ramenech r, s, ktery neobsahuje -
polopiimku p (viz véty 1.10.5 a 1.10.6). Podle véty 1.10.8 je to hledany ahel.

Véty 1.10.8 a 1.10.9 nam charakterizuji thly pomoci uspofadani na mnozing M,,.
Kdybychom ve vété 1.10.9 vynechali pfedpoklad r # s, mnoZina, kterou bychom
obdrzeli, by byla tvofena jedinou poloptimkou r. Je GCelné tento ptipad nevylu-
Covat a i polopfimku brat jako zvlastni ptipad ahlu.

Definice 1.10.5. Polopiimku r v afinni roviné A, nazyvame nulovy thel, jeji
hraniéni bod nazyvame wvrchol tohoto uhlu a ziroveii polopfimku r nazyvame
rameno tohoto #hlu.

" Nulovy Ghel ma jen jedno rameno. Z charakterizace thlu pomoci uspofadani
v mnozin& M, je zfejmé, Ze by se dalo téZ Fici, Ze nulovy uhel mé4 dv& splyvajici
ramena. Nulovy thel budeme poéitat mezi uhly konvexni.
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Véta 1.10.10. Budte o, § dva uhly v roviné A,, které maji spole¢ny vrchol P
a poloptimku PY. Potom je bud a U f = A (mnoZina viech bodi roviny A,),
nebo o u B je Ghel s vrcholem P a kaZdé jeho rameno je bud ramenem.uhlu a,
nebo uhlu B. V drubhém piipadé je téZ o n B Ghel s vrcholem P a kazdé jeho
rameno je bud ramenem Ghlu «, nebo je ramenem Ghiu B.

Diikaz. Necht nenastava pfipad o U g = A. Potom existuje polopfimka p s hra-
ni¢nim bodem P, pro niZ plati p ¢ o U . Budte r, s ramena 0hlu « a u, v ramena
thlu . Necht pti zavedeném uspofadani na mnoZing M, je napf. r <5, u = 0.
Je rSPY=s uxXPY=v Tudiz r<v, u=<s Bud ZeA,, Z # P. Protoze
Zeo, pravé kdyz r < PZ =<s, a Zep, pravé kdyz u < PZ <v, ziejmé plati
Zeau B, pravé kdyz min (r, u) < PZ < max (5,v), a Zea n B, pravé kdyz
max (7, 4) < PZ = min (s, v).-Co je minimum a maximum dvou prvkf uspofadané
mnoZiny, je znamo z algebry. Tim je véta dokéazana. '

‘Uplnou indukci se z véty 1.10.10 snadno dokaZe nasledujici tvrzeni.

Disledek. Mé&jme v roving A, dany Ohly «,, ..., a,. Nechf viechny maji vrchol P
a nechf uhel ¢; ma s Ghlem «;,, spolenou polopiimku s hrani¢nim bodem P,
i=1,..,k—1 Potom a«, U...U e, je bud mnoZina A, nebo je to thel v A,.

Pozndmka 3. Viechna tvrzeni, ktera byla v tomto odstavci uvedena, se zdaji
byt na prvni pohled zfejma. Musime si viak uvédomit, Ze musime postupovat
zcela deduktivné jen z tvrzeni, ktera jsme jiZ odvodili, a nesmime se pfi ditkazech
opirat o nazor. Proto je dileZité, aby kaZdy vSechna tvrzeni, kterd byla ponechana
na dokéazani Gtenafi, skute¢né dokazal a nespokojil se s namalovanim obrazku.

1.11. Konvexni mnoZiny

Konvexni mnoZiny, které budeme v tomto odstavci vySetfovat, jsou pfirozenym
zobecnénim vypuklych (konvexnich) k-Ghelnikt v roving. Jejich definice je nazorna
a snadno pochopitelnd. Opét si musime vSak uvédomit, Ze pfi dokazovani vét
0 konvexnich mnozinach musime postupovat (stejné jako diive) ptisné deduktivng,
pfestoZe nékterd tvrzeni budou zdanlivé zcela zfejma a jejich diikaz se bude zdat
zbytedny.

Definice 1.11.1. MnoZinu M bodl z prostoru A, nazyvame konvexni mnoZina,
jestlize plati: Je-li X, YeM, jei XY < M.

Tedy mnoZina M je konvexni, obsahuje-li s kazdymi dvéma body i Gse€ku, ktera
je spojuje. Jak je vidét, prazdna mnoZina je konvexni. Konvexni mnoZinou je také
kaZzd4 jednobodova mno¥ina a mnoZina A viech bodd prostoru A, . Dalsi priklady
konvexnich mnoZin jsou na obrazcich 9 a 10, zatimco na obrazcich 11 a 12 jsou
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Obr. 9 Obr. 10 Obr. 11 Obr. 12

1:11n?§1n3{, l.<’tvere kf)r}vexnl nejsou — v téchto pripadech Je na obrazku vidy vyznadena
useCka, jejiz lfrvajm bf).dy do mnoziny patii, a ktera neni cels Casti dané mnoziny
Snadno maZeme zjistit vSechny konvexni mnoZiny na piimce.

Vvéta’ 1.11.1.“Kazdé konvexni mnoZina na pfimce je bud cela piimka, nebo
.otevrena polopiimka, nebo uzaviena polopfimka, nebo usetka, nebo usedka bez
Jednoho nebo bez obou krajnich bodii, nebo mnozina prazdna.

Ditkaz. Bud M konvexni mno¥ina na piimce A, . Je-li mnozina M neprazdna
zyolme na pfimce linearni soustavu soufadnic. Oznat¢me M’ mnozinu souiadnié
vech bodii z mnoziny M (e M’ < R). Dale ozna¢me g = infM’, b =supM'
Snadno se presvédgime, ze pro x e(a, b) je [x] € M. Nyni pro g = —’oo b= lf}— oo
dostaneme, Ze M je piimka, pro a = —0, b # + o0 nebo a# —-oo, b=+
dostaneme, Ze M je poloptimka (oteviena nebo uzaviena podle ’toho je-li
[b]eM — v prvnim pfipadé, nebo [a]e M — v druhém ptipadé). Pro a ;é’ — 00
3:;0+ﬁ<:; v}((ios:)anems, iekrM je Usetka popfipadé bez nékterého krajniho bodu:

Cka bez obou jni i &j81 i dd T
bonechi e ajnich bodd. Podrobna;jii provedeni diikazu je mozné

Nasledujici véta je ziejma — yva pfi i i Zi
. deﬁniCerrﬁniku rjn o IJI a vyplyva piimo z definice konvexni mnoziny

Véta 1.11.2. Prinik libovolné mnoZiny konvexnich mno¥in Jje konvexni mnoZina,

] Specialnim ptikladem konvexni mnoZiny je podprostor afinniho prostoru. Jako
disledek véty 1.11.2 tedy dostavame, Ze podprostor protind konvexni mrioiinu
opét v konvexni mno#ing. Specialné podle véty 1.11.1 dostavame Ze piimka mutge
protflout kqnvexni mnoZinu bud v celé ptimce (tj. ptimka je v, uvaZované kon-
ve)fmvmnoilné obsaZena), nebo v poloptimee (oteviené nebo uzaviené), nebo
Vv usecce, nebo v prazdné mnozing. Snadno téz vySetiime priniky jednodixch'ch
konvexqich mnozin, které jiz znime. Zvolime-li na ptimce A, linearni soust:vu
soufadplc, mlZeme snadno kazdou polopfimku i kazdou ﬁseéku zapsat pomoci
nerovnic. Jednoduchym vyfesenim soustavy nékolika nerovnic uréime priinik
kazdych dvou konvexnich mnoZin na piimce. Napf. prinikem usecky spjinou

konvexni mnoZinou miize byt jen 1 ¢ i j
ve Jen usetka (popFipad® bez jednoho neb
krajnich bodf), nebo mnoina prazdna. : © bez obou
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Véta 1.11.3. Budte 4, Be A, . Potom je

AB = {X = x;A + x,Bx, X, R Xy + X = 1,x, 2 0,x, =0}

Dékaz. Tvrzeni vyplyva z véty 1.9.9.

Véta 1.11.4. Bud M konvexni mnozina v prostoru A,. Nechf By, ..., B, Be l:,
¢y, .. ¢ €R budte nezaporna Cisla, pro n& ¢, + ... + G = 1. Potom ¢, B,

+ ... +c¢BeM.
U ' i i podle k.
skaz. Dtikaz provedeme uplnou indukci podle k. ) o ~

?uk = 1. Tvrzeni je v tomto ptipadg trivialni, protoze mu51wbyz1 vcl l—1
a c'B = B,. Tvrzeni je dokonce zfejmé i pro k=2 (v tomto piipa ¢ plyne

121 |
z véty 1.11.3 a z definice 1.11.1). '

2. Nechf nyni tvrzeni plati pro c1sl_o '
Jestlize je ¢, = 1, plyne z nezapornostl mselcl,’ e O
%e musi byt ¢, = ... = ¢, =0. V tomto ptipad€ je clel + . AP
Jestlize ¢, # 1 (4. ¢, < 1), je ¢ + - + ¢, # 0. Ozname ¢, +/t.i.).B k—lpodk;
Protoze ¢, <1, je d>0. Polozme B, =(c,/d)B, + ... + (Ck-1 1
véty 1.83 je :

k — 1, kde k 2 2. Dokazujme je pro &islo k.
. ceazviastnostic; + ... + 6= 1,
..+¢B,=B,eM

k
Z CiBi b dBo + CkBk'
i=1

j ' k=2 je

Podle indukéniho predpokladu je B, € M a podle bodu 1 pro j

dB, + ¢, B,eM. Tim je véta dokéazana. |
Definice 1.11.2. Bud M c A, libovolna mnoZina. Prinik ‘v/.ﬁech konvexmvch
mnoZin obsahujicich mnoZinu M nazyvame konvexni obal mnoZiny M a oznacu-
jeme ho symbolem K(M).
Je zfejmé, ze mame-l
K(M) = K(N). o .
Véta 1.11.5. Bud M < A,. Potom je X € K(M) pravé tehdy, jestlize exxstujll

body B,, ..., B,eM a ¢isla x,, ..x.eRtak Zex; = 0,i=1,...kx, + . T %=
aX=xB, +..+xB. ' | -
Ditkaz. Oznaéme M’ mnoZinu véech bodii X € A, které 1ze psat jako linearni
kombinaci bodd z mnoZiny : ’ :
= K(M). Nejdtive dokazeme, 7e M’ je konvexni. Bud B, ..
X =x,B, + ... + x,B,,
Y=y,C + ... +)Cs . | 1
i i e s X A X, =Ly Y=L

gemZ x gO,l=1,...,r,y.gO,j s X+ ; =
Il);:d' ZEB(Y potom podlejvéty 1.11.3 existuji &isla z,, zzeR‘tak, ie z; ig,
f =12az ’+ z,=1aZ=zX+ z,Y. Aviak podle véty 1.8.3 ](? Zﬁ,iX tzz ';I

= z,;c]Bl -!-l o+ 2, x,B, 4+ 2y, C o 2,y,C,, a tudiz Z e M'. Mnozina
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i dany dvé mnoZiny M,NajgMcNCc A, je take

S . ) e M =
zapornymi koeficienty. Dokazujeme, z€ ,
e M L .,B,,Cl,...,CSeM’,‘ ‘

je tedy konvexni. Je-li nyni M, libovolni konvexni mnozina obsahujici mnoZinu M,
je podle véty 1.11.4 M’ <« M, . TudiZ je M’ = K(M).

Definice 1.11.3. Konvexni mnoZinu M’ v prostoru A, nazyvame konvexni
mnohostén v prostoru A, jestlize existuje konetna mnoZina M < A, tak, Ze
M’ = K(M). Konvexni obal n + 1 linearné nezivislych bodii v A, se nazyva
simplex. Simplex v roviné se nazyva trojiihelnik, simplex v trojrozmérném prostoru
se nazyva c¢tyistén. Konvexni mnohostén v roviné nazyvame konvexni mnoho-
tthelnik.

Jak nam ukaZe nasledujici véta, na pfimce jsou konvexni mnohostény velmi
jednoduché.

Véta 1.11.6. Konvexni mnohostén na pfimce je uzaviend usecka.

Ditkaz. Méjme kone¢nou mnoZinu M tvofenou body B, , ..., B e A,. Zvolme na
ptimce line4rni soustavu soufadnic. Necht v této soustavé soufadnic je B, = [b;],
i=1,..., k. Necht B, je bod s nejmensi soufadnici a B, je bod s nejvét§iﬁsouiadnici,
1=srsk 1 <ssk Ziejmé B,eB,B,i=1, ..., k, a tudiz K(M) = B,B,.

Véta 1.11.7. Prinik konvexniho mnohosténu v prostoru A, s nadrovinou je
bud mnoZina prazdna, nebo konvexni mnohostén.

Ditkaz. Bud M kone¢na mnoZina, M < A,. Méjme danu nadrovinu A, _, < A, .
Ozna¢me M, mnoZinu téch bodli X z nadroviny A, _,, pro néZ plati: Bud je
X €M, nebo X je priiseCikem useCky, majici koncové body v mnoziné M\ A _,,
s nadrovinou A,_,. Je vidét, Ze mnoZzina M, je prazdna pravé tehdy, lezi-li
mnozina M v jednom otevieném poloprostoru s hraniéni nadrovinou A _,.
V tomto pfipadé lezi v tomto poloprostoru i konvexni obal K(M) mnoziny M,
a tedy K(M)n A, _, = 0. Necht tedy nadale M, # 0. ProtoZe usedek majicich
koncové body v mnozingé M je nejvyie koneény polet a protoZe kazda usecka,
jejiz alespoti jeden koncovy bod nelezi v nadroviné A,_,, ndm tuto nadrovinu
protne v nejvySe jednom bodg, je mnoZina M, konetna. Dokazeme, ze K(M,) =
=KM)nA/_,. Ziejmé M, =« K(M)n A,_,. Mnozina K(M)n A/ _, je kon-
vexni, a tudiz K(M,) < K(M)n A, _,. Zbyva tedy dokazat, Ze je i KMnA, _, c
< K(M,). Oznatme M, =M UM, M c M, c K(M), a tedy K(M) = K(M,) =
c K(M), to znamena K(M,) = K(M). Bud nyni X e K(M)n A, _,. Potom bod X
miZeme napsat jako linearni kombinaci bodd z mnoZiny M,. Ze viech takovych
linearnich kombinaci vybereme tu, v niz se vyskytuje nejmensi pocet bodl
z mnoZiny M; = M\ M, u nichZ jsou nenulové koeficienty (v mnoZiné M, jsou
tedy pravé ty body z mnoZiny M, které nelezi v nadrovin¢ A;_,). Bud

X=bB,+..+bB, +c,C, +..+cC,

(1) by + ..+ bt + .o =1,

by20,i=1..r¢>0j=1..,s,
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kde B,, ..., B,eM, a C,, ..., C,e M,, takova linearni kombinace. DokaZeme, ze
musi byt 5 = 0, tj. Ze bod X je linearni kombinaci jen bodii z mnozZiny M, . Dikaz
provedeme sporem. Nechf s # 0. Oznatme M’, M" oteviené poloprostory s hra-
ni¢ni nadrovinou A;_, (samoziejm& rizné, fikid se téZ opa&né). Kdyby byly
-viechny body C,, ..., C, ve stejném poloprostoru (z t€chto dvou), byl by v tomto
poloprostoru i bod X. Toto tvrzeni vyplyva z vét 1.8.7 a 1.9.9. Necht tedy napt.
C,eMaC,eM".Ozname D = (c,/(c, + ¢,)) C, + (c,flc, + ;) C,,E=C,C,n
n A, _ | (jelikoZ body C,, C, lezi v riznych poloprostorech, je C,C, " A, _, # @ —
viz véta 1.9.7). Plati De C,C, a C,C, = C,E v EC,. TudiZ je bud D e C,E, nebo
DeEC,. Necht napt. De C,E, potom miZeme psat D = d,C, + d,E a podle
véty 183je X =bB, + ... + bB, + (¢, + ¢)D + ¢;C3 + ... + ¢,C,, a tedy

X =bB, + ... +bB, +(c, + ;) d,E + (¢, + ¢,)d,C, +
+¢3Cy + ... + ¢,C,.

To je viak spor, nebot E € M, a v obdrZeném vyjadieni je o jeden bod z mnoZiny M,
méné, neZ bylo ve vyjadieni (1). Ptipad D e C,E je stejny. Tim je véta dokazana.

Jak bylo ukazano v odstavei 1.5, muZeme kaZdy podprostor dostat jako
prinik koneéného poltu nadrovin. Z pravé dokazané véty 1.11.7 tedy okamZitd
vyplyva nasledujici disledek.

Disledek. Prinik konvexniho mnohosténu v prostoru A, s podprostorem
prostoru A, je bud mnoZina prazdna, nebo konvexni mnohostén.

Definice 1.11.4. Bud M konetna mnoZina bodi v prostoru A,. Bod A€M na-
zyvame vrchol konvexniho mnohosténu K(M), jestlize A ¢ K(M \ {A4}).

Nyni se budeme snaZit dokazat, Z¢ mnoZina vrcholi konvexniho mnohosténu
je jiz urfena timto mnohosténem a nezavisi na mnozin€ M. Tzn. budeme
dokazovat, Ze je-li pro dvé konetné mnoZiny M a M’ K(M) = K(M’'), pak
mnoZina vrchold, kterou dostaneme z mnoziny M, bude stejna jako mnoZina vrchold,
kterou dostaneme z mnoZiny M'. Dile dokaZeme, Ze kaid)'l konvexni mnohostén je
konvexnim obalem své mnoZiny vrcholi. K dikazu t&chto tvrzeni pouZijeme
jednoduchou konstrukci konvexniho obalu konetné mnoziny, kterou nam umozni
nasledujici véta. -

Véta 1.11.8. Bud B neprazdna konvexni mnoZina v prostoru A,. Bud CeA,. 1

Potom K(B U {C}) = U CX.

XeB

Diikaz. Poznamenejme, Ze prava strana dokazované rovnosti oznatuje sjedno-
ceni viech usetek CX, kde X €B. Z definice 1.11.1 vyplyva, Ze pro kazdy bod
XeBje CX < KB U {C)),atudizje i

MCX < K(Bu {C}).
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Nejf:ht' obracené Ye K(B U {C}). Potom podle véty 1.11.5 existuji body B,,...,B,eB
alislay,, ..., Veer€ERtak, Ze y, 2 0,i =1, ok + 1Ly + .+ Vivi=1la

Y=y,B, +..+yB +y,.,C.

Oznatimelic=y +..+y jec#0 i7 ava
, pro Y # C. Tudiz Y
oty 163 A pro Y # C dostivame

Y=1c(y,/c)B, + ... + (v/c) B)) + y,.,.,C.
Nyni stadi polozit X = (1/0) By + ... + (y/c) B, a vidime, 7¢ Ye CX.

Pra.?wé dokazana véta nam umoziuje snadno sestrojit konvexni bbal konecné
mnoziny bodd. Je-li mnozina M konetna, napt. M = {B,, ..., B}, miiZeme
sestrojit kone¢nou posloupnost mnozin M,, ..., M, tak, Ze polozime kN’l = {B,}
M, = B, B, atd. Obecné klademe o

I‘l~ = , o | =
i o, BIX, 1 2, ey k‘
Potom dOStaneme Mk = K(M).

V'éta 1L.11.9. Bud B neprézdné\konvexni mnoZina v prostoru A,, bud CeA .
Necht C¢ B a necht dale De K(B U {C})aD # C. Potom C¢ K(B U {D}). "

Dikaz. Podle véty 1.11.8 existuje bod YeB tak, ze De CY. Diikaz dale délame
sporem. Necht tedy C e K(B U {D}). Potom existuje Z e B tak, 7e Ce ZD. Situaci
vidime na obr. 13. Je ziejmé, Ze musi byt C e YZ, a tedy Ce B, co je spor. To, %e
Ce YZ, je zfejmé nejen z obr. 13 (stadi na ptimce CD zvolit uspofadani a za,dat
vztahy Ce ZD a D e CY pomoci nerovnosti).

¥ b c z

—

"
T

Obr. 13

vPii dal‘ﬁim odvozovani nam ptijdou vhod ti jednoducha tvrzeni. Pro kazdé
dvé mnoziny M, M” bodi z A, plati

2) M’ < K(M") = K(M') ¢ K(M"),
(3) M c M" = K(M) c K(M"),
4 M cKM) a M cKM) = K(M’') = K(M").

Tvrzeni (2) plyqe pfimo z definice 1.11.1, tvrzeni (3) a (4) plynou z tvrzeni (2).

Nyni dokaZeme slibend tvrzeni o mnoing vrcholli konvexniho mnohosténu
Nez tato tvrzeni dokaZeme, musime ptedpokladat, Ze mnozina vrchold konvexnih(;
mnohosténu K(M) (M je neprazdni a kone¥na) zavisi nejen na tomto mnoho-
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sténu, ale i na mnoZin¢ M. Ozna¢me tedy M, mnozinu vrcholi mnohosténu K(M),
kterou dostaneme z mnoZiny M. Tedy X e M, pravé tehdy, je-li

) XeM a X¢éKM \{X})
Bud R bod, pro néjz

(©) ReM a ReK(M\ (R}

Oznatime M, = M \ {R} a budeme dokazovat, ze M, =M, . Zec (4) a (6) plyne,
ze K(M) = K(M,). Nechf nyni X e M. Dokazujeme, Zze i X e M, . Z (3) vyplyva, ze

) KM\ {X}) > K(M, \ {X}).
Protoze R # X (plyne z (5), (6)), dostavame z (5) a (7)
() XeM, a  X¢KM,\{X)),

atedy XeM, a M, c M, . Necht nyni obracené X € M, , tj. plati (8). PouZijeme
vétu 1.11.9. Pfitom v ni polozime B = K(M, \ {X}), C = X, D = R. Ovétime, Ze
jsou splnény potiebné piredpoklady. Ziejmeé C ¢ B (viz (8)) a také C # D (tj. X # R).
To plyne z (2) a (2). Kdyby bylo M, \ {X} =9, dostali bychom postupné
M, = {X} (e XeM,), KM) = {X}, K(M) = {X}, R=X, coz neni moZné.
Tudiz M, \ {X} # 0, a tedy B # 0. Zbyva ovéfit, Ze oznalime-li § = K((K(M,)\
\{X}) L {X}), je ReS. To viak plyne z toho, Z¢ M, = S, a ze K(M) = K(M,).
Podle (2) a (6) je Re K(M) = K(M,) < S. Tudiz viechny pfedpoklady véty 1.11.9
jsou splnény, a proto

©) X ¢ K(KM, \ {X})u {R}).

Ziejim& M\ {X} <« K(M, \ {X}) U {R}, a tudiZ z tvrzeni (3) plyne (5), a proto
X eM,. Tim jsme dokazali, Ze skutecné plati M, = M,,. Nyni budeme zji§tovat,
zda existuje bod R, eM, tak, Zze R, e KM, \'{R,}). Jestlize ano, sestrojime
mnoZinu M, = M, \ {R,}. Stejnym postupem pokraéujeme dal, aZz po konetném
podtu krokl dostaneme mnoZzinu M,, pro kterou bude platit, Ze pro kazdé¢ X e M,,
X ¢ K(M; \ {X}). Bude tedy platit M, = M, . Aviak vime, 2¢ M, = M, a proto
iM,, =M,, atd. Odtud plyne, Ze M, = M, , a tedy M, = M,. ProtoZze K(M) =
= K(M,), je i K(M,) = K(M,) atd. Odtud dostaneme K(M)= K(M)), a tedy
K(M) = K(M,). Bud nyni M’ & M takova podmnoZina, Ze K(M') = K(M). Potom
miZeme psat M\ M’ = {T,, ..., T,}. Nyni miZeme poloZit M| = M\ {T,},
M, =M, \{T,}, ..., M, =M, _, \ {T}. Zftejm& M, = M’. Z rovnosti K(M') =
= K(M) plyne, Ze T,e K(M,_, \ { Tj}), a tudiz opét podle diive dokazané rovnosti
M, = M, dostavame, Ze M, = M. Jsou-li nyni M’ a M" dvé libovolné neprazdné
koneéné mnoziny, pro které plati K(M') = K(M"), tak poloZime-li M =M U M",
dostavame podle pravé dokazaného tvrzeni, Z¢ M, = M, a M, = M. Ziskané
vysledky shrneme do nasledujici véty.

92

Véta 1.11.10. Budte M’, M’ dv& neprazdné kome¢né mnoZiny, pro které
plati K(M') = K(M"). Potom plati M, = M, tj. mno%ina vrcholt konvexniho
mnohosténu je dana timto mnohosténem a nezavisi na mnozing M'. Dale
plati K(M)) = K(M/). '

Také miZeme tici, Ze mnozina vrcholii konvexniho mnohosténu € je nejmensi
mnoZina, jejimz konvexnim obalem je dany konvexni mnohostén a JeZ je obsazena
v kazdé mnoZin& M, pro kterou plati K(M) = C.

Na zivér odstavce uvedme jests Jednu zajimavou vétu a jeji zobecnéni.
V roviné se tato véta nazyva Hellyova véta.

Véta 1.11.11. M&jme v prostoru A, dano n + 2 konvexnich mno¥in M., ..,
M,: +2- Necht kzzidych n+ 1. mnozin z mnoZin M, ..., M, ., mi neprazdny
prinik. Potom vechny mnoziny M., ..., M, ., maji neprazdny prunik.

Ditkaz. Bud 4,eM; n...AM,_, n M.,0..oM, ,proi=1,....n + 2
Do§tali jsme n+ 2 bodl A,, ..., 4,,,. Téchto n + 2 bodi musi byt linearnd
zvislych, tj. existuje c,, ..., ¢,,,eR tak, Ze ¢+ ...+ ¢, =0, alespori jeden
koeficient c; je nenulovy a

(10) A+ A, =0

Z koeficientl ¢, ..., ¢,,, je alespoii jeden kladny a alespoit jeden zaporny
Ge ¢, + ... + ¢, =0). Budte ij,....i ta &sla z &isel L,..,n+2, pro n

¢, 20, k=1, .., r, a budte Ji» - Jo ta Cisla z &isel 1, .., n + 2, pro n¥

¢ <0, k=1, .., s (zfejmé musi byt r + s = n + 2). Polozme d = ¢+ .+
v ¢ w J4 < "

Zieimé d > 0 a také d = —C€j, = --» = ¢; . Vztah (10) miZeme podle vty 1.8.4

upravit na tvar

Cofd) Ay + .o+ (e, Jd) A, = —(c; /) A} ~ ... = (c,)Jd) A,.

Obr, 14



Kazdy bod A, je ve viech mnoZinich M,, t =1, ..., n + 2 kromé mnoZiny M,.
Tudiz A, eM; prop=1,..,1,q9=1,..,s Oznacime-li B = (¢, /d) A;, + ... +
+ (¢, /d) 4;, je tedy BeM; , g =1, ..., s (nebot mnoZiny M;, jsou konvexni —
viz véta 1.11.4). Podobné zjistime, e jei Be M .p=1,..,rTudiZBeM, n..Nn
N M, ,. Tim je véta dokazana.

V roviné tedy plati, Ze mame-li dany ¢tyfi konvexni mnoziny, z nichz kazdé tti
maji neprazdny prinik, maji viechny &ty¥i mnoziny neprazdny prinik. Ze ne-
muiZeme vynechat pfedpoklad konvexnosti mnoZin, je patrné z obr. 14, na némz
jsou mnoZiny M, ..., M, zvoleny jako tfi kruhy a jedno mezikruz. Vysrafovany
jsou priiniky viech trojic mnoZin.

Vétu 1.11.11 miZeme snadno zobecnit.

Véta 1.11.12. M&me v prostoru A, dano m konvexnich mnoZin M,, ..., M,,
kde m = n + 2. Necht kazdych n + 1 mnoZin z mnoZin M, ..., M,, m4 neprazdny
pranik. Potom viechny mnozZiny M,, ..., M,, maji neprazdny prinik.

Ditkaz. Vétu dokazujeme Gplnou indukci podle m:

1. Prom = n + 2 véta plati (véta 1.11.11).

2. Necht véta plati pro &islo m, dokazujeme ji pro &islo m + 1. Méjme tedy
mnoZiny M,, ..., M, ,. Oznatme M;, = M, "M, ... Snadno se piesvéd¢ime, Ze
kazdych n + 1 mnoZin z mnozin M,, ..., M, _,, M, ma neprazdny prinik.
V ptipadg, Ze v (n + 1)-tici mnoZin neni obsaZena mnozina M,,, to plyne pfimo
z predpokladii véty, v ptipadg, Ze je v ni obsaZena mnoZina M), (napf. (n + 1)-tice
M, ..., M, M) dokaZeme to z véty 1.11.11 (v uvedeném ptikladu ji pouZijeme
na mnoZiny M,, ..., M,, M, M, . ). Nyni jiz tvrzeni vyplyvad z indukéniho
predpokladu.

Cvideni.

1. Najdéte v roving konvexni mnozinu M, pro niZ plati: Existuji ptimky p,, p,,p;,D,
tak, Ze p, = M, p, N M je uzaviena polopfimka, p, N M je oteviena poloptimka
a p, N M je uzaviena usecka. ‘

2. Dokazte: Neexistuje konvexni mnoZina M splitujici podminky cviceni 1,
pro niZ navic existuje piimka p, tak, Ze p; # p, a ps 1 M je Gsecka a pfimka p,
tak, Ze ps # p, a pg N M je uzaviena polopfimka.

1.12. Transformace linearni soustavy soufadnic

Mize se stat, Zze v afinnim prostoru A, mame dany dvé linearni soustavy
soufadnic. Budeme znat soufadnice bodu X eA, v jedné linearni soustavé
soufadnic a budeme chtit vypolitat soufadnice téhoZ bodu v druhé linearni

soustavé soufadnic. Nez k tomu pfistoupime, vySetiime analogicky problkm
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ve vektorovém prostoru, tj. vySetiime, jak se zméni soufadnice daného vektoru
ve vektorovém prostoru V,, zménime-li bazi vektorového prostoru V_. Tato
Cast (tykajici se vektorovych prostord) Je viastné¢ opakovanim latky z ;lgebry.
Cely tento odstavec by 3el, tak jako odstavce 1.1—1.8, snadno zobecnit tak, Ze
bychom misto t&lesa realnych &isel R vzali libovolné téleso T.

Mgjme ve vektorovém prostoru V, dany dvé baze & = ug,..,uya® =
= (U}, ..., u,)>. Potom miZeme vektory jedné z nich vyjadfit jako linearni
kombinaci vektordi druhé baze. Napf. mizeme psat

(—
Uy =a,u, +a,u, + ... +a,u

A

Ziskanou matici budeme nazyvat matice pfechodu od baze @ k bazi #' a budeme: ji
oznacovat symbolem M(%', #). Matice M(®', %) je zfejmé regularni. M&jme nyni
danu jeste treti bazi #” = (v}, ..., ul>. MiiZeme psat

n
() ul =) au, i=1,..,n
i=

Matice M(#", #') je matice tvotena prvky a;, i,j =1, ..., n. Dosadime-li do

vztahtl (2) ze vztaht (1), vyppéitéme snadno matici M(#", %):

n

n
"o__ ’
u = Y a;; Z a;u,

. =1 k=1
tudiz

" n
€) ul =3 (X aau,.
k=1 j=1
Oznacime-li tedy b, prvky matice prechodu od baze @ k bazi A, tj. pi§eme-lj
ul = 3, by,
k=1
dostavame srovnanim se vztahy (3), Z¢ musi byt

"
by = JZ -
-]
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Podle definice nasobeni matic tedy je

4 ' M(Z", B) = M(B', B) M(Z', B).

Snadno mézeme urcit matici M(B, B). Ziejme je ‘
() M(%, %) = E,
priemz E je jednotkova matice. Polozime-li ve vztahu (4) #" = %, dostavame
(6) M(%B, B)MZ, B) = E,
neboli matice M(#, #') a M(#', %) jsou k sobé inverzni.
Libovolny vektor x eV, miZeme vyjadiit pomoci soufadnic v kazdé bazi
prostoru V. Piseme
N X =x,u; + ...+ XU,
(8) X = Xju) + ..+ XU, .
Oznaéme 4a;;, i,j = 1, ..., n prvky matice M(%, B, 1.
) u;, = i au;, i=1L..n

i=1

Dosadime-li nyni do vztahu (7) ze vztaht (9), dostavame

n n
— 7
xu; = Z X; 2 a;u;.

i=1 j=1

M=

X =

i

]
-

TudiZ

x i (i dijxi) ”3

j=1 i=1

Srovname-li obdrzené vyjadfeni vektoru x s vyjadienim (8), musi byt (soutadnice

vektoru v dané bazi jsou uréeny jednoznacng)

n

(10) X,= Y apx, Jj=1..n

J )
i=1

Vztahy (10), které jsme praveé obdrZeli, miizeme pomoci matic zapsat jedx,loduie.
Oznadime-li symbolem X, resp. X' matici (X, ...,X,), esp. (s --en %), (ide

o matice o jednom fadku a n sloupcich), mizeme podle definice nasobent matic

psat vztahy (10) ve tvaru
(11) X = X.M%B, %)

Mgjme nyni dany v afinnim prostoru A, dvé lhn’earm — fadnic £
repérem & = (Piug, ..., 4D, P repérem X' = (P Uy, ..., u,,).'PnponTlenme jeste,
se linearni soustava souradnic £ v afinnim prostort je vzajemn¢ jednoznalné

soustavy soufadnic &
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zobrazeni prostoru A, (pfesné feCeno mnozZiny A — viz definice 1.1.1) na mno-
zinu R", které kazdému bodu X € A, pfifadi n-tici [x,, ..., X, ], pro niZ plati

X—-—P=xu +..+xu,.
Oznacime-li jesté x', ..., x; soufadnice bodu X v linearni soustavé soufadnic &, je
X-—P=xu+..+xu,.
Potitejme soufadnice x, ..., x, pomoci soufadnic x,,...,x,. Vime, Ze
(12) X-P=(X-P)+(P-—P)
n
Soufadnice vektoru X — P v bazi u}, ..., u), jsou (viz (10)) Y dyx;, j=1,...,n
—

i

Oznaéme b, ..., b, soufadnice vektoru P — P’ v bazi u), ..., u,. Pro soufadnice
X}, ..., X, nyni ze vztahu (12) dostavame

~

M=

(13) Xj=

dijxi + 5_','5 J ES 17 cey 1

1

Definice 1.12.1. Méjme v afinnim prostoru A, dany dvé linearni soustavy
soufadnic ¥ a #'. Zobrazeni ¥'0.% "' nazyvame transformaci linedrni soustavy
soutadnic & na linedrni soustavu souiradnic &'

Transformace linearni soustavy soufadnic je tedy vzajemné jednoznacné zobra-
zeni mnoZiny R" na sebe. Jak jsme jiz zjistili, je to zobrazeni, které kazdé n-tici
(x,, ..., x,) pfifazuje n-tici (x', ..., x,) danou vztahy (13).

Véta 1.12.1. Bud dana linearni soustava soufadnic % v prostoru A,,. Dale bud
dana regularni matice o prvcich ¢;e€R,i,j=1,...,na&isla by, ..., b, € R. Potom
existuje pravé jedna linearni soustava soufadnic ¥’ v prostoru A, tak, Ze pro
transformaci linearni soustavy soufadnic £ na soustavu &' plati vzorce (13).

Ditkaz. Symboly #, #', ¥ budeme pouzivat v tomtéZ smyslu, v jakém byly
dosud v tomto odstavci pouZivany. Matice o prvcich a;;, i,j =1, ..., n je matice
M(B, #'). Matice M(#', #) k ni musi byt inverzni (viz (6)) — miZeme tedy uréit
matici M(#', #), zname-li matici M(%, #'). Matici M(%#', #) a bazi # je jedno-
zna&né urdena baze &' (vzorci(1)). Nyni jiz stadi polozit P = P — b u, — ... — b u..
Potom P — P’ =b,u, + ... + b,u), a oznalime-li &’ linearni soustavu soufadnic
uréenou repérem £’ = (P’; v/, ..., u,>, je transformace ¥'0. %' dana vzorci (13).
Z provedeného postupu téz vyplyva, e linearni soustava soufadnic &' je urena
jednoznacné.

Snadno se miizeme piesvédCit, Ze zobrazenim ¢ = ¥ 0 ¥ ! jsou &isla g, ;a b—j,

i,j =1,...,n dana jednozna¢né. Jinymi slovy: Je-li pro &isla g;;, b'j, G;js Fj
n n
(14) Yax,+b=Yax+b, j=1,..,n
i=1 i=1
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pro kazdou n-tici (x,,...,x,), je d;=4d; a b,=b;, i,j=1,...,n Toto tvrzeni
snadno dokaZeme, upravime-li vztahy (14) na tvar

, :
.Zl(aij - aij) X; = EJ = E-j, j=1..,n

i=

Tvrzeni nyni plyne ze znamého faktu, Ze soustava linearnich rovnic, ktera ma za
feSeni viechny n-tice Eisel, ma vechny koeficienty rovny nule.

Ukazeme, Ze vechny vztahy (13) miZeme opét vyhodné zapsat pomoci matico-
vého poctu. K tomu UCelu zavedeme nasledujici oznaceni: Jestlize bod X e A,
mé v linearni soustavé soufadnic % soufadnice x,, ..., x, (tj. je X = [x,, ..., x,]),
ozna¢ime Xy = (1, x,, ..., x,). TudiZ X, oznaduje matici o jednom fadku. Podobny
vyznam maji i symboly X, X, atd. Dale budeme psat

1, 5, .8,
' 0, dyy, .., 4y,
AL, LY=)o

0, a,, .., a,
Nynise mf;ieme snadno presvédEit, Ze vztahy (13) mUZeme zapsat v maticovém tvaru
(15) Xy = X pAZL, L. -
Cisla @, b,

s bjs bj=1,..,n byla transformaci linearni soustavy soufadnic dana
jednoznaén€. Proto je touto transformaci linearni soustavy soufadnic jednoznaéné
dana i matice A(Z, Z’), neboli matice A(Z, £’} je jednoznainé dana vztahem (15).

Méjme nyni zvolenu je§té tieti linearni soustavu soufadnic #”. Pouzitim

vztahu (15) dostavame

(16) Xy =Xo AL, L") =Xe AL, &) AL, &)
Ale zaroveti je

17 Xy = Xo . AL, L)

ProtoZe, jak uZ jsme jednou podotkli, je matice A(¥, £") uréena transformaci
linearni soustavy soufadnic (tj. zobrazenim piifazujicim kazdé matici X, matici
X ) jednoznaénd, dostavame srovnanim vztaht (16) a (17) nasledujici vétu.

Véta 1.12.2. Budte &, &, &" tii linearni soustavy soufadnic v prostoru A,.
Potom plati

(18) AL, L") = A&, LYVAZL, L)

Ziejmé A(Y, %) =E (jednotkévé matice). PoloZime-li nyni ve vztahu (18)
&L = ¥, dostavame vétu:
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1 Xéta 1.12.3. Budte &, &' linearni soustavy soufadnic v prostoru A Potom
plati "

AL, &) = AL, 2) .

V’éta 1.12.3 nam tedy #ika, Ze matice AZ, L) a Ag, Z’) jsou k sobé inverznj
TudiZ zname-li jednu z nich, mézeme snadno uréit druhou. .

Nyni budeme pfedpokladat, Ze zname rovnici dané nadroviny A’ _. v linearni
sczustaxté soui‘gdm’c &, a budeme ji uréovat v linearni soustavé s'gL:fadﬁic &
Vime, Ze rovnici nadroviny miZeme psat ve tvaru nezavislém na volbe lineérni.
soustavy soufadnic: f(X) = 0. Ptitom fje linearni funkce na prostoru A .V linearni
soustavé soufadnic .# dané repérem & = (P;uy, ..,u> miZeme psétn

fX)=ax, + .. + Xy + Gy

Samoziejmé X = [x,, ..., x,]. Vidime, %e

19 f(P)=an+l‘
Dale vidime, 7e f(X) = /(X — Q), kde QeA,_,,a
(20) JX)=ax, + .. +ax,

je analytické vyjadreni formy f (piSeme x = (x4, ..., x,) v bazi u,..,u) Tudiz
@1 fu) =a,

To 'nam umoziivje uréit rovnici nadroviny A, _, v libovolné linearni soustavé
soufadnic. Podrobné provedent si oziejmime na nasledujicim piikladu.

i=1..,n

Priklad. V rovin& A, je v linearni soustave soufadnic % dané repérem
# = {P; u,, u,)> dana rovnice ptimky p ;

(22) 2x+3y—-1=0.

De’:)le je P’ =11,3] v linearni soustavé soufadnic & a up=(L1), v, =(~1,2)

v bazi u,, u,. Uréete rovnici piimky p v linearni soustavé dni ’
soufadnic &’

repérem #' = (P’; vy, u. dané

Re3eni. Hledana rovnice bude mit tvar
ayx' + ayy +ay = 0
Podle vztahu (19) a; = f(P"). Tedy
#=2.1+3.3-1=10

(Za xay jsme dosadili do rovnice (22) soutadnice bodu P') Linearni forma f
v bazi u,, u, m4 analytické vyjadieni

S0 = 2x, + 3x,.



Z toho plyne

fw)=2.1+3.1=5
fy)=2.(-)+3.2=4

Dostali jsme tedy a, = f()) =5, d, = fuy) = 4. Hledana rovnice piimky p
v linearni soustavé soufadnic & tedy je

5x' +4y +10=0.

1. gflve'l;:el v afinni roving dany dvé linearni soustavy soufadnic’,g a? rep,érz
R ={(P,u, v a R =(P;u,v). Necht P =P +2u—v,u =u—3v,v =
= —u +v. V linearni soustavé soufadnic & mame dany body A = [.——1,' 3]:
B=1[22}C=[0,0]a piimky p: 2x —y + 1 =0, ¢ 3x + 5=0. Vl_mear;n
soustavé souradnic &' mame dany body D = [0,3], E = [—1, —:1], F=1[1,2]
a piimky r: 3y’ — 2 =0, 5! 2x' + y' = 0. Urtete soufadnice bod}l A, VI'S', C, resp.
D, E, F v linearni soustavé soutadnic &', resp. £. Urdete rovnice pfimek p, ¢,
resp. r, s v linearni soustave soufadnic &', resp. .

1.13. Orientace

Na stfedni Skole se zavadi pfima a nepfima shodnost vtroéﬁhelnikﬁ. I?va tr(t))J-
uhelniky jsou pfimo shodng, Ize-li jeden fio drl.xhéhohprenest ?Of,u'nutlrr} I?CVt(v)
otoenim, a jsou nepfimo shodné, potiebujeme-li k jejl(il’l ztotozneni ’navw ilesde
osovou soumdrnost. Podobné bychom mohli deﬁnoyat p?n?.ci?.a nve'prjmou swo -
nost i jinych atvart nez trojihelnikd. Ukaze se, Ze nejduleztte,]m’ je prlmava neiprxxga
shodnost repérti. Shodnost dvou trojihelnikd ABC, /%BC, se napr.‘preve e
na shodnost repértt {(4; B — 4, C — A, (A} B — A, C' = A7. Zde' ov§em pra-
cujeme ve fyzikalni roviné (popiipadé prostoru)y.l Shczdnost Y aﬁnmrp prosvt,or\;
jsme jesté nezkoumali. Nazorng tedy miizeme I'lf:l,, ze dva utv‘?ry jsou prllm
shodrié, mizeme-li jeden do druhého pfevést .spojitym pvohybem .’Ve fyzﬂvca nim
prostoru se proto piima shodnost repérli zavadi Eak, Ze se repér pew'me ipon
s n&jakym znamym piedmétem. Napt. se dohodne, ze budeme volit repér tak, Ze

pro libovolnou polohu hodinek v prostoru zvolime pocatek ve stfedu ciferniku,

prvni a druhy vektor polozime do velké a malé rudicky, vkvdyi ukaz,uji, de‘jvet hodin,
a teti vektor volime kolmo na oba predeslé tak, ze Sn.’lerl’lje ’do té Casti provstorl'x,
7 niz je vid¥t cifernik hodinek. Kazdé dvé takov.é Elncva'rm sousta\{y souiriadr’nc
sestrojené pro dvé rizné polohy hodinek jsou zfej.nvae prlmo’shodnfa. AY .avn.mm
prostoru viak nemame k dispozici ani hodinky, ani fadu daldich pojmu, jeZ jsme

i ili ) ime z né ; znamu piimé
ve vy$e uvedené konstrukci pouzili. Proto musime 7 nazorného vy p
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shodnosti vypreparovat matematické jadro, které by bylo moZno vzit za zaklad
definice ptimé shodnosti v afinnim prostoru. K tomu nam poslouZi determinant
prechodu od jedné baze k druhé, coZ je pojem, ktery ted zavedeme.

Definice 1.13.1. Mé&me dany dvé baze # a #' vektorového prostoru V,.
Determinant z matice M(#', %) nazyvame determinant prechodu od baze # k bazi #'
- a oznaCujeme ho symbolem D(#', £).

Z véty o nasobeni determinanti a ze vzorca (4), (5), (6) z odstavce 1.10 vyplyvaji
vztahy (pro baze #, #', #")

(1) D(®B',B) = DB, B). D&, B),
(2) D(#, #) =1,
3) D&, B) = 1/D(B, B).

Vratme se nyni opét do fyzikalniho prostoru. V tomto prostoru vezmeme dvé
baze # a #'. Bazi # nechame pevnou a bazi 4’ budeme spojité pohybovat v za-
vislosti na Case. Pfitom budeme stale pocitat determinant D(#’, #). Soufadnice
vektorll baze #' v bazi # se pti pohybu také budou spojité ménit v zavislosti na
case, a proto i determinant D(#', #) bude spojitou funkci Casu. Budeme nyni
s bazi #’ pohybovat tak, Ze v Casovém okamziku t, ob& baze # i #' splynou.
V tomto okamziku tedy bude D(#’, #) = 1. Protoze musi vzdy byt D(#', #) # 0
(je to determinant z regularni matice), musi byt v kazdém Casovém okamziku
D(#', #) > 0. Vidime tedy, Ze¢ miZeme-li jednu bazi #’ ve fyzikalnim prostoru
dostat z druhé baze £ spojitym pohybem, musi byt determinant ptechodu D(#’, 8)
vétsi ‘neZ nula. S trochou namahy by se dokonce podafilo dokazat i obracené
tvrzeni: Je-li D(#', ) > 0, mizeme bazi £’ dostat z baze # spojitym pohybem.
Vidime, Ze jsme u hledaného matematického jadra. Za kritérium pfimé shodnosti
bazi # a # miZeme vzit zji§t€ni, zda D(H', #) > 0. Vidime oviem, Ze takto
nemiizeme pfimou shodnost zavést v afinnim (resp. vektorovém) prostoru nad
libovolnym télesem T (napf. jiz v télese komplexnich Cisel nema vztah a > 0
Zadny smysl). Je proto pro nas podstatné, Ze ivahy provadime v realném vektoro-
vém, popiipadé afinnim prostoru. Jest€ jednou zdlraznéme, Ze veSkeré Gvahy,
které jsme ve fyzikalnim prostoru délali o ,spojitych pohybech®, byly provadény
zcela nematematickym zplisobem a spravng€ by se mély vynechat (nebo uvést do
matematického tvaru). Tyto uvahy mély jen ten vyznam, aby ukazaly nizorny
vyznam pfimé shodnosti bazi (tento pojem v8ak pouZivat nebudeme, zavedeme si
jiné oznacent).

Definice 1.12.2. Rikame, ¥¢ dvé baze # a #' vektorového prostoru V, jsou
souhlasné, je-li (%', ) > 0.

Véta 1.13.1. Relace ,byt souhlasné” na mnoZiné viech bazi prostoru V, je
ekvivalence.
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Ditkaz. Reflexivita, symetri¢nost a tranzitivnost relace plynou po fadg ze vztahd
(2), 3), (). N '

Vita 1.13.2. Pt ekvivalenci ,,byt souhlasné® se mnoZina viech bazi vektorového
prostoru V, rozpadne na pravé dvé tridy ekvivalence.

y j azi B = B = (—Uy, Uy, .y Uy Ziejmé
Ditkaz. M&jme bazi B = (U, ..., Uy Oznaémc? = L ’ :

D(gi'u a?) . —J 1.Baze Ba & tledy nepatii do stejné tfidy ekv1valencc.’T'hd’y ekv1;
Valetice jsou tedy alespofi dve. Bud nyni #” libovolna baze. NepaEh—ll bflz; g:
do ttidy ekvivalence obsahujici bazi &', musi byt D(#", &) <' 0: Protoze D@ , B) =
= —1, vyplyva ze vztahu (1), Ze D&, B) > 0. Baze #" je tedy ekvivalentni
s bazi ®. Tridy ekvivalence jsou pravé dve.

Definice 1.13.3. Orientaci vektorového prostoru V, vn‘a%)"vé\me vlol’bu J:::ne z?
dvou t¥d bazi pii ekvivalenci ,,byti souhlasné® na mnozm,c viech bgzx. V: og;vzi
prostor, v kterém je dana orientace, nazyvame onen’tot)'any vekf0fovy pr,‘os oré. Bl
ze zvolené t¥idy nazyvame kladné bdze, baze z druhé tiidy nazyvame zaporne baze.

Komu by se ,volba jedné tfidy 'bézi“. zdala nemawmatic}(ym p(gimem fb LJ‘e:
zvykly se vyjadfovat jen v terminech mnoimfl, relacc?, zobrazeni, ..., l:n ’en,;:':)im
definovat jako zobrazeni dané jednoprvkové mnoziny do dvouprvkové y
ttid bazi. N

Pozndmka 1. V pribéhu dikazu véty 1.13.2 jsme mimo’ jiné zjlfflh, it': nahra-
dime-li v kladné bazi jeden vektor vektorem k nému opaénym,. obdrzune' zgpzr;mcgt
bézi a obracend ze zaporné baze timto zpiisobem dostaneme kl?\dnou bazi. z ; :
nice 1.13.1 a z teorie determinantd také vyplyva, i.e prov\’redeme-h na vektory a;) rlxz
baze permutaci p, dostaneme opét kladnou bazi v ptipadg, Ze permutace p by

sudh. Jestlize permutace p byla licha, dostaneme po provedeni této permutace 4

zhpornou bazi.

Definice 1.13.4. Orientaci afinniho prostoru A, nazyvame orientaci jeho za- 1

méfeni V,.

Ptipomeiime zavérem, Ze posledni definice odpovida nézovrn.ym ;;_fec.lsia:’axg 3
které jsme si 0 orientaci uginili ve fyzikalnim pro'storu.' Yy§etru1emeé-’1t,kja téczto
feteno v potatku odstavee, piimou shodnost rc?perﬁ, \ildlme, ii pot (’;1 y onto
repérl nejsou podstatné. Potatek jednoho z nich miZeme totiz vzZdy Spo] ym

pohybem (napf. posunutim) pienést do potatku druhého.
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KAPITOLA 2

EUKLIDOVSKY PROSTOR

Euklidovsky prostor, ktery budeme vySetfovat v této kapitole, je svymi vlast-
nostmi nejbliz§i fyzikalnimu prostoru, pokud tento fyzikalni prostor zkoumame
pozorovacimi metodami. Strutné miZeme fici, Ze euklidovsky prostor je afinni
prostor, v kterém navic midZeme méfit, tj. mame v ném definovanou vzdalenost.
Tato vzdalenost oviem musi mit vlastnosti, které ma ,,obvykla vzdalenost“ ve
fyzikalnim prostoru.

~Pti zkoumani vlastnosti objektt euklidovského prostoru brzy pfijdeme na to,

Ze je nutné zavést velikost thlu, nebo chceme-li pfesnéji, miru Ghlu. Pti zavadéni
miry uhlu mlZeme v podstaté postupovat dvojim zpisobem. Za prvé mizZeme
postupovat zplisobem analogickym zpisobu, kterym se zavadi mira Ghlu na stfedni
§kole — v tomto pfipadé zavedeme miru uhlu jako délku oblouku na jednotkové
kruZnici. Za druhé miZeme nejdiive definovat kosinus thlu o« a potom zavést
miru uhlu jako &islo m(x), pro néz je E&islo cos m(e) rovno definovanému kosinu.
Oba zpiisoby zavedeni miry Ghlu maji své pfednosti a nevjhody. Vyhodou prvniho
zpiisobu je jeho nazornost a to, Ze je tento postup jiz znam ze zakladni i stfedni
$koly. Jeho nevyhodou je to, Ze fadu véci, které jsme na zakladni $kole brali jako
samozfejmost, pfi pfesném postupu jako samozfejmost brat nemiZeme. Napt. jiz
presné zavedeni délky kruhového oblouku a dokazani zakladnich vlastnosti tohoto
pojmu je znaéné zdlouhavé. Druhy zplsob je znainé jednodusi a kratdi — coZ je
jeho vyhodou. Jeho nevyhodou je to, Zze pfedpoklada znalost redlné funkce cos,
ktera tedy musi byt n&jak definovana v jiné oblasti matematiky — nap¥. v mate-
matické analyze. Zavedeni funkce cos oviem v tomto pfipadé nesmi vychazet
z nazoru, tj. z jejiho zavedeni na stfedni $kole. Kdybychom to pfipustili, znamenalo
by to, Zze funkci cos zavedeme nejdiive s pouZitim nepfesné miry thlu a pomoci
takto zavedené funkce se pokouSime pfesné zavést miru vhlu. To' samozfejmé
nejde. Vhodné zavedeni funkce cos pro tyto Ucely je napt. jeji zavedeni pomoci
soudtu nekoneéné mocninné fady nebo axiomatické zavedent.

V této kapitole je zavedena mira Uhlu alternativng - — nejdfive bez pomoci
funkce cos (v prvni &asti odstavce 2.5), a potom s pomoci funkce cos (v druhé
&asti odstavce 2.5). Pti studiu je moZné jeden zplisob vynechat.

V celé kapitole je podstatné, Ze vektorové prostory, s nimiz budeme pracovat,
jsou realné, a neni mozné, jako v ptipadé afinniho prostoru, tuto &ast zobecnit tak, Ze
bychom zkoumali vektorové (poptipadé afinni) prostory nad libovolnym télesem T.
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2.1. Zakladni vlastnosti vektorovych prostori se skalirnim soucinem

Znacna ¢ast tohoto odstavce je vlastné opakovanim latky probrané v algebie,
ale z divodd piehlednosti a navaznosti dalsidatky ji uvadime i zde. Protoze vSak
jde o latku jiz dfive vyloZenou, budeme ji probirat struénéji a vétSinu vét i definic
budeme uvadét jako soudast souvislého textu. Piesto snad bude latka srozumitelna
i pro toho, kdo pfislusnou ¢ast algebry neprostudoval.

V celé kapitole budeme symbolem V, oznalovat vektorovy prostor dimenze n
(samoziejmé realny). _

Vektorovym prostorem se skaldrnim soufinem nazyvame dvojici (V,, F), kde F je
zobrazeni mnoZiny V, x V, (mnoZina vSech dvojic vektordi z vektorového pro-
storu V,) do R, jestlize pro kazdé vektory u, v, w e V, a pro kazd¢ €islo c e R plati:

1. Flu + v,w) = F(u,v) + F(v,w)
2. F(cu, v) = cF(u,v)
M 3. F(u,v) = F(v, u)
4. Flu,u) 20
5. Fuuy)=0=u=o0

Cislo F(u,v) ptifazené vektorim u, v zobrazenim F nazyvame skaldrni soucin

vektorl u, v. Nadale budeme pfedpokladat, ze na vektorovém prostoru V, mame

pevné definovan skalarni soucin. Misto F(u, v) budeme tedy psat u'.v.
Nyni pro skalarni soucin dokazeme né&ktera jednoducha tvrzeni. Ptredné vztahy

(1) mGZeme piepsat do tvaru:

'"u+v).w=u.w+v.w

2. (cu).v=c(u.v)

J.uv=v.u

4. uuzo

5N uu=0=>u=o0
Vidime, Ze vlastnosti 1’, 2', 3, a tedy i vlastnosti 1, 2, 3 miZeme formulovat tak,
ze skalarni soucin je distributivni pfi nisobeni zprava, asociativni s nasobenim
vektoru realnym €islem a komutativni. Nyni z vlastnosti 1’ a 3’ vyplyva

wutv)=U+v).w=u.wtv.w=w.ut+w.v.
Z vlastnosti 2’ a 3’ vyplyva
u.{ev) = (cv).u = c(v.u) = c(u.v).

Dale plati
o.u=(00).u=00.u)=0.

Uplnou indukci 1ze snadno dokazat, e pro vektory w, u,, ..., u € V, plati
U, +...+u).w=u,.w+..+u.w
Uvedme ted nékolik ptiklad na skalarni soudin.
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Ptiklad. M&me dan vektorovy prostor R2 (operace definovany obvyklym °
zplisobem). Pro ka?dé dva vektory x, yeR? x = (%15 %3), ¥y = (¥, y,) poloZime

a) X.y =X,y;,

b) x.y = x,y, + x,,,

C) Xy =X, — Xy, — X,y, + 2x,Y, -

Zjis't‘ézte, zda definované operace (v ptipadech a), b), ¢)) jsou skalarnim soudinem
na R?

Reseni. Budte u = (u,, u,), w = (W1, wy), v = (v;, v,) vektory z R2, bud ceR,
potom plati v ptipadg

) +v).w=( + v, u, + ). (W, wy) = W, + ). w, uw=uw,
v.w =0,w,, tudiZ skalarni soutin splituje axiém 1’. Dale je (cu).v = (cu,, cu,).
: (v15 95) = cuyv, = c(u.v), a tedy je splnén i axiém 2’. Snadno se presvédtime, e
jsou splnény i axiémy 3’ a 4/, ale axiém 5’ splnén neni. Pro u e R2 jetotizu.u=0
pravé tehdy, je-li u} = 0, a tedy i u; = 0. Podminku u.u = 0 tudiz splituje napt.
i vektor (0, 1). o

‘b) V tomto ptipad¢ se ovéfenim axiémi 1/, ..., 5’ piesvédCime, Ze viechny tyto
axiomy jsou spln&ny a jde tedy o skalarni soutin.

¢) I v tomto ptipadé se snadno ovifi axiomy 1, 2, 3" Uréime nyni u.u:

Uou =i — 2uuy + 2uk = (u, — uy)? + ul.
Vidime té7, e axiémy 4, 5' jsou splnény a Ze opét jde o skalarni soudin.

Dal§im 1 pojmem je velikost vektoru. Velikosti vektoru ueV nazyvame &islo
flull = Vu.u. Ptimo z této definice vyplyva, %e pro ceR je |rcu [ =c].]jul
Cislo u. u budeme nadale zapisovat ve tvaru u?. .

Mame-li v prostoru V, zvolenu bazi u,..,u, ajeli pro x,yeV, x=
= (X, oy X ¥ = (¥, ..., y,), miZeme psat ‘ '

X.y=(xu +..+xu)0(u+..+ V),
a tedy
XY= XUy Uy + X000, + L+ Xy -u, +
T Xoy Uy Uy + XYl Uy + L+ Xy, U+

2) T

t XU, U+ X y,u U, + L+ Xy, . u,.
Oznaéime-li u, . U =a,,i,j =1, ..., n, miiZeme rovnost (2) psat ve tvaru
n

xy= 5 xya,

hj=

Véta 2.1.1. Budte u, v e V,. Potom plati
€) luvifull vl
Dileje|u.v|=|lu]|.||v]| pravé tehdy, jsou-li vektory u, v linearng zavislé.
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Drkaz. Je-li u = o, je tvrzeni ziejmé. Nechf tedy u # o. Potom pro kazdé teR
plati (tu + v)*> = 0, a tedy

@ t?u? +2w.v +v:* 2 0.
Polozime-li v tomto vztahu ¢t = —(u.v)/u? a vzniklou nerovnost upravime, dosta-
neme nerovnost

C(u.v)? StV
Odmocnénim této nerovnosti dostavame
lu.v]flull.liv]l

Jsou-li vektory w,v linearné nezavislé, je pro kazdé teR, tu +v # o, a tedy
(tu + v)* > 0. Stejnym postupem odtud dostavame nerovnost [u.v| < [ju].|lv ]
Tvrzeni bychom mohli dokazat téZ takto: Plati-li nerovnost (4) pro ka%dé d&islo
teR, musi byt diskriminant kvadratického trojélenu z levé strany nerovnosti (4)
mensi nebo roven nule. Odtud jiz opét snadno dostaneme tvrzeni. Jsou-li vektory
u, v linearné zavislé, je napt. v = cu, c € R. Potom je

luv]=u.u)|=|c|u*=|c| Ju|?=llu]].feull

Ve vztahu (3) tedy plati rovnost. Tim je véta dokazana.
Dokazana nerovnost (3) dostala v priibshu historie nékolikrat jméno nékterého

vjznatného matematika. Nejéast&ji se ji fika nerovnost Cauchyova.

Nasledujici véta je ptimym désledkem véty pravé dokazane.

" Véta 2.1.2. Budte u, v € V,. Potom plati
u.v = fufl.fvi

Dale plati u.v = ||ul|.||v]|| pravé tehdy, jestlize existuje Cislo ceR tak, Ze c 2 0
abudu = cv,nebov = cu.

Ditkaz. Tvrzeni plyne z predchazejici véty a ze znamého faktu, Ze pro aeR je
a £ |a|aa=]|a|pravé tehdy, je-lia 2 0.

Pomoci véty 2.1.2 nyni dokazeme dalsi nerovnosti pro velikosti vektord.
Véta 2.1.3. Budte u, v € V,,. Potom plati
lu+ vl <l +vi

lu=viiz{full - llvi

Pritom rovnost v ka*dé z téchto dvou nerovnosti plati pravé tehdy, existuje-li
¢slo ce R tak, 2e ¢ 2 0 a bud u = cv nebo v = cu.
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Diitkaz. Snadno se presvéd¢ime, Ze nasledujici Gpravy prvni z obou dokazova-
nych nerovnosti jsou ekvivalentni.

fu+vll={lull+]v]

@+v?=llu+v|?=(lull+ v

v +2uv + v < lulP + 2 ulf fv]| + v [P

u.v = lufl.fivi

*

Prvni nerovnost tedy okamzité vyplyva z véty 2.1.2. Druhou nerovnost miiZeme
bud dokazovat analogicky (umocnénim na druhou a pfevedenim na tvrzeni
véty 2.1.2), nebo z jiz dokazané prvni nerovnosti: PoloZime-li v prvni nerovnosti
u=u — v, a potom nejdiive v = v/, a pak v = —u’, dostaneme dvé nerovnosti,
z nichZz téZ vyplyva druha dokazovani nerovnost (pro vektory u’ a v').

Pozndmka 1. Z véty 2.1.3 okamZité vyplyvaji daldi dv& nerovnosti

lu=vil=llufl +Iv,
lu+viiz{lul=Hvill

Pfitom rovnost v kazdé z nich plati pravé tehdy, existuje-li &islo ce R tak, Ze
¢ £ 0a bud u = cv, nebo v = cu. Toto tvizeni dokaZeme, pouzijeme-li vétu 2.1.3
na vektory u, —v misto na vektory u, v.

Jsou-li dany vektory u,, ..., u, € V,, fikame, Ze jsou ortogonadlni, jestlize u; . u; = 0
pro i #j,i,j = 1, ..., k. Rikame, Ze vektor w € V, je jednotkovy, jestlize || w || = 1.
Piimo z definice ortogonalnich vektorl plyne tvrzeni: Jsou-li vektory u,, ..., u, €V,
ortogonalni a linearné zavislé, pak existuje j, 1 < j < k tak, Ze u; = o. Plati-li totiZ
pro ortogonalni vektory u,,...,u, rovnost c,u, + ... + qu, = o (c;eR, i=
=1,..,k) a napt. ¢; # 0, dostaneme u;.(c,u, + ... + qu) = cu} =o.u; =0,
ProtoZe ¢; # 0, musi byt u; = o. :

Rikame, Ze vektory u,, ..., u, jsou ortonormdlni, jestliZe jsou ortogonalni a kazdy
z nich je jednotkovy.

Z definice ortogonalnich a ortonormélnich vektorl vyplyva, Ze to, jestli vektory
u,,...,u, jsou, nebo nejsou ortogonalni (popfipadé ortonormalni), je vlastnosti
celé této mnoZiny vektord, a nikoli jednotlivych vektori z této mnoZiny. Spravné
by se tedy mélo fikat, Ze n€jaka koneCna podmnoZina prostoru V, je, nebo nenf
ortogonalni. (Zde je situace podobné jako u linearni zavislosti nebo nezavislosti
vektorii.) Kady vektor sam o sob (tj. chapeme-li ho jako jednoprvkovou mnoZinu)
Jje ortogonalni, a kazdy jednotkovy vektor je ortonormalni.

Bylo dokazano, Ze jsou-li ortogonélni vektory w,, ..., u, linearn& zavislé, musi
n&ktery z nich byt nulovy. Odtud okamZit¢ vyplyva: Jsou-li vektory u,, ..., u,
ortonormalni, pak jsou linearné nezavislé.
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Nyni ukaZeme zplisob, kterym se ortonormalni vektory sestrojuji. Ptitom, stejné
jako v predchozi kapitole, budeme symbolem [{u,, ..., u,}] oznaovat vektorovy
prostor generovany vektory u,, ..., U,.

Véta 2.14. Budte v,,...,v, €V, lineArné nezavislé vektory. Potom existuji
ortonormalni vektory u,, ..., u € V, tak, Ze prokazdéi,1 =i = kie[{v, ...vt]=

= [{uy, .. uf]

Ditkaz. Vétu dokaZeme tplnou indukci podie k.

1. Je-li k = 1, polozime u, = v,/||v, ||

2. Nechf tvrzeni plati pro &slo k — 1. Dokazeme tvrzeni i pro &islo k. Podle
indukéniho predpokladu miizeme k vektorimv,, ..., v, najit vektory u,, oty
spliiujici tvrzeni véty. Polozme u, = v, + a,u; + ... + G, U_;. Zfejmé, je
[{v,, .. vi}] = [{uy, ..., ,_,, u;}] pro kazdou volbu Cisel a;, ..., &, eR. stlva'
a,, ..., a,_, zvolime tak, aby bylo u;.u; = Oproi=1,..,k—1K toml’J stac1
polotit a, = —v,.u;. Polozime-li jest& u, = u/|[u} |l dostaneme tvrzeni véty.

3

Z véty 2.1.4 vyplyva, ze kazdy podprostor prostoru V,, specialné tedy i sén}
vektorovy prostor V,, ma bazi tvofenou ortonormalnimi vektory — budeme ji
nazyvat ortonormdini bdze. Bud tedy {u,, ..., u,> ortonormalni baze prostoru V,.
Necht pro x,yeV, je v této bazi x = (g5 e-s Xy Y = 01» .o ¥,)- Ze vzorce (2)
nyni vyplyva, ze -

X.y =Xy + oo + XV,

Z definice velikosti vektoru nyni vyplyva, ze

®) x|l = V32 + - +x3-

Dikaz véty 2.1.4 nam dava navod pro vypolet vektord u,, ..., Uy pii konkrétné
zadanych vektorech v, ...,v,. Pro numericky vypodet je viak vyhodn&jsi urcit
pro dané linearné nezavislé vektory v,, ...V, libovolné ortogonalni vektory
u,, .., u, tak, ze pro i =1,...k je [{vy, ..., v;}] = [{u}, ..., u}}], a teprve doda-
tetn& polozit u, = (1/|| u}|)) . u;. Tento postup si ozfejmime na pfiklade.

Ptiklad. Ve vektorovém prostoru V, m&me danu ortonormalni bazi w,, w,,
w,. Nechf v této bazi je v, = (1,1, —1), v, =(0,2,1), vy =(=2, -1 1) Urdete
ortonormalni vektory u,,u,,u, tak, aby bylo [{u,}]=[{v,}]. [{u,,u,}]=
= [{vy, v} [{uy, v, 053] = (v, vasviil

Reseni. Polozime u, = v,. Dale polozime

’
u; =v, +a,u.
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Koeficient a, zvolime tak, aby bylo v} . v, = 0. Tedy je a, = —(v,.u})/u? = —1/3
a uy =(0,2,1)—3(1,1, —1). Misto vektoru v} je numericky vyhodn&j§i vzit
vektor u, = 3uj = (—1, 5, 4). Dale hledame vektor uj tak, aby

" — Y !
uy =v, + b, + b,u,,

a aby u,.uw)=u,.u,=0. Odtud dostavime b, = —(v,.u\)u> =4/3, b, =
= —(v,.u))/u? = —1/42. Vyhodn&jsi je opét za vektor u), vzit celoCiselny nasobek

vektoru uj. ProtoZe 42 je dé€litelné tfemi, polozime v} = 42u} = 42(-2, —1,1) +
+ 4. 141 1, =1) — (=1,5,4) = (-27,9, —18) = -3, 1, —2). Nyni mame
[l il = /3. || ua || = /42, || v} || = 9/14. Tudiz dostavame Feseni:

u, = (131, =1

u, = (1/\/@-)(—1, 5’ 4)

uy = (14/14)(=3,1, -2)

Poznamka 2. Sestrojime-li k linearné nezavislym vektortm v,, ..., v, ortonor-
malni vektory u,, ..., u, tak, jak to bylo ukazano v dikazu véty 2.14 (a v pravé
vyfeSeném piiklad€), fikame, Ze vektory u,,...,u, vznikly z vektord v,,...,v,
ortogonalizaénim procesem. Znéni véty 2.1.4 bychom mohli upravit tak, ze k li-
nearné nezavislym vektorim v, ..., v, existuje pravé jedna k-tice vektort u,, ..., u,
tak, Zze vektory u,,...u, jsou ortonormalni, je [{u,,...u;}]=[{v,,....v,}]
a u;.v; >0 pro kazdé i, 1 =i < k. Pfitom vektory u,, ..., u, splitujici uvedené
podminky byly vlastn€ jiz sestrojeny v prib&hu dikazu veéty 2.14 a to, Ze jsou
uréeny napsanymi podminkami jednozna¢né, bychom snadno dokazali.

Disledek véty 2.1.4. Bud V; podprostor prostoru V,. Potom existuje orto-
normalni baze {u,,...,u,> prostoru V, tak, Ze vektory u,, ..., u, tvoii orto-
normalni bazi prostoru V;. ’

Ditkaz. Z¥ejmé mizeme zvolit bazi (v, ..., v,> prostoru V,. Tuto bazi miZeme
doplnit na bazi {v,, ...,v,> celého prostoru V,. Provedeme-li nyni ortogonali-
zaéni proces na bazi {v,,...,v,>, dostaneme ortonormaini bazi poZadovanych
vlastnosti.

Véta 2.1.5. Bud V, podprostor prostoru V,. Potom mnoZina viech vektorl
xeV,, pro n&Z je x.y = 0 pro kazdy vektor ye V,, tvoii vektorovy podprostor
prostoru V, dimenze n — k. ‘

Ditkaz. Zvolme ortonormalni bazi {u,,..,u,> tak, aby vektory u,,..,u,
tvorily bazi prostoru V;. Potom je-li vektor

X =xu + ..+ xu,
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ortogonalni ke viem vektoriim z vektorového prostoru V;, tedy specialné i k vek-
tortm u,, ..., u,, musi byt 0 = x.u; = x;, i=1, ...,k Je-li obracen¢ x, = 0 pro
i=1,...kjex.u=0proi=1,..k aprokazdy vektory = y,u; + ... + ytl,
je tedy x .y = 0. Odtud vyplyva, Zze x .y = 0 pro kazdy vektor y € V, pravé tehdy,
jelix, = ... = x, = 0, tj. jeli xe [{uy, 4, ..., w,}] Tim je tvrzeni dokazano.

Pozndmka 3. Oznaéme Vi* = {xeV,; x.y =0, Yy e V;}, {j. V;* je vektorovy
prostor z véty 2.1.5. V pribéhu dikazu véty 2.1.5 jsme dokézali, ¢ mame-li
zvolenou ortonormalni bazi prostoru V, tak, ze k vektori z vektord baze tvoti bazi
prostoru V,, tvoti zbyvajici n — k vektory bazi prostoru V;+.Odtud vyplyva, Ze je
(Vi) = Vi

Definice 2.1.1. Vektorovy prostor V;*, zavedeny k prostoru V, v poznamce 3,
se nazyva vektorovy prostor totdiné kolmy k vektorovému prostoru V.

Pozndmka 4. Protoe podle poznamky 3 je vektorovym prostorem totalné
kolmym k vektorovému prostoru Vi opét prostor V;, budeme téZ fikat, Ze
prostory V; a Vi jsou navzjem totdiné kolmé.

Véta 2.1.6. Budie V! a V” podprostory prostoru V,. Potom je V. < Vi pravé
tehdy, kdyz V,* o Vi*.

Ditkaz. Tvrzeni véty je zfejmé, nebot je-li er's’l,' tj. vektor x je ortogonalni
ke viem vektorim z V7, je tim spiSe ortogonalni ke viem vektoriim z V., a tedy
z V. < V" vyplyva, Ze je V! o V74, Obracené tvrzeni plyne nyni z poznamky 2.

Ted budeme definovat kolmost podprostordi tak, abychom pod tento pojem
zahrnuli pripady kolmosti, které jsou nam znamy ze stfedni $koly.

Definice 2.1.2. Rikame, %e vektorové podprostory V, a V prostoru V, jsou
na sebe kolmé, jestliZze je bud V/* = V7, nebo V;* o V.

Z vty 2.1.6 vyplyva, Ze vztah kolmosti je symetricky, tj. jsou-li kolmé prostory
V' a V7, jsou kolmé i prostory V; a V.. Skuteens, je-li V/*+ < V7, je podle véty 2.1.6
V. = (VY o Vit ajeli V5oV, eV, =V < Vit

Na zavér jesté upozornéme, Z¢ zakladni vztahy pro skalarni sou¢in — vyjadfeni
skalarniho soutinu v ortonormalni bazi, vyjadieni velikosti vektoru v ortonormalni
bazi, vztahy (1) atd. — budeme v dalSich odstavcich pouZivat zcela automaticky,
bez jakychkoliv odkazi.

2.2. Vn&jsi a vektorovy soudin

V celém odstavci budeme predpokladat, Ze V, je orientovany vektorovy
prostor se skalarnim souinem. Nejdfive zavedeme vn&jii soudin. Vnéjsi soucin bu-
deme definovat pro n vektorll v n-rozm&rném prostoru.
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Abychom objasnili nazorny vyznam vn&j§iho soudinu dvou vektord u, v ve
fyzikalni roving, zvolime v roviné bod P a sestrojime rovnob&#nik o vrcholech
P,P+u, P+u+v, P+ v (viz obr. 15). Oznaéme S jeho obsah. Nyni vng&ji
soudin vektord u, v bude roven ¢islu S, tvotfi-li vektory u, v kladnou bazi
a &islu — 8, tvoti-li vektory u, v zapornou bazi, a je roven nule, jsou-li vektory u, v
linearné zavislé. Podobny vyznam mé vn&jsi soudin tfi vektorl v trojrozmérném
fyzikalnim prostoru: Tt vektory u, v, w umistime pocatkem do jednoho bodu P
a tento bod, spolu s koncovymi body vektorli, doplnime na rovnob&Znostén
(viz obr. 16). Oznalime-li V objem tohoto rovnob&Znosténu, je vné&j§i soudin
vektorlt u, v, w roven d&islu V¥, urluji-li vektory u, v, w kladnou bazi, je roven
gistu —V, urduji-li zapornou bazi, a je roven nule, jsou-li lineArn& zavislé.
O tomto vyznamu se pfesvédéime pozdg&ji, vnéj§i soudin zavedeme trochu jinak.

<t

Obr. 16

Méjme v prostoru V, danu kladnou ortonormalni bazi # = (u,,...,u,).
Bud dale v, ..., v,eV,. V bazi # mlZeme psat v, = (v;,....,0,h i=1, ..., n.
Oznalme

Vs smas B

Méjme zvoleno ve V, daldich n vektord w,, ..., w,. Nechf v bazi @ je w, =
= (Wiys-ees Wl i = 1, ..., n. PouZijeme-li nyni na vyraz[v,,...,v,]s.[w,,....w,]a
vétu o nasobeni determinantd tak, Z¢ nasobime fadky prvni matice fadky druhé
matice, dostaneme vztah

(1) [V,, ...,V"]g "[w“ s w"]a I R

................



Ptitom jsme oviem vyuZili skuteénosti, Ze baze & je ortonormalni a Ze tedy je napf.
VW, =05W oW o 0, W,

Véta 2.2.1. Budte @, #' dv¢ kladné ortonormalni baze, necht v, ...,v,€V,.
Potom plati
vis s le =[vys sV le -

Ditkaz. PoloZime-li ve vztahu (1) w, =v,, i =1, ..., n, dostaneme vyjadfeni
vyrazu ([v,,...,v,]s)* pomoci skalarnich soudind v.v;, bL,j=1,...,n, které
pochopitelné nezavisi na volbé ortonormalni baze. Odtud plyne, Ze

@ [ AN I A A )

Dale ziejm& plati: Je [v,,...,v,]gs =0 pravé tehdy, jsou-li vektory v,,...v,
linearng zavislé, a [v,, ..., v, ]z > O pravé tehdy, tvofi-li vektory v,, ..., v, kladnou
bazi prostoru V, (vyraz [v,, ..., v, ] je determinantem pfechodu od baze # k bazi
vy, ooy v). Tudiz [v,, ..., v, ]y = O prave tehdy, je-li [v,, ...,v,]y = 0. Dokazo-
vané tvrzeni nyni plyne z dokazané rovnosti (2).

ProtoZe, jak jsme pravé dokazali, nezavisi vyraz [v,,...,v,], na volbé kladné
ortonormalni baze, miZeme nadale index # v tomto vyrazu vynechavat.

Definice 2.2.1. Vnéj§im sou¢inem vektord v,, ...,v, €V, nazyvame Cdislo
[vi, .., v, ]g> kde # je kladna ortonormalni baze. Vnéj§i soudin vektorii v, ..., v,
oznadujeme symbolem [v,, ..., v, ]

PouZijeme-li definici vn&j§iho souéinu a znamé véty z teorie determinantd,
dostavame snadno viechna tvrzeni nasledujici véty.

Véta 2.2.2. M&jme dany vektory v,,...,v,, vieV,, 1 £ i < n, bud dale ceR.
Potom plati

[Vp ViVt V;”VHU ---’Vn] = [Vp "‘?vn] + [Vla o ViV Vi, --"Vn]’

vis s Vi s ¥ Vi gs oo V] = clvys ooy v, )

Je-li navic p = (ll’ e n) pofadi ¢isel 1, ..., n, plati

1o wees By
[vil’ "'7vi,.] =1n p[vl, -..,Vn],
pfitemz symbolem zn p oznatujeme znameni pofadi p (viz [3]).

Jako specialni ptipad posledniho tvrzeni véty dostavame, e zaménime-li

ve vn&j§im soudinu dva vektory, zmé&ni vn&j§i soudin znaménko. Téz je ziejmé,

e [v,,...,v,] = O pravé tehdy, jsou-li vektory v, ..., v, linearné zavislé.
Ptimo z doké4zaného vztahu (1) plyne nasledujici véta.
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Véta 2.2.3. Budv,,...,v,,w,,...,w,e V,. Potom plati

v v, ] [w,.w, ] =

Nyni zavedeme vektorovy soutin. Vektorovy soudin budeme definovat jen
v trojrozmérném prostoru. Nadale budeme tedy piedpokladat, 7e n = 3. Symbol V

. ’ . A 3
bude tedy oznacovat trojrozmérny orientovany prostor se skalarnim soudinem.

Véta 2.2.4. Ke kazdym dvéma vektortim u, ve VY, existuje privé jedeh vektor
w €V, tak, Ze pro kazdy vektor x € V, plati

3 [uv,x]=w.x.

Ditkaz. NapiSeme-li vztah (3) v n&jaké kladné ortonormalni bazi A, dostaneme

Uy, Uy Uy
Ups U3y O3] = WX, + WX, + WyX,.
Xy Xgy X5

Rozvineme-li determinant na levé strané rovnosti podle posledniho fadku, dosté-
vame

Uy, Uy
vy, Uy

Uy Uy
Uy U3

U, u
3 — 1 %2

2 3

=W, X, +W,Xx, + w,x
171 2 *
vy, 02 2 373

Vidime, Ze pro to, aby rovnost (3) platila pro kazdy vektor xeV,, je 'nutné
a staci, aby platilo ‘

us, U,
Uzs U3

Uy, Uz
Uy U3

Uy Uy
Uy Uy

(4) Wl = 9 W2 = — 5 =

Odtud jiZ plyne dokazované tvrzeni.

vDefiniee 2.2.2. Nechf u,veV,. Vektor weV,, pro néjz plati vztah (3) pro
kazdy vektor x eV, nazyvame vektorovy souéin vektord u, v a oznatujeme ho
symbolem u x v.

Je-li v kladné ortonormalni bazi u = (uy,uy,u3), v =(v,,0,,0,), je podle

vzorch (4)

Uz Uy
vy U,

_ U s
b
Vs Uy

Uy Uy
Uy Uy

5) uxv=(
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Vita 2.2.5. Bud u,v, v, v' € V,, ce R. Potom plati
uxyvy= —vXxXu,
(cu) x v.=u x(cv) = c(u xv),
(u+u’)xv=uxv+u'><v,
ux{v+v)=uxv+uxy,
u x v = o, pravé kdyZ jsou vektory u,v linearné zavisle.

" Dkaz. Dikazy vech tvrzeni pravé vyslovené v&ty jsou tak jedfloducl'lé, Ze je
1ze ponechat jako cvideni. Kazdé dokazované tvrzeni lze bud dokaz‘a’t vypf)éter.n
soutadnic obou stran rovnosti podle vzorce (5), nebo bez poutiti ;ouradnlc
z véty 2.2.2. Napt. pro kazdy vektor x € V,je

[u+u,v,x]=[uv,x]+ [v,v,x] =(uxv+u xv).x

a tedy podle definice 2.2.2 (u + U)XV =uxy+u xv.

véta 2.2.6. Nechf u,veV,. Potom vektor uxv je ortogonalni k obéma
vektorm u, v, a jsou-li vektory u, v linearn® nezavislé, tvofi vektory u, v, u xXv
kladnou bazi prostoru V.

Dekaz. Oznatime-li w = u x v, plati pro kazdy vektor x vztah (3). PoloZime-li
v ném postupné x =u, X =V, dostavame podle véty 2.2.2, Ze w.u = w:v = 0.
Dosadime-li do (3) x = w, vidime, Ze v ptipadé, Ze jsou vektory u, v linearn&
nezavislé, plati [u,v,w] = w? > 0, a tudiz Cu,v,w) je kladna baze.

.
Souvislost mezi vn&j§im soudinem dvou vektorid ve dvojrozmérnem Br(,)storu
a jejich vektorovym soudinem v trojrozmérném prostoru ukazuje nasledujici véta.

Véta 2.2.7. Necht V, je podprostor prostoru V,. Necht vektorovy prostor’vz'
je orientovany. Bud a, e V; takovy vektor, %¢ je-li @,, a, kladna ortonormalni
baze V,, je a,, a,, a; kladna ortonormalni baze V. Bud”. dale u, veV,. Pak
oznadime-li [u, v] vn&j§i soudin vektord u, v v prostoru V,,jeuxv=_[uv] a;

Drkaz. V bazi a,,a,,a; miZeme psat

u=ua, + u,d,
v =v,a, + 0,0,.

Potom je [u,v] vy, 3y a 50,
odkud jiz plyne tvrzeni.

Pozndmka 1. Vétu 2.2.6 zfejmé té2 miZeme dostat jako jednoduchy'dﬁlsledelf
véty 2.2.7. Navic je z véty 2.2.7 patrné, Ze jsou-li vektory u, v ortonormalni, tvofi
vektory u, v, u x v kladnou ortonormalni bazi prostoru V.
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Nez pristoupime k dal§i vété€ a jejimu dikazu, uvedme jedno na prvni pohled
zfejmé tvrzeni: Je-li uw, veV, (zde se nemusime omezovat na n = 3), existuje
islo teR tak, Ze vektor v/ = v + tu je ortogonalni k vektoru u. Toto tvrzeni
je skutené ziejmé. Je-li totiz u = o, je u.v' = 0 pro kaZzdé &islo teR. Je-li u # o,
je t teSenim linearni rovnice u.v + tu? = Q.

Véta 2.2.8. BudiZ a, b, ¢, de V. Potom plati

(@axb).(cxd)= a.c,a.d

b.c,b.d

Diikaz. Tvoti-li dvojice a, b i ¢, d linearné zavislé vektory, existuje vektorovy
podprostor V, c V; tak, Ze a, b, ¢, deV,. V tomto piipadé tvrzeni vyplyva
z véty 227 a 22.3. Jsouli napt. vektory a, b linearné nezavislé, ozna&me
u = a xb. Nyni miZeme uréit &sla ¢, r,eR tak, aby vektory ¢ = ¢ + t.u,
d' = d + t,u byly ortogonalni k vektoru u. Podle véty 2.2.6 je u.a=u.b =0.
TudiZjea.c' =a.c,a.d =a.d,b.¢' =b.c,b.d = b.d. Protozejea,b,c',d' e
e [{u}]* = V,, je podle véty 2.2.7 a véty 2.2.3

a.c,a.d
b.c,b.d|

Aviak (axb).(¢ xd) = u.((c + tuyx(d + tu)) = u.(fexd + tuxd +
+ e xu+ ttguxu) =u.(cxd,nebofu.(uxd)=u.(cxu)y=0auxu=eo
(viz véta 2.2.6'a 2.2.5). Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.

Vétu 2.2.8 mizeme téZ dokazat pfimym vypocetm ve vhodn& zvolené kladné
ortonormalni bazi. Je vidét, Ze kladnou ortonormaini bazi miZeme zvolit tak,
aby bylo a = (a,,0,0), b = (b,,b,,0). Vypotteme-li nyni pomoci soutadnic ob¥
strany dokazované rovnosti, snadno se pifesvéd¢ime, Ze jsou stejné.

(@axb).(¢xd)=

Analogii vektorového soudinu bychom mohli zavést i v orientovaném n-roz-
mérném vektorovém prostoru V,. Tam by oviem tento soudin byl definovan
pro n — 1 vektord — pro vektory u,,...,u,_, €V, by to byl vektor w, pro n&jé
by pro kazdy vektor xeV, platilo [u,,...,u,_,,x] =w.x. Pro n#3 tento
vektor w viak nenazyvame vektorovy soudin vektorl u, ..., u,_,, ale ortogondln/
dopinék téchto vektori.

2.3. Zakladni vlastnesti euklidovského prostoru

Euklidovsky prostor zavedeme jako afinni prostor, na jehoZ zaméfeni je
definovan skalarni soudin.

Definice 2.3.1. Bud A, = (A, V,,, ~“) afinni prostor. Bud ,,.“ operace skalar-
niho soucinu na vektorovém prostoru V,. Potom dvojici E, = (A, ,,.*) nazyvame
n-rozmérny euklidovsky prostor.
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7 definice euklidovského prostoru vyplyva, Ze mizeme na euklidm./sk'y p’rostor
pienést viechny pojmy a vlastnosti afinniho prostoru. Potom je %iejmy vyznam
t&chto pojmi: bod cuklidovského prostoru, linearni 501.xstava soutadnic v eukli-
dovském prostoru atd. Uvedené pojmy nebudeme v euklidovském prostoruvzqovu
zavadét, ale budeme je automaticky pfenéaset z afinniho prostoru. Podopne, jak.O
jsme v afinnim prostoru psali X € A, misto spravného X € A, budeme i v eukli-
dovském prostoru psat X € E, misto X € A. V celé této kapitole ‘b}xdeme symbolem
E_oznalovat n-rozmérny euklidovsky prostor zavedeny v definici 2.3:1. ]

" Zakladnim pojmem euklidovskeého prostoru je pojem vzdalenosti dvou bodu.

Definice 2.3.2. Bud X, Y€E,. Cislo || X — ¥ || nazgvame vzddlenost bodsi X, Y
a oznadujeme symbolem | XY |

Vita 2.3.1. Necht X, Y, Z€E,. Potom plati

1. |XY| 20,

2. |XY|=0=X=1Y,

3. |xY|=|¥X],

4 |xy|+|vZ|2|XZ|.

Dikaz. Prvni tii tvrzeni jsou ziejma — plynou okamZité z dgﬁnic'e vzdalenosti
dvou bodd. Ctvrté tvrzeni je disledkem véty 2.1.3, polozime-li v ni u =X — Y,
v=Y—- 2

Mno¥inu, jejim? kazdym dvéma bodim X, Y je pﬁia’ze’no reélnét éiflo | XY|
tak, Ze jsou splnény vlastnosti 1, 2, 3, 4 z véty 2.3.1, nazyvarpe 'metncky prosFor.
Véta 2.3.1 nam tedy fika, Ze euklidovsky prostor je metricky prostor. PO_]e['n
metricky prostor je oviem znalné obecngjsi a metricfké 'prosFory'm'ohou ‘byt
o hodné ,divodejsi* nez euklidovsky prostor. Napt. ptifadime-li kazdym dvéma

pfirozenym &islim m, n realné &islo log(/mn/D(m,n)), kde D(m, n) je nejvetsi’

spoleény dglitel &isel m, n, tvoii mnozina viech prirozenych &isel metricky prostor,
ovéem metricky prostor zcela se lifici od euklidovského prostoru. o

Viimnéme si jeSté, Ze tvrzeni 4 ve VE€t€ 2.3.1 §lo zformv’.xlovat Je§t§ s¥lne_|1.
Z véty 2.1.3 totiZ vyplyva, Ze v nerovnosti 4 plati rovnost lpra,vé tehfi)lz, j?-ll bud
X — Y =c(Y — Z), kde ¢ 2 0, nebo je-li Y = Z. Tudiz plati nasledujici véta.

Véta 2.3.2. Necht X, Y, Z € E,. Potom rovnost
(1) A|XY|+|YZ|=|XZ|
plati pravé tehdy, je-li Ye XZ.

Ditkaz. Jak bylo feteno, plati rovnost (1) pravé tehdy, je-li bud Y = Z, nebo
X ~-Y=cY—2Z), kde c20. To je ekvivalentni podminge, Ze body X, aZz
le#i v opatnych polopfimkach s hrani¢nim bodem Y. Odtud jiz plyne tvrzeni.
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Nyni zavedeme kartézsky repér a kartézskou soustavu soufadnic. V kartézské
soustavé soufadnic se provadi vét§ina vypolth v euklidovském prostoru.

Definice 2.3.3. Bud PeE,, bud (u,,...,u,) ortonormalni baze zaméteni V,.

Potom repér {P; u,, ..., u,> nazyvame kartézsky repér a linearni soustavu soufadnic
jim uréenou nazyvame kartézskd soustava soufadnic v prostoru E, .

Pokud budeme dale pouZivat zapis bodid pomoci soufadnic, budeme, pokud
nebude fe¢eno né&co jiného, vidy automaticky ptedpokladat, Ze soufadnice bodi
bereme v kartézské soustave soufadnic & dané repérem {P; u,, ..., u,>. Soufadnice
vektoril samozfejmé budeme vyjadfovat v ortonormalni bazi {u, ..., u,>. Mame-li
tedy nyni X = [x,,...,x,], Y =[y,, ..., y,), plyne ze vztahu (5) z odstavce 2.1, e

) | XY|=0x; —y)* + ... +(x, = y)*.

UkaZeme si nyni, Ze stfed dvojice bodd miiZeme charakterizovat pomoci
vzdalenosti.

Véta 2.3.3. Bod S€E, je sttedem dvojice bodii 4, Be E, pravé tehdy, je-li
(3) |SA|=|SB|=(1/2)|AB|

Ditkaz. Je-li A = B, je tvrzeni trivialni. Necht nyni plati rovnost (3). Je-li
A # B, plyne z rovnosti |AS| + |SB|=|AB| a z véty 232, Z¢ Se AB, a tedy
S — A = ¢(B — A),pFitemz0 < ¢ £ 1.Odtud viak plyne, 2¢|S — A| = |¢||B — 4|,
atedy|c|=1/2,a tudiz i c = 1/2. Bod S je stfed dvojice bodil 4, B. Je-li obracend
bod S sttedem dvojice bodd A4, B, plati S — 4 = (1/2)(B — A) a zarovei S — B =
= (1/2)(A — B); odtud jiZ plyne rovnost (3).

To, Ze stied dvojice bodi miZeme charakterizovat pomoci vzdalenosti, umoZiiuje
vybudovat celou euklidovskou geometrii jen pomoci pojmu vzdalenost. P¥i tomto
zplsobu vystavby geometrie definujeme euklidovsky prostor jako mnoZinu bodd,
v niz je kazdym dvéma bodiim X, Y ptitazeno realné &islo | XY |, nazyvané jejich
vzdalenosti, a existuje vzijemné jednozna¢né 2obrazeni vySetfované mnoZiny
na prostor R" tak, Ze pro vzdalenost bodli X, Y plati vztah (2). Pfitom (x,, ..., x,),
resp. (y,,...,y,) je n-tice piifazend bodu X, résp. Y uvaZovanym zobrazenim.
Potom - zavedeme stfed dvojice boddi A, B jako bod S, splfiujici rovnost (3).
Nyni bychom mohli pomoci stfedu zavést vektory — tak jak to bylo popsano
na zadatku kapitoly 1 a jak se to té n&kdy probira na stfedni $kole. Po zavedeni
vektorli bychom jiz mohli pokraovat v podstaté stejnym zplsobem jako v této
udebnici. Timto zplisobem je euklidovsky prostor vySetfovan v [6].

Rovnici nadroviny, s kterou jsme pracovali v odstavci 1.5, miZeme v euklidovském

prostoru dostat je§t€ jinym zplisobem. Zvolime-li ve vektorovém prostoru V,
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(se skalarnim soucinem) vektor @€ V,, miiZzeme definovat na prostoru V, linearni
formu f, pfedpisem

4) Jo(x) = a.x.
Ze zobrazeni f, je skutetn& linearni forma, plyne ptimo z definice skalarniho

soutinu. Jestlize v prostoru V, zvolime ortonormalni bazi {u,,...,u,>, miZeme

napsat analytické vyjadfeni linearni formy f,: Nejdfive vyjadiime vektor x ve
tvaru x = x,u; + ... + x,u,, a potom dostavame

Jax) = falxuy + .0+ xu) =X, fo(U) + .+ X, falw,).

MiZeme viak psat @ = q,u, + ... + aq,u, a podle zavedeni linearni formy f,
a z vlastnosti ortonormalni baze dostaneme

(5) flu)=a.u,=aq, i=1,...,n,

a tedy f,(x) =a,x, + ... + a,x,. Tento vztah oviem téZ vyplyva ptimo z rov-
nosti (4) a z vyjadfeni skalarniho sou€inu v ortonormalni bazi. Z obdrzeného
vztahu vyplyva, Ze ke kazdé linearni form& g na vektorovém prostoru V,
existuje vektor beV, tak, Zze g = f,. K dikazu tohoto tvrzeni stadi napsat
analytické vyjadfeni linearni formy g v ortonormalni bazi {u,,...,u,>, a je-li
g(x) = b, x; + ... + b,x, toto vyjadieni, poloZit b = (b,, ..., b,). Vzpomeneme-li si,
Ze mnoZina viech linearnich forem na vektorovém prostoru V, tvofi vektorovy
prostor V, (dualni vektorovy prostor k prostoru V,), tak ptifadime-li ka?dému
vektoru ae VY, linearni formu f, danou vztahem (4), dostaneme vzijemné jedno-
znadné zobrazeni prostoru V, na prostor V,. Mohli bychom ukazat, Ze toto
zobrazeni je izomorfismus.

Je vidét, Ze nulovou mnoZinou linearni formy f, je mnoZina vSech vektort
ortogonalnich k vektoru a, neboli je to vektorovy prostor [{a}]*. Vime, Ze tento
vektorovy prostor ma dimenzi n (tj. [{a}]* = V,) pravé tehdy, je-li a =o.
V ostatnich pfipadech je dimenze prostoru [{a}]* rovna n — 1. Je-li obracend
V,_, podprostor prostoru V,, je V;-, jednorozmérny podprostor prostoru V,,
tji. Vit =[{a}], kdeaeV,,a #o. ’

Mgjme nyni nadrovinu E,_, v prostoru E,. Nechf tato nadrovina ma zaméfent
V,_,. Rovnice nadroviny E,_, je, jak bylo ukazano v odstavci 1.5,

JX-9)=0,

!

ptitemz Q€ E,_, a f je linearni forma majici za nulovou mnoZinu prostor V;,_,.
Zvolime-li nyni vektor ae V' |, @ # o, mliZzeme vzit za linearni formu f formu f,.

n—1?

TudiZ rovnici nadroviny E;_, miZeme psat ve tvaru

6) a.(X -Q)=0.
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Mame-li t ici i inearni
uto rovnici nadroviny E,_, v lincarni soustavé soufadnic &£ ve tvaru
7
Y aQx,+...+ax,+a,,, =0,

:ém.e, %edfzix} + e a,,x',, = fix) je analytické vyjadteni formy f, v prisluiné
. zxt. ; udiz, je-li & kartézska soustava soufadnic, je podie 5Ya=(a a)

rotoze rovnice nadroviny je touto nadrovinou da Z ¢ nasobek,
ednontaton sy dana,' az na nenulovy nasobek,

nadVétg 2.34. Bud E:'," nadrovina v prostoru E, se zamétenim V. _1. Rovnici
.rovm,y miizeme psat ve tvaru (6), kde aeVl  aso. Jeli (7) ;ovnice nad-

roviny E,_, v kartézské soustave soufadnic %, pro ¢ = (a, a,) je aeV't
soe ) i

- A% oc.lst‘avci 1.12 jsme zkoumali transformace linedrni soustavy soutadnic. Viim-
me s, jak to vypadi v piipadé dvou kartézskych soustav soufadnic. Mame-lj

dvé ortonormalni bj
aze B = <Il e u /= ’ ’ S X L
prechodu 1o Uy B = (U, .., u)), miZeme urdit matici

M(gf’ g) —_ e

O Y

(8) ailajl + ai2aj2 + ...+ a,.,,aj" e 5{

pro .kai(.ié Lj=1,...,n (8 je Kroneckerav symbol, tj. &islo, pro které plati &/ = 1
Sfo i= ja ol=0 p.rt') i # j). Jestlize obracend piedpoklédém;, Ze B je orlt)onorrixé:ini
takz:, a Ze pro r’naflcx pfef:{lodu M(B, #') plati vztahy (8), musi byt zfejmé baze F'
a f)rtf)normalm. Dokazeme nyni, e plati i toto tvrzeni: Je-li baze &' ort

normalmr a pro matici M(%#', &) plati vztahy (8), je i baze 2 ortonormalni I\? A
vektorovém prostoru V, zvolime novy skalarni soudin G tak, aby baze (u S
byla ortonormalni. K tomu Jje nutné a stagi, aby pro vektory’ bt

X=xu +..+xu
platilo Y= DU+t oy,
G(x, y) = XYy + s+ xy,.

Je‘ tedy vidét, ¢ mame-li na vektorovém prostoru V. da arni i

a Jed.na béz'e jei ortonormalni bazi pti oboupsl(aléu'nich"sg:itlgi);u::‘l’:,l ;:12121:: ssl:aulzm)i'
fs.ouémy'splyva_]i. Odtud viak jiz okam3its vyplyva dokazované tvrzeni, nebot ;;)
Jiz dok?zaného tvrzeni vyplyva ze vztahd Q) az ortonormélnosti, baze ;0 :
skalarnim soudinu G i ortonormalnost baze # pi skalarnim soudinu G Tudiip(”:
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je skalarni soutin ,,.* na vektorovém prostoru V, (baze #’ je ortonormalni pfi
obou soudinech) a baze {u,, ..., u,) je tedy ortonormaini i pti skalarnim souéinu,,. .
Protoze koeficienty a;;, i,j = 1, ..., n ze vzorcil (13) odstavce 1.12 jsou koeficienty

matice pfechodu M(#, #’), dostavame tvrzeni:

Véta 2.3.5. M&jme v euklidovském prostoru E, dany dvé linearni soustavy
soufadnic & a #’'. Necht transformace linedrni soustavy % na soustavu &’ je
dana vztahy (13) z odstavce 1.12. Potom jsou-li spinény dv& z nasledujicich t¥i
podminek:

(a) linearni soustava soufadnic & je kartézska,

(b) linearni soustava soufadnic £’ je kartézska,

(© je dnd; + ... + d,d, =08, i,j=1..,n
je splnéna i tfeti z nich.

Protoze v dalSich odstavcich budeme pouZivat také vektorovy a vné&jsi soudin,
udélame tuto umluvu: Nadale pfedpokladame, Ze pracujeme v orientovaném
prostoru E, se zam&fenim V,. Volime-li v tomto prostoru kartézskou soustavu
soufadnic repérem {P; u,, ..., u,>, vZdy to délame tak, aby u, ..., u, byla kladna
baze (pochopitelné ortonormalni) prostoru V,,. : ¢ ‘

2.4. Obsah trojihelniku

Nyni definitoricky zavedeme obsah trojuhelniku tak, aby bylo vie v souladu

s na8imi pfedstavami ziskanymi na stfedni §kole. Jak bylo fe¢eno v definici 1.11.3,
je trojihelnik konvexni obal trojice linearn& nezavislych bod nazyvanych jeho
vrcholy. P¥i znaCeni trojuhelniku se pfidrZzime stfedoSkolského znadeni, tj. troj-
thelnik o vrcholech A, B, C budeme znacit symbolem AABC. Podle oznadeni,
které jsme zavedli v definici 1.11.2, ho v8ak miZeme znagit téz K({4, B, C}).

V celém odstavci budeme pfedpokladat, Ze viechna vySetfovani jsou provadéna
v euklidovské roving E,, a Ze v této roviné je zvolena orientace. Bude viak zfejmé,
e velkeré pojmy a véty nezavisi na volbe této orientace. Pismena 4, B, C, A", B, C’
budou stale (v celém odstavci) oznacovat body v E,.

V nasledujici definici zavedeme obsah trojuhelniku. Jak jiz bylo fedeno, bude
zavedena tak, aby to bylo v souladu s timto pojmem znamym ze stfedni Zkoly.
Oviem o tomto souladu se nepfesvéd¢ime hned, ale aZ v odstavci 2.7.

Definice 2.4.1. Obsahem trojihelniku ABC nazyvame &islo

1) V(4,B,C) = %|[B — 4, C — A]|.

Nasledujici véta iika, Ze obsah trojahelniku skutedn& zavisi jen na trojihelniku,
a ne na uspofadani jeho vrchold.

120

Véta 2.4.1. M&jme dén trojuhelnik ABC. Potom je
V(4,B,C) = V(4,C,B) = V(B, 4,C) = V(C, A, B) = V(B,C, A) = V(C, B, 4)

De y . : .

" %kaz. groto?e vl’(azdou permutaci Ize ziskat zamé&iovanim sousednich prvka
rvlfls?n? p}'lpad? tfi vrcholii 4, B, C se o tom miiZeme snadno presvedgéit piimo)

stacl ziejmeé dokazat prvni dvé rovnosti. Mame vSak ’

V(A,C,B)=%I[C—A,B—A][:%l_—[B—A,C—A]]=

= V(4,B,0),
V(B,4,C)=}|[4-B,C~B]| =

=1|[4-B,(C~ 4+ 4 -B)]|=

=3|-[B-4,C~4]|=vB0)

’ Nez vyslovime dalsi tvrzeni, jedté se dohodnéme, e symbol V(4, B, C) bude mlit
vyznam definovany vztahem (1) i v pfipadé, Ze body A, B, C nebudoy vrchol‘y '

trojuhelniku, tj. budou-li lezet na pii Fipadé § i
. piimece. V tomto ptipadé oviem vyjde

Nasledujici tvrzeni je ziejmé — plyne ptimo ze vztahu 1).

Véta 2.4.2. Mé&jme dan trojuhelnik ABC. Necht
- Necht pro body B, C’' plati ¢’ — 4 =
=uC — A),B' — 4 = B ~ A). Potom g PalC.: g

V(4, B, C) = |uv| V(4, B, C).

Z této véty okamzits vyplyva:

Véta 2.4.3. Mé&jme dan trojuhelnik 4BC. Nechf B'e AB, C'e AC. Potom je
V(4,B,C) £ V(4, B, C)

a rovnost v tomto vztahu plati prave tehdy, je-li B=B a C = C’

'Véta 2.4.4. M&jme dan trojuhelnik ABC. Necht B’ € AB. Potom je
V(4,B,C) = V(4,B,C) + V(B B, Q).

Ditkaz. Z B'€ AB vyplivi %e B — 4 — ¢ (B —A),r >0aziroven B — B =
=¢4—~B),c,20,ti. B—- B = ¢,(B — 4). Odtud vyplyva, ze ’

B—-A=(B-B)+ (B ~A)=(c; +c)(B—-4), -
?/tedy ’cl ~+ ¢; = 1(B — 4 # o). Aviak podle véty 242 V(A, B, C) = ¢,V(A, B Q)
(B, B, C) = ¢,V(B, 4, C). Se&tenim t&chto vztahi dostavame dokazované tvrz’cni.’
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Nazorny vyznam véty 2.44 je patrny z obr. 17. Pomoci véty 2.4.4 bychom
mohli zobecnit vétu 243 tak, Ze jsou-li dany dva trojuhelniky ABC a A'B'C’
a je AA'B'C' c AABC, potom V(4 B,C) = V(4, B,C) a rovnost v tomto
vztahu plati pravé tehdy, je-li AA'B'C' = AABC (tato rovnost oviem zZnamena
rovnost dvou mnoZin a neznamena viibec, Ze by napi. muselo byt 4 = A4).

c

A B B obr17

A R S T B Obr 18

Diikaz tohoto tvrzeni je pro jednu moZnou polohu mozno sledovat na obr. 18.
Jeho Gpiny dikaz by znamenal, Ze by se musela provést diskuse vzajemné polohy
trojuhelniki ABC a A'B'C'. To viak nebudeme provadét a spokojime se s tvrzenim
vét 2.4.3 a2 24.4. Plati

V(4,B,C) 2 V(4, T,C) 2 V(R, T, C).

Dale
V(R,S,C) 2 V(4,B,C) 2 V(4, B, V),

v(@s, T,C)z v(C, B,C) 2 V(C, B, U).

Settenim poslednich dvou nerovnosti dostavame podle véty 244,722 V(R, T, C) 2
2V, B,C)atedy V(4,B,C) 2 V(4,B,C)

2.5. Aditivni mira dhlu

V tomto odstavci zavedeme tzv. aditivni miru Ghlu, coZ je pojem, ktery odpovida
méteni Ghlu v radianech, znamém ze stfedni ¥koly. Jak bylo feteno na poéét}(u
kapitoly 2, zavedeme tuto miru dvéma zpisoby — jednou bez znalosti gonio-

122

metrickych funkci, a podruhé pomoci goniometrické funkce cos. V prvnim ptipadé
pak goniometrické funkce zadefinujeme. Cilem na$i snahy bude, abychom kazdému
uhlu o pfifadili ¢islo m(a) tak, ze je-li « nenulovy dhel, je m(e) # 0, a jestlize pro
uhly o', " plati

1 dud =a, dno =r,
kde r je spoletné rameno uhld «' a «”, plati i
) m{e) = m(e') + m(x”).

Pti studiu lze, jak jiz bylo feCeno, jeden ze zplsobl zavedeni miry m vynechat.
V celém odstavei budeme predpokladat, Ze pracujeme v dané euklidovské
roviné E, o zaméfeni V.

I. Zavedeni miry thlu bez pomoci goniometrickych funkci

Nez pristoupime k vlastnimu obsahu této ¢asti, uvedeme nékolik jednoduchych
pojmb a tvrzeni. Témito pojmy se budeme v obecnéj§im tvaru zabyvat v piistim
odstavci, av§ak potfebujeme je jiz nyni.

Rikame, e dvé primky p a ¢ jsou na sebe kolmé, jsou-li kolma jejich zamékeni.
Maji-li tedy tyto primky zaméfeni [{a}], [{b}], jsou na sebe kolmé pravé tehdy,
je-li [{b}] = [{a}]*, nebo, coi je totéz, je-li a.b = 0. Ziejm& kazdym bodem
Qe€E, prochazi pravé jedna primka g kolma na danou piimku p. Prisetik R
ptimek p, ¢ se nazyva pata kolmice g sestrojené z bodu Q na piimku p. Zvolime
nyni bod X ep a presvédcime se, Ze |QX | = | QR|, pFiCemZ znaménko rovnosti
plati pravé tehdy, je-li X = R. Skute¢n€, umocnime-li rovnost Q — X = (Q — R) -+

+ (R — X) na druhou, dostavame, protoZe vektory @ — RaR - X jsouk sob¥
ortogonalni, (Q — X)* = (Q — R)? + (R — X)?, neboli

® |0X [ = |QRP + |RX ]

Odtud jiZ plyne tvrzeni. Dale je vidét, Ze zvolime-li &islo d > | QR |, najdeme pravé
dva rizné body X, X,ep tak, aby bylo |QX,|=|0X,|=d. Stadi totiz vy-
potitat vzdalenost |RX,|=|RX,| pomoci vziahu (3). Bod R je pak stredem
dvojice bodii X, X,. Pro kazdy bod Xe X, X,, X, # X # X, jenyni | QX | < d
a pro kazdy bod X ¢ X | X, je | QX | > d. Obg tyto nerovnosti plynou z rovnosti (3).

V odstavci 1.10 jsme se zabyvali uhly v afinni roviné. Poznatky z tohoto
odstavce vyuZijeme nyni. Jednim ze zikladnich pojm, ktery jsme tam pouZili,
bylo uspofadani X mnoZiny M, polopfimek s danym hrani¢nim bodem P. P¥itom
mnoZinu M, tvotily viechny poloptimky s hrani€nim bodem P riizné od dané
polopfimky p, kterd méla téZ hraniéni bod P. Pomoci tohoto uspotradani se kazdy
thel a s vrcholem P, pro ktery platilo p & a, dal charakterizovat tak, Ze pro X # P
bylo X € a pravé tehdy, kdyZ

@) r<PX=<s.
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Ptitom r, s byla ramena uhlu «. Uspofadani < bylo na mnoZin¢ M, definovéino
pomoci poloptimky p a poloroviny M, jejiz hrani¢ni ptimka obsahovala polo-
piimku p. JestliZze jsme ponechali poloptimku p a polorovinu M jsme nahradili
polorovinou opa¢nou, dostali jsme opaéné uspofadani.

Uspotadani X definované na mnoZin€ M, nim dava samoziejmé t€Z uspofa-
dani mnoziny M, vSech polopfimek x s hraniénim bodem P, pro néz je x < o
Ma-li Ghel « ramena r, s a uspofadani < je zvoleno tak, aby r < s, miZeme toto
uspofadani na mnoZiné M, charakterizovat také pomoci mnoZinové inkluze. Je-li
x €M, oznatme ¢ uhel majici ramena r, x, pro né&jz ¢ — a. Podobn& pro ye M,
sestrojime uhel # < « s rameny r, y. Potom je x <y pravé tehdy, je-li & <.
Odtud vyplyva, Ze sestrojené uspofadani < na mnoZiné M, nezavisi na volbé
polopfimky p ¢ «. Proto je opravnéna nasledujici definice.

Mgjme dale dany polopfimky ¢,, ..., t, e M, pron€zplatir = t, 2t, 2 ... Zf, =s.
Pro i=1,...,k bud o, Ghel s rameny ¢;,_,, t;,, pro n&Z «; < «. MnoZinu uhli
{ety, ..., 0} nazyvame rozdéleni tthly o.

Uhly o, bychom mohli charakterizovat podobn& jako jsme thel o charakteri-
zovali pomoci relaci (4). Je téz vidét, Ze {«, a"} (viz (1), (2)) je rozd€leni Ghlu «
podle definice 2.5.1. Nejjednodussi ptipad rozdéleni uhlu o zfejmé dostaneme,
polozime-li k = 1 a o; = o (to znamena t, = r, t, = s).

Definice 1.10.1 a 1.104 nam davaji rozli§eni dutych a vypuklych Ghla. Pfimo
z t&chto definic je patrné, Ze je-li o vypukly uhel, existuje polorovina M tak, Ze
McaaM#a, ajeli o duty Ghel, plati pro kazdou polorovinu M, Ze M ¢ o.
Odtud vyplyva, ze je-li {«,, ..., o} rozdéleni dutého vhlu «, jsou viechny uhly
o, ..., o duté. Snadno se miiZzeme piesvédEit, Ze i pro vypukly nebo pfimy thel «
existuje rozdéleni na duté uhly, tj. existuje rozdéleni {a,, ..., o} tak, Ze vSechny
uhly «,, ..., o, jsou duté. Stadi k Ghlu « zvolit poloptimku p (s hraniénim bodem
v jeho vrcholu) tak, aby bylo p ¢ a. Nechf nyni 7, s jsou ramena thlu « a p je
polopiimka opacna k polopfimce p. Potom, oznacime-li «,, resp. a, duty uhel
o ramenech r, p, resp. p,s, je {o,, ®,} hledané rozdéleni dhlu « na duté uhly.

Nyni zavedeme nasledujici oznadeni: Mé&jme dan duty uhel « o vrcholu P.
Zvolme body R, SeE, tak, aby poloptimky PR, PS byly rameny uhlu a, a aby
| PR| = | PS| = 1. Oznaéme V(x) = 2V(P, A, B) (V(P, A, B) je obsah trojuhelniku
PAB). Bud nyni o libovolny uhel (duty, pfimy nebo vypukly). Bud dile D =
= {o,, ..., o} rozdéleni vhlu o na duté uhly. Oznaujeme

k
S(O) = 3. V().

Nazdrny vyznam &isla S(D) ve fyzikalni roviné vidime na obr. 19. Je to obsah
mnohothelniku PR,R,;R,R4R,. Vidime, Z¢ budeme-li zvétSovat pocet uhli z roz-
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déleni D a zarovei zmen3ovat uhly o i =1, ..., k, bude se ¢islo S(D) blizit k dvoj-
nasobku obsahu kruhové vysege piislusné k Ghlu o na jednotkové kruznici o stiedu P,
coZ bude obloukova mira Ghlu o. Tento postup nyni provedeme i v euklidovské
rovin€ E,. NemiiZzeme pfi tom samoziejmé pouZivat obsah mnohothelniku, kru-
hoveé vyseCe, ani jiné pojmy, které jsme dosud nezavedii.

Véta 2.5.1. Ke kazdému dutému uhlu o existuje &islo ¢ tak, Ze je S(D) < ¢ pro
kaZd¢ rozdéleni D ahlu a.

Dikaz. Necht « = XRPS a necht |RP|=|SP|=1. Bud Q pata kolmice
sestrojené z bodu P na ptimku RS. Oznaéme u = | PQ|. Ztejmé je u > 0. Provedme
stejnolehlost @ o stiedu P a koeficientu 1/u. Oznatme R’ = @(R), §' = o(S),
¢ =2V(P, R, §). UkdZeme, Ze c je hledané &islo. Postup dikazu sledujeme na
obr. 20. Je vidgt, ze | PQ'| = 1. Zvolme poloptimku p s hraniénim bodem P tak,
aby pfimka ji obsahujici byla rovnobé&zna s ptimkou R'S. Ziejhé p ¢ o. Necht
D = {o,, ..., %} a necht toto rozdgleni je dano polopfimkami r = =t =2..%
= t, = s jako v definici 2.5.1, pfiGemz < je uspofadini na mnoziné M " se;t_rojené
pomoci piimky p. Oznatme {T;'} = ¢, R'S"pro i = 0, ..., k (z definice uspotadani
v odstavci 1.10 plyne, 7e skutedn& i, R'S" # §). Zfejms pii vhodné zvoleném
uspofadani na pfimce R'S™ (viz odstavec 1.10) je R’ = L=TTX.2T=¢.
ProtoZe | PQ'| = 1, je podle (3) | PT; |2 Oproi =0, ... ka |PT;| > 0,| PT| > 0.
Tudiz z vety 2.4.3 vyplyva, Ze je V(«) < 2V(P, T_,, T/) proi = 1, ..., k, a dokonce
V(x,) <2V(P, Ty, T)), V(&) < 2V(P, T,_,, T). Odtud podle véty 244 dostavime,
Ze )

S(D) < 2V(P, R, §') = c.

Jestlize budeme mit dano rozdéleni D = {a,, ..., o} Ghlu a, miZeme z ného
dostat dal$i rozdleni tim, %e Ghly ; budeme déle d&lit. Toto rozdéleni budeme
nazyvat zjemnéni rozdileni D. Pfesn& to formuluje nasledujici definice.
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Obr. 20

Definice 2.5.2. Bud D = {«,, ..., %} rozdéleni uhlu a. Rozdéleni D’ thlu «
nazyvame zjemnéni rozdéleni D, jestlize pro i = 1, ..., k existuje rozdéleni D, uhlu o,
tak,2e D'=D,uD,u ... UD,.

Vidime, Ze mezi zjemnéni rozd&leni D patfi i samo rozdéleni D.
Véta 2.5.2. Bud « duty Ghel, bud {a,, «,} rozdéleni thlu a. Potom je
V() < V() + Vi)

Diikaz. Buda = ¥ RPS. Necht body R, S jsou zvoleny tak, z¢ | PR | = | PS| = 1.
Nechf thel «, ma ramena r = t,,t; a Uhel a, ma ramena f,,t,. Oznatime
{T,} = t, " RS. Ze vztahu (3) jsme na zalitku odstavce ukazali, Ze |PT, | <
<|PR|=1.Bud Uet,, |PU| = 1. Nyni z vét 24.3 a 2.4.4 postupné dostavame:

V(al) + V(“Z) = ZV(Pa R’ U) + 2V(P9 U7 S)<
< 2V(P,R, T,) + 2V(P, T,, 8) = 2V(P, R, §) = V()

Z pravé dokazané vétyllze snadno dokazat analogické tvrzeni pro libovoiné
rozdéleni D = {a,, ..., o} dutého Ghlu a. Dikaz indukci si kaZdy provede sam. Je

Vi) < V() + ... + Vi)
Jednoduchym diisledkem obdrzeného vztahu je nasledujici véta.

V#ta 2.5.3. M&jme dana rozdéleni D a D’ thlu o na duté uhly. Necht roz-
déleni D’ je zjemnénim rozdéleni D. Potom je S(D) £ S(D) a (D) = S(D’) plati
pravé tehdy, je-liD = D".

Snadno se presvédéime, 7e k dvéma libovolnym rozdélenim D a D’ uhlu «
existuje rozdéleni D”, které je zjemnénim obou z nich. Mame-li rozdgleni D dano
pomoci mnoZiny poloptimek {t,, ..., t;} (viz definice 2.5.1) a rozdéleni D’ ana-
logicky pomoci mnoZiny poloptimek {ty, ..., f;}, sta&i sestrojit rozdéleni D" pomoci
mnoziny polopfimek {ty, ..., t,} U {tp, ..., ti:}. Tuto mnoZinu oviem musime nej-
dfive uspotadat pomoci uspofadani <. ‘
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Definice 2.5.3. Mé&jme dan thel «. Oznaéme D mnoZinu véech rozdéleni thlu «
na duté ahly. Cislo '

m(a) = sup S(D)
Deh
nazyvame mira vhlu o.

Nyni se pfesvéd&ime, Z¢ mnoZina viech &isel S(D), kde De D, je omezena,
a e tudiz me)eR. Bud D’'eD, D' = {¢, ..., a;.}. Podle véty 2.5.1 existuje ke
kazdému dhlu «; &islo ¢} tak, Ze je S(D) < c¢; pro kazdé rozdéleni D} uhlu o},
i=1,...,k" Tudiz je pro kazdé zjemnéni D" rozdéleni D’ (viz definice 2.5.2)
S(D") < ¢}y + ... + ¢.. Je-li nyni D € D libovolné rozd&leni, zvolime rozdéleni D”
tak, aby bylo zjemnénim rozdéleni D i rozdéleni D', a podle véty 2.5.3 dostavame

SD)=SPO) <)+ ... +¢p.

Tim je omezenost mnoZiny viech &isel S(D), kde D € D, dokazana.

V druhém dilu ucebnice budou podrobné rozebrana tzv: shodni zobrazeni
v euklidovském prostoru. Alesponi Eastedné se viak s nimi musime seznimit jiZ
nyni: Shodné zobrazeni euklidovského prostoru E, do euklidovského prostoru E;,
je takové afinni zobrazeni ¢ E, do E;,, Ze asociovany homomorfismus ¢ zachovava
skalarni soudin, tj. Ze pro kazdé dva vektory u,veV, (V, je zaméfeni E) je

u.v = ¢(u). @¢(v).

Polozime-li v tomto vztahu v = u, dostaneme, Ze musi byt ||u]| = || )|, a tudiz
homomorfismus ¢ je prosty, nebof pro u # o je i @(u) # o. Odtud vyplyva, Ze
musi byt m = n, a je-li m = n, je homomorfismus ¢ izomorfismem a zobrazeni ¢
je vzajemné jednozna¢né. Ptimo z definice vzdalenosti dvou bodd plyne, Ze pro
kazdé dva body X, YeE, je | XY | = | o(X) ¢(Y)|. Ziejmé obrazem ortonormalni
baze pti homomorfismu ¢ jsou ortonormalni vektory, a je-li m = n, je to opét
ortonormalni baze. Bud nyni PeE,, P'€E,, (u,, ..., u,)> bud ortonormalni baze
prostoru V, a u', ..., u, necht jsou ortonormalni vektory v prostoru V,, (zamé&ieni
prostoru E}). Vime, Ze existuje pravé jedno afinni zobrazeni ¢ prostoru E, do
prostoru E;, tak, Ze ¢(P) = P’ a ¢(u) = u] pro i =1, ..., n. Potom pro x,yeV,,
X =xu + ...+ XU,y =yu + .. +3yu, j ¢x)=xu; + ..+ xu,
oly) = y,u) + ... + y,u,, a tedy »

ox). ply) =xy, + ... + x, ), = x.Yy.

Afinni zobrazeni ¢ je tedy shodné zobrazeni. Afinni zobrazeni prostoru E, do sebe
(a tudiZ i na sebe) se nazyva shodnd transformace prostoru E, nebo jenom shodnost
v E,. Nadale pouZijeme hlavn€ shodnost v roviné E,.

127




Snadno se zjisti, ze obrazem trojuhelniku p¥i shodnosti je opét trojuhelnik,
dokonce trojuhelnik o stejném obsahu. TéZ je ziejmé, Ze uhel se pfi shodném
zobrazeni zobrazi na ihel, rozdéleni D Ghlu o se zobrazi na rozd€leni D’ jeho
obrazu o' a je S(B) = S(D’) (¢islo S(D) je definovano pomoci obsahu trojihelniki).
Odtud jiz vyplyva, Ze Gihel i jeho obraz pfi shodném zobrazeni maji stejnou miru.
Budeme-li mit diny dvé mnoZiny M,, M, bodi prostoru E,, fekneme, Ze jsou
shodné, jestlize existuje shodna transformace ¢ prostoru E, tak, ze ¢(M,) = M,
Z toho, co jsme jiz fekli, tedy vyplyva, Ze shodné uhly maji stejnou miru. Snadno
se lze presvéddit, ze kazdé dva primé uhly jsou shodné, a tudiZz maji stejnou miru.
Miru piimého Ghlu budeme oznacovat Cislem .

Véta 2.5.4. Bud {o, a"} rozdéleni uhlu al\‘*rI’otom je

 mo) = m(e') + m(a").

Ditkaz. Je-li D’ rozd&leni na duté uhly Ghlu o a D” rozdileni na duté uhly
thlu o”, je D = D’ U D" rozdéleni na du?? uhly uhlu o. Potom
) 5(D) = S(D) + S(D"),
Protoze ke kazdému D' a kaidém{ D” existuje D tak, Ze plati rovnost (5),
dostavame pfechodem k suprému
m{e) = m(y + m(a”).
Nechf nyni obracené mame dano rozdéleni na duté whly uhlu & — oznatime ho D.

Sestrojime spole¢né zjemnéni D, rozd&leni D a rozdéleni {«, «”}. Potom existuji
rozdéleni D’ Ghlu o’ a D” Ghlu «” tak, Ze D, = D’ U D”. Mame

5(D) = S(D,) = S(D') + S(D").
ProtoZe ke kazdému D existuji D’ a D" tak, Ze plati tato nerovnost, dostaneme
pfechodem k suprému
m(e) < m(a) + m(a”).
Tim je véta dokazana.
Jako duisledek této véty dokaZeme snadno indukci nasledujici vétu.
Véta 2.5.5. Bud {«,, ..., 0} rozdéleni uhlu «. Potom je
m(o) = mo,) + ... + m(a).
Véta 2.5.6. Mg&jme dany uhly o, § o spoleéném vrcholu P. Necht f < o Potom
je m(B) = m(x) a m(ar) = m(p) pravé tehdy, je-li § = a.

Diikaz. Snadno sestrojime rozdéleni D hlu « tak, aby bylo € D. Tvrzeni nyni
plyne z ptedesié véty.

Definice 2.5.4. Rikame, %¢ thel « = X RPS je pravy, je-li (R — P).(S — P) =
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Je ziejmé, ze kazdé dva pravé uhly jsou shodné. TéZ je ziejmé, Ze kazdy pfimy
thel o miZzeme rozdélit na dva pravé thly. Odtud vyplyva, Ze mira pravého uhlu
je Cislo ©/2. Je zfejmé, jak dodeﬁnujeme miru nulového Ghlu.

Definice 2.5.5. Je-li uhel a« nulovy, definitoricky klademe m(x) = 0.

Véta 2.5.7. Bud « thel s ramenem r. Bud ce R, 0 < ¢ = m(«). Potom existuje
praveé jeden thel y tak, Ze y < «, Uhly y a « maji spolené rameno r a m(y) = c.

Diikaz. 1. Necht nejdiive uhel « je duty, « = ¥ RPS. Postup diikazu mtZeme
sledovat na obr. 21. Pfedpokladejme, Ze body R, S jsou zvoleny tak, ze | PR| =
=|PS| = 1. Oznatime Q patu kolmice sestrojené bodem P na piimku R3.

NG ] x/ r "
\s " / /
\‘/

P

Obr. 21

Provedeme stejnolehlost ¢ o stiedu P a koeficientu 1/| PQ|. Ozna&ime R’ = ¢(R),

S = ¢(8), Q' = ¢(Q). Ziejme je |PQ'| = 1. (Tento postup jsme jiz jednou pro-

védéli pii dikazu véty 2.5.1.) Zvolime kartézsky repér (@, u,, u,) tak, aby bylo
= P — Q. Potom zfejmé [Q'; u,] = R'S"” Mizeme psat R’ = Q' + r'u,, §' =

= Q + s'u, (vime, Ze ¥’ = —s'). Necht napf. ¥ < s’. Pro kazdé x e (v, 5') oznaéime

X =0 + xu,a polozme

M(x) = m(xR'PX)

(ztejms M(r') = 0). Zvolme body X, = Q' + xu,, i = 1,2. Uréime-li &islo S(D)
pro kazdé rozdéleni D thlu X, PX,, zjistime podle véty 2.4.3 a 2.4.4 (poptipadé
viz t€Z véta 2.5.1), ze S(D) < 2V(P, X, X,), a tedy m(x X ,PX,) < 2V(P, X, X,).
Ale

xl, -

WP X, X,) = —IH 1%, — x, |

Bude-lir' < x, £ x, <, dostaneme podle véty 2.54, 2e m( K RPX ) + m(< X | PX ;) =
= m( X RPX,), a tedy

0 < M(x;) — M(x,) S x;, — x,.
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Odtud okamzité vyplyva, %e funkce M je spojita (dokonce je monotonni), a z véty
o tom, %e spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva viech hodnot leZicich
mezi hodnotami v krajnich bodech defini¢niho oboru, vyplyva, Ze existuje x, € {r', s
tak, Ze M(x,) = ¢. Oznadime-li X, = Q + xou,, je ¥ = ¥RPX,. Ze thel y je
uréen jednoznaéng, plyne z toho, Ze funkce M(x) je monotonni.

2. Necht nyni a je pfimy nebo vypukly Ghel. Rozdélime ho polopfimkou ¢ na
dva duté uhly o, «”. Je-li m(a') Z ¢, najdeme Uhel y = o’ <« podle prvni Casti
dikazu. Je-li m(’) < ¢, polozime ¢’ = ¢ — m(«) a najdeme thel y < o” majici
rameno ¢ tak, ze m(y’) = ¢'. (ProtoZe ¢ = mie) = m(e) + m(a"), je ¢’ < m(«")). Nyni
stadi poloZit y = o’ U y'. Jednozna¢nost plyne z bodu 1.

Nasledujici véta snadno plyne z pravé dokazané véty.

\

Véta 2.5.8. Mé&jme danu polopfimku r/h &slo ¢, 0 < ¢ < 2m. Potom existuje
tihel o majici rameno r tak, ze m(o) =c. /

Ditkaz. Sestrojime pfimy uhel § majic%ameno r. Opaénou polorovinu oznaime
B a opatnou polopfimku k r oznaime r. Je-li ¢ <, najdeme « < B podle
predeslé véty. Je-li ¢ > m, polozime c’/= ¢ — m a najdeme y = B’ s ramenem 1’ tak,
aby m(y) = ¢. Potoma = fuy. -

V dikazech poslednich dvou vét jsme pouZili to, Ze vypukly ihel miZeme

vyjadtit jako sjednoceni (hlu pfimého s Ghlem dutym. PouZitim tohoto obratu téz
snadno dokaZeme dal¥i vétu. Jeji diikkaz ponechame jako cviceni.

Vita 2.5.9. Pro kazdy ahel « plati m(x) < 2.

Jiz jsme konstatovali, Ze shodné Ghly maji stejnou’ miru. Pomoci véty 2.5.7
snadno dokazeme, ¥e obracend plati: Maji-li dva uhly stejnou miru, jsou shodné.
Tvrzeni dokaZeme nejdfive pro dva konvexni uhly (duté nebo ptimé). Jsou-li a, o«
dva takové thly, tj. m(a) = m(@’) < =, sestrojime pfime uhly B, §' tak, Ze « a B,
resp. o a B’ maji spoleéné rameno r, resp. r’ a Ze o < p, resp. o < f. Nyni snadno
najdeme shodnost ¢, pro kterou ¢(r) =r'a ¢(f) = B (shodnost zadame obrazem
vhodné zvoleného kartézského repéru). ProtoZe m(x) = m(p(®)) = m(a), uhly ¢(x)
a o maji spoleéné rameno r a ¢(«) < f, plati podle véty 2.5.7 «' = @(«). Pro
vypuklé thly dokaZeme tvizeni opét znamym obratem — rozloZenim vypukiého
hlu na sjednoceni Ghlu ptimého a uhlu dutého. Dokazali jsme dokonce nejen to,
%¢ Uhly « a o jsou shodné, ale i to, Ze shodnost mizeme sestrojit tak, aby
zvolené rameno uhlu o prevadéla do zvoleného ramene Ghlu o'

Nyni zavedeme orientované Ghly. K tomu viak budeme potiebovat- pojem
,pfima shodnost”. V odstavci 1.13 jsme zavedli pojem ,souhlasné baze“. Mé&me
ve vektorovém prostoru V, dany dvé souhlasné baze #,, %,, tzn. Ze D(%,, %,)>0
(D(#,, #,) je determinant prechodu od baze %, k bazi #,). Zobrazime-li baze
A,, A, automorfismem ¢ do bazi #, = o(B,), B, = ¢(#,), plyne z vlastnosti
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. izomorfismu, Ze M(%Z,, #,) = M(ZF',, $,) (M(#,, #,) je matice piechodu od baze

B, k bazi £)), a tedy D(B,, B,) = DB, #,). Tudiz mame-li na vektorovém
prostoru V, danu orientaci, tak zobrazime-li automorfismem ¢ jednu kladnou bazi
opét do kladné baze, zobrazime jiz kaZdou kladnou bazi do kladné baze, a zobra-
zime-li jednu kladnou bazi do zaporné baze, zobrazime kaZdou kladnou bazi do
zaporné baze. Nyni jiz lze zavést ,pfimou shodnost®. Shodna transformace ¢
orientovan¢ho prostoru E, se nazyva pFimd shodnd transformace, nebo jen pFimd
shodnost, jestlize asociovany automorfismus ¢ zobrazuje kladné baze prostoru V,
opét na kladné baze prostoru V,,.

Ptedpokliadejme, Ze od této chvile pracujeme v orientované euklidovské rovin
E, se zam&fenim V,. Nyni jiZ miZeme definovat orientovany hel. P¥i jeho definici
budeme piedpokladat, Ze nulovy uhel ma dvé splyvajici ramena.

Definice 2.5.6. Mé&jme dan uhel a s rameny 7, s. Jéstlize ramena uhlu sefadime
do uspofadané dvojice, fikame, Ze jsme uhel « orientovali a nazyvame ho pak
orientovany thel.

Je zfejmé, Ze kazdy nenulovy thel mlZeme orientovat pravé dvéma zplsoby,
zatimco nulovy thel jedinym zpiisobem. Nemusime proto rozli§ovat neorientovany
a orientovany nulovy uhel.

Ted si ukdZeme souvislost mezi orientaci roviny a uspofadanim na mnoZing
poloptimek M,. Necht p = PQ. Zvolime kladnou bazi <u,, u,) tak, aby u, =
=c(Q — P), kde ¢ > 0. Bude-li {v,,v,) jind kladnid baze, pro kterou v, =
= (Q — P).d,d > 0, napiSeme v, = v,,u, + v,,u,,dale jev, = (d/c) u, a musi byt

dic, O
LSSTRFY)

a tedy v,, >0. Oznalme A = P + u,. Vidime, Z¢ pro viechny kladné béze
{v,,v,) je P+ v,ePQA. Toto tvrzeni miZeme zfejmé obratit. Je-li BePQ,
B # P, Ce PQ4, C¢PQ, je (B — P, C — P) kladni baze. TudiZ zvolime-li orien-
taci, je tim ke kazdé polopfimce PQ jednozna&né uréena jedna ze dvou polorovin
s hraniéni ptimkou PQ. Je to ta polorovina M, v niZ leZi koncové body druhych
vektord kladnych bazi, umistujeme-li je potatkem do bodu P a volime-li za prvni
vektor baze vektor Q — P, poptipadé né&jaky jeho kladny nasobek. Volbou polo-
pfimky p = PQ a poloroviny s hraniéni ptimkou PQ je viak jiz jednozna&nd
uréeno uspofadani X na mnoziné M,. Zménime-li orientaci na opa&nou, dostas
neme misto poloroviny M opaénou polorovinu M a uspofadani X se zméni 162
na opatné. Budeme tedy fikat, Ze uspofadani X je uréeno poloptimkou p.

M¢jme nyni dany dvé polopiimky p, g se spolenym hrani¥nim bodem P,
Polopfimka p, resp. g uruje na mnoZing¢ M, resp. M, uspofadani — ozname
je =, resp. X,. Ob¢ poloptimky p, g jsou rameny dvou Ghldl v roving — oznadme
je a, p. Pritom bud oba uhly o, # jsou ptimé, nebo je jeden z nich duty, nechf je

> 0,
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to napf. o, a druhy je vypukly. Utvofme mnozinu M,, resp. M; &ch polopiimek
xeM, N M, pro néZ je x < a, resp. x < B. Ukadzeme, Ze jak na mnozing .M;,
tak na mnoZzing¢ Mj obé uspofadani =<, a =X, splyvaji. Nechf nejdiive o, B jsou
piimé uhly. Potom poloptimky p, ¢ jsou opacné polopiimky a a, B jsou opacné
poloroviny. Tvrzeni nyni okamZité vyplyva ze zavedeni uspoiadani =, a =, (viz
67 odstavec 1.10). Podrobné provedeni diitkazu ponechame jako cvieni. Necht nyni
thel « je duty a Ghel B je vypukly. Bud x, y € M. Oznaéme p, resp. 4 poloptimku
opatnou k polopiimce p, resp. g. Plati p, §e M. Snadno Ize najit vhel y < B
o stejném vrcholu, pro n&jz plati x,y,p, 4 <7, p,q &y (viz obr. 22). Vime, Ze
uspofadani <, <, na uhlu y mohou byt bud stejna, nebo opalna (viz pcfstup
provedeny pfed definici 2.5.1). Staci tedy ovefit, i?: souhlasi na dvojici polopfimek
p, §. Necht poloprimka p je uréena vektorem u, tj. p = {P + tu; t = 0}, a podobn&
poloptimka g necht je uréena vektorem v. Potony polopfimka p je uréena vektorem
—u a polopfimka g vektorem —v. Necht"na . vektory u, v tvoii kladnou bazi.

X

Obr. 22

Potom je ¢ <, p =, 4. Vektory v, —u tvofi také kladnou bazi, a proto p X, 4 =<, p.
Tudiz uspofadani <, a <, souhlasi na dvojici p, g, a proto je x <,y pravé tehdy,
je-li x <, y. TudiZ uspofadani =, a =, splyvaji na mnoziné M. Nyni vySetfime
obé& uspofadani na mnoZiné M. Budte ¢, 7 pfimé Ghly, pro néZ g Nt = a. Nechf
pEimy uhel o, resp. © ma ramena p, j, resp. ¢, . Ozna¢me je§t€ o U t = J. Dostali
jsme vypukly thel s rameny p, g, pro n&jz zfejm& a = 8. Nyni podle jiz dokazanych
tvrzeni uspotadani X, splyva na mnoZing M. s uspofadanim X, to splyva na
mnoziné Mj s uspofadanim = a to splyva na mnoZzin¢ M; s uspofadanim =< .
Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.

Praveé dokazané tvrzeni nam umozni definovat miru orientovaného thlu.
Definice 2.5.7. Mg&jme dan orientovany thel w s uspofadanou dvojici ramen

(r, s). Bud & neorientovany uhel, jehoZ orientaci Uhel @ vznikl. Bud dale p polo-
ptimka s hrani&nim bodem ve vrcholu Uhlu &, pro niz p ¢ @, a nechf X je
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uspofadani urené polopfimkou p na mnoZing M,. Mirou orientovaného uhlu @
nazyvame Gislo m'(w), pro néz plati m'(w) = m(@), je-li r s a m'(w) = —m(d),
je-lli s=r.

Pravé vyslovena definice je zfejmé opravnéna, nebot jsme pfedem dokézali, Ze
to, jestli je r = s, nezavisi na volb& polopfimky p.

Pruh nad symbolem oznadujicim orientovany uhel budeme ve stejném vyznamu-
jako v definici 2.5.7 pouzivat az do konce tohoto odstavce.

Piimo z definice miry orientovaného Ghlu vyplyva, Ze pro kazdy orientovany
thel @ je —2n < m(or) < 2, a Ze ke kazdému Cislu ¢ € (—2n, 27) existuje orientovany
ahel y tak, ze m'(y) = c. .

M¢jme dan orientovany thel @ s uspoiadanou dvojici ramen (r, s). Necht dale ¢
je ptima shodnost. Obrazem orientovaného uhlu @ pii shodnosti ¢ nazyvame
orientovany uhel, ktery dostaneme, orientujeme-li uhel () uspofadanim jeho
ramen ¢(r), ¢(s) do dvojice (¢(r), ¢(s)), tj. prvni rameno vzoru se musi zobrazit na
prvni rameno obrazu. Miru orientovaného Uhlu jsme definovali pomoci miry
neorientovaného uhlu, kterd se zachovava pfi kazdé shodnosti a pomoci uspo-
Fadani =<, které bylo dano orientaci. ProtoZe pfima shodnost zachovava orientaci
(zobrazuje kladnou bazi opét do kladné baze), je mira orientovaného uhlu rovna
mife jeho obrazu pfi pfimé shodnosti.

Predpokladejme obraceng, Ze pro dva orientované Ghly « a B je m'(x) = m'(B),
a tudiz i m(@) = m(B). Necht uspofadana dvojice ramen uhlu a, resp. 8 je (r, s),
resp. (v, v). Vime, e existuje shodnost ¢ tak, Ze ¢(@ = B a pritom ¢(r) = u,
a tedy o(s) = v. Zbyva ovéfit, Ze @ je piima shodnost. Bud P vrchol dhlu .
Zvolme p = PQ tak, aby p ¢ «. Nechf uspofadani < na mnoZing M, je dano
kladnou bazi {u,, u,) (viz postup za definici 2.5.6). Necht napf. r < s (pfipad s X r
je analogicky). Ozna¢me p’ = ¢(p). Ze zavedeni usporadani = v odstavci 1.10 se
snadno dokaze, Ze je ¢(r) = ¢(s) v uspotadani definovaném na mnoziné¢ M, bazi
{P(u,), ¢(u,)>. Z rovnosti m(a) = m(B) v8ak plyne, Ze je i u < v v uspofadani
ureném na mnoziné M, kladnou bazi. Tudiz {(@(u,), @(u,)) je kladna baze
a shodnost ¢ je pfima.

Definice 2.5.8. Budte « s dvojici ramen (r,s) a § s dvojici ramen (5, t) orientované
Ghly. Necht & U B je thel. Zvolme poloptimku p s hrani¢nim bodem ve vrcholu
Ghlt &, B tak, aby p ¢ @ U B. Potom orientovany uhel y s uspofadanou dvojici
ramen (r, t), pro ktery plati p ¢ 7, nazyvame soudet orientovanych uhli o a B
a piseme

y=a+f.

TudiZ pro orientované uhly je definovéno stitani jen tehdy, splyva-li druhe
rameno prvaiho Uhlu s prvnim ramenem druhého Ghlu.
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Véta 2.5.10. Budte o, B orientované uhly. Necht je definovan soutet o + f.
Potom

m(e + B) = mi(@) + m(B).

Ditkaz. Zvolime poloptimku p jako v definici 2.5.8. Na mnoZiné M, je tim dano
uspofadini <. Dal3i ditkaz provadime diskusi podle uspofadani polopfimek r, s, ¢
(celkem Sest moZnosti). Necht napf. s <r =t Oznaélme-h y=oa+p, je f=

= @ U 7 a podle véty 2.5.4 /
/
(6) m(B) = m(&@) + m(y). /
Ptitom je m'(«) = —m(&), nebof s X r, m'(f) = , m'(y) = m(7). Dosadime-li odtud

do (6), dostaneme po Gpravé m'(y) = m'(e) <+ m'(f). Stejnym zplsobem lze snadno
vygetfit zbyvajicich pét ptipadi.

Nyni jiZ miZeme zavést zakladni goniometrické funkce cos a sin a dokazat pro
né soudtové vzorce.

Definice 2.5.9. Mé&jme dano &islo x € (—2n, 2n). Bud ¢ orientovany Ghel s dvojici
ramen (r, s), pro néjz m'(¢) = x. Nechf r = PR, s = PS. Cislo

(R—P)(S — P)
R - Pl{ls- Pl

nazyvame kosinus &sla x a oznaGujeme ho symbolem cos x. Cislo

[R-P,5—P]
[R-PJ{s-P

nazyvame sinus &isla x a oznaCujeme ho sin x.

Snadno ovéfime, Ze pravé vyslovena definice je opravnéna, tj., Ze nezvisi na
volbé uhlu £ Na prvni pohled je ziejmé, Ze &isla cos x a sin x nezivisi na volbg
vektord uréujicich ramena uhlu £. Kdybychom misto vektortit R — P, § — P vzali
vektory u = ¢(R — P), v = d(S — P), kde ¢, d > 0, zfejmé by bylo :

U €O X = T—a' R
@) sinx = 5"’ "‘]'

Necht nyni ¢’ je jiny orientovany Ghel, pro ktery je m'(¢') = x. Potom, jak jsme jiz
dokazali, existuje pfimé shodnost ¢ tak, Ze o(£) = &'. Z definice shodnosti vyplyva,
e @(u). o(v) = u.v, || W) || = ||ul, || @@ || = || vl a z definice pfimé shodnosti
plyne, Ze je jesté [@(u), $(v)] = [u, v]. Tim je nezavislost hodnot cos x, sin x na
volbé orientovaného Ghlu ¢ dokazéina.
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Ptimo ze vzorch (7), (8) vyplyva, Ze cos0 = 1, sin0 = 0. Z véty 2.2.3 plyne, Ze

[u,v]* =

Odtud dostavame

2
, u.v

vy = u’v? — (u.v)
5

[uv]?  (u.v)?
u.v + u.v

)

neboli

=1,

2

sin? x + cos?x = 1.

Vidime téZ, Ze ¢islo cos x definované vztahem (7) (poptipadé definici 2.5.9) nezavisi
na pofadi vektorli uw,v, a tedy ani na pofadi ramen uhlu & Funkce cos na
intervalu (0, 27) by §la tedy zavést bez pomoci orientovanych uhli.

Véta 2.5.11. Bud x, y, ze(—2m, 2n). Necht z = x + y. Potom existuji oriento-
vané thly &, 4, { tak, Ze m' (&) = x, mM(n) =y, M) =z,aZe L = E + 1.

Ditkaz. Postup dokazovani je do znané miry obraceny k dikazu véty 2.5.10.
Rovnost z = x + y plati pravé tehdy, nastane-li jeden z nasledujicich Sesti ptipadd:

Llz|=|x|+]|yl, x20,y202z20

2. |z|=|x|+ |yl x0,y<0, 250

3. x| =|z|+ |y, x20,y<0,z20

4. |x|=|z|+ |y x=0,y202z=0

5 |y z|+|x}, x£0,y20, 220

6. |y|=]z|+|x, x20,y=<0,z50

Ve viech piipadech dokéZeme tvrzeni véty. Necht napf. nastava piipad 6. Podle
véty 2.5.8 existuje uhel 77 (neorientovany) tak, Ze m(7) = | y | Zvolme opét polo-
ptimku p & 7 s hraniénim bodem ve vrcholu uhlu 7. Necht ramena s, » mame
anacena tak, ze s < r pti uspofadani urleném poloptimkou p na mnoZiné M,.
Uhel 77 s uspotadanou dvojici ramen (r, s) pak dava orientovany Ghel #, pro n&jz
je m'n) = —m() = y. Podle véty 2.5.7 existuje uhel & = 77 tak, %e m(f) = | x| a 2e
jeho ramena jsou s, t. Potom je s Xt <, a tudiz Ghel £ s uspotadanou dvojic
ramen (s, t) dava thel &, pro n&jz m'(&) = m(&) = | x| = x. Uhel { = & + n je podle
véty 2.5.10 hledany uhel. Stejnym zpisobem bychom rozebrali i ostatni moZnosti,

Véta 2.5.12, Bud x, y, x + y e (—2r, 2n). Potom plati:

sin (x + y) = sinxcos y + cos x sin y
cos(x + y) = cosxcosy— sinxsiny
Ditkaz. K Cislim x, y, x + y sestrojime uhly ¢, 5, { tak, aby tyto uhly mély

po fade uspotadané dvojice ramen (r, s), (s, 1), (r, t). Necht poloptimky r, s, ¢ jsou
po fade urdeny vektory u, v, w. Mizeme ptedpokladat, e || u|| = ||v || = [|w || = L.
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Zvolme kladnou ortonormalni bazi {a,, a,> tak, Ze @, = v. Potom miiZeme psat
u=(u,,u,),w=(w,,w,). Ze vzorci (7) a (8) vyplyva, Ze cos x = u,, sinx = —u,,
cosy = w,, siny = w,. Ze vzorce (7) nyni dostavime

cos(X + y) = U.w = COos XxCOs y — sin xsin y.
Podobné ze vzorce (8) dostavame druhou dokazovanou rovnost.

I1. Zavedeni miry uhlu pomoci funkce cos

Nyni zavedeme miru uhlu druhym zpisobem — pomoci funkce cos. Pfitom
samoziejmé nebudeme pouZzivat nic z toho, co jsme vybudovali pfi prvnim zplisobu
zavedeni miry uhlu. ProtoZe pfedpokladame, Ze zname viechny vlastnosti funkce
cos, je zavedeni miry uhlu timto zpisobem znacné kratsi.

Definice 2.5.10. Budiz u, veVz.‘\Odchylkou nenulovych vektorit u,v €V, nazy-
vame ¢islo x € {0, ©>, pro néz je , y

u.v

(10) Ccos X =

Z véty 2.1.1 vyplyva, Ze je /

u.v

a tudiz takové &islo x, pro které plati rovnost (10), skuteCné existuje.

Definice 2.5.11. Méjme dan uhel «, budte PR, PS jeho ramena. Je-li uhel «
konvexni, nazgvame mirou m(x) uhlu « odchylku vektori R — P, S — P. Je-li uhel «
nekonvexni (vypukly), ozna&ime ¢ odchylku vektort R — P a S — P a mirou m(x)
tthlu o nazyvame ¢islo 2n — c.

Méjme dan thel a o vrcholu P. Budte r, s jeho ramena. Zvolme poloptimku ¢
s hrani¢nim bodem P tak, aby r # t #'s, a aby ¢t < a. Zvolime-li je§té poloptimku p
s hraniénim bodem P tak, aby p & a, dokdZeme snadno z véty 1.10.8, Ze existuje
pravé jeden uhel o, resp. «” majici ramena r, t, resp. t, s, pro n&jZ je o’ < a, resp.
o” < o Pro tyto uhly o, o” pak plati « o’ = a, '’ na” = ¢t. Budeme fikat, Ze
thel o se déli na dGhly o a o” (obecngj§i pojem rozd€leni thlu jsme zavedli
v definici 2.5.1). .

Mgjme nyni ve vektorovém prostoru V, zvolenou kladnou ortonormalni bazi
{u,u,). Bud aeV,, ||a| =1, a=a,u, + a,u,. Oznalme t odchylku vektord
u,, a. Potom je a, =«os ¢, a je-li a, 2 0, je a, = sint, je-lia, <0, je a, = —sint.
Toto tvrzeni okamzZité vyplyva z definice 2.5.10.

Véta 2.5.13. Nechft thel « se déli na ahly o’ a o”. Potom plati
1) m(a) = m(e') + m(a”).
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Nez ptistoupime k dikazu této véty, upozornéme jesté, ze vztah (11) dokaZeme
pomoci vzorce pro cos (x + y). Obracenym postupem jsme ve v&t€ 2.5.12 ze vztahu
(10) odvodili-vzorec pro cos(x + y).

s

Obr. 23

Diikaz véty 2.5.13. V&tu dokaZeme nejdfive pro pripad, Ze o je konvexni thel.
Zvolme jednotkové vektory u, v, w tak, aby tyto vektory urfovaly po fadé polo-
piimky r, s, ¢ (tj. aby pro R = P + u bylo r = PR atd.). Sestrojme ortonormalni
bazi prostoru V, tak, aby bylo w = u,. Oznadme x, resp. y, resp. z odchylku
vektorli u, w, resp. w, v, resp. u, v. Potom je m(a) = z, m(e') = x, m(x”) = y. Druhé
soufadnice vektort u, v maji opaéna znaménka, tudiz nap¥. u = cos xu . + sin xu,,
v = cOs yu, — sin yu,. Potom cos z = u.v = cos x cos y — sin x sin y =
= cos (x + y). U posledni rovnosti jsme pouZili souétovy vzorec. Odtud vyplyva,
Ze z=x + y, coZ jsme méli dokazat. Necht nyni hel « je nekonvexni. Bud ¢
opa¢na polopfimka k polopfimce . Nejdiive necht ¢ ¢ o. Oznaéme dalsi uhly
jako na obr.23. Potom podle jiz dokdzané &isti a podle definice 2.5.11 je

m(a) = 21 — m(6) = 2n — (m(B) + m(y)) =
= (n — m(B)) + (t — m(y)) = m(x") + m(c).

Bude-li nyni pplopfimka t libovolna, sestrojime poloptimku ¢ s hraniénim bodem
P tak, aby bylo § ¢ a. Poloptimka g rozdéli tihel « na dva duté Ghly o, a,.
Necht napf. t < «,. Oznaéime-li Ghly jako na obr. 24, dostavame

m(@) = m(e,) + may) = mla,) + m(B) + m(a) =
= m(«") + m().

Tim je véta pro viechny ptipady dokazana.

Ze vzorce (9) vyplyva, ze ke kaZzdym dvéma vektortim u, v existuje pravé jedno
Cislo x €0, 2m), pro n¢Z plati vzorce (7) a (8). Toto &islo se nazyva orientovand
odchylka vektord w,v. Nazorny vyznam této orientované odchylky vektorti ve
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Obr. 24

]
i

fyzikalnim prostoru si miZeme predstayit tak, Ze métime uhel od vektoru u
k vektoru v ve sméru otaceni, ktere nér/n’ prvni vektor kladné baze oto¢i nejkratsi

cestou do druhého vektoru této baze/ Zde jsme opét pouzili fadu nematematic-
kych pojmi, coZ oviem pfi piesnényﬁudovéni matematické discipliny neni moZné.

-
-

2.6. Vzajemma poloha podprostorii E,

Vzajemnou polohu podprostori afinniho prostoru jsme jiz vySetfili v odstavci 1.4.
Viechny vysledky zde obsaZené se samozfejmé tykaji i euklidovského prostoru.
V euklidovském prostoru méZzeme navic mefit vzdalenosti a uhly. Zatim zname
jen vzdalenost dvou bodd. V tomto odstavci zavedeme i vzdalenost dvou mimo-
béznych podprostorii. Dale zavedeme odchylku dvou podprostorti nebo téZ Gihel
dvou podprostord, i kdyZ jen pro specialni pripady.

Definice 2.6.1. Rikame, Ze dva podprostory E, a E{ euklidovského prostoru E,

jsou na sebe kolmé, jsou-li kolma jejich zaméfeni (viz definice 2.1.2). Rikame, Zze
" podprostory E, a E; jsou totdlné kolmé, jsou-li totalng kolma jejich zaméfeni.

Z definice totalni kolmosti a kolmosti mizeme snadno dokéazat n&ktera tvrzeni.
Tato tvrzeni jsou vesmés zfejma, a nebudeme je proto ani oznatovat jako véty.

Plati: Jsou-li dva podprostory E, a E; prostoru E, na sebe kolmé, je podprostor E;

rovnobézny s kazdym podprostorem totalné kolmym na podprostor E; a obraceng.
Kazdym bodem A e E, miZeme vést pravé jeden podprostor E, totalng kolmy
k danému podprostoru E{.

Vita 2.6.1. Bud E; podprostor euklidovského prostoru E,. Bud A€E,. Potom
existuje pravé jeden bod A’ € E|, tak, %e vektor A — A’ je ortogonalni ke kazdému
vektoru ze zaméfeni podprostoru E.
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Diikaz. l\f?cht’ E;‘ = [Q; v, ..., v,]. Necht u,, ..., u,,, jsou ortonormalni vek-
toz):, pro n&Z plati Ae[Q; u,,...,u.. ] a [{v,,...v.}]=[{u,, ..., u}] Potom
muiZeme psat

A=Q+au + ...+ a U, ,.
Kazdy bod A’ € E; lze psat ve tvaru
A '=Q + du, + ... + au,.
Potom je
A—A =(a, —d)u + ...+ (@ — au + g Uy, .
Protoze {u,, ..., u,)> je baze zaméfeni V| prostoru Ej, je vektor A — A’ ortogonalni
ke kazdému vektoru z prostoru V, pravé tehdy, je-li. (4 — A").u, =0 pro
i=1,..k Al l
4-A4)u=aq-a, i=1,..,k

Tudiz musi bytd,=a,proi=1,..,k
Pozndmka 1. Pokud bychom ve vété 2.6.1 pfedpokladali, Ze A ¢ E;, bylo by

ziejm& A" # A a Z'véty 2.6.1 by vyplyvalo, Ze existuje pravé jedna kolmice na
podprostor E; prochazejict bodem A a rliznobézna s podprostorem E;. Byla by to

" ptimka A4’

Véta ‘2.6.2. Bud E; podprostor euklidovského prostoru ‘E,,. Bud A€ E,,'a nécht‘
A'€E; je bod sestrojeny k bodu A4 jako've vét&€ 2.6.1. Potom pro kaXdy bod
XeE je ' '

|AX |2 | A4
a znaménko rovnosti (tj. | AX | = | AA’|) plati pravé tehdy, je-li X = 4".

Diikaz. Tvrzeni dostaneme skalarnim umocnénim rovnosti
A—X=(4—-4)+4 -X),

piipomeneme-li si, Ze vektory 4 — A’ a A’ — X jsou ortogonalni.

Definice 2.6.2. Nechf plati predpoklady véty 2.6.1. Cislo | AA4'| nazyvame
vzddlenost bodu A od podprostoru E,. - :

Véta 2.6.2 nam tedy fika, Ze vzdalenost bodu A od podprostoru E, je minimum
ze viech vzdalenosti | AX |, pfi¢em# bod X probiha podprostor E;. Postup
vypoctu vzdalenosti bodu od podprostoru dava dikaz véty 2.6.1. Vzdalenost bodu
A € E, od podprostoru E; je ziejmé rovna nule.

Nyni si ukaZeme, Ze je-li podprostorem, od nthoZ vzdéalenost poéitame, nad-
rovina dani rovnici, mdZeme vzdalenost bodu od podprostoru spolitat velmi
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. . . ., — viz
jednoduse. Bud tedy E’ . nadrovina v prostoru E, . Jeji rovnicl muzeme (

n—1
vzorec (6) odstavce 2.3) psat ve tvaru
(1) a.(X-0=0,

pritemz a je nenulovy vektor ortogonalni na zamgfeni nadroviny E,_, a QeE,_,.
Potitejme vzdalenost bodu Ye E, od nadroviny E, _, . Sestrojime pfimku p = [;’, 03.,
. . ] tgod R T
Piimka p je potom kolma na nadrovinu E;_,. Poc1tegne nyni. prusec1. ;
pfimky p s nadrovinou E,_,. Za tim Gcelem vyjadiime pfimku p parametricky:

X=Y+1ta
Présecik pfimky p a nadroviny E, _, dostaneme fesenim rovnice a.(Y + ta) — Q) = (3,
coz je a.(Y—Q)+ta)=0, a.(Y— Q)}+ ta> = 0. Tudiz t = —a.(Y— Q)/a".
Priiseik Y’ lze tedy psat ve tvaru A

Y=Y+ (—a.(Y—/é)/az).a.

Nyni jiz miZeme spogitat vzdalenost| Y¥'|. Mame
Yy |= ]| <Y| =|a.(v = Q/a*||la].

atedy |YY'|=|a.(Y— Q]|/| ]| Vysledek shrneme ve vétu.

Véta 2.6.3. M&me v prostoru E, nadrovinu E,_, danou rovnici (1). Bud
Ye E,. Potom vzdalenost bodu Y od nadroviny E._, je ¢islod = |a.(Y — Q) |/|lall

i . . , ,
V&tu 2.63 miZeme snadno preformulovat, mame-li nadrovinu E,_, danu
rovnici v dané kartézské soustavé soufadnic. Zvolime-li kartézskou soustavu

soufadnic repérem (P; uy, ..., 4,, je pro X = [Xys o0 X} @ = (a5, .-s @)
a.(X-Q=ax +..+aXx,+a,,
@,.,=a.P-Q)JeliY= [¥ys - Vuls je podle véty 2.6.3
d=|ay, + ..+ aY, + iy I/\/m.

Ted prejdeme od vySetfovani vzdalenosti bodu od podprostoru k \:yéetisovél}i
vzdalenosti dvou podprostort.. Vzdalenost dvou podprostort bud?mewzvrejrr}e chtxf
zavést opét tak, aby byla rovna minimu ze vzdalenosti dvou bodi, prlcemzwprvnf
bod volime v prvnim podprostoru a druhy bod v druhém podpr0§toru. V piipadé
riznobéznych podprostorti je problém jednoduchy — tato vzc%alenost by byle:
vzdy rovna nule. Komu by vySetfeni vzdélenosti. dvou obe,cnych.’ ;?odprostorq
pfipadalo prili§ obtiZzné, udéla nejlépe, kdyZ se ne].dfive vv r,xasledupmm odstavci
seznami s nejkratsi prickou dvou mimobg&zek v trojrozmérném prostoru a teprve
potom se vrati k obecnym prostortim.
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Véta 2.6.4. Budte E;, E; dva podprostory euklidovského prostoru E,, které
nemaji spole¢ny bod. Potom existuji body A4’ € E, a A” € E! tak, Ze pfimka p = 4’4"
je kolmé na oba podprostory. Je-li X € E;, YeE, je |4'4"| < | XY |

Diikaz. Bud E, = [B’; V.], E! = [B"; V/]. Oznaéme W, = (V. v V). Nyni
sestrojime podprostor E;” = [B’; V, v W,] a pfesvéd¢ime se, Ze podprostory E;
a E” jsou riznobéZné. P¥imo ze zavedeni vektorového podprostoru totalné kolmého
na dany vektorovy podprostor vyplyva, ze W, v (V, v V;) =V, (V, je zaméfeni
prostoru E,), tzn. Ze kazdy vektor z V,, a tedy i vektor B’ — B", mizeme psat
ve tvaru B~ B" =w + Vv + v’ kde weW,, v eV, v eV, Odtud jiz vyplyva
podle véty 1.4.1, Ze podprostory E; a E” jsou riznobézné. Bud nyni A" € E; n E;".
Podle disledku véty 1.6.1 existuje bod A’ € E, tak, Ze pfimka A"4 je kolma na
podprostor E,. Ziejm& A, A" E}, a tudiz A" — A"V, v W,. ProtoZze vektor
A’ — A" je ortogonalni ke kazdému vektoru z V,, musi ziejmé byt 4’ — A" e W,.
Tudiz vektor A’ — A” je ortogonalni i ke kazdému vektoru z V.. Zbyva dokazat,
e pro X cE., YeE! je | XY |2 |A'A"| To je viak jednoduché. Je X — Y=
=(X—-A)+ (A4 — A4")+ (4" — Y). Vektory X — 4', A” — Y jsou ortogonalni
k vektoru 4’ — A", a tedy 1 vektor u = (X — A’) + (4" — Y) je k tomuto vektoru
ortogonalni. TudiZ je

X =Y [P=||4 -4 +]|ul>

Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost.
Vidime, Ze znaménko rovnosti ve vztahu | A'A”| < | XY | plati pravé tehdy,
jeliu=o,t.jeli(X —A)+ (A" -Y)=o,tjjeli X —Y=4"— A"
Ponechame-li oznaleni pouzité v piedeslé véts, definujeme vzddlenost pod-
prostorii E,, E, jako &islo | 4’4" |.

Nyni zavedeme odchylky, nebo také ahly dvou podprostort. Pfipomefime, %e |
odchylkou nenulovych vektor u, v € V, nazgvame &islo x € {0, ), pro nét

u.v
cos x = .
Iul[”vl

Nekdy se rika {hel dvou vektord u,v, i kdyz tGhel, tak jak jsme ho definovali, je
néco jiného. Nyni je§té vySetfime odchylku piimky a podprostoru a odchylku
dvou nadrovin. U nasledujici véty si viimnéme jeji analogie s vétou 2.6.1.

Véta 2.6.5. Budte V',, V; podprostory prostoru V,. Necht V' = [{a}]. Potom
existuje pravé jeden vektor a’ € Vj tak, ze vektor a — a’ je ortogonalni ke kazdému
vektoru x € V. Pro tento vektor @' platia.da = 0.

Ditkaz. 1 diikaz této véty je analogicky k dikazu véty 2.6.1. Je-li a € Vi, zfejmé
musi byt @’ = a. Necht tedy a ¢V, a nechi V; = [{v,,...,v,}]. Potom vektory
Vi, .. Vg, @ jsou linearné nezavislé. Necht' vektory u,, ..., u,,, vznikly z t&chto
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vektorfi ortogonalizaénim procesem. Potom je Vi = [{u,,...u}]aa=au +

+ oo + Gy U, - KaZdy vektor @’ € V; miZeme psat ve tvaru @ = dju; + ... +

+ au,. Potom @ —a =(a, —d))u; + ... + (a, — a)uy + &, U, K tomu,
abybylo(a —a).u;=0,i=1, .., k, je tedy nutné a stadi, aby a,=a,i=1,...k
Tim je prvni tvrzeni dokazano. Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze a. @’ = @+ ... +a.

Definice 2.6.3. Budte V), V} podprostory prostoru V,. Necht V; = [{a}]
Odchylkou podprostorit V', a V; nazyvame islo m/2, jsou-li vektorové prostory
V' a V} na sebe kolmé, poptipadé odchylku vektord a, a’, nejsou-li vektorové
prostory V), a Vj na sebe kolmé. Pfitom o' je vektor sestrojeny k vektoru a
podle véty 2.6.5.

Vita 2.6.6. Budte V', V| podprostory prostoru V,. Necht V| = [{a}), V] =
= [{b}]. Potom odchylka podprostor V; a Vi je Cislo x, pro 1174

) cos x = |a.b]| i
” a ” “ b ”

Ditkaz. Sestrojime k vektoru a vektor a'e V] jako ve vété 2.65. Je a = o
pravé tehdy, je-li @.b =0, v tomto pripadé tedy tvrzeni plati. Je-li @’ # o, je
b = b,a’. Dosadime-li odtud za b do vztahu (2) a vyuZijeme pfitom vlastnosti
a.a = 0, dostaneme snadno tvrzeni. ‘

Dusledkem pravé dokazané véty je, Ze odchylka vektorovych prostorti V7 a Vj
je stejna jako odchylka vektorovych prostori V] a V. : ‘

Véta 2.6.7. Budte V), a V’_, podprostory prostoru V,. Bud W, = Vit

Oznaéme x, resp. y ‘odchylku podprostoru V', od podprostoru V,_,, resp. w,.
Potom plati
x+y=mn2 |
Dikaz. Bud V', = [{a}]. Sestrojme vektor a’eV;_, podle véty 2.6.5. MuzZeme

predpokladat, Ze vektor a je zvolen tak, aby |la|| = 1. Zvolme nyni jednotkovy 4
vektor ue V' _, tak, aby a’ e [{u}]. Dale bud v jednotkovy vektor z W, . Potom 4
vektory u, v jsou ortonormélni a je @ = a,u + a,v. Ziejmé 1 = lall> =a} + a3 |

Nyni mame (jak se snadno presvédcime)

la.u| la.v|
cos x = , cosy= :
Malllu [alllv]

Z pravé dokazané véty dostavame jako disledek nasledujici vétu.

Véta 2.6.8. Budte V), a V,_, podprostory prostoru V,..Ozna¢me W,_,,
resp. W', podprostor totaln& kolmy k prostoru V', resp. V,_,. Potom odchylka §

podprostord Vi a V;_, je rovna odchylce podprostord Wy a W, _,.
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Ditkaz. Oznaéme po Fadé x, y, z odchylku podprostord V, a Vi_,, W!_,
a Wy, V| a W{. Nyni podle pfedchazejici véty mame x = n/2 — z = y.

Definice =2.6.4. Budte V,_,, V; podprostory prostoru V,. Odchylkou téchto
podprostori nazyvame odchylku podprostort V.-, a V*.

Musime si uvédomit, Ze odchylku jednorozmérného podprostoru a (n — 1)-roz-
mérného podprostoru mame definovanou dvakrat, jednou definici 2.6.3 a jednou
definici 2.6.4. Véta 2.6.8 nam viak ukazuje, Ze odchylky definované podle obou
téchto definic jsou stejné. TudiZ definice 2.6.4 je opravnéna.

Odchylku libovolnych dvou podprostori nebudeme definovat, jeji zavedeni
by bylo obtiZné.

Definice 2.6.5. Bud E;, resp. E! podprostor euklidovského prostoru E,_ se
.zaméfenim V,, resp. V;. Je-li definovana odchylka podprostorti V, a V7 (tj. Ee-li
jedno z &isel r, s rovno bud 1, nebo n — 1), nazyvame odchylkou podprostorsﬁ E aE/
odchylku jejich zaméfeni. T

Cviteni
Ve viech cvifenich piedpokladame, Ze v prostoru E, je dana kartézska
soustava soufadnic, v niZ jsou ulohy zadany a v niz té€Z vyjadiujeme vysledek. .

1.V prostoru E, urete vzdalenost d podprostorii A,, A;. V prostoru A, resp. A;
najdéte bod P resp. Q tak, aby smér P — Q byl kolmy na zaméfeni obou
podprostori. Ulohu Fe§te pro nasledujici zadéani:

ayn=3A;={A4},4=[13, -5, A:x—2y+2z~3=0;
b)n=3A,={4},4=[523,A,=[Bul,B=[1, -3,1]u=(l,2, —1);
) n=3A, =[Au],A=[~2-32]u=42 —1),A" = [B:v], B =[1,6,2],
v=0,1—1)
dn=3 A =[4u], A=[1,31,u=@21, =2, Al:x — 2y — 1 = 0,
Ix—-4y+z-7=0; ,
e)n=3 Aix + y + 2z2—1=0, Aj=[4;u, v], A=[-2, —1, 0]
u=(1,-10),v=(1,1—2); T
) n=3 A =[4u], A=[2,13,7},u=(-3, —1,4), A5: 2x + 6y +3z — 5 = 0;
g n=4,A, =[4u],4=[0,3 -2 -5]u=(-20-1,2,A, = [Bv, w]
B=[-2 -4,0,4],v=(-1,-1,-22), w=(,21,0): ’
hn=4A,=[4uv],4=[4200]u=(1,21 ~1),v=(1,0, —1, 1),
A =[Biu,v] B=[524,-2Lu =211 -1),v=(0351)
}) n=4, A, ={A4},A=1[2,1, —1,3], A5:2x, +4x, — 2x3 + x, — 3 = 0;
dn=4, Ay =1{4}, A=[2,2 -3, 1], A;=[B; u, v], B=[0, 6, 6, 6]
u=0,11, -5, v=C(,32 -2) ST
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2. V prostoru E, uréete odchylku o podprostorit A., A”. Ulohu teite pro nasledu-

jici zadéni:

a)n=3 A =[{A4;u], A=[1,3,1],u=(Q, 1, -1, Al:x—y+2z—-2=0,
x—-y—z+1=0; :

byn=3 A, =[A4A;u], A=[0,0,0}, u=(1,3,1), A}:2x + y — 3z 4+ 2 = 0;

cyn=3A,=[4uv],A=[1,00},u=(1,1,2,v=3,11),A;:x — 2y +
+1=0;

dn=4 A =[4u) 4=[0,1 1,0}, u=(1, 1, —1,0), A} =[4; v, w],
v=(4,2-32), w=(50 —12).

3. V prostoru E; jsou dany piimky p = [4;u], g = [B;v], A=[1,3, -1}, u=
=(1,1,2), B=[1,1,0], v=3, —2,1). Urtete rovinu ¢ tak, aby bylo p <o
a aby pfimka ¢ a rovina ¢ mély odchylku «, ptiCemz cos « = /27/77.

2.7. Prostory E, a E,
Tento odstavec je vénovan formulaci n&kterych vysledkii o E, pron=2a 3

a prohloubeni uvah, kter¢ v E, a E, maji vztah k vyuce na stfedni $kole.
Prostort E, a E; si podrobné&ji viimame zejména proto, Ze jsou dileZité pro

popis fyzikalniho prostoru. Cela fada vysledk ma jednoduchou formu,. pokud’

jde o dvourozmérny euklidovsky prostor E,.

Budiz tedy v E, d4na né&jak4 kartézska soustava soufadnic {(O;v,,v,). Piim-
kamo,: X = 0 4+ tv,; 0,: X = O + tv, fikdme soufadnicové osy. Kazda ptimka
v E, je nadrovinou v E,, a tedy miiZeme napsat jeji rovnici ve tvaru

(1) ax + by +c=0.

Naopak, kaZda rovnice (1), v niz a® + b* # 0, je rovnici (jediné) primky. Dv&
rovnice .

ax + by + ¢ =0,
(2) a,x +by+c =0,

ro néZ a® + b # 0 # a? + b?, jsou rovnicemi téZe piimky, pravé kdyZz hodnost
p 1 10

matice
a, b, ¢
a,, b, c,

je rovna 1, tj. existuje realné &islo k takové, ze

= ka,, b=kb, c¢=ke,.
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'Vi'm?, Ze vektor kolmy na p¥imku p s rovnici (1) Jje tvaru k(a, b), kde k je libovolné
realné Cislo. Proto vektor ptimky p je tvaru k(b, —a). Z toho vidime, Ze pfimky
P a p, o rovnicich (2) jsou rovnob&zné, prave kdyz

a, b

a, by =0

tj. existuje realné &islo k, pro které
a=ka,, b=kb,.
?fimka P je ur€ena dvéma svymi riznymi body. Nechf jsou to napf. body
[x,,9.1; [x5,y,] Potom parametricka rovnice pfimky p je napf.

X = [xl’ yl] + t(x2 - xl‘yyz - yl)

Pro kaZd}'l bod [x, y] pfimky p existuje &islo ¢ . takoveé, ze
X =X, + ti(x, — x,),

" y=y+ 4 —
X =X, = 1,(x, — x,),

Y=y =t:(y, — y,)

Jellix, —x; #0, je

X = X,
t, =——"1
X2 = Xy
a rovnice piimky p je
Ya— N
y=—n= - X,).
1 X, — x, (x x;)

Je-li y, — y, # 0, je mozno rovnici pitimky p psat ve tvaru

X —X, = 4= - 9
! Yo— ) (y yl)

Dale si viimn&me Gdajt, které nam poskytuje rovnice (1) o poloze ptimky p
vzhledem k soustavé soufadnic. Po&atek soustavy soufadnic, tj. bod O, leZi na p,

prav€ kdyz ¢ = 0.Je-lia = 0, je p rovnob&¥na s osou 0,, je-lib = 0, je p rovnobézna

s osou 0,. Je-li a # 0, je bod [- —g—, 0] prisetikem 0sy 0, 8 p, je-li b £ (, je bod
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[O, —_ —Cb—] prise¢ik pfimky p s osou o0,. Je-li a # 0 # b # 0 # ¢, miZeme rovnici

piimky p psat ve tvaru
x
4=
LD
a

b

(tzv. usekovy tvar rovnice pfimky).
Vzdalenost d bodu [x,, y,] od piimky p s rovnici (1) je dana vzorcem

iz Iax0+by0+cll
Jat +b?

.Specialné vzdalenost po¢atku soustavy soufadnic od p je

c
Jat + b

Jsou-li 4 = [x,,y,], B=[x,,y,], C=[x3,y,] body v E,, pak jsou kolinearni,
praveé kdyz

o R )

1 32 V1~ Vs

Podminku (3) miZeme vyjadiit je$té jinak. Snadno zjistime, Ze

Xy Yy 1

19 Y1

R 1= Xy — X3, V3 — Y2

Xay Voo = e — }’“‘h’
1 3 1

X3, V3, 1

a podminka (3) ptejde v rovnici

X5 Vis 1
X, ¥, 1| =0.

X3, Y3, 1

Pokud body A4, B, C nelezi v pfimce, pak

X1y Vys 1 ‘

D=x1$ | =BT X N7 h
2oy Xy = X3, V1 — Y3 '
X3, Y3, 1

Podle definice 2.4.1. je ‘
3|D| = P(4,B,C)

obsah trojihelniku. UkdZeme nyni, Ze obsah trojuhelniku, takto definovany, je
to &slo, které jsme nazvali obsahem trojuhelniku jiZ na zékladni ¥kole. Pojmy,
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které k tomu potfebujeme, totiz velikost strany trojuhelniku a velikost vysky, jsou
definovany stejné, jak tomu bylo na zakladni $kole. Cislo P(4, B, C) nezavisi
na volbé soustavy soufadnic. Zvolme tedy bod A4 za pocatek a ptimka 4B necht
je osou o, . Potom

A4 =0, 0]’ B = [x25 01, C= [xs’ ,V3]-
Mame )
0, 0, 1]
x,,0, 1
X35 Y35 1

Ale|x, |je| AB|a |y, |je vzdalenost bodu C od osy o, tj. velikost vyky v, spusténé
z bodu C v trojuhelniku ABC. Odtud

. (@) P(4,B,C) = }| AB|.uc.

P(4,B,C) = 4|D| = =4|x. 551 = 4% 1. |ys ]

Pozndmka. Nyni se jiz mUzZeme pfesvédCit, Ze uvaha o geometrickém vyznamu
vn&jsiho soudinu v E, z odstavce 2.2 miiZze byt jiz plné potvrzena. Dopinime-li
A ABC (obr. 25) na rovnob&znik ABCD (ptipomenme, Z2¢e D = A + (B — A4) +
+ (C — A)), pak rovnobéinik ABCD je sjednocenim trojihelniki ABC a BCD,
které maji za svilj prinik useCku BC (dokaZte tento fakt a odvodte pti tom
tvrzeni, Zze uhlopfitky — v nalem piipadé useky BC a AD — se protinaji
ve svych stiedech). P¥i tom | AB|=|CD| a velikosti vySek v trojihelniku ABC
spusténé z bodu C a v ABCD z bodu B jsou stejné. Tedy trojuhelniky ABC
a BCD maji (podle (4)) stejny obsah. Soudet t&chto obsahd miiZeme povaZovat
za obsah rovnobézniku ABCD. Uvédomte si, Ze tato definice obsahu rovno-
bézniku ABCD je umo#néna skuteCnosti, 7¢ dostanete tataZ &isla, i kdy2 vyjdete
napfiklad z trojohelniku ABD a doplnite ho na rovnobéznik ABCD (pozor

na ozna&eni vrchold). Proto je obsah rovnob&zniku ABCD roven |[B — A4, C ~ A] |

c D

Obr. 25

Necht je dan opét A ABC a nechf « je odchylka vektorti B — 4, C — 4, § od-
chylka C — B, A — B,y odchylka A — C,B—-C.Je0 <, B,y < ma&sla a, f, ¥
nazyvame (jako na zakladni ¥kole) vnitfni dhly trojihelniku. Dale polotime
a=|BC|, b=|CA| c=|AB| a tato ¢&sla nazveme délky stran v AABC.
Na sttedni $kole jsme poznali, Ze &isla a, B, ¥, 4, b, ¢ splituji uidité vzorce, ktergm se
tika trigonometrické. Odvodime nejddlezit¥jsi z nich.
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Kosinova véta

Plati
(B—A4).(C—- A
= COS .
c.b
Tedy
(5) (B~ A).(C - A) =cbcosu.
Dale

a>=(C-B).(C-B) =(4- B) +(C - 4).((4 - B) + (C — 4) =
=(A-B).(A=B)+24~B).(C— A) + (C— A).(C — A) =
=c?— 2B - A).(C — A) + b2

Proto
a? =b% + ¢? — 2bccos a.

Cyklickou zaménou dostaneme dal$i dva vzorce.

Véta o priimétech

Je
B—A=(C—A)+(B——C).
Proto

*=(B-A4).B—A4) = B-4).(C-A+B-C)=
=(B-A4).(C-—A)+(B-A4).B- C) = cbcosa + cacos § (podle (5)).

Odtud ' ¢
6) ¢=bcosa + acosf

a opét cyklickou zaménou dostaneme dalsi dva vztahy.

Diisledek. Alesponi dva z Ghld «, B, y jsou mensi neZ % Tvrzeni plyne z (6),

odkud vidime, Ze alespoii jedno z &isel cos a, cos f je kladné.

Sinova véta

Podle (8) v odstavci 2.5. c.a.sinf = |[4 — B,C — B]|,
¢.b.sina=|[B—-A4,C- A4]|
Pfi tom

C-—A4=(B-A4)+(C-B) a proto (podle véty 222) [B-A,C—- 4] =

=[B-4,B-A4]+[B~4, C-Bl=[B-4, C-B]=—[4-B, C-B]
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Odtud
c.a.sinff=c.b.sina,

coZz miiZeme psat jako
‘
a b

sin o sinf’

Podobné
a ¢
sine  siny’
coz dava )
a b ¢
) sin - sinf  siny

Soutet ahli v trojuhelniku

Skutenost, Ze soudet vnitinich Ghld v trojihelniku je n, se obvykle na stfednf
§kole dokazuje tim, Ze (viz obr. 26) bodem B vedeme rovnobéZzku BC’ k pfimce AC.
Tak jsme dostali tfi pfimky 4B, BC, BC' jdouci bodem B. Je-li BA' poloptimka
opaéna k polopiimce BA, potom vidime, Ze ¥ A'BC' = o, X CBC =y, X ABC =
at=o+ g+

C oy

Obr. 26

P¥i odvozeni kosinové véty, véty o primétech a sinové véty jsme vzorec
n = o + B + y nepouzili. Uk4Zeme naopak, Ze z téchto v&t a vzorce pro cos (¢ + f)
se da zjistit, zem = o + B + 7.
Plati :
cos (a + ) = cos o cos f — sin asin f.

Z véty o prumétech je

a — bcos b —acos
cos B = ——-—-—y-, cos ot = ___c___?_

4

Ze sinové véty

) a . b .
sina = —siny, sinf = —-siny.
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Proto

cos(a + B) = la==bens ylgb —aeesy) Z—I:(l — cos?y) =
= —(—b* — a® + 2abcosy)cosy = —cosy = cos(n — y).
Zvolme oznaceni tak (viz disledek véty o priimétech), ze x < —, f < —. Potom

2
O<a+ B <n0<m—y<mr,a protoZe funkce cos je mjektlvm v intervalu {0, ©),
jea+pf=mn—9.Protoax+ f+y=m

Heroniiv vzorec
UkaZeme nyni, jak lze vypotitat obsah trojihelniku z délek jeho stran. Polozme
u=B — A,v =C — A. Potom podle definice 2.4.1 a po snadné ipravé dostaneme
® P(4,B,C) = 3| [u,v]| = 3 /[P IvIF — @ vy
Polotme w=C —-B. Je w=C -B=(C—-—A)+(A—B)=v —u. Odtud u =

=v—w,v=w+u Je wwi=(v-uv—-—ui=(v.v—2u.v+u.u?
a proto

Nwl[*=|v]]*+|ull* +4@u.v)* —4|v|* u.v) -
—4||lu|f . @.v)+2||ul?.||v]>

Podobneé

Null® =lvi* +[|wll* + 4w.v)* —4|v|?.w.v) -
—4fwlP.w.v) +2|lwl|f. |Iv]

Hvl*=lull® +iwll* + 4u.w) +4||ul]>. w.u) +
+4||wi?. w.u)+2|u]?.||w|>

Seétenim poslednich tfi rovnic dostaneme

O={lull* +llv]P* + |wl* = 4jul® —4flv]|* - 4ljw|*+
+4u . v + 20 u? . v +
+4v.w) + 2| v ||w]* +
+ 4w.u)? + 2wl |ul’ .
kde jsme uzili vztahy —4| u ||2(uv) +4|lu ||2(uw) —4||ul? ful? =4 ul
apod. Pomoci (8) plyne

0 =3(a* + b* + c*) — 6a%b? — 6a%c? — 6bc? + 3.4.4.P(4, B, C)*.

Odtud
P(4, B, C) = Tle“ (—a* —b% — c* + 2a%b% + 2a%c? + 2b%c?) =
=s(s —a)(s — b)(s — o),
kde s = .‘li'_gif_.
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Vzorec A
) P(A, B, C) = /s(s — a)(s — b) (s — ¢)

se nazyva Herontv.

Zavérem vySetfovani roviny napi§me je§té vzorce pro transformaci kartézské
soustavy soufadnic. Mg&me tedy dvé kartézské soustavy soufadnic s repéry
{(P;u;,u,y a(P;u,,u,). Necht

4

(10) u; =a,u, +a,u,,

A
Uy = a4, + ay,U;.
Protoze a}, + a?, = 1, existuje pravé jedno &islo t € €0, 2m) takové, Ze a,, = cost
aa,, = sint. Z prvni rovnice (10) vidime, Ze u, .u} = a,,u, . u; = a,,, a tedy t je

rovno orientované odchylce vektord u,, 4, kdyZ rovinu orientujeme tim, Ze bazi
{u,, u,) prohlasime za kladnou.

a1,85; + ay,a,, =0,
tj.
a,,Cost = —a,,sint.

Existuje proto &islo ¢ takové, Ze

a,, = —csint,
a,, = CCOSL.
Protoze
2 2 _1
» az;, +ay, =1,
jele| =1

a) Necht jsou baze u,, u,; u’, u), souhlasné. Potom

115852

> 0,
3158y

a tedy
cost, sint

0< .
—csint, ccost

=c(cos®t + sin*t) = ¢

Jeprotoc=1a (iO) ma tvar:
a1 U, = u,cost + u,sin¢,

u, = —u, sint + v, cost.

Chceme-li vyjadtit vektory u,, u, jako linearni kombinace vektord u}, u), pak to
provedeme vypoltem inverzni matice nebo pfimo néasledujicim zpisobem.
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a

Vynasobime prvni, resp. druhou rovnici ve vztazich (11) Cislem cost, resp.
—sin t a obe€ rovnice seCteme. Dostaneme
— r o
u, =ujcost —u,sint
a podobné

u, = U, sint + u, cost.

Tedy uhrnné pfechod od baze u', u, k bazi u,, u, je popsan soustavou
12) u, = ujcost — u,sint,
u, = u;sint + u} cost.

b) Jsou-li baze u,, u,; u}, u, nesouhlasné, je

31,452 <0
aj15 43,
a dostaneme ¢ = —1. Je potom
u) =u,cost + u,sint,
1v) o
u), =u,sint —u,cost
a x .
I VR
(12) u, = ujcost + u,sint,

. St !
u, = ujsint — uj cost.

Nyni odvodime linearni transformaci soustavy soufadnic dané repérem (P;u,, u,)
na soustavu soufadnic danou repérem {(P’; u}, u,>. VySetfime oba pfipady shora
uvedené jako a) a b) soufasnd. Pro -ptipad a) bude platit, pokud se vyrazy li§i,
horni znaménko, pro pfipad b) znaménko dolni.

Necht ,
P — P =bu, + b,u,.
Budiz
X =P+ x,u, + x,u, =P + x4} + xu),.
Potom

Xy + xhuy, =P —P + xu, + x,u, =

= b,u) + b,u, + x,(u) cost F uysint) + x,(u} sint + uj cost) =

= (b, + x,cost + x,sint)u; + (b, F x,sint £ x,cost)u,.
Odtud srovnanim koeficientlt u vektori u), u’, dostaneme transforma&ni vzorce

13 Xy = x,c08t + Xx,sint + by,
X, = Fx,sint + x,cost + b,.

Piejdéme nyni k popisu n&kterych vlastnosti trojrozmérného euklidovského pro-
storu E;. Op&t budeme pfedpokladat, e je dana kartézska soustava soufadnic
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s repérem {P; e, e,, e,)>. Piimky 0,: X = P 1 te; se nazyvaji soufadnicové osy,
0, se fasto nazyva osa x, podobné o0, osa y a 0, osa z. Roviny

;s X=P+te +1ie i#Ej

i
jsou soufadnicové roviny.
Nyni kazd4 rovnice

(14) ax + by +cz+d=0,

kde
a® + b +c? >0,
je rovnice roviny.
Dvé takové rovnice
ax + by +cz+d =0,
(15) g
ax+by+cz+d =0

jsou rovnicemi jedné a téZe roviny, pravé kdyZ matice

b, ¢, d
(16 (a, 9 b )
) a,,b;,c;,d,;

ma hodnost 1. ProtoZe mezi ¢&isly a, b, ¢ a Eisly a,, b,, ¢, je vZdy alespofi jedno
nenulové, vidime, Ze rovnice (15) jsou rovnicemi jedné a téZe roviny, pravé kdy%
existuje nenulové &islo k tak, Ze a = ka,, b = kb,, ¢ = ke,,d = kd,.

Vektor o soufadnicich (g, b, ¢) je kolmy k roving (14). Tedy dvé roviny o rovni-
cich (15) jsou rovnobéZné, pravé kdyz matice

(a, b, c)
a;, b, ¢
ma hodnost 1.

Mame-li dvé roviny (15), kde ptede$la matice ma hodnost 2, jde o dvé riizno-
beZné roviny. Tyto roviny se protinaji v pfimce, a body tété prisetnice jsou pravé
ty body o soufadnicich [x’, ¥, 2], kde {x', ¥, z') je feSenim systému (15).

Vzdalenost bodu [x,, y,, z,] od roviny (14) je

|axy + by, + cz, + d|

Jat + b + ¢?
Tfibody A=[x,»,z, L B=Tx, » 20 C—Tx v 27 lez v jedné rtimece

(isou kolinearni), pravé kdyZz matice

Xp = Xy5 Y2 = V15 23— 2
X3 = Xq, V3 =™ Vi» 23 — 2

ma hodnost nejvyse 1.
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Y

Mame-li dalsi bod D = [x,, y,., 24], pak body 4, B, C, D lezi v jedné roving,
pravé kdyZ matice
Xo = X35 Y2 = V1» 22 7 &
Xy — Xy Y3 = V15 23— %y
Xg = Xys Vo = V1> 24 7 %

méa hodnost nejvyse 2, tj. jeji determinant je roven 0, coz miizeme téZ psat tak, ze

Xy ¥y 2 1
Xy Yy 23 1 = 0.
X3 Y3 23 1
X4 V4 2a 1

V prostoru E, provedeme vypolet vzdalenosti bodu od pfimky a vypocCet vz’déle:
nosti dvou mimobizek. Viechna tato vySetfovani jiZ byla v obecném piipade

provedena v odstavci 2.6. ’
Mgjme tedy ptimku p = [4;u] v prostoru E, a bod BeE;. Hledame bod

X ep tak, aby vektor B - X 'byl ortogonalni k vektoru u. Je tedy pro jisté ¢

17 X=A+t

(18) B-X).u=0.

Dosadime-li z (17) do (18), je
B-A-w).u=0
a odtud
(B— A).u
t= —3——{‘7—“—‘ .
Dosadime do (17) a vypotteme vzdélenost | BX |- o ,
Vsimnéte si, ze (18) je rovnice roviny jdouci bodem B, kolmé k piimce dané

rovnici (17). ) ' ) , o o

Nechf p = [4;u], g = [B; v] jsou dv& mimobézky. Hledame jejich pficku,
ktera je k obéma primkam kolma. Hledame tedy bod Rep a bod Seq tarik, aby
vektor R — S byl kolmy k obéma vektortim u,v. Musi byt pro vhodné r a s

R = A + ry,
S =B + sv.

Tudiz
R—S=(A— B)+ ru—sv.
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Protoze

(R—Su=R-S)v=0,
je .
ru’ —su.v= —(4 — B)u,

(19) ru.v—sv’i=—(A—-B)v.

Je to soustava dvou rovnic o dvou neznamych r, s s determinantem

u?, u.v
2
u.v, v

= —Jluxv] =0

nebot u, v jsou nezavislé vektory (p a ¢ jsou mimobézky). Soustava (19) ma proto
jediné feSeni ry, s, a hledana pficka je uréena body 4 + rou, B + syv.

Uloha je specialnim ptipadem wlohy: vedte pricku mimob&zek danym smérem.
Timto smérem je v naSem pfipadé u x v. Tento piistup dobte odpovida synte-
tickému feSeni ulohy. Pfimkou p proloZzime rovinu ¢ rovnob&znou s piimkou ¢,
pfimkou ¢ proloZime rovinu ¢ kolmou na ¢ a bod R je priseéikem piimky p
s prisecnici rovin ¢ a ¢. Hledana pficka je kolmice v R na rovinu g.

To, co pro E, znamena trigonometrie, tj. geometrie trojuhelniky, tim je v E,
geometrie trojhranu. Jeji zaklady uvedeme v nasledujicim vykladu. ProtoZe jde
o latku, kterd nebyla obsaZena v odstavcich vénovanych E,, zformulujeme nale
poznatky opét patticnym zplisobem do Cislovanych definic a tvrzeni.

Definice 2.7.1. Nechf p je pfimka v E, A, B dva body v E, takové, Ze p, A4, B
nelezi v jedné roving. Sjednoceni polorovin pA v pB se nazyva dvojstén, ptimka p
jeho hrana. Takovy dvojstén budeme znacit D(p; A, B).

Pozndmka: Ctenaf se lehce presvéddi, Ze D(p; 4, B) je hranice klinu (definice
1.10.1).

Definice 2.7.2. Necht D(p; A, B) je dvojstén. Necht C, je pata kolmice spu¥téné
v poloroviné pA z A na p, podobn& C, je pata kolmice spu§téné v poloroving pB
z B na p. Potom odchylka vektorit A — C, a B — C, se nazyva odchylka dvojsténu
D(p; A, B) a budeme ji znaéit §(D(p; A4, B)).

Ziejma je nasledujici véta.
Véta 2.7.1. §(D(p; A, B) nezavisi na bliZ§i volbé bodd A a B v polorovinich

bodt tvoricich dvojstén.

Necht je dan dvojstén D(p; 4, B) a body A, B jsou zvoleny tak, Z¢ vektory
A - C,, B-—C, jsou jednotkové; oznaéme je po fadé a,b. Necht dale p je
jednotkovy vektor leZici v pfimce p. Méme vektory v, a v,, pro n&% plati
v,.p=v,.a=0]|v,| =1, podobndv,.p=v,.b=0,|v,]| = 1. Potom ztejm&
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{p,a,v,), {p, b, v, jsou ortonormalni baze v zaméieni V; prostoru E;. Zvolme

navic vektory v, v, tak, Ze tyto dvé baze jsou souhlasné. Potom odchylka vektor
(20) vl > V2 = 5(D(P, Aa B))

Toto tvrzeni dokaZeme takto. Napi§me vzorce pro transformaci prevadéjici bazi
{p, b, v, na bazi {p, a, v,>. ProtoZe jde o ortonormalni baze, dostavame

p =t
a = ab+bv,,
v,= c¢b+av,.

Baze (b, v,), {a, v, jsou souhlasné ortonormalni baze v dopliiku k vektorovému
podprostoru [{p}] = {kp :keR}, a tedy podle (11) a = d. Je potom
a.b=aq,
21
1) v,.v, =d.
Ze vztaht (21) plyne ihned (20).
Pfejdéme nyni k definici trojhranu.

Definice 2.7.3. Necht <{u,, u,, u;> je baze v zaméfeni V, prostoru E,. Nechf
A,B,C,D jsou body v E; a uy=B— A4, u,=C— 4, u;=D — A Potom
sjednoceni Ghld X BAC u ¥ CAD u ¥ DAB nazveme trojhiran a oznalime
T(4,B,C,D) = T(A;u,, u,,u,). Bod A nazveme vrchol trojhranu, poloptimky
AB, AC, AD jeho hranami, uhly £ BAC, xCAD, ¥ DAB jeho sténami.

Vidime, Ze pro k,, k,, ky > 0 plati T(4; u,, u,, uy) = T(4; kyu,, k,u,, kyu,).

Definice 2.7.4. Pro trojhran T(4; u,, u,, u,;) odchylky vektord u,, u,; u,, u,; u;,u,
oznadime «,, o ;, @, a nazveme je sténové odchylky, odchylky dvojstént D(AB; C, D);
D(AC; B, D); D(AD; B, C) oznaime f,, f,, f, a nazveme je hranové odchylky.

DokaZeme nejprve nasledujici pomocné tvrzeni.

Véta 2.7.2. Nechf u,, u,, u, jsou tfi nezavislé vektory ve V,. Potom existuje
pravé jedna trojice vektorl v,, v,, v;, pro néZ plati:
Livill=lvall=llv = 1.
22u,.v; >0, u, v, =0, u,.v; =0,
u,.v, =0, u,.v, >0, u,. v, =0,
v, =0,u;.v, =0, u;.vy >0
Tyto vektory v,,v,,v, jsou nezavislé a baze {v,,v,,v;> je souhlasnd s bazi
{uy,u,, uyy. Zaménime-li u,, u,, uy za vektory k,u,, k,u,, kju;, kde k, k,, k,
jsou kladna &isla, dostaneme tytéz vektory v,, v,, v4 (obr. 27).

Ditkaz. Protoze v, musi byt kolmé k u, a wy a protoZe ||v, | =1, je
u, X u u, X u v e ” S
v, = 32 nebo v, = — —2——2 (pfi urdité, ale ptitom libovolné orien-
u, X Uy Mu, xu, ]|
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Obr. 27

taci V,). Podmince v, .u, > 0 vyhovuje pravé jeden z téchto vektord. Podobné
prov,av,.

Necht tedy v,, v,, v, spliiuji 1 a 2 z nasi véty.
Nechtf {w,,w,, w,> je n€jaka ortonormalni baze ve ¥, a necht

proi=1,23,

.

I
=
<L
s...i

“
—

ﬂ:Mu 1w

pro i=1,23.

<
i

=

S~
3

<

.

Tedy
Xy1s X125 X313
X315 X225 X23

X315 X325 X33

je determinant pfechodu od baze {(w,,w,,w,)> k bazi {u ,u,,u;>. Podobnd

Y11 Vi2s Y13
Ya1s V225 Va3
Y31 Vazs Va3

je determinant pfechodu od baze {w,,w,, w,) k bazi (v, v,, v;), pokud doka-
Zeme, Ze tento determinant je rizny od 0.

Ale
X11s X125 X13| |[Y11s Yizs Vi3 u,.v,, U,.v,, u;.v,
Xo1s X325 Xo3| -« [V21s Yazs Vaz| = |Up-Vy, Uy.Vy, Uy .V,
X315 X325 X33| Y315 Yazs Vi3 Uy.V,, U3.V,, Uy. v,

a podle 1 a 2 je tento soucin kladny. Oba dva ¢initelé jsou od 0 rlizni a maji toté2
znaménko. Tim je tvrzeni o v, v,,v, dokazano. Tvrzeni pro ku,, ku,, kiu,
je zfejmé.

Véta 2.7.3. Necht u,, u,, uy a v, v,, v, maji tyz vyznam jako v pfedchozi véte.
Potom {u, u,, v, >, {Uy, Uy, v O, Uy, U, v, jsou bize souhlasné s bazi (uy, uy, ud.
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Dtikaz. Dokazeme nejprve, Ze vektory u,, u,, vy tvofi béazi souhlasnou
> > 2
s u,, u,, u). Polozme v, = a,u, + a,u, + ayu;. Protoze ||v, ||* = a; . u;.vs,
jea; > 0, a tedy determinant

1, 0, 0
0, 1, 0|=a,>0.
al’al’ua

Ale tento vysledek zaruduje, Ze vektory u,,u,,v; = a,u, + a,u, + a;u; jsou
linearné nezavislé a tvoii bazi souhlasnou s bazi <u,,u,,u;>. Zbytek tvrzeni
vyplyne zmgnou oznateni ze skute€nosti, Ze baze {u,, u;, u,> a {u;, u,, u,} jsou
souhlasné s bazi (u,, u,, us).

Definice 2.7.5. Je-li T(4; u,, u,, u,) trojhran, a v, , v,, v; jsou vektory z véty 2.7.2,
potom trojhran T(4;v,,v,,v;) nazyvame trojhran polarni k trojhranu T(4; u,, u,, uy).

Snadno se zjisti, Ze polarni trojhran k T(4; v, v,, v3) je plvodni trojhran.
Oznat&ime-li jako d¥ive sténové odchylky trojhranu T(4; u,, u,, u3) oy, a,, o,
a podobn& hranové odchylky B,, B,, B3, potom u polarniho trojhranu znacime
sténové odchylky o, o, oy a hranové odchylky g7, 85, B (obr. 28).

Plati tato dileZita véta:

Véta 2.7.4. Necht T(4; u,, u,, u,) je trojhran a T(4; v,, v,, v3) trojhran k nému
polarni. Potom :

By=m—dy, fy=n—y, By =7 —a,

a, =1~ f, a,=n—f, 0y =1 — p;.

Obr. 28
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Ditkaz. Piedpokladejme, Ze ||u, || = || u, || = || u; || = 1. Necht e, je jednotkovy
vektor kolmy k ptimce [4; u, ] takovy, Ze existuje bod C' v poloroving ABC, pro
néj? e, = C' — B. Podobn¢ je definovan bod D' v poloroving ABD a vektor
e, = D' — B. Podle definice hranové odchylky v T(4, B, C, D) je B, rovno odchylce
vektori e, a e;, tedy cos f; = e,.e,. Vektory u,, e,, e, tvofi bazi, a protoze
existuji Cisla ¢, d, e a f tak, Ze &isla d, f jsou kladna a

u, = cu, + de,,

22
@ u, =eu, + fe,,

je baze {u,, e,, e;) souhlasna s bazi {u,, u,, u;>. Z prvni rovnice v (22) téZ plyne,
7e baze {u,,e,,v,)> je souhlasna s {u,, u,,v,>, a podle véty 2.7.3 je proto sou-
hlasnd s bazi (u,,u,,u;). Vidime, Ze baze (u,,e,,e;> je souhlasnid s baz
{u,,e,,vy>. Podobné se dokaze, ze baze (u,,e,,e;> je souhlasnad s baz
{u,, e;, —v,>. Podle vztahu (20), provedeme-li pfisluind pfeznaleni, je e,.e; =
= —v,.v,. ProtoZev,.v, = cosa}, mamecos B, = —cosa; aodtud §, = n — o).
Cyklickou zaménou a ze skuteCnosti, Ze trojhran T(4; u,, u,, u,) je polarni k troj-
hranu T(4; v,, v,, v;), dostaneme ostatni vztahy.

Nyni jiZ miZeme odvodit vztahy pro st€énové a hranové odchylky v trojhranu
T(4; u,, u,, u;). Tento trojhran bude libovolny, ale pevné zvoleny. Kvili jedno-
duchosti vypotth budeme predpokladat ||u, || = ||u, || = ||u; || = 1. Necht dale
{w,, w,, w;> je ortonormalni baze ve V;, souhlasna s {u,, u,, u,>. Prostor V,
orientujeme tim, Ze {u,, u,, U;) povaiujemé za kladnou bazi. Z definice v, vime,
Ze v, je kolmy vektor k u, a u,, a tedy podle véty 2.7.3 je k.v, = u, x u,, kde
k > 0. Ze vztahu (8) odstavce 2.5 plyne, Ze k = sin ot;. Proto

(23) SiNo,.vy = U, XUy;  SiD,.V, =Uy XU,
sina, . v, = U, X U,
(druhy a tfeti vztah jsme dostali cyklickou zaménou). Odtud
Vy.Ug.sino, = (U X u,). uy; v, u,.sino, = (uy xu,).u,;
v,.u .sing; = (U, Xu,). 4.

Je-li
Uy =X, W, + X,W, + XW,yo U, =YW, + VoW, + YWy
U, = z,w, + Z,w, + z3w,,
Jje )
Xy 5 Kgys 55
(u, xu,) . uy = [u,uy,u;1 =y, ¥5, Vs |-
Zys 235 23
Protoze
[u,upyuy] = [uy,uy, u ] = [uy, u,, u,] (viz.véta 2.2.2),
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je
(24) v,.u,.sino;, =v,.u,.sin0, =v,. u;. sino,.
Prepiseme-li (24) pro polarni trojhran T(4; v, v,, v,), je
u,.vy.sing, =v,.u,.sina, =v,. uy.sinajs.

Pouzijeme-li vétu 2.7.4, dostaneme

(25) u,.v,.sinf, =v,.u,.sinf, = v,.uy.sinp;.
Z (24) a (25) vyplyva
(26) sino, _ sina, _ sinog

sinf, sinB, sinf;’
coZ je sinova véta pro T(4; u,, u,, u;).
Odvodime nyni tzv. prvni kosinovou vétu pro T(4; u,, u,, u,). Podle véty 2.2.8

u, .U, U u

u, xu,).(u, xu,) =
Ch ORCH ) u,.u;, u,.u,

Ze vztahu (23) je
@n (U, X uy).(uy X u;) =sinay.sina,.vy.v, =
Bile = —sino,.sin qz.cos B,
(28) (ul‘.u3).(u2 .u,) — (uy.uy).||u, ||* = cosa,.cosay —cosa,.

Spojenim (27) a (28) ziskdvame vztah
(29) COS 0L, = COS 0, .COS &3 + Sina, . sin oy . cos By,

coZ je prvni kosinova véta pro trojhran T(4; u,, ,, u;).
Piepiseme-li (29) pro T(4; v,, v,, v;) a pouZijeme-li vétu 2.7.4, dostaneme

(30) cos B, = —cos B,.cos B, + sin f; . sin B . cosa,
(2. véta kosinova pro T(4; u,, u,, Uy)).

Pozndmka. Je-li dan trojhran T(4; u,, u,, u;) a je-li K kulova plocha o stfedu
v bodg 4, je prinik K n T(4; u,, u,, u,) obvodem sférického trojuhelniku a vztahy
(26), (29), (30) jsou vychodiskem k odvozeni ptislusnych vzorci ze sférické trigono-
metrie (viz odstavec 3.5).

Cviteni

1. Nechf ABCD je &tyfstén takovy, 2e | AC|=|AD| a ptimky DB a CB jsou
kolmé k pfimce AB. Ukaite, 2¢ odchylka vektord C — A a D — A je men§i nez
odchylka vektort C — Ba D — B.
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Obr. 29

. Nechf {4; w,, w,, w,> je repér kartézské soustavy soufadnic' v E,. Najdéte

polarni trojhran k trojhranu T(4; u,, u,, u,), kde
ayu, =w, +2w,, u, =3w, +w,, U, =w,,
byu =w, +w,, u,=2w, —w,, u;=w, +w,.

. Necht T(4, B, C, D) je trojhran a o, a,; a5 jeho sténové odchylky. UkaZte, Ze

0<a +a,+ oy <2m

. Dokazte, ze v trojhranu plati |a, — ay | < @, < a, + a5.
. Je tteba postavit stiechu s padorysem a narysem zadanym na obr. 29.

Vypoctéte odchylky dvojsténti, které jsou tvofeny sténami sttechy a odchylky
hran stfechy, pokud vychazeji z néjakého spolecného vrcholu.
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KAPITOLA 3 .

MNOZINY BODU DEFINOVANE POMOCI
VZDALENOSTI

V této kapitole budeme hodné mluvit o vzdalenosti bodil v euklidovské roviné
a v euklidovském prostoru a protoze vzdalenost dvou bodii se vyjadfi pomérné
jednoduse v soufadnicich vzhledem ke kartezske soustave soufadnic, budeme vidy
volit jen takové soustavy soufadnic.

3.1. Mnoziny bodd v euklidovské roviné definované pomoci vzdalenosti

Za¢neme mnozinami v euklidovské roviné. Nechf je v euklidovské rovind
zvolena kartézska soustava soufadnic, v niz m4 bod 4 soufadnice {a, b], bod C
soufadnice [c, d]. Pak se vzdalenost bodi A, C rovna

|AC| = Jle— a7 + [d — b

Ma-li ptimka rovnici px + gy + s =0 (alespoil jedno z &isel p, g je rizné

od nuly), je vzdalenost bodu A od této pfimky dana vyrazem
|pa + gb + s|
\/pz ¥ q°
a) Kruznice k se sttedem v bod¢ 4 = [q,b] a s polomérem r > 0 je mnoZina

véech bodd roviny, které maji od bodu A vzdalenost rovnou ¢islu r. Budeme
“struéné mluvit o kruznici k(4, 7). Bod X = [x, y] je proto bodem kruZnice k(4,1

prave tehdy, je-li
Jx—-a*+@-b=r
Vzhledem k tomu, ze jde o rovnost nezapornjych &isel, je tato rovmice ekvi-
valentni s rovnici
(1) (x —aP? + (y — b =1~
Rikame, Ze rovnice (1) je rovnici kruZnice o stiedu 4 = [q, b] a poloméru r.
Miuzeme ji upravit na tvar

x*+y*+mx+ny+p=0.
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Obracené viak nemusi byt kazda rovnice tohoto tvaru rovnici kruZnice. Mzeme ji
totiZ psat ve tvaru

m\? n\> m?+n*—4p
3]+ 3)- e

a je-li vyraz v &itateli zZlomku na pravé strané zaporny, neexistuji realna ¢isla x, y
tak, aby vyhovovala této rovnici. Je-li m* + n® — 4p = 0, splituji uvedenou rovnici

. . m n . ox :

pouze soufadnice bodu | — 5 =5 |- Je-li m? + n? — 4p > 0, miZeme zvolit

pravé jedno kladné &islo r tak, aby 4r2 = m? + n? — 4p, a okamzité vidime, %e
i~ , o SR . m n 5

vyse uvedena rovnice je rovnici kruZnice o stiedu | — i 7] a poloméru r.

Pro kazdy bod X = [x, y] se vyraz (x — a)* + (y — b)*> — r* nazyva mocnost
bodu X ke kruZnici k(4,r). Je to rozdil druhé mocniny vzdalenosti bodu X
od stiedu kruznice a druhé mocniny poloméru kruZnice. Body roviny, které maji
od sttedu kruZnice vzdalenost vétsi, neZ je jeji polomér (body vn&j§i oblasti
kruznice), maji k ni mocnost kladnou; body, které maji od stfedu kruZnice
vzdalenost mensi, neZ je polomér kruZnice (body vnitini oblasti kruZnice), maji
k ni mocnost zapornou. Bod lezi na kruZnici pravé tehdy, ma-li vzhledem k nf
mocnost nulovou.

Hledejme analyticky (tj. pomoci soufadnic) spole¢né body kruZnice o rovnici (1)
a ptimky o rovnici px + gy + s = 0. Vime, Ze alespoii jeden z koeficientd p, ¢
je rizny od nuly. Nechf je napiiklad p # 0. Rovnice (1) je pak ekvivalentni
s rovnici ~

(px — pay® + (py — pb)* = p*r’,
kterou jsme dostali z rovnice (1) vynasobenim nenulovym é&islem p2. Je-li bod
X = [x, y] spole¢nym bodem pfimky a kruZnice, musi pro jeho soutadnici y platit

. (—qy — s — pa)’ + (py — pb)> = p*r?,

tedy

(0 + %) y* + 2(gs + pga — p*b)y + 2psa + p*a* +

+ p?b? — p2r? 4 s =,
coz je kvadraticka rovmice pro. y, protoze p* + ¢q*> # 0. Pro diskriminant D
této kvadratické rovnice plati

1D = p*[(0* + 1) r* — (pa + gqb + )],

D> 0 pti/+qb+s .

]

D=0<=>~LB—(jT-‘-Tf]—b—.;r§—J-=r,

a je tudiz

Pty
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Jingmi slovy, D =2 0 pravé tehdy, kdyZ je vzdalenost sttedu 4 = [a,b] dané
kruZnice od pfimky px + qy + s =0 mens$i nebo nejvyse rovna poloméru r
kruznice. Je-li tato vzdalenost vet$i nez r, je D < 0 a pfimka nema s kruZnici
7adné spoletné body. V piipadé D > 0 méa vySe odvozena kvadraticka rovnice
pro y dva rizné realné kofeny; ke kazdému z nich vypocteme z rovnice pfimky
prisluinou hodnotu x. Dostaneme tak soufadnice dvou rliznych bodi a zkouskou
dosazenim se piesvédlime, Ze jsou oba spole¢nymi body piimky a kruZnice.
Je-li D = 0, dostaneme pravé jeden spoleény bod pfimky a kruznice. Pfimka
je te¢nou kruZnice, spoleény bod bodem dotyku primky a kruznice.

Ptiklad. Urgete spoleéné body kruznice (x + 3)* + (y — 5)* = 16 a pfimky

3x +2y +d=0.

Reseni. Rovnici kruZznice vynasobime &tyfmi, dostaneme (2x + 6) + (2y — 10) =
= 64. Pro soufadnici x spole¢ného bodu piimky a kruznice musi platit
(2x 4 6)* + (—d — 3x — 10)> = 64,
po Upravé
13x2 + (84 + 6d)x + d* +20d + 72 = 0.
To je pro x kvadraticka rovnice, pro jeji diskriminant D plati
iD = (42 + 3d)* — 13(d* + 20d + 72) = —4(d* + 2d — 207).

Je-li d® + 2d — 207 > 0, nema rovnice pro x realné feSeni, pfimka a kruZnice
nemaji spolecné body. Je-li d?> +2d —207 <0, tzn. kdyz je d z intervalu
(—4 /13 — 1,4 /13 — 1), m4 rovnice pro x dva riizné realné koteny ‘

—42 —3d + 2,207 — 2d — d’

1= 13
42 -3d—2J207 —2d = &°
XZ = 13 %

K nim najdeme z rovnice 3x + 2y + d = 0 hodnoty
63 —2d — 3,/207 — 2d — d*

y1= 13
63 — 2d + 3,/207 — 2d — d*
y2= 13 .

Mizeme se jesté zkouskou presvédeit, Ze body [x,, ¥,} [x,, y,] jsou spoletnymi
body dané kruznice a dané piimky. V ptipad® d*> +2d — 207 = 0 oba tyto
body splyvaji, pfimka je tegnou kruZnice, obdrzeny bod bodem ‘dotyku pfimky
a kruZnice. ‘

Vrafme se k obecnému piipadu hledani prase¢ikd pfimky a kruznice. Pro
soutadnice y spoleénych bodd primky a kruZnice jsme dostali kvadratickou
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rovnici. UvaZujme jen pfipad, kdy je jeji diskriminant D kladny, a kdy tedy
existuji dva pruseCiky pfimky s kruZnici. Hledame-li soufadnice stfedu obou
prisecikii, miiZzeme postupovat tak, Ze vypofteme ob& soufadnice obou priiseéikh
a prvni soufadnici stfedu dostaneme jako aritmeticky primér prvnich soutadnic
pruseciki, analogicky pro druhou soufadnici. Mizeme v8ak postupovat jednodus$eji.
Z vlastnosti kotfent kvadratické rovnice plyne, Zze se druha soufadnice stiedu
obou prisecikil rovna zlomku

p*b — pga — gs
pZ + qZ L

Z rovnice piimky pak vypoCteme prvni soufadnici hledaného stiedu. Snadno se
presvédCite, Ze tento stfed splyva s patou kolmice vedené stfedem kruZnice
k dané ptimce px 4+ qy + s = 0.

Vedme bodem X z vnéj$i oblasti kruZmice k(A4,r) piimku, kter4d protin&
kruZnici v bodech R, Q (obr. 30a) a necht je T pata kolmice vedené sttedem A na
piimku QR.Pakje| TR | = | TQ|a| XR || XQ|=(XT |- |TR)( XT|+ | TQ)) =
=|XT|* = |TR|]* = | XA|* — |AT|* = (AR|* = |AT|*) = | XA|* — r* cot
je mocnost bodu X ke kruznici k(A4,r). Obdobné plati pro bod X z vnitini
oblasti kruZnice (obr. 30b) a tétivu RQ, ktera bod X obsahuje: | XR || XQ/| =
=(TR|—|XTD(TQ|+ |XT|)=|TR|> = | XT|? =r* - |AT|* — (| XA|* -
—|AT|») =r* — | XA|% Je tedy v tomto pripadé soucin |XR||XQ| roven
absolutni hodnot€ zaporné mocnosti bodu X ke kruznici k(A4, r).

R

Obr. 30a,b

Potitejme ted analyticky prisegiky dvou kruZnic, kruZnice o rovnici (1)
a kruZnice se stiedem C =[c,d] a s polomérem ¢, kterd ma tudiZ rovnici
(x — ¢)* + (y — d)* — t* = 0. Soufadnice [x,y] bodu X vyhovuji obdma (&mto
rovnicim pravé tehdy, kdyZ spliiuji rovnici (1) a zarovei rovnici

x=P+@=df —*=(x—aP+(y=-b—r
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Tato rovnice je splnéna pro ty body X = [x, y], které maji k obéma kruZnicim
stejnou mocnost. Rovnici miZeme upravit na tvar

0 —-x+2b-—dy+c*+d*—a>=b*+r*-t*=0.

Jsou-li sttedy obou kruZnic riizné, jde o rovnici ptimky, tzv. chorddly obou kruZnic,
tj. mnoZiny viech bodi, které maji k obéma nesoustfednym kruZnicim stejnou
mocnost. ProtoZe (a — ¢, b — d) je vektor kolmy na na8i chordalu a zaroves je to
vektor tvofeny stiedy uvazovanych kruZnic, miizeme vyslovit tvrzeni: Chordala
dvou nesoustfednych kruZnic je vZzdy kolma na spojnici jejich stiedd.

Pro dvé rizné soustiedné kruZnice neexistuje bod, ktery by mél k obéma
stejnou mocnost. Proto se také nedefinuje chordala dvou soustiednych kruZnic.
Otazka spolednych bodi dvou soustfednych kruZnic je zfejmd — bud nemaji
Zadny spoleény bod, nebo obé kruZnice splyvaji.

V ptipadé nesoustfednych kruzZnic musi spoleéné body obou kruZnic leZet
na jejich chordale a spole€né body chordaly a jedné kruznice jsou i body
druhé kruznice. Jsou to totiz body, které maji k ob&€ma kruZnicim nulovou
mocnost. Tim je uloha nalezeni spole¢nych bodli dvou kruZnic pievedena na
predchazejici piipad nalezeni spoleénych bodti pfimky a kruZznice.

Necht jsou k,, k,, k, tfi navzajem rtizné kruznice v roviné a nechf je pfimka p
chordalou kruZnic k, a k, a pfimka g chordalou kruZnic k,, k,. Jsou-li
ptimky p, q riznobéZné, ma jejich priiseCik stejnou mocnost ke kruznicim k, a k,
a rovnéz stejnou mocnost ke kruZmicim k,, k,, a tedy i stejnou mocnost ke
kruZnicim k, a k,. Proto jsou kruZnice k, a k, nesoustiedné a jejich chordala r
prochazi prisetikem piimek p, g. Spoleény bod piimek p, g, r se nazyva
chordalni stied kruZnic k,, k,, k,. Je to jediny bod roviny, ktery ma ke viem
tfem kruZnicim stejnou mocnost. Jsou-li pfimky p, g rovnobézné a riizné, jsou bud
kruZnice k, a k, soustfedné, nebo je jejich chordala také rovnob€Zna s pifimkami
p, q- V opaéném piipadé by totiz pruseikem piimek p, r musela prochazet
podle pfede§lého i pfimka q. Jsou-li ptimky p, g totoZné, splyva s nimi i pfimka r,
protoZe kazdy bod pfimky p ma stejnou mocnost ke kruznicim k,, k, i k;.

b) Mnozina viechbodt X = [x, y], které maji od dané ptimky px + qy + s =0
(alespoii jedno z &isel p, q je rizné od nuly) vzdalenost rovnou danému kladnému
éislu r, je analyticky dana rovnici

px+qy +s I B
2 Z =
Jp* +a

ti. px + qy + 5 = r\/p? + q* nebo px + qy + s = —r/p* + ¢°. Je tedy uvazova-
nou mnozinou mnozina viech bodd dvou rovnob&Zek rovnob&inych s danou
ptimkou px + gy + s = 0.

¢) Hledejme mnoZinu viech bodd X = [x, y] euklidovské roviny, jejichz pomér
vzdalenosti od dvou danych riznych bodd A, B se rovnd danému kladnému
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Cisluk, tj. | XA|:|XB| = k. Pro kaZdy takovy bod X musi byt X # Ba | XA |* =

= k?| XB[. Obracens, je-li [XA4|> = k*|XB|? je X # B (v opatném piipadé
by bylo X =B a X = A4, aviak body 4, B jsou podie predpokladu rizné)
az|XA|*=k*|XB|* plyne | XA|:|XB| = k. Zvolme soustavu soutadnic tak,
Ze osa x splyva s ptimkou 4B. Potom A =[a,0], B =[b,0], a# b a bod
X = [x, y] spliiuje rovnici | XA |> = k* | XB |? pravé tehdy, je-li

o (x = a)* + y* = k*[(x — b + y*],
po upravé
(1 — k¥ (x* + y?) — 2@ — k*) x + a* — k®b? = 0.

Musime rozlisit dva pfipady. Je-li k = 1, ma posledni rovnice tvar 2(b — a)x =
= b? — a?, a protoZe je b # a; je ekvivalentni s rovnici x = (a + b)2. To je
rovnice osy useCky AB, coZ jsme mohli ihned vy&ist ze vztahu | XA | = k| X B|m
=|XB| Jeli k#1, je 1 —k*>+# 0 a vy¥e odvozenou rovnici mazeme pfepsat
na tvar

a—Ib & — kb

2.2
x“+y 21_k2x+ e =0

nebo daldi apravou na tvar
a — k?b\? k?
(x——l_*kz—) +yt= a =i (a - b)*.

. - . - 2
To je rovnice kruZmice se stiedem v bodg [if—kka—, 0:, a s polomérem r =
kla —b] . . : )
. m, ktera se nazyva Apolloniova kruznice — podle matematika Apollonia
z Pergy, ktery zil kolem roku 200 pfed nasim letopoétem. Apolloniovu kruZniei
jednozna¢né uréuji kladné &islo k a body A4, B, od kterych maj viechny jeji body
pomér vzdalenosti, rovnajici se tomuto &slu k. Jeji stted lezi na spojnici AB
a jeji priseiky se spojnici AB jsou body K, L, jejichz délici pomér vzhledem
k bodfim 4, B je k a (—k). P¥i nasi volb& soustavy soufadnic je spojnice AB osou x

a body ‘K, L maji soufadnice [al—_k: ,01, alikkb , 0}, jak se mizeme snadno

presvédeit vypoétem spoleénych bodd obdrzené Apolloniovy kruznice a ptimky 4B,
Apolloniova kruZnice je pak kruZnici nad primérem KL (obr. 31).
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d) VySetime nyni, co je mnozinou viech bodd v euklidovské roving, jejichz
pomér vzdalenosti od daného bodu F a dané pfimky p se rovna danému
kladnému &islu k. Hledame tedy mnozinu viech bodd X, pro které | Xp|# 0 a

| XF
Xp

kde jsme | Xp | oznatili vzdalenost bodu X od piimky p. Pro kazdy takovy bod pak
plati | XF| = k|Xp|. Lez-li bod F na pfimce p, spliiuje tuto rovnici i bod F,
jinak jsou rovnice |XF|=k|Xp| a |XF|/|Xp|=k ekvivalentni. Abychom
v prvnim ptipadé nemuseli bod F vyluCovat, budeme radgji vySetfovat mnoZinu
viech boddi X, pro které je | XF|=k|Xp|, ti. | XF|* = k*| Xp|*. Soustavu
soufadnic zvolime tak, aby osa x prochazela bodem F a byla kolma na piimku p
(obr. 32). Oznaéme jest& d vzdalenost bodu F od piimky p. Je pak F = [e, 01,
pfimka p ma rovnici x = ¢ a pti vhodné volbé orientace na ose x je e = ¢ + d

=k,

y
/d \TX
\ q [ F
P \
Obr. 32

Bod X = [x, y] je pravé tehdy bodem vySetfované mnozZiny, plati-li
(x — e + )" = k¥x — ¢f,
po upravé
@) xH(1 — k?) — 2(e — k*c)x + €2 — k%* + y* = 0.
Rozlisime nejdiive dva ptipady, podle toho, zda bod F lezi na pfimce p, nebo
nikoli:
d,) Fep, tj. d = 0. Zvolime-li jesté potatek soustavy soutadnic v bode F, je
e = ¢ = 0, odvozena rovnice (2) pak zni
x(1 —k*) + y* =0.

Je-li k < 1, splituji tuto rovnici pouze soufadnice pocatku, tj. bodu F; je-li k = 1,
je rovnice ekvivalentni s rovnici y = 0, hledana mnoZina se sklada ze vSech bodi
primky kolmé k ptimce p a prochazejici bodem F. Je-li k > 1, splituji vySe odvoze-
nou rovnici pravé viechny body pfimek (obr. 33)

y=xJkE—1 a y=-xJk¥-1
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d,) Necht bod F nelezi na ptimce p, jinymi slovy necht je d # 0. Rovnice (2) neni
zfejmé rovnice kruznice, je v8ak ihned vidét, Ze zkoumana mnoZina je soumérna
podle osy x. Splauji-li totiz rovnici (2) soufadnice bodu X = [x, y], splauji ji
i soutadnice bodu X' = [x, —y], bodu soumérné sdruzeného k bodu X podle 0SY X.
Proto je osa x osou uvazované mnoZziny.

Obr. 33

Méli bychom si je§t€ uv€domit, Z¢ jsme soustavu soufadnic zvolili tak, aby
kolmice ¢ vedena bodem F k ptimce p byla osou x, a Ze jsme osu x orientovali,
ale Ze mame jesté moznost zvolit podatek soustavy soufadnic v libovolném bods
ptimky ¢. KaZzdé volbé pocatku odpovida jista dvojice hodnot ¢, e (e = ¢ + d)
a také obraceng, kazdé takové dvojici odpovida jedna volba pocatku.

Zvolime-li naptiklad e = 0, ¢ = —d, jinymi slovy zvolime-li poéatek P soustavy
soufadnic v bodé F, ma rovnice (2) tvar .
©) x* + y? = kx + d).

VySetfovand mnozZina se nazyva kuZeloselka, protoZze ji mizZzeme dostat jako Fez
kuzelové plochy rovinou. Bod F se nazyva ohnisko kuZelosetky a ptimka p jeji
Fidici pfimka. Rovnice (3) se nazyva ohniskovd rovnice kuzelosecky.

Jak bychom napiiklad museli volit poCatek P, aby v rovnici (2) vymizel
absolutni ¢len? Museli bychom e a ¢ volit tak, aby platilo * = k*c%. M4 tedy
platit e = kc nebo e = —kc a vidy samoziejmé e = ¢ + d. Protoze je d # 0,
nemizZe platit e = kc a e = ¢ + d v piipadé k = 1. AvSak vzdy lze zvolit ¢ tak,
aby platilo e=c + d = —kc. Staéi polozit ¢ = —d/(1 + k), e se pak rovna
¢ + d = kd/(1 + k) a rovnice (2) ma pak tvar

) y? = 2kdx + (k* — 1) x%.

To je tzv. vrcholovd rovnice kuzelosecky, protoze pogatek zvolené soustavy soutadnic
je bodem kuZeloseCky a zaroven bodem osy kuzeloseCky. Bod kuzelosetky, kterg
leZi na jeji ose, se nazyva vrchol kuzelosecky.

Rozlisime nyni tfi piipady:

d, ) k = 1, kuzeloseCka.se nazyvi parabola. Je to mnoZina viech bodi cuklidov-
ské roviny, které maji od pevného bodu F a pevné ptimky p (F ¢ p) stejnou

169



vzdalenost (obr. 34). Pro kazdy bod X = [x, y] zkoumané paraboly je pii posledni
volbé soustavy soutadnic x = 0.

d, ;) k> 1, kuZeloseCka se nazyva hyperbola. Je to mnoZina vSech bodid
euklidovské roviny, které maji od pevného bodu F a pevné pfimky p (F ¢ p) pomér
vzdalenosti roven danému ¢islu k, vét§imu nez 1 (obr. 34). Pii nasi volb& soustavy
soufadnic ma hyperbola rovnici (4), odkud je vidét, Ze pro kazdy jeji bod
X =[x, y] je 2kdx + (k* — 1)x* =2 0, tedy x = 0 nebo x < —2kd/(k* — 1). Mno-
Zina v8ech bodu hyperboly se takto rozdéli na dvé disjunktni Casti, tzv. vétve

hyperboly.
hyp_—~par
hyp
‘ ] _F X

IN—"

Obr. 34

d, 3) k < 1, kuzelosetka se nazyva elipsa, je mnoZinou viech bodd euklidovske
roviny, které maji od pevného bodu F a pevné piimky p, ktera bodem F neprochazi,
pomér vzdalenosti roven danému kladnému &islu k, mensimu nez 1 (obr. 34). Pro
kazdy ‘bod X = [x,y] zkoumané elipsy je pii zvolené soustavé soufadnic
0 < x £ 2kd/(1 — k?). ,

Nazvy parabola, hyperbola a elipsa zavedl jiz zminény Apollonius z Pergy
ve svych osmi knihach o kuzelose¢kach.

Vratme se nyni k rovnici (2) a zkoumejme, zda bychom nemohli zase jinou
vhodnou volbou pocatku P soustavy soufadnic dosahnout toho, Ze by v rovnici (2)
sice nevymizel absolutni &len, ale koeficient u x. Museli bychom zvolit bod P na
. ptimee q tak, aby platiloe = ¢ + d a e = k’c, tedy ¢ + d = k*c. V ptipad& paraboly

= 1 vidime ihned, Ze to nejde, protoze je d # 0. Je-li v8ak k # 1, mtizeme zvolit
¢ = d/(k* — 1), pak e = k?d/(k* — 1) a rovnice (2) bude mit tvar
232
%) x1 — k%) + y? = TdeTT

Vidime, Ze jde o kuZelosecku stiedové soumérnou podle zvoleného pocatku:
s kazdym bodem X = [x,y], ktery splituje rovnici (5), vyhovuje této rovnici
i bod X' =[—x, —y], ktery je s bodem X soumérné sdruZeny podie potatku.
Jsou tedy elipsa a hyperbola sttedové soumérné, fikame jim kuZeloseCky stiedove.

O parabole se da ukazat, Z¢ neni stfedové soumé&rna podle Zadného bodu.
Rovnice (5) je tzv. stiedovou rovnict elipsy (k < 1) nebo hyperboly (k > 1). Vidime,
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Ze stfedova kuZelosetka o rovnici (5) je také osové soumérna podle osy y. Tato
vlastnost plyne konetné také ze stfedové soumérnosti podle pocatku a osové
soumérnosti podle osy x.

Dal budeme zviasf pojednavat o elipse a zvlast o hyperbole. Vime, ze pro
k <1 je rovnici (5) dana elipsa. Polozime-li a = kd/(1 — k?), b = kd/J1 — k2,
miZeme rovnici (5) psat ve tvaru

2 2
o Eefo

ktery je uveden jiz ve vétsin& ucebnic pro stredni $koly. V této rovnicije 0 < b < a,
protoZe bja = /1 — k*. Dale d = b*/,/a> — b%,c = —d*/Ja® — b?, e = N
Je tedy elipsa o rovnici (6) mnozinou vSech bodii, které maji od bodu F =
= [~/a*> — b* 0] a od p¥imky p o rovnici x = —a?/,/a* = b* pomér vzdalenosti
roven &islu k = /1 — b*/a®> < 1. Ze soumérnosti elipsy podle osy y plyne, Ze je
také mnoZinou viech bodi, které maji tentyz pomér vzdalenosti od bodu F' =
= [Ja* - b, 0] a od ptimky p’ o rovnici x = a?/,/a> — b°. Vidime, Ze elipsa mé
kromé F a p daldi dvojici ohniska a Fidici ptimky (obr. 35). Elipsa ma &tyki
vrcholy, v naSem pfipadé to jsou body 4 =[—4q,0], 4’ =[a,0], B = [0, —b]
a B'=[0,b]. Bod X je pravé tehdy bodem elipsy, je-li |XF|=k|Xp | e
< | XF'| = k| Xp'|. Je-li bod- X bodem elipsy, lezi v pasu ohraniceném primkami

’ 7 1o N 2‘12 2612
p,p'aplati| XF| + | XF'| = k(| Xp|+ | Xp l)—kﬁ=2a,kde——;’-:—f .

je vzdalenost piimek p, p’ neboli 3itka pasu. Pritom je | FF'| = 2./a? — b < 2a.

Obr. 35

Necht obracené pro bod X = [x,y] plati |XF|+|XF'|=2a Pak |XF|=

= 2a — | XF'|. Umocn&nim na druhou dostaneme
(x+Ja& = b 4y = ‘
= 4a* —da J(x = Ju? =P 4+ )7 4 (x — JaT = B2 + 3,
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po upravé

aJ(x — J&& — b + y* =a* — xJa¥ — b’

a dal¥im umocnénim dostaneme rovnici (6). Vidime, Ze elipsa je také mnoZinou
viech bodt v roving, které maji od dvou pevnych bodd F, F’ soucet vzdalenosti
roven pevnému &islu 2a > | FF'|.

Ke kazdé elipse Ize vzdy zvolit soustavu soufadnic tak, Ze bod X = [x v] je
pravé tehdy bodem této elipsy, spliuji-li jeho soufadnice rovnici (6), v niz
0<b<a Jeli 0<b=a, je rovnici (6) dana kruZnice se stfedem v pocatku
o poloméru a. Budeme proto kruZnici povaZovat za zvlastni ptipad elipsy, pfi
kterém obé& ohniska F, F' splyvaji se sttedem kruznice. Pro kruznici viak neni
definovana fidici ptimka. ®

Je-li v rovnici (6) 0 < a < b, je to také rovnice elipsy se stfedem v pocatku,

kters méa ale ohniska na ose y, jsou to body [0, \/b* — a’], [0, - /b —a*]

. o . kd kd
Je-li k > 1, je rovnici (5) dana hyperbola. PoloZime-li a = ERTE b= NGES! :
mizeme rovnici (5) psat ve tvaru
. y?
0 A
” b* b? 1 . a? L Q=
Pr1t0mk=\/1+—a—f,d= \/a2+b2’c— kz—ld— \/aﬁbzae_ e

= Ja* + b2. Je proto hyperbola o rovnici (7) mnoZinou viech bodd, které maji
od bodu F = [\/&Z + b, 0] a od piimky x = a?//a® + b® pomér vzdalenosti
rovny &slu k = /T + b?/a’ > 1. Ze soumdrnosti zvolené hyperboly podle osy y
plyne, Ze je také mnozinou vSech bodd, které maji tentyZz pomér vzdalenosti od
bodu F' = [—./a® + b 0] a od ptimky p": x = —a?/Ja* + b*. Stejné jako elipsa
ma tudiz i hyperbola dalsi dvojici ohniska a fidici pfimky (obr. 36), av§ak pouze
dva vrcholy. P¥i zvolené soustavé soutadnic jsou to body 4 = [a, 0], 4" = [—a, 0],
které lezi na tzv. hlavni ose hyperboly, v nasem piipadé je to osa x. Druha osa
hyperboly (osa y) hyperbolu neprotiné, nazyva se vedlej§i osa hyperboly.

g ./

»——~———
X

-

Fl

p' P Obr. 36
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Bod X je pravé tehdy bodem hyperboly, je-li | XF| = k| Xp | nebo také pravé
tehdy, je-li| XF' | = k| Xp'|. Pro kazdy bod hyperboly tudiz plati | XF | — | XF'| =
= k(| Xp| — | Xp')). Z rovnice (7) plyne, e pro kazdy bod X = [x, y] uvazované
hyperboly je | x| = a > a?/\/a® + b* Proto kaZdy jeji bod leZi vné pasu ohranice-

. 2
néhé piimkamip, p’, a tedy||XF| - |XF'|| = k||Xp| - |Xp']| = k_\—/;%aTbT = 2a,
. 2
nebot vzdalenost ptimek p, p’ je rovna —\/a—i}__——ﬁ.
Nechf obracené plati pro bod X = [x, y] rovnost || XF|-|XF H = 2a, tedy
| XF|=2a+|XF|nebo | XF|= —2a + | XF'|. Umocnénim dostaneme

(x —JaZ + b +y? =
= 4a® + 4a J(x + Ja> + b7 + ¥ + (x + Ja* + b7 + y

pritemz plati bud znaménko +, nebo znaménko —. Upravou dostaneme

Fa/(x + Ja* + b?)* + y* = a* + x Ja* + b~

Opétnym umocnénim pak dostaneme vztah (7). Hyperbola je tudiz také mnoZinou
viech bodh, které maji absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti od dvou pevnych
bodil F, F’ rovnou danému &islu 2a < | FF'|.

Muzeme si udélat ptehled obdrzenych vysledku:
Mnozinou viech bodd X euklidovské roviny, pro které se rovna danému kladnému
¢islu
vzdalenost bodu X od daného bodu — je kruZnice

vidélenost bodu X od dané pfimky — jsou dvé rovnob&zky

pomér vzdalenosti bodu X od dvoudanych riznych bodi — je kruZnice nebo p¥imka

pomér vzdalenosti bodu X od daného bodu a dané
piimky, ktera jim neprochazi — je parabola, hyperbola
nebo elipsa, kterd nenf

kruznici

soulet vzdalenosti bodu X od dvou danych riznych bodii — je elipsa, ktera nenf
kruZnici

absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti bodu X od dvou
rtiznych danych bodt — je hyperbola

V poslednich dvou ptipadech musi v8ak byt vzdalenost danych dvou bod{i menéi,
resp. vet§i nez dané kladné &islo.
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Cvideni

1. Uréete spoleéné body kruznice x? — 2x + y* + 6y = 6 a ptimky y = x.

Uréete spoleéné body kruznic x* — 2x + y> + 6y =6a x> + y> + 4y — 6 = 0.

3. Urgete rovnici kruZnice, ktera je mnoZinou viech bodi roviny, jez maji od bodu
[3, 7] dvakrat v&tsi vzdalenost nez od bodu [0, 1].

4. Urcete rovnici paraboly, ktera ma bod F = [3, 2] za své ohnisko a piimku
x + y + 1 = 0 za svou fidici pfimku. '

5. Najdéte mnozinu viech bodl euklidovské roviny, jejichZ soucet vzdalenosti od
dvou riiznobéZek dané roviny se rovna danému kladnému &slu.

6. V piedchazejicim cvieni nahradte soudet absolutni hodnotou rozdilu.

7. Vypo&téte, kdy prochazi chordala dvou nesoustiednych kruznic stiedem tisetky
tvotené stiedy té€chto kruZnic.

N

3.2. Uziti transformace soufadnic pfi studiu kuZelosecek

Necht je v euklidovské roviné zvolena kartézska soustava soutadnic. Polozme

si otazku: Co je mnoZinou viech bodi X = [x, y], jejichZ soutadnice splituji rovnici

(1) ax? + 2bxy + cy* + 2dx + 2ey + f =0,

ve které je alespon jeden z koeficientil a, b, ¢ riizny od nuly?

Na tuto otazku nedovedeme hned odpovédét. Zkusime, zda by nam nepomohla
nova volba soustavy soufadnic. Necht ji dostaneme z pivodni otoéenim o thel o,
viz vzorce (13) v odst. 2.7. Soufadnice bodu X v nové soustavé soufadnic oznacime
x', ¥'. Vime, Ze mezi x, y, x', y' plati vztahy

‘ x = x'coso — y sina,

@

y = Xx"sina + y cosa.
Soufadnice x, y bodu X spliiuji rovnici (1) pravé tehdy, spliiuji-li jeho soutadnice
x', y rovnici

3) . a(x)? + 26Xy + ()P +2dx + 2y +f =0,

kterou dostaneme z rovnice (1), dosadime-li do ni za x, y vyrazy z rovnic (2).
Proto je napiiklad

a' = acos?a + 2bcosasina + csin®a

b’ = b(cosa — sin? ) + (¢ — a) cos a sin

¢ = asin?a — 2bcosasina + ¢ cos? a.
Koeficienty a, b, ¢ miZeme obracené vyjadfit pomoci a’, b, ¢’ Uplné stejnymi
rovnicemi, jen je tfeba misto sin o psat —sina. Z toho pak plyne, Ze je opét
alespoil jeden z koeficientl &', b/, ¢’ rizny od nuly. V rovnici (3) je u x'y’ koeficient

2b" = 2bcos 2 + (¢ — a) sin 20.
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Odtud je ihned vidgt, Ze je mozné vzdy zvolit « tak, aby b’ = 0. Je-li b = 0, sta&i
vzit o = 0, v opaném piipadé zvolime naptiklad « tak, aby

. 2b a-—c
SIN 20 = ——— | W=
S Ta—o T ra-o

VZdy pak bude b’ = 0, a tedy aspoii jeden z koeficientd o', ¢’ rizny od nuly. MiZeme
tudiz pfedpoklédat, Ze jsme soustavu soufadnic jiz zvolili tak, Ze je v rovnici (1)
b = 0. Hledime tedy mnoZinu viech bod X, jejich? soutadnice splituji rovnici

4) ax? + cy* + 2dx +2ey +f=0, (a ) # (0, 0).

Rozli§ime tyto jednotlivé ptipady:

L. ac > 0. MiZeme predpokladat, Ze je a >0 i ¢ > 0. V opaéném pFipadé
bychom rovnici (4) vynasobili &islem —1. Dale ji upravime na tvar

d\? e\> d* e?

5 a -_— —_ = — —_

%) <x+a)+c<y+c) R f

. a e . . . . N
Je-li h= - + -~ f>0, je to rovnice elipsy. Polozime-li totiz @' = [—,

— a
/ h .. -

b = \/ - miiZzeme rovnici (5) psat ve tvaru

d\? e \?
a ¢
+ = 1.

(@) C

To je ziejmé rovnice elipsy se stfedem v bodé [-— %, - i}. Jedli h =0, splb{.ljl
‘ c

rovnici (§) pouze soufadnice bodu [— —Z—, - %:l, zatimco v piipadé h < 0 ne-

R —— ]

spliiuji rovnici '((5) soufadnice Zidného bodu. Polozime-li totiz o = \/ - —'—l—,

a
: h o, d. .
b =\/——c—,x =x+7,y =y+%,mﬁiemejlpsétvetvaru
CACS
@)>*  ®) '

2. ac < 0, Rovnici (4) op&t upravime na tvar (5). Je-li vj’raz h na pravé strand
nenulovy, ma bud stejné znaménko jako &islo a, nebo stejné znaménko jako
Cislo ¢, nebot tato &isla maji znaménka opa¥ni. Necht ma h stejné znaménko

175



jako ¢&islo a, v opatném pfipad¢ bychom zaménili osy x, y. Rovnici (5) pak
miiZzeme psat ve tvaru

&P 02,

S C S

; 5l a k = = 4 - £ Vidime, ze
kde_)smepOlOlela:\/—a—,b— - X =X+ y+-_- »

jde o hyperbolu se stiedem v bode€ | —

h
c
d e . . :
2, — =|. Je-li h = 0, mizeme rovnici (5)
a c

psat ve tvaru
)* = KAx),

kde jsme zvolili k = [— g x',y stejné jako v pfipadé h # 0. Této rovnici
a
vyhovuji pravé soufadnice bodd piimek y = kx', y' = —kx', tj. piimek y =
=k (x + i) g1 ay= —k (x +2) - —i, které jsou riznobéZné.

¢ a c a

3. gc = 0. Proto¥e nemiZe byt a = ¢ = 0, miZeme predpokladat, Ze a = 0,

¢ # 0, jinak bychom opét zaménili osy x, y. Rovnici (4) miZeme piepsat na tvar
/ 2

2
c(y+%> + 2dx +f—e7=0,

a je-li d # 0, upravime ji jeSté na tvar

o (-2 552)

e’ — fc
2cd

s osou x. Posuneme-li soustavu soufadnic tak, Ze vrchol paraboly je novym

potatkem, ma uvaZovana parabola v novych soufadnicich x', y’ rovnici )? =

e vy
To je rovnice paraboly s vrcholem v bodé , — —c—] a osou rovnobéznou

= 2px’,kde p = — -‘c—i— Vhodnou orientaci osy x’ dosahneme jesté toho, Zze p > 0.

Je-lia =d =0, jec # 0 a rovnici (4) miZzeme upravit na tvar
e\ € 1

(6) C<Y+“C—) ——C"—f-

Prog = iz—_z—ﬁ > 0 je to rovnice dvou riiznych rovnobézek o rovnicich y =
c
= i \/E ays= e \/5 V piipadé g = 0 je rovnice (6) rovnici piimky
¢ c ‘
y= - =il pro g < 0 nevyhovuji rovnici (6) soufadnice zZadného bodu.
¢
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Shriime ted pfedchézejici vysledky. Ukazali jsme, Ze ke kazdé rovnici (1)
lze zvolit novou soustavu soufadnic tak, Ze ptivodni soufadnice bodu spliiuji
rovnici (1) pravé tehdy, kdyZ jeho nové soufadnice spliuji rovnici F = 0, pfiemz
F =0 méa jeden z dale uvedenych tvarQ, u kterého je vidy uvedeno oznaleni
mnoziny viech bodd, jeZ rovnici splituji:

2 2

1. _z_z + y_2 +1=0 mnozina prazdna (imaginarni elipsa)
x2 2 . e i L,

2. s 1=0 elipsa, kterd mize byt i kruZnici

2 2

3, okt S 1=0 hyperbola

4. y2—=2px=0 (p>0) parabola

5. v —k*x*=0 (k> 0) dvé rlznobézky

6. > +k*x*=0 (k>0 bod

T y¥2=r2=0 (r>0) dvé riizné rovnobézky

9. ¥ +r:=0 (r>0) mnoZina prazdna

Pojem kuzelose¢ky se n€kdy chape v §ir§im slova smyslu, rozumime jim
kazdou z uvedenych deviti mnozin. V pfipadé¢ 1 a 9 mluvime o kuZeloseéce
formalné realné, protoZe je sice dana rovnici s realnymi koeficienty, ale nemé
zadné realné body. KuZeloseCky 5 az 9 jsou tzv. kuzeloseCky singuldrni, ostatni
Jjsou reguldrni kuZelosecky.

Cvideni '
1. Rovnici xy = 1 je dana hyperbola. Najdéte jeji ohniska a fidici pfimky.

2. Vhodnym otodenim soustavy soufadnic ukaZte, Ze rovnici x* — 2xy + y* +

+ 2x + 2y + 10 = 0 je dana parabola.

3. Otodenim soustavy soufadnic zjistéte, jaka kuZelosecka je dana rovnici 2x? -+

+ 4xy + 5y* — 6x = 0.

3.3. Rovnice kuZelosetek v polarnich soufadnicich

Piedpokladejme, Ze jsme v euklidovské roviné zvolili kartézskou soustavu
soufadnic repérem (P,e,,e,>. Kazdy jednotkovy, a tedy nenulovy vektor u ze
zaméfeni na8i roviny urCuje spolu s potatkem P pfimku. KaZdy bod X této ptimky
se da pravé jednim zpGsobem napsat ve tvaru X = P + gu (hodnota ¢ je bodem X
a vektorem u urfena jednozna¥ng). ProtoZe vektor u je jednotkovy, je |e | = | XP|.
Z téhoz diivodu existuje &islo ¢ tak, Ze u = (cos ¢, sin @). Hodnota ¢ je urdena a2
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na cely nasobek 2m jednoznacne, udava orientovanou odchylku vektord e, w.
Bod X ma pak vzhledem k zvolené kartézské soustavé soufadnic soufadnice

1 X = @ COS @, y = gsin@.

Kazdy bod X uvazované roviny leZi na nékteré primce prochazejici poCatkem P,
ke kazdé piimce existuje jednotkovy vektor z jejiho zamefeni a ke kaZzdému
jednotkovému vektoru u existuje &islo ¢ tak, Ze u = (cos @, sin @). Jestlize tato
tvrzeni shrneme, vidime, %e ke kazdému bodu X = [x, y] existuji ¢isla ¢ a ¢
tak, ze plati rovnice (1). Vime véak, ze bodem X nejsou hodnoty ¢ a ¢ urleny
* jednoznalnd. Za prvé vime, Ze ¢ a ¢ + 2kn urduji pro kazdé celé Cislo k tentyz
jednotkovy vektor u = (cos @, sin @) = (cos (¢ + 2km), sin(ep + 2km)). Déale uruji
hodnoty ¢ a ¢ + m opané jednotkové vektory u = (cos ¢, sing) a —u=
= (cos (@ + m),sin(p + ®)) a pro kazdé &islo o je P +ou=P + (=) (-u).
Proto uréuji hodnoty g, ¢ stejny bod jako hodnoty —@, @ + 7. A koneéné je
P + 0.u = P pro kazdy vektor u, tedy pro hodnotu ¢ = 0 a libovolné ¢ jsou
rovnicemi (1) dany vzdy soufadnice pocatku P.

Maizeme tedy shrnout: Kazda uspofadana dvojice realnych &isel ¢, @ uréuje pii
zvolené kartézské soustavé soutadnic jednoznatn€ bod X = [ocos @, gsing]
a kazdy bod X dostaneme pro nékterou dvojici g, @. Dvojice ¢,, @; a @3, @2
urduji stejny bod X pravé tehdy, kdyZ nastava néktera z téchto tfi situaci:

1. 0, = 05, @, = @, + 2km, k celé.

2.0,= =0, 0, =0, + 2k + 1, k celé. -

3.0,=0,=0.

I kdyz pritazeni, které kazdé dvojici ¢, ¢ ptitadi bod X = [@cos ¢, ¢ sin 0]
neni vzajemné jednoznalné, nazyvaji s &sla g, @ poldrni soufadnice bodu X.

Méjme bod X o polarnich soufadnicich o, ¢ a hledejme, jaky vztah musi
platit mezi ¢ a ¢, aby tento bod lezel na regularni kuzeloseice o ohniskové
rovnici x? + y* = k¥x + d)*. Vime, Ze bod X méa ve vychoz kartézské soustavé
soufadnic soufadnice x = gcos¢, y =@sing a lezi tedy na nasi kuZeloseCce
pravé tehdy, plati-li ‘

0* = k¥gcos ¢ + d)?,
tzn. pravé tehdy, kdyZ je
o = k{gcos @ + d) nebo —o0 = kigcos ¢ + d).

Nahradime-li v prvni rovnici hodnoty ¢, ¢ hodnotami  —g, ¢ + T, COZ jsou
polarni soufadnice téhoZ bodu, dostaneme druhou rovnici. Stadi se tedy omezit
na prvni rovnici. Pro kcos¢ =1 neni splndna pro zadné o, protoze kd # 0,
jinak je splnéna pro

(2 Q=

'

S
1 -kcoso’
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(;39102i1i jsme p=kd). To je rovnice kuZelose€ky v polarnich soufadnicich,
pritemZ pocatek kartézské soustavy soufadnic je zvolen v ohnisku kuZeloseCky
a osa x je zvolena kolmo na jeji fidici pfimku.

.V ptipadé elipsy protina kaZd4 pfimka prochazejici pocatkem (tj. ohniskem
elipsy) elipsu ve dvou bodech. Ma-li jeden z nich polarni soufadnice ¢ =
= p/(1 — kcos¢), ¢, ma druhy polarni soutadnice ¢ = p/(1 — kcos(¢ + n)),
o +n. Ma tedy téz polarni soufadnice ¢ = —p/(1 + kcos ), @. V piipadé
hyperboly (k > 1) a cos¢ = 1/k protina odpovidajici ptimka hyperboiu jen
v bod¢ o polarnich soufadnicich —p/(1 + kcos @), . Takové pfimky jsou dvé,
jsou tf) ptimky tzv. asymptotickych smérii hyperboly (obr. 37). Jde-li o parabolu,
existuje jen jedna pfimka prochazejici jejim ohniskem, ktera ji protina jen v jednom
bodg. Je to osa paraboly. '

Obr. 37

. Pozmimka. Kdo se s polarnimi soufadnicemi jiZ setkal, asi se divi, Ze ptipoul§time
1‘széporné. Zpravidla se pozaduje, aby ¢ bylo neziporné. Mohli jsme toti2
uvaZovat misto pfimek prochazejicich pogatkem pouze poloptimky vychézejicl
zopoc':étku. Kazdy bod roviny lezi na nékteré takové poloptimce, a pokud je to bod
rizny od poCatku P, je tato polopfimka urdena jednoznaéng. Proto existuji ke
kazdému bodu X = [x, y] hodnoty ¢ a ¢ tak, Ze plati (1) a je‘e = 0. Hodnota
= | XP| je pak uréena jednoznainé a pokud je X s P (g > 0), -j—e hodnota ¢ |
uréena aZ na cely nasobek 2m. Pii takto zavedenych polarnich souradnicich
odpada ztotoZnéni t&ch dvojic g,, @, a @,, @,, pro které je g, = —0,, @, »
=@, + (2k + 1) m, viz situace 2. Pravé popsany postup ma viak iz;léktel'é
nedostatky. Naptiklad z rovnice pro kuZelosetky ¢? = k*(ocos ¢ + d)* plyne
—kd
' 1 —cosg 1 +cose’

Ted musime uvaZovat ob& rovnice a v obou rovnicich smime vzit jen Ly
hodnoty ¢, pro které¢ vyjde ¢ nezéporné. Misto jedné rovnice (2) tak mame pro

v ptipadé |kcos ¢ | # 1 bud ¢ = , nebo ¢ =
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kuzelosedku rovnice dvé. Proto se pak vétsinou micky pfipousti i ¢ zaporné,
coZ jsme udinili hned na zacatku odstavce.
Cviteni
1. Napiste v polarnich soufadnicich rovnici paraboly, kterad je mnoZinou viech
bod#, jejichz vzdalenost od potatku zvolené kartézské soustavy soufadnic je

rovna vzdalenosti od pfimky x + 5 = 0.

2. Jaky vztah musi platit mezi polarnimi soutadnicemi bodu, ktery lezi na kiivce
orovnici (x> + y* — x)? = x* + y*?

3. Jakou rovnici spliiuji soufadnice x, y bodu X, jestlize jeho polarni soufadnice
splfiuji vztah ¢ = cos 2¢?

3.4. Mnotziny bodi v prostoru definované pomoci vzdalenosti

V trojrozmérném euklidovském prostoru je zvolena kartézska soustava soufadnic.
Ma-li bod A soufadnice [a, b, ¢] a bod D soufadnice [d, e, f], je vzdalenost | AD|
bodti 4, D dana vyrazem

Jd—a? +e—-b*+(f—0>

Ka?da rovina je dana rovmici tvaru px + qy +rz + s = 0, v které je alespon
jeden z koeficientii p, g, r rizny od nuly. Vzdalenost bodu A od této roviny se rovna

|pa + gb + rc + 5|

\/pl + q2 + r2
a
2 D
Obr. 38

Je-li ptimka dana bodem D = [d, ¢, f] a nenulovym vektorem u = (u, v, w), rovna se
vzdalenost bodu 4 od této piimky Cislu

\/|AD |> - —[(A—‘uf—)'i (obr. 38).

Tyto t¥i vzorce budeme dale potfebovat.
a) Sféra nebo té% plocha kulovd se stfedem v bodé A o poloméru r > 0 je
mnoZina viech bodd v trojrozm&rném euklidovském prostoru, které maji od
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bodu A vzdalenost r. Budeme struéné mluvit o sféfe #(4,7). Bod X = [x,y,z]
je pravé tehdy bodem sféry x(A4,r), kde 4 = [a, b,c], r > 0, jestlize plati

1) x=a>+@—=b*+@E—-c)l=r

Rikame, Ze (1) je rovnici sféry se sttedem v bodé A o poloméru r.
b) Bod X =[x,y,z] ma od roviny px + qy +rz+s=0, (p,q,7) # (0,0,0)
pravé tehdy vzdalenost v > 0, je-li

|px + qy + rz + s -

PP+ +r?
tedy pravé tehdy, je-li px + gy + rz + s = v/p* + ¢* + r¥ nebo px + gy + rz +

+5= —0p" + ¢ + % Jde tudiz o mnozinu viech bodd dvou riiznych rovno-
béznych rovin.

¢) Vime, Ze mnoZzinou viech bodt prostoru, které maji od dané pfimky vzdalenost
rovnou danému kladnému d&islu r, je rotacni plocha vdlcovd. Zvolime-li soustavu
soufadnic tak, aby osa z splyvala s danou pfimkou, patii bod X do uvazované
mnoziny pravé tehdy, plati-li

2 X 4 =

Vidime, Ze s kazdym bodem X, = [x,, yo, 2, ] nadi rotani plochy je bodem této
plochy také bod X = [x,, y,, z], kde z je libovolné. To plyne ze skuteCnosti, Ze se
v rovnici (2) viibec nevyskytuje z. Neznamena to viak, Ze rovnice (2) je v prostoru
rovnici kruznice. Je to rovnice rotaéni plochy valcové o poloméru r s osou v ose z.
Teprve rovnice (2) spolu s rovnici z = 0 charakterizuji kruZnici, a to kruZnici, kterd
je fezem uvaZované valcové plochy s rovinou z = 0. V

d) Nechf je v roviné€ os x a z dana elipsa o rovnicich y = 0 (elipsa leZi v roviné
08 X, z) a

2 2

X+ =1
@z T

Je to elipsa se sttedem v poCatku, osami elipsy jsou osa x a osa z soustavy
soufadnic. OtaCenim této elipsy kolem osy z opisuji jeji body plochu, ktera se
nazyva rotacni elipsoid. Kdy lezi bod X = [x,y,z] na tomto elipsoidu? Vedme
bodem X kruZnici, jejiz stfed leZi na ose z a jejiz rovina je kolma k ose z
(je-li X bodem osy z, redukuje se kruznice na bod X). Tato kruZnice ma polomér
Jx¥ +y? a protne rovinu y = 0 v bodech [/xZ + y%0,z], [—/x* + % 0,7].
Bod X je pravé tehdy bodem nageho elipsoidu, leZi-li tyto dva body na vychozi
elipse. To nastava pravé tehdy, je-li

x2+y2 22
———az“_+“’;r=1.
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Obr. 39 Obr. 40

To je tudiZ rovnice rotaéniho elipsoidu s osou v ose z a stiedem v pocatku soustavy

soufadnic. . o ,
Zvolime-li misto elipsy jinou kfivku, dostaneme samoziejme - jinou rota¢ni

plochu. Uvedme nékolik prikladd. Otacime-li kolem osy z kfivku C, leZici
v roving y = 0, dostaneme plochu F: ‘

C F
2 2 ZZ
L 5 elipsoid,. bt =1
elipsa 47 =1 rotacni elip pe b
P ae = b (obr. 39) ‘
X2 z? rotacni jednodilny  x2 +y*  Z2% _ {
hyperbola =z T : hyperboloid ‘ a’ b
(osou rotace je vedlejdi osa (obr. 40)
hyperboly) o
o 2 x? rotatnf dvoudilny 22 x> +y* _ {
hyperbola g =7 =1 hyperboloid e
(osou rotace je hlavni osa (obr. 41)
hyperboly) o
parabola 2pz = x* rotatni paraboloid 2pz = x* + y*
(obr. 42)
182

dvojice riznobéznych rotaéni kuzelova

piimek 22 = k*x* (k> 0) plocha 22 = k¥ (x? + y?)
dvojice rovnobéznych rota¢ni plocha
piimek x>=r* (r>0) valcova
z
5 X
_ Obr. 41 Obr. 42
z P
Qlc,0,0] Rla,00]
g X
y
Obr. 43

e) Hledejme mnozZinu v§ech bodt X v prostoru, pro které se pomér vzdalenostl -
od pevného bodu R a pevné pfimky p rovna danému kladnému &slu k, pti¢emsi
piimka p bodem R neprochazi. Vzdalenost bodu R od ptimky p oznadime d > O,
Oznaéme dale Q patu kolmice vedené bodem R k pfimce p. Soustavu soufadnic
zvolime tak, aby pfimka QR byla osou x a osa z byla rovnob&ina s piimkou p.
Pak je R =[a,0,0], Q = [¢,0,0], piimka p je dana rovnicemi x =¢, y = Q,
Orientaci osy x zvolime tak, aby a = ¢ + d (obr. 43). Bod X = [x,y,z] je bodem
hledané¢ mnoziny pravé tehdy, kdy? plati

(x = a)® + y% + 22 = k*[(x — ¢)* + y*],
E (1 = k) (x% + y¥) = 2(a —k*) x + 2% + d* = k*c* = 0.
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Rozlisime nyni dva piipady:

1. k = 1. Posledni rovnice pak zni —2dx + z*> + (@ + ¢jd = 0. Zvolime-li
pocatek soustavy soufadnic ve stfedu usec¢ky RQ, je a + ¢ = 0. Hledana mnozina
je dana rovnici z? = 2dx. Vidime, Ze s kazdym bodem [x,,y,,2,] ji splfiuji
soufadnice vSech bodld piimky x = x,, z = z,, kterd je rovnob&ina s osou y.
Prinikem hledané mmnoZiny a roviny y =0 je parabola o rovnicich y =0,
22 = 2dx. MnoZinou vSech bodd euklidovského prostoru, které maji od bodu R
a od pfimky p stejnou vzdalenost, je tedy valcova plocha, jejiz povrsky protinaji
parabolu z? = 2dx, y = 0 (ta je tzv. Fidici k¥ivkou této valcové plochy) a jsou
kolmé na rovinu y = 0.

2. k # 1. Pak je vyhodné zvolit podatek soustavy soufadnic tak,abya — k%c = 0,
coz spolu s podminkou a — ¢ = d dava ¢ = d/(k* — 1), a = k*d/(k®> — 1). Rovnice
hledané mnoZiny je pak

1 — k?)? 11—k
( k24> )__(x2 + yl) +sz =1

Pro k <1 je to rovnice rotacniho elipsoidu, v ptipadé k > 1 jde o jednodilny
rotatni hyperboloid.

f) Nechtf jsou v prostoru dany dvé mimobé&Zné piimky. Co je mnoZinou
viech bodf, které maji od obou pfimek stejné vzdalenosti? Zvolme soustavu
soufadnic tak, aby nejkratsi pfiCka obou mimobg&zek byla osou z, jedna mimobézka
aby leZela v roviné z = g, druhd v roviné z =—a (a # 0). Osy x, y zvolime tak,
aby jedna mimobézka byla d4na rovnicemi z = g, y = bx, druha rovnicemi z = —aq,
x = by, b*# 1. Bod X = [x,y,z] y¢ pravé tehdy bodem zkoumané mnoZiny,
plati-li

2, 2 g by
x*+y*+(z—a T30 =
. ) 2 Z_M
=x"+y +(z+a) 1302
tedy
4az = —bz(z—xz)
T+ b2 Y ‘

Je to rovnice plochy, ktera se nazyva hyperbolicky paraboloid (obr. 44). V nasem
piipadé je protnut rovinami z = konst. # 0 v hyperbolach, pouze rovina z = 0
protne dany paraboloid v pfimkach y=x, z=0 a y= —x, z= 0. Roviny
x = konst. i roviny y = konst. protnou nas paraboloid v parabolach. Kazda rovina
o rovnici x + y = p protne uvaZovany paraboloid v pfimce o rovnicich x + y = p,

_p? ‘
4az = —i——_*_—ZTp(y — x) a stejné tak kazda rovina y — x = g v ptimece y — x = g,

— 2 '
daz = «%:—grq(y + x). Pro kaZdou dvojici p, g jsou to pfimky rizné. Kazdym
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Obr. 44

bodve':m 'hyperbolického paraboloidu prochazeji tedy dvé rtizné pfimky, které
pfl‘trl celé tom}lto paraboloidu. Je to plocha velmi dileZita ve stavebnictvi, pouZiva se
pfi konstrukei sttech, riiznych hal apod.

Cviteni

1. Uré?te mnoZinu viech boddl v trojrozmérném euklidovském prostoru, pro
kter’e se pomér vzdalenosti od dvou rfiznych danych bodié prostoru rovna
danému kladnému é&islu k.

2. Urtete mnoZinu viech boda v trojrozmérném euklidovském prostoru, pro které
s€ pomér vzdalenosti od daného bodu a dané roviny rovna danému kladnému
Cislu k.

3. Na!fiéte mnoZinu viech bodd v trojrozmérném euklidovském prostoru, které
majl’ od daného bodu tfikrat vat§i vzdalenost ne? od dané ptimky, ktera
danym bodem prochazi. ' ’

3.5. Zakladni vzorce sférické trigonometrie

1’\Iva§e né}sledujici uvahy se tykaji trojrozm&mého euklidovského prostoru,
Ukazen:le, Jjak je moZno vzorce pro trojhran, dokazané v odstavci 2.7 pouZit
na p’(?pls sférickych trojihelniki. Uvedme nejprve nékolik zakladnich p:)znatkﬁ.
? vza]'emné poloze roviny ¢ a kulové plochy %(A4,r). VSechny tyto poznatky jsou
Ctenafi dobfe znamy a jejich ovéteni Je moZno ponechat jako cviden.

Véta 3.5.1. Plati:

L x(A,r)ne=0, pr:éxvé kdyZ vzdalenost bodu 4 od roviny ¢ je v&tdi ne% r.
' 2. x(A, r’) N g.obsahujc jeding bod, pravé kdyz vzdalenost bodu A od roviny o
Je r. Oznadime-li x(4,7) n g = {T}, je ptimka AT kolma k roving .
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3. Je-li vzdalenost bodu 4 od roviny ¢ mensi neZ r, je #(4,r) N g kruZnice.
Stted T této kruZnice je roven A nebo, pokud A # T, ptimka AT je kolma
k roviné g. »

Definice 3.5.1. Nastane-li ve v&t¢ 3.5.1 pripad 3 spolu s rovnosti 4 = T, pak
kruZnice x(4,7) g se nazyva hlavni kruznice kulové plochy x(4,r). Rovina ¢
se v tomto pripadé nazyva primérovd rovina x(4, r).

Definice 3.5.2. Pfimka prochazejici sttedem A kulové plochy #(4,r) protina
%(4,7) ve dvou bodech. Tyto body nazyvame (primérovd) protilehlé body.

Véta 3.5.2. Kazdymi dvéma riznymi body kulové plochy x(4,r), které nejsou
protilehlé, prochazi jedina hlavni kruZnice.

Jsou-li B, C, D body kulové plochy »(A4,r), které nelezi v jedneé primérove
roving, je jimi urlen trojhran T(4,B,C,D). V souhlase s odstavcem 2.7 jeho
sténové odchylky znadime o,, o,, o3, hranové odchylky B, B, Bs. Stény
trojhranu T(4, B, C, D) protinaji plochu :(4,r) v obloucich hlavnich kruZnic
spojujicich postupné body B a C, C a D, D a B. Pfitom jde o oblouky pfislu§né
k dutym Ghlam ¥ BAC, X CAD, ¥ DAB. Oznatme je BC, €D, DB. Jejich délky
jsou rovny &islim o,r, a7, oyr (%, i =1,2,3, méfeno v radianech). PoloZime
b = a,r, ¢ = a,r, d = a,r. Sjednoceni BC u €D U DB nazveme sféricky trojihelnik
s vicholy B, C, D a stranami BC, éT), DB. Cisla B,, B, By nazyvame jeho
(vnitfnimi) uhly (obr. 45). '

Qbr. 45

Véta 3.5.3. Necht je dan na kulové plose (4, r) sféricky trojuhelnik s vrcholy
B, C, D, stranami o délce b, ¢, d a uhly B,, B,, B;. Potom plati:
. b . C . d ’
sin—  sin—  sin—
r r

r
1, = o

sin ﬂl sin ﬂz sin ﬂ3 ’
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b c d c d
2. €os— = COS—.COS — + sin — . sin—.cos f,;
r r r poSmge Bs;

3. cosfB, = —cos fi,.cos §; + sin B, .sin ﬂ3.cos7b.

Diikaz plyne z (26), (29) a (30) v odstavci 2.7.
Véta 3.5.4. Uhly sférického trojuhelniku splituji nerovnost

Bi+ B+ B3>

Ditkaz. Necht T(A4,B,C',D’) je trojhran polarni k trojhranu T(4, B, C, D).
Nechf o}, o, oy jsou jeho sténové odchylky. Potom o} =7 — B,, o) = — B,,
oy =% — B;3. Protoze o) + o) + a3 <2n (viz cviteni 3. v odstavci 2.7), je
B+ B+ B3>

Definice 3.5.2. Nechf sféricky trojohelnik ma uhly B,, B,, B;. Potom ¢&islo
B, + B, + B3 — 7 se nazyva jeho exces.

Cviteni
1. Necht sféricky trojuhelnik ma ahly 8., B,, B;. Dokazte, Ze f, + B, — B3 < =
2. Jak se zméni tvar sinové a kosinovych vét, je-li jeden z uhlh sférického troj-
thelniku pravy?
3. Dokaite, Ze ve sférickém trojuhelniku na kulové plose o poloméru 1 plati:
a) sina, .cos f, = cosa, .sino,; — sina, . cos oy .cos f,
b) cos a3 . cos B; = sinay.cotga, — sin B, .cotg f,. (V a) dosadte do kosinové
véty pro cos a, za cos a, vyraz z kosinové véty pro cos ,. b) dokaZte pomoci a)
a sinové véty.)
4. Najdéte ostatni prvky sférického trojuhelniku na kulové plose o poloméru 1, je-li:
a) oy = 76°35, B, = 34°15, B, = 42°15'; :
b) o, = 30° a, = 60° oy = 45°;
c). a, = 62°42', B, = 50°12', B, = 58°%,
(pouzijte sinovou i ob& kosinové véty).
5. Predpokladejme, Ze chyby' pti geodetickych méfenich jsou mensi nez 19,.
Poznate proméfovanim trojihelniku na zemékouli, jeho? délky stran jsou
500 km, 400 km, 300 km, Ze neZijeme na (euklidovské) roving?
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VYSLEDKY CVICENI

Kapitola 1

1.1.

oA MmEWNE

Zakladni vlastnosti afinniho prostora

Ne; vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni splnéna.
Ne; vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni splnéna.

Ano.
Ne; vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni splnéna.

. Ne: vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni splnéna.

Ne; vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni splnéna.
Ano.

. Ne; vlastnost 1 je splnéna, viastnost 2 neni spinéna.

Ano, pro k liché. Ne, pro k sudé — vlastnost 1 je splnéna, vlastnost 2 neni
spinéna.

10. Ano,prok = 1. Ne,prok # 1 — vlastnost 1 neni splnéna, vlastnost 2 je splnéna
jen pro liché k.

11. Ano. .

12. Ne; vlastnost 1 neni splnéna, vlastnost 2 je splnéna.

13. Ano.

14. Ne; vlastnost 1 neni splnéna, vlastnost 2 je splnéna.

1.2. Linearni soustava soufadnic

S W=

a) ano, b) ne, ¢) ano, d) ne, €) ano.
. a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ano.
. a) ano, b) ano, ¢) ne.

a) ne, b) ano, ¢) ne, d) ano.

1.3. Podprostory afinniho prostoru

1.

Trivialni feeni: viechny jednobodove podmnoZiny, celd mnoZina R?, je-li
k = 1 — ka?dy podprostor prvng jmenovaného afinniho prostoru (prvni dva
afinni prostory jsou totozné). Netrivialni tedeni: {(x,,x,)eR% x, =a} —
pro a >0 jsou tyto mnoziny podprostory viech tfi afinnich prostord, pro
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a <0 jen prvnich dvou, {(x,,x,)eR% x, =a} — tyto mnoZiny jsou pod-
prostory prvnich dvou afinnich prostorl (pro kazdé liché k).

2. Mnozina B je podprostor, pravé kdyz k = 1. MnozZina C je podprostor.

MnoZina D neni podprostor.

1.4. Vzijemna poloha podprostori afinniho prostoru

1. A, ne, A, ne, A; ano, 4, ne, A5 ano.
2. A, ano, A, ne, A; ne, A, ano, As ano, 44 ne.
3. a) mimobé&Zky; b) rovnobé’ky rizné; c) riznobézky, P = [1, 1, 0]; d) totoZné;

e) rliznob&zky, P = [2, 2, 57; f) mimob&zky. :

4. a) rovnob&Zné neincidentni; b) rtznob&iné, P =[-2, 0, 0]; o) rﬁznobéiné,

3 &

P =[2, —1,4]; d) incidentni.

. a) riznob&né, prisenice [P;w], P = [3,4, —1], w = (1, 3, 2); b) incidentnf;
c) riiznobé&Zné, pruseénice [P;w], P = [1, —1,3], w = (1, 1, 3); d) rovnob&iné
neincidentni.

.a)P=[1,3,-1,0=[212];b) P=[1,3 -1}, @ =[5 —1,5]

.a) P=[1,1,0], 0=[1,2 —1]; b) P=[3,5,7], 0 =[1,5,5].

. a) Roviny jsou riiznob&Zné s prinikem {P}, kde P = [3,2, —1, 0]. b) Roviny
jsou mimobg&iné. Jejich zamé&feni maji prinik [{(2,0, 0, 3)}]. c) Roviny jsou

" rlznob&né — prinikem je pfimka uréena bodem P = [1,0, 0, 0] a vektorem

1

1

1
3
4
5

1
2
3
4
5.
6
7
8

s=(0,1,1,3) ‘ .
. a) Podprostory jsou incidentni. b) Podprostory maji za prinik pfimku uréenou
bodem P =[3,1,0, —1] a vektorem s = (—1, —3, 1, 1).

.5. Vyjadieni podprostoru rovnicemi

. Viz 14.

. Viz 14.

L 0:x+Sy—z+3=0.

. Prisetik P =[-1, —1,3]. :
Priise¢nice je uréena napt. bodem P = [7,0, —12] a vektorem w = (5, 1, — 7).
. 6:2x+2y—-324+7=0.

. Napt.p:3x—y—-3=0,z24+1=0.

. 0:4x — 8ly + 172 — 85 = 0.

7. Délici pomér, stied dvojice bodi

.(B,C;A) =1~ 1/d,(C,A4; B) = 1/(1 — d),(C, B; A) = df(d — 1).
. Nadrovinu rovnobé&nou s nadrovinou A4;,_ .

. Rovinu rovnob&Znou s ob&ma mimob&zkumi.

. Pravé jedna.
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1.11. Konvexni mnoZiny

1. MnoZina M je otevienid polorovina sjednoceni s uzavienou useCkou ze své
hraniéni p¥imky.
2. Viz cvi€eni 1.

1.12. Transformace linearni soustavy soufadnic

L. VL A=1[-1/2,5/2)B=[-3/2,-3/2],C=[1/2,5/2},p:5x' = 3y’ + 6 =0,
g3 =3y +11=0VZD=[-1,2 E=[21  F=[1, =2}, 9x + 3y —
—11=0,5:5x+3y—-7=0.

Kapitola 2
2.6. Vzajemna poloha podprostori E,

Lad=6P=4,0=[3-1,-1}bd=/2,P=4,0=[3,1 -1];0)d=
=33, P=[2,-1,1], 0 =[1,3,5); d) d =3, napt. P=4, Q =[3,1,2];
e)d =2,napt. P = [~1,0,,/2],Q = 4;f)d = 14, napt. P = 4,0 = [-2,1,1];
g)d=9,P=[-23,-3,-3},0 =[0,-1,3,2};h)d = 7,napt. P = [3,0, — 1, 1],
Q=[2~-1,0-1);i)d=2, P=4, Q=1[6/5, =3/5, —1/5, 13/5]; j) d =6,
P=4,0=[3 -122]

2. Miry uhld jsou udany v radianech. B
a)cosa = \/5/3, o= 1,08, b)ycosa =35 \/3/—77, o = 0,16; ¢) cosa = 11/(5 .\/6),
o = 0,455; d) cos a = 4/,/22, & = 0,55.

3. DvéfeSeni:g,:x =3y +2z2+ 9=0,0,:3x —y—z-1=0
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3. (x% + y)® = (x2 — y?)2

2.7. Prostory E, a E,

2. a) T<A; o 2w, —w, 2w, +w, + 6w, ),

N NG
{
b) T(A;?(wl — 2w, + 2w), —\71—_5;(\”1 +w, —w), wz).

5. a=756°19, B =67°22, y =a, § = 107°55', & = 58°2, ¢ = 119°1/, Y = 67°22,
p = 60°59', v = 56°19' (obr. 46).

Kapitola 3

3.1. MnoZiny bodii v euklidovské roving definované pomoci vzdalenosti

1. [1,1], [-3, -3]

2. 1,1}, [-3, -3}

3.(x+ D2+ (y+ 1)? =20 y

4. x* + y? — 2xy — 14x — 10y + 25 = 0.
5. Hranice pravouhelniku.

6. Osm polopiimek.

7. Maji-li kruZnice stejné poloméry.

3.2. Ut#iti transformace soufadnic pii studiu kuZelosecek

L[J2,/2)x+y—Jy2=0a[-y2, ~/2}x+y+J2=0.
3. Elipsa. ,

3.3. Rovwnice kuZeloseCek v polarnich soufadnicich

1. ¢ =5/(1 — cos @) nebo g = —5/(1 + cos ¢).
2.0=1+cospnebog = —1 + cos ¢.

3.4. MnoZiny bodi v prostoru definované pomoci vzdalenosti

1. Sféra nebo rovina.

2. Rotalni elipsoid, paraboloid, dvoudilny hyperboloid, rota¥ni kuZelova plocha,
pfimka nebo prazdna mnoZina. ‘

3. Rota¢ni kuZelova plocha s osou v dané ptimce a s vrcholem v daném bodé,
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3.5. Zakladni vzorce sférické trigonometrie

1. Pomoci trojuhelnikové nerovnosti v polarnim trojihelniku dostaneme n — 8, +
+rn—By>n -
4. a) B, = 121°36/, a; = 40°, a, = 50°10’;
b) B, = 33°11'20", B, = 108°32'20, B, = 50°43'44";
) a, = 79°13', oy = 119°4', B, = 130°55' nebo a¥ = 180° — a, = 10047, o =
= 152°15, % = 156°15".
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