R

Statistickd analyza se z¥idka zabyvd pouze jednou izolovanou proménnou. Castg;i
se zajimdme o srovnani nékolika rozdéleni, o zmény proménné v ase nebo
Vztahy mezi proménnymi. V predchozi kapitole jsme se zabyvali porovndvénim
fozdeélent jedné proménné mezi dvéma skupinami nebo mezi dvéma rliznymi
casovymi okamZiky. V této kapitole se koncentrujeme na zdkladni metody pro
studium zdvislosti mezi proménnymi. Takové metody budou uZiteéné, jestlize
Nils zajima:

® predikce budoucich ziski z prodeje produktu v zdvislosti na jeho ceng;

* zivislost redukce vdhy na poétu tydnd, kdy se jedinec se podrobi dietnimu
reZimu s pifjmem uréitého energetické hodnoty;
Jak vyska ditéte v Sesti letech predikuje jeho vysku v Sestndcti letech;
Jak ovliviiuje spotfeba alkoholu sniZeni t€lesné teploty apod.

Vitahy, které jsme uvedli, nemaji ryze funkéné deterministicky charakter. Proto
i natné pouZit pro jejich analyzu statistické metody. Piislugnd oblast statistiky
W Nizyvd koreladni a regresni analyza. Stejné jako v jednorozmérné analyze
fieme s grafickou analyzou, pak prejdeme k shrnujicim numerickym charak-
Wistikam dat. Pri vykladu budeme kl4st diiraz na ty vztahy mezi proménnymi, je
10 popsat pifmkou (linedrn{ zavislosti). Vyklad pozd&ji rozsfiime na jednoduché
wlinedrni vztahy. Postupy té%,kapitoly tvoii zdklad pro metody vicerozmérné
Malitiky (kap. 10, resp. kap. 13). Hodnocenfm vztahli mezi kategoridlnimi pro-
SNy mi se budeme zabyvat v ndsledujici kapitole 8.

Korelaéni analyza zkoumd vztahy proménnych graficky a pomocfi riznych
W rivislosti, které nazgvame koreladni koeficienty. Regresni analjza dava
Svidi na otdzky typu: jaky vztah existuje mezi proménnymi X a ¥ (linedrni,
Soadiaticky atd.), lze proménnou ¥ odhadnout pomoci proménné X a s jakou
Wb Statistick4 analyza v téchto souvislostech m4 nésledujici cfle:

o puskynout &iselné miry vztahu dvou proménnych podobnym zptisobem, jako
primer a smérodatnd odchylka popisuji chovan{ jedné proménné;

' ﬁ SlIt vzoree pro optimalni predikcei proménné, kterou povaZujeme za zdvisle

sicnnou,
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¢) ohodnotit chybu predikce;
d) ovéfovat riizné hypotézy o zkoumaném vztahu.

Korelaéni a regresni analyza md intelektudlni kofeny v praci Francise Galtona (1894). Inspirovin
¢4steéné dilem svého bratrance Charlese Darwina O piivodu druhii snazil se Galton odhalit dé-
diéné vlastnosti talentu, pohybovych schopnosti a intelektu. Jeho vyzkum zaZal studiem velikosti
a vihy bilého hrachu ve dvou generacich. Ten vedl k odhaleni fenoménu regrese, kterou Galton
nazyval ,reverse” (ndvrat). PopiSeme ho podrobnéji v kapitole 7.4. Galton zjistil, Ze potomci
extrémné velikych hrachd nebyli v priméru tak extrémné velici, jako jejich ,rodice”. Pozdgji
zaznamendval fyzické charakteristiky tisict dobrovolniki a nalezl podobnou ,regresi* k priméru
pfi mezigeneraénim srovndnf. Jeho koncepty pak rozvinul jeho zdk K. Pearson a dal3f statistici.
Tradiéni ndzev ,.regrese* se stdle pouZivd v disledku tradice, ackoli se tato statistickd technika
spiSe pouzivd pro predikei. Metodu nejmensich &vercii pro odhad regresnich funkei pouZivali
jiz A. M. Legendre a C. F. Gauss.

7.1 Zobrazeni dvojrozmérnych dat

Z4kladni postup dvojrozmérné analyzy dat je podobny jako v jednorozmérném
piipadé:

1. Nejdiive se pokusime zobrazit data graficky.

Hledame zdkladni konfigurace a tendence v datech.

Pidévdme numerické charakteristiky rizngch aspektd dat.

Casto se ndm podaif vystihnout struénym zpisobem zékladni konfiguraci dat
pomoci pravdépodobnostniho modelu.

o

Data mame v podobé uréitého pottu &iselnych dvojic tidaji (x;, ;). které jsme
ziskali méfenim proménnych X a Y. VZdy je na mist€ provést pred dal§fm zpra

covanim jejich grafickou interpretaci. Vynesenim dat do soufadnicového sys

tému (napf. na milimetrovy papir nebo zobrazenim na displeji pocitace pomoci
vhodného programu) ziskdme zdkladni pfedstavu o spole¢ném rozdéleni obou
proménnych. Kazdy bod odpovidd jednomu péru méfeni. Takovému grafickému
zndzornéni ffkdme dvojrozmérny bodovy graf. Jeho prohlidkou odhadneme, zd
je mezi proménnymi piesnd funkciondlni zavislost, pifpadné voln&jsi vztah, jej’
nazyvame statistickd zdvislost, anebo jestli jsou na sob& evidentné nezédvisl¢

Na obrizku 7.1 jsou zndzornény hodnoty méfeni vysky a véhy deseti studentil,
Graf zobrazuje tdaje z tabulky 7.1. Data se také zobrazuji pomocf tzv. korelacnl
tabulky (tab.7.2). Dochdz{ pfitom k uréité ztratd informaci rozdélenim dat do
intervald.
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- Priklad dat, jejichz zavislost chceme posoudit

J Vyska[em] | 187 170 180 184 178 180 172 176 186 177 |

| Vaha [kg] 72 60 73 74 72 70 62 70 80 67 |

Priklad korelaéni tabulky — korelace zji§ténych hodnot vygky a vahy deseti

studentl
Vaha [kg] Vyska [cm] | celkem
do170 170-180 180190
do 60 1 0 0
60-70 0 4 0 4
70-80 0 2 3 5
Celkem 1 6 g 10 |

- Bodovy graf pro posouzeni zavislosti mezi vahou a vy&kou studentt

80 —

170 175 180 185

vyska
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Pry jsme mu zkazili jeho pozitivn/ korelaci mezi vyskou a vahou.”

Cilem regresni a korelaén{ analyzy je popis statistickych vlastuc:st’i VZ['dhlll
dvou nebo vice proménnych. Dvojrozmérny bodovy graf’nebo kortzlacm.tal:‘mlk..ul
davaji prvni predstavu o rozdé€leni sledovanych proménnych. Gl:af casto mil’lku_p
piekvapivé vlastnosti dat jako nelinearitu vztahvuv, nehomogenvl’tu nebo p1/1t:n:ll'
nost odlehlych hodnot. Na obrdzku 7.1 je rovnéZ vynesena pv1'1m}<a, kterd ::, i
proloZena body metodou nejmensich étvercd. Viiv tf'euo prm}le.nne na 1'ozlof.vnll
bodi miiZzeme zachytit riznym tvarem nebo barvou bodlu v z?:ﬂslosti na hodnole
této proménné (napi. u dat o vyice a vize bychom mohli pgunt rizné szlék{ |1|n'-
body odpovidajici chlapeim a divkém, pokud bychom tuto informaci cavplomuu ‘n
pohlavi méli k dispozici). Nekteré moZné konfigurace dat v grafu popiseme v 1
sledujicim odstavei.

7.2 Korelacni analyza

V nejobecngjsim smyslu, slovo ,korelace® gznaéuje miru sfupné asocia.cc .d“-.m
proménnych. Rika se, ze dvé proménné jsou korel(l)vane (resp.asoc‘mv].tj:l l‘
jestlize urcité hodnoty jedné proménné maji tendenci se vﬂyvskytovat spn'n‘ ( |Tu
s uréitymi hodnotami druhé proménné. Mira této tendenc.e: miiZze sahat (1cl neex| .
tence korelace (viechny hodnoty proménné ¥’ se vyskytuji stgjne pravdépodobi
s kazdou hodnotou proménné X) aZ po absolutn{ korelaci (s danou hodnoi
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proménné X, se vyskytuje privé jedna hodnota proménné Y). Pro méfeni kore-
lace byla navrzena fada koeficientti. LiS{ se podle typt proménnych, pro které se
vyuZivaji. Statistické usuzovdni o korelacnich koeficientech se opird o teorii prav-
dépodobnosti pro spole¢né rozdéleni dvou nebo vice ndhodnych proménnych.

Pii zkoumdni korela¢nich vztahi md rozhodujici vyznam kvalitativni rozbor
piislusného materidlu. Nemd smysl méfit zdvislost tam, kde na zdkladé logické
tivahy nemiiZe existovat. Casto je zbyte&né méit zdvislosti i z jinych diivoda. Je
to zejména tehdy, kdyZ je korelace zpisobena: a) formdlnimi vztahy mezi pro-
ménnymi; b) nehomogenitou studovaného zdkladniho materidlu; ¢) plisobenim
spole¢né piiciny.

Formalni korelace vznikd napf. tehdy, kdyZ se zjistuje korelace procentudl-
nich charakteristik, jez se navzdjem dopliiuji do 100 % (napf. korelace procent-
niho zastoupeni bilkovin a tuku v potravindch).

Jestlize populace, kterou studujeme, obsahuje subpopulace, pro néz se pri-
mérné hodnoty proménnych X a ¥ lisi, vypoétené korelaéni vztahy jsou touto
nehomogenitou silné ovlivnény a jejich hodnoty nepopisuji skutedny vztah mezi
uvazovanymi proménnymi. Nehomogenita materidlu se projevi na bodovém grafu
tak, Ze shluky bodi pro subpopulace se budou nachdzet v riiznych oblastech sou-
fadnicového systému. Na obrazku 7.2 je modelové ukdzano pisobeni nehomoge-
nity. Ta md za disledek, Ze korela¢nim koeficientem hodnotime bez diferenciace
najednou dva shluky bodu, které piisludi k riznym populacim. Na obrdzku a)
to vede k nenulovém korela¢nimi koeficientu i pfesto, Ze v obou shlucich jsou
proménné nekorelované, naopak proménné na obrdzku b) jsou v obou shlucich
proménné korelované, ale celkova korelace je nulovi.

Piikladem korelaci zptisobenych spole¢nou pri¢inou jsou vztahy mezi né-
kterymi mirami téla, napf. mezi délkou pravé a levé ruky. Jingm zndmym piikla-
dem jsou zddnlivé korelace zplsobené ¢asovym faktorem nebo faktorem moder-
nizace u dvou fad tdaju.

PRIKLAD 7.1

Pocet televiznich pFistroju na osobu koreluje s oéekavanou délkou zivota. Ve statech, kde
| mnoho televiznich pristroju, dosahuiji obyvatelé vysokého véku. Je mozné zménou podtu
loleviznich pfistroji doséhnout prodluZeni véku v oblastech svéta, kde je niz&i odekavana
dilka Zivota?

Podobnym korelacim se nékdy tikd ,nesmysIiné* korelace. Hodnota korelace

j¢ vysokd. NesmysIny by byl zdvér o pfi¢inném pisobeni. Korela¢ni zdvislost
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Priklad kladné (A) a nulové (B) korelace, které jsou zplisobené
nehomogenitou dat

A
L]
L ]
» e o B
= ®
L]
@
o o L] L ]
L]
>0 =0 r2=0
X
B
L ]
> L} ®
L]
(] L]
e o [ P e
L]
®
r=0 ry> 0 Pl 0

X

Korela&ni koeficient r je vypodteny pro viechny body, koeficienty ry a r; oddélené pro kaZdy shluk zvladl

e

je zdiivodnéna proménnou ,narodni diichod®, jeZ je spoleénou piicinou obon
proménnych.

Kromé tohoto piisobeni proménné jako ,,spolecné pii¢iny* mohou pasobit mi
touci (rugivé) proménné, které korelujf jak s cilovou proménnou, tak s proménnon
ovliviiujici. Proménnd v tomto pifpadé znesnadiiuje interpretaci, protoze nels
rozligit vliv matouci a sledované ovliviiujici promé&nné na cilovou proménnou
Uvadime pofadi, v némZ mame vylucovat nezajimavé korelace, nez se dostanci
do fize, kdy by velkd korelace mohla indikovat kauzalni vztah (obr. 7.3).
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' Postup pro ovéfeni kauzalniho vztahu

formalni korelace?

ANO NE

nehomogenita?

ANO NE

plisobeni treti veliciny?
(zdénliva asoclace)

ANO NE

kauzélni vztah

7.2.1 Pearsonuv korelac¢ni koeficient

Pies nékteré své nedostatky zlstdvd Pearsondv korelaénf koeficient » nejddleZi-
(&j8f mirou sily vztahu dvou ndhodnych spojitych proménnych X a Y. Po&itdme
jej z n parovych hodnot {(x;, y;)} zméfenych na n jednotkich ndhodné vybrangych
7 populace. Korelaéni koeficient r nabyvé hodnot z intervalu [-1; 1]. JestliZe
mé hodnotu 1 nebo —1, pak y-soufadnici bodu lze piesné spoéitat pomoci li-
nedrniho vztahu z jeho x-soufadnice. Korelaéni koeficient r poéitime pomoci
(zv. kovariance s,, a smérodatnych odchylek s, a s, obou proménnych:

el =~ X~

n-1

Sy =

Sxy

Fry = 55y
Vzorec s kovarianci pomédhd porozumét tomu, Ze  md kladnou hodnotu, pokud
nsociace proménnych je pozitivni. Dejme tomu, Ze studujeme korelaci vysky
i vihy studentd. Jedinei, ktefi maji hodnotu vysky nad primérem, mivaji nad-
primérnou i hodnotu védhy. Oba rozdily od primeéru, jeZ spolu ndsobime pfi
vypodtu kovariance, budou mit u vy$3ich a téZsich jedinci kladnou hodnotu.
ledinci, ktefi maji mensi vy$ku, maji obvykle i mend{ vahu. U nich jsou oba
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rozdily od priimérii zaporné, a proto je soucin rozdilii od priméru rovnéZ kladny.
ProtoZe je vétsina séitanci kladngch, musi byt kladnd i vyslednd hodnota kova-
riance a tedy i koreladniho koeficientu. Tuto interpretaci lze je$té 1épe pochopit
pii vypoétu r pomoci standardizovanych hodnot. Plati totiZ vzorec

RIS YRR
5= e 8 Sy n—-1"

i=1

kde v’ a )’ oznadujf standardizované hodnoty.
Dilleité vlastnosti Pearsonova korelaéniho koeficientu r shrneme pomoci

nékolika tvrzeni:

1. Plati -1 <r<l,

2. TJestlize |r] = 1, le# viechny body na n&jaké piimce.

3. Jestlize » = 0, nazyvame X a Y nekorelované proménné. Dvé ndhodné pro-
ménné jsou tim vice korelovany, ¢im bliZe je hodnota k ¢islim 1 nebo —1.
V tom piipadé lze vztah obou proménnych dobie vyjadfit piimkou.

4. Jestlize r < 0, resp. r > 0, tak se Y v priméru zmen3uje, resp. zvétsuje pii
zvétSovin{ proménné X. Rikdme, Ze je asociace je zdpornd, resp. kladna.

5. Pearsontv korelaéni koeficient vyjadiuje pouze silu linedrniho vztahu. Spal
n& méf jiné vztahy, at jsou jakkoli silné.

6. Korelatni koeficient se nezméni, kdyZ zm&nime jednotky méfeni promen
nych X alt.

7. Podobn& jako primér nebo smérodatnd odchylka, je korela¢ni koeficient /
velmi ovlivnén odlehlymi hodnotami.

8. Korela¢ni koeficient r nerozliSuje mezi zdvisle a nezdvisle proménnou.

9. Koreladni koeficient » nenf tiplnym popisem dat i pii velmi silném linedrnim
vztahu. Pro dpIn&jsi popis potfebujeme zndt rovnici piimky, kterd vyjadiuje
tvar vztahu.

10. Pokud jedna z proménnych nemd ndhodny charakter (jeji hodnoty jsou pevne
uréeny), neni vhodné korela¢ni koeficient pouZit.

11. Korelace, at je jakkoli silnd, neznamend sama o sob& prikaz piicinncho
yztahu, tedy toho, Ze zmény proménné X skute¢né ptisobi zmény proménnc )

s

Mezi promé&nnymi mohou existovat nejriznéjsi vztahy a méme i rizné zpisoby,
jak je méfit. Nekteré z nich popiSeme v dalgich odstaveich. Agkoli korelacnl
koeficient se pouZivd velmi &asto, je nutné mit na paméti jeho omezent.
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PRIKLAD 7.2

BudeTc-:j hodnotit zavislost vysky a vahy, jejichz hodnoty jsme naméfill u 10 studentd
Vypo&:ltame korela¢ni koeficient pro parové hodnoty, které jsou uvedeny spolu s potFebn;’/mi
dopocitainymi hodnotami v tabulce 7.3. Hodnoty jsou zobrazeny na obr. 7.1 (s. 239).
Soucet v poslednim sloupci je zakladem pro vypocet kovariance

cov(x,y) = §,, = 259/(10 - 1) = 28,8.

Délg j_srne zjistili: X =1790/10 = 179; y = 700/10 = 10; 5, = 5,61; 5, = 5,83. Korela&ni
koeficient ma tedy hodnotu r = 28,8/(5,61 x 5,83) = 0,88. !

Pfiklad postupu vypoétu korelaéniho koeficientu

X ¥y x-% y-§ (x-R0y-7) |

187 72 8 2 16
; 170 60 -9 -10 90 |

180 73 1 3 3

184 74 5 4 20
178 72 =1 2 -2 |

180 70 1 0 0

172 62 -7 -8 56

| 176 70 =5 0 0

| 186 80 7 10 70 |
L et -z -3 6 |
LSouée{ 1790 700 0 0 259 i

NEkdy se zatazuji hodnoty korelace do pasem podle sily asociace. V tabulkce 7.4
uv’i’ldfme jeden z navrhi. Interpretace hodnot korelaéniho koeficientu nenf tak
pfimocard, jako je tomu u vétsiny jednorozmérnych charakteristik. Proto se do-
porucuje dopocitat dalsi charakteristiky, jako jsou parametry proloZené piimky
nebo smérodatnd chyba odhadu pii regresi (viz dal3i kapitola).
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- Pasma sily asociace podie velikosti korelagniho koeficientu r

Sila asociace |r] J

mala 0,1-03 |
| stiedni 0,3-0,7 |
| velkd 0,7-1,0 |

Hodnota korelaéniho koeficientu je bohuZel siln& ovliviiovéna (l)dle?l)’(mi hf)d-
notami ve vybéru. Zkresleni také nastane, kdyZ se pfi’ vy})él'u obj-elftu omezime
pouze na ty, jejichZ hodnota proménné X nebo ¥ musi leZet v urélte’m mtefffalu‘.
Korelagni koeficient » mé pak tendenci byt mensi nez korelace » vypoc'ltanu
bez omezeni kladeného na data. Pro tpravu zkresleného korelacniho koeficientu
vlivem omezeni rozsahu méfeni proménné X pouZijeme vzorec

Ur
L NPT %1

kde U = s/s' je pomér smérodatné odchylky s méfeni X ve studii a smérodatn¢
odchylky s” v populaci bez restrikce. L
Korelagni koeficient je také ovlivnén nepfesnosti metocli, kt.eryrflvl rI}élll]IL'
ob& proménné. Jestlize zname ryy a ryx koeﬁcievrlty lspolehhvosvt'l 1’{1ﬁ1‘6ﬂ1 ohm:
proménnych (jednd se korelace opakovanych mé&fen), lze se pribliZit ’hf)dfwu
korelaénfho koeficientu bezchybn& zm&fenych proménnych 7, pomoci upravy

’

Fxy

ey = ———
’ AV xxlyy

PRIKLAD 7.3

Jednoduchym piikiadem toho, jakou duleZitou roli hraje explo’raéni z‘obrazeni dat, je Z|!m|"|
mani &ty sérit modelovych dat podle Anscomba (1973), kterfz uvgd? tabulk? 7.5. Zak u‘( i
statistické charakteristiky proménnych X a Y a jejich korelacni koeficient maj provprvnl aorll
dat hodnoty ¥ = 9,0; s, =331,y =75;s, = 203ar = 0.816: Pokyd spoctem_o t.ylu
charakteristiky pro ostaini série, zjistime, Ze jsou st(_ejné. Polfud vsgk' vdechny Etyii sdile
zobrazime graficky (viz obr. 7.5a-d, s. 260), vysledek je dost pfekvapivy.
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Série modelovych dat se stejnymi zakladnimi statistickymi charakteristikami
a korelaénimi koeficienty

! X1 b4l | X2 Y2 X3 Y3 X4 Ya

10 804 10 914 |10 746 | 8 658
8 69| 8 B14| 8 677 8 576
|13 758 | 138 874 | 13 1274 | 8 771
9 881 | 9 877 9 711 8 884
11 833 |11 926 | 11 78 | 8 847
14 996 | 14 81 |14 884 8 704
6 724 6 613 | 6 608 | 8 525

4 4,26 4 31 4 539 | 19 125

: 12 10,84 | 12 913 | 12 8,15 8 5,56
7 4,82 7 726 7 6,42 8 791 |
[ 5 5,68 5 474 5 5,73 8 6,89

7.2.2 Pravdépodobnostni rozdéleni
dvou ndhodnych proménnych

Teorie pravdépodobnosti popisuje nejen rozd&leni jedné ndhodné proménné, ale
i spole¢nd pravd€podobnostni rozdéleni dvou nebo vice ndhodnych prom&nnych.
Této teorie je zapotiebi tehdy, kdyZ chceme navrhovat pravd&podobnostni modely
vztahu proménnych a zdiivodnit procedury pro statistické usuzovéni v korela¢ni
a regresni analyze. V naSem jednoduSe pojatém vykladu budeme postupovat
tak, abychom mohli ziskané vysledky vyuZit i v kapitole o analyze zévislosti
kategoridlnich proménnych.

Zatim jsme se sezndmili s jednou dvojrozmérnou charakteristikou, s Pearso-
novym korela¢nim koeficientem r. Teoretickou hodnotu Pearsonova koreladniho
koeficientu v populaci oznacujeme p. Ziskali bychom ji v¥poctem z tdajii o viech
prvcich populace. Vybérovy koeficient » je bodovym odhadem této hodnoty.
S rostoucim rozsahem vybéru n se hodnota vyb&rového korelaniho koeficientu
r, bliZi ke své teoretické hodnoté p.
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Teoretickou hodnotu p lze piimo odvodit podobné jako teoretickou stiedni
hodnotu x4, kdy# zndme spoledné pravdépodobnostni rozdéleni néhodnych pro-
ménnych, pro které korelaéni koeficient pocitime. Koncept dvojrozmérného
pravdépodobnostniho rozdéleni a techniku vypoctu teoretickych hodnot oziej-
mime pomoci jednoduchého piikladu. Postupujeme podobné jako v jednoroz-
mérném pripadé (viz kap. 4.2).

Predstavme si, Ze v daném pokusu miZeme ziskat pro hodnoty proménnych X
a Y pouze tii riizné hodnoty: x € (7;15;2), y € (3;6;9). Spole¢né pravdépodob-
nostni pyy rozdéleni proménnych X a Z je popsino tabulkou pravdépodobnosti
viech moznych kombinaci uvedenych hodnot (tab. 7.6). Posledni sloupec resp.
posledni fddek tabulky 7.6 a) obsahuje jednorozmérnd rozdéleni p, a py néhod-
nych proménnych X a Y. Tyto hodnoty jsme dostali jako soucet pravdépodobnosti
v daném Fadku, resp. sloupci. Nazgvame je marginalni rozdéleni. Z tabulky je
vidét, Ze dvojici hodnot (x,y) = (6:7) lze dostat v ndhodném pokusu s prav-
dépodobnosti 0,1, aviak pravdépodobnost vyskytu jevu y = 7 je 0,2. Pomoci
margindlnich rozdéleni spo¢itdme ofekdvané hodnoty pro proménné X a ¥ a také
dopotitdme teoretické hodnoty rozptyl obou prom&nnych pro proménnou X
aY—(tab.7.6b,c).

Priklad dvojrozmérného prevdépodobnostniho rozdéleni a vypocet
jeho charakteristik

a) Dvojrozmérné rozdéleni

| y *
'x [ 7 15 2 | ps
301 02 00]/03]
| 6 |01 00 03] 04|
|9 00 01 02 ‘ 03
[py |02 03 05|10

b) Vypodet primérnych hodnot pro proménnou X ¢) Vypocet pramémych hodnot pro proménnou Y

| x| px xps X2px |y Py ¥Py ¥ioy |
[ 3 lo3 09 2,7 [ 7 [o2 14 98 |
6 | 04 29 14,4 | 15 |03 45 67,5
9 03 27 243 | 2 05 10 2,0
Souget 10 60 414 Souget 10 69 793
‘ = E (x) =E(x2) 3 3 =E(y) =E (y?l
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Teoretické hodnoty priiméru a rozptylu nahodnych proménnych X a Y jsou
tedy:

e = E(X) = Z xpi(x) =60  ol=E)-pi=414-6"=54

py=E¥)= 3 yip0) =69  o2=EG}) -} =793-69% =317
- .

To znamen4, e o, = V5,4 =232 a0, = +31,7 = 5,63.
Teoretickou kovarianci o, vypoéteme modifikaci vzorce pro vybérovou ko-
varianci:

cm:EkXﬂMU—mﬂ=E@ﬂ—mm=E gmwmuw—mw
i
Nejdiive spo¢itime hodnoty E(XY):

E(XY) = X X xiy;- pij(x,y)
i
=01x3x7+02%x3x15+0,0x3x2
+ 0,1 xX6x7+0,0x6%x15+03x6x2
+00x9x7+0,1x9x15+02%x9x%x2
= 36,0
Takze oy, = E(XY) - Hipty = 36,0 — 6,0 X 6,9 = —54, Teoretickou hodnotu

koeficientu korelace pak dostaneme dosazenim teoretickych hodnot do vzorce
pro vybérovy koeficient korelace

oy =54
o0y 2,32%5,63

Py = =-041.
Teoretickd korelace —0,41 indikuje silu zdvislosti mezi ob&éma prom&nnymi.

V pripad€ spojitych ndhodnych proménnych jsou tyto vypodty sice kompli-
kovanéjsi, ale stejné jako u jednorozmérnych charakteristik se koncepéné moc
nelisi.

Dile pfipomeneme pojem nezédvislosti nahodnych proménnych a ukdzeme, 7e
pokud ndhodné proménné jsou nezdvislé, pak se jejich korelaéni koeficient rovnd
nule. V difvej$im vykladu jsme nezavislost nahodnych proménnych vymezili
pozadavkem, Ze realizace jedné ndhodné proménné neovliviiuje chovani druhé
nihodné proménné (napf. hodnota jedné proménné u uréité osoby neovliviiuje
hodnotu méfeni jiné proménné u téZe ani jiné osoby).
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Delinice nevdvislosti dvou ndhodnyeh proménngeh vychdzi » pofitind pravdepodobnosti pod-
mnozin dvoirozmérndého prostore R x R, Necht mnoiny A, resp. Ay majl pravdépodobnosti
P Ak resp. PulAy) vehledem k rozdgleni promiénné X, resp. Y. Pak X a Y jsou stochasticky
nezavislé, nebo prbsré’ nezdvislé, pokud pravddpodobaost mnoZiny Ay % Ay vzhledem k uva‘iq
vanému dvojrozmérnému rozddlent fze vypolitd vyndsobenim pravaépodobriosti obou mnozin
PlA, % A = PUAPLA). Tato podminka musi platit pro viechny podmnoiiny A, a .:1.,.
Je patrmé, e se jednd o pievedeni pojmu nezdvisiosti ndhednyeh jevi na chovdni ndhodnych

proménnych.

Pro nd§ pifklad popfieme dvojrozmérné rozdéleni tabulkou 7.6a. Pl‘avdépoclob—'
nosti Py, resp. gy vanikly souclem pravdépodoebnosti v Tadku, resp. v sloupei
tabulky. Nazyvame je margindlni pravdépodobnosti. Definuji margindlnf roz-
délent. které popisuje ndhodné chovdnf izolovanych proméanych X a Y. J;stli’?se
prom&nné X a ¥ jsou nezdvislé, pak z definice plyne, Ze pravdépodobnosti v 1a-
bulee jsou soudiny margindinich pravdépodobnosti (viz tab. 7.7b}.

Pojem siochastické nezdvislosti ddle ilustruje vypolet podminéné 1)1'&1Vflé~
podobnosti p(x = i |y = J), tedy pravdépodobnosti, Ze nihodnd proménnd X
bude mit hodnotu /, za piedpokladu, Ze ndhodnd proménnd ¥ ma hodnotu J.
Protode plati p(x = 71y = /) = pail Py md tabulka hledanych 1){)(2‘111f§1611yc.l?
pravdépodobnosti tvar jako tabulka 7.7¢. Hodnoty v ni vyjadiuji, Ze fixujeme-ls

Obecné dvojrozmérné rozdéleni-a nezavislost proménnych . - o/ i

a} Dvojrozmémé rozdéleni proménnych X a Y b) Podminka pro nezavislost X a ¥

. L
7 15 2 op.

: P

D P2y P Pas
LS Pw  Pe Pu
Py | By Py Py

D PxaPyy PaePyz PraPys L Dy
L8 PPy PP PPy P
‘ py , ,UN .05»2 -Uy3 1

X i

3 PPy Pafyz  PaPys Py
6

9

‘o @ wlx
=
)
B

¢) Podminéna rozdéleni proménné X za podminky y = ¥,

7 OANALYZA ZAVISLOSTI

Rozdélent pravdépodobnosti pro dvé nezavislé proménné

Proménna y

| Proménnd x 7 15 2 Px

: 3 006 009 015 03
6 008 012 02 04
9 F006 009 0,15 [ 03 .
" PR S

proménnou ¥, je podminéné rozdéleni ndhodné proménné X stejné pro viechny
hodinoty proménné ¥ a toto rozdéleni se shoduie s pifsininym margindlnim roz-
délenim proménné X. Pojmenujme ofekdvanou hodnotu ndhodné proménné X
pi fixované hodnot@ ndhodané proménné ¥, podminénd oekdvand hednota®™
7 tabulky 7.7¢ je patrné, Ze podminéné ofekdvané hodnoty ndhodné proménné
X jsou stejné pro viechny hodnoty ndhodné proménaé ¥,

Pro ilustraci, jak se nezdvislost projevaje na hodnoté koreladnfho koeficientu,
vylvoiime z plvodntho dvojrozmérného rozdéleni proménnych X a ¥ v nadi
tabulee 7.7a nové rezdélend, aby proménné byly nezdvislé. Postupujeme tak. Je
zachovime pedobu jednorozmérnych margindlnich pravdépodobnostnich rozdé-
fenf proménngch X a ¥ a dopoditdme ostaini pravdépodehnosti pedle predpisu
pro nezivislost. Nové dvojrozmérné pravdépodobnosini rozdéieni popisuje ta-
butka 7.8, UkdZeme, Ze se v tomto piipadé - (0 je u nezdvislych ndhodnyeh
proménnych — ofekdvand hodnota jejich soudinu rovngd soudinu jejich ofekdva-
nych hodnot, tedy E(XY) = E(X)E(X). Proloie i = pipioplati:

EXYYy= Z Z X¥Yipi = Z ZA‘;){,‘;},—]J‘,‘ = Z X pi Z)'J-p_,» = FE{(XVEY)
P i i 7

1DileZitd je okolnost, Ze uvedeny vztah lze zobeenit a dokdzat i pro spojité
nihodné proménné,
Oznalili jsme E(X) = g, a E(Y) = pt,. Protofe pro nexdvislé proménné plati:

FICX — o XY = )] = ECXY) = gty = EQOEYY = gty = ppty = fhagty = 0,

plyne z (oho, Ze kovariance oy, @ tedy i (teoreticky) koreladni koeficient p dvou
alochasticky nezdvislych ndhodngch proménnych jsou vidy rovné nule (Slendd
se miiZe presveddit pifmym vypodtem pro hodnoty v postednf tabulee). Neplati

~to viak obricené. Nulova hodnota koreladniho koeficientu nezramend vidy, 7e
proménné jsou stochasticky nezavislé. Pro jednu viznamnou fdu rozdéleni viak

Iotg obricené Lvrzeni plati. Jednd se o tzv. dvojrozmérné normaln{ rozdéleni
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ndhodnych proménnych (X, ¥). Jde o roziffeni pojmu normdlniho rozdélent, které
jsme poznali v kap. 4.5.3, na systém dvou proménnych. Dvojrozmérné normaln{
rozdé&leni je jednoznaéné uréeno priméry a rozptyly obou proménnych a jejich
korela¢nim koeficientem p,,. Zobecnéni pro vicerozmérné normdlni rozdéleni se
provadi analogicky.

7.2.3 Odhad a testovani korelaéniho koeficientu

PopiSeme testy a intervaly spolehlivosti pro Pearsoniiv korela¢ni koeficient. Tyto
metody lze pouZit za piedpokladu, Ze spole¢né rozdéleni obou proménnych Ize
modelovat dvojrozmé&rnym normalnim rozdélenim nebo — jinak vyjddfeno -
rozdéleni obou proménnych je normdlni a jejich vztah je pfiblizné linedrni.

Pii posuzovanf, zda se vypogitand hodnota korelaéniho koeficientu vyznamné
1i§f od nuly, pouZijeme tabulku IX z pfflohy B, kde jsou hodnoty kritickych mezi
pro vybérovy korela¢ni koeficient v zdvislosti na rozsahu vybéru. JestliZe bylo
k dispozici n parovych hodnot, md vypocteny korela¢ni koeficient n — 2 stupiil
volnosti. Piesahuje-li v absolutni hodnot& hodnotu v tabulce pro poZadovanou
hladinu vyznamnosti, miZeme vztah povazovat za prokdzany na dané hladin¢
v§znamnosti. Snadno nahlédneme, Ze s rostoucim po¢tem pozorovani prokdzeme
statistickou vyznamnost i velmi malého korela¢niho koeficientu.

Jestlize chceme testovat obecn&jsi hypotézu Hq: p,, = po proti alternativé
H;: pyy # po, kde pg # 0, musime pouZit tzv. Fisherovu z-transformaci (arctanh
warkustangens hyperbolicky*):

z = #(r) = arctanh(r) = iln (ﬂ),
2 l =r
kde z oznatujeme Fisherovu transformaci. Touto transformaci jsme rozsifili in
terval hodnot =1 < r < +1 na interval —oco < z < +co. Novd proménnd mi
piiblizné pramér

a smérodatnou odchylku
s, = e——

takze pro test nulové hypotézy lze pouZit interval spolehlivosti ve tvaru
Z— I8, S S 2+ 18,

kde 1 je kritickd hodnota pro dvoustranny test zji$ténd pomoci r-rozdéleni o 7 -
stupnich volnosti na odpovidajici hlading v§znamnosti.
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Zpét do méfitka korelaéniho koeficientu pfevedeme oba krajni body intervalu
I

pomoci inverzni transformace 7'

_eE -1
e¥ +1

Ziskdme tak interval spolehlivosti pro p,,.

2

PRIKLAD 7.4

Test hypotézy Hy: Pry = 0.5 proti Hy: p,), # 0,5 pro na3 pfipad, kdy n = 10, r = 0,88,
provedeme pomoci intervalu spolehlivosti s hladinou 0,95. Vypoéteme nejdfive Fisherovu
z-transformaci (protoze py se nerovna nule)

1 1+r 1 1+0,88 1 1,88
Z==In|——] ==1In d = — ot ) P
3 (1 —r) 3 (1 —0,88) 2 '”(0,12) =ilite
a smérodatnou odchylku

i [ /1
Sonam —_— = —_— = —_ = =
> = 0-3 - 0,37796 = 0,378.

Kritické hodnota ¢-rozdéleni s 8 stupni volnosti mé pro zvolenou hladinu spolehlivosti hod-
notu 2,306. Interval spolehlivosti ma tedy tvar

1,375 - 2,306 x 0,378 < i, < 1,375 + 2,306 x 0,378 = (0,504; 2,247),

Pomoci zpétné transformace 2~ prevedeme tento interval do méfitka pro r a dostavame
(0,465;0,977). ProtoZe hodnota 0,5 leZi v tomto intervalu, nemizeme nulovou hypotézu
zamitnout.

Pokud chceme testovat vyznamnost rozdilu dvou korela¢nich koeficientd r| a ra,
#fskanych zméfenim dvojic proménnych ve dvou rozdilnych skupinach r; a r»,
transformujeme oba korelaéni koeficienty Fisherovou transformaci na hodnoty
{1 a . PribliZzn€ platny 95% interval spolehlivosti pro rozdil A, md pak tvar

1 1 1 1
+ <A <% -7
111—3 n2—3 2 St Zz+1,96 I’i1—3+!’£2—3l

i—22-196

Nia meze tohoto intervalu nésledng uplatnime zpétnou transformaci z71(A.),
ubychom ziskali interval spolehlivosti pro hodnotu A = £1 = pPa.
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7.9.4 Problém téeti proménné v korelaéni analyze

Korelace mezi dvéma proménnymi je nékdy zavadgjici a obtizné se interpretuje.
Musime zohlednit, Ze korelace dvou proménnych muaze byt ovlivnéna nékolika
dal§fmi proménnymi. Mnoho atributd — jako napf. vySka, vaha, sila, mentalni
schopnost, slovni zdsoba, dovednost ¢ist atd. — roste v rozmez{ 6 aZ 18 let s vé-
kem. Korelace téchto proménnych budou urdité pozitivni. KdyZ z nich viak
vylou¢ime puisobent veku, pravd&podobné klesnou k nule. Vliv rusivého faktoru
_vEk* kontrolujeme dvéma zptisoby. Bud méifme vztah proménnych pouze pro
vybranou vékovou kategorii, nebo pouZijeme tzv. parcidlni korela¢ni koeficient.
Podivejme se na tuto druhou moZznost podrobnéji. Budeme uvaZovat rudivy vliv
pouze jedné proménné, atkoli postup vypoétu parcidlniho korela¢niho koefici-
entu lze zobecnit pro libovolné mnoZstvi rusivych parametri. Pro jeho uZiti plati
stejné predpoklady a omezeni jako v pipadé normélniho korelaéniho koeficientu,

Predpokldddme linedrni asociace mezi proménnymi X, ¥ a Z zachycené
korelaénimi koeficienty puy. Pazs Pyz- Parcialni korelaéni koeficient py, . méfici
silu vztahu promé&nnych X, Y po vylou¢en{ vlivu parametru Z vypocitame podle
vzorce: =i

(1= p2)(1 - p5)

Pxyz =

Jeho odhad pomoci naméfenych hodnot (x;i, y;, zi) ziskdme dosazenim vybéro
vych hodnot korela¢nich koeficientii za teoretické. Vypodty a odhady parcidlnich
korelaénich koeficientll py ¢ @ Py, dostaneme piislu§nou cyklickou zdménou
korelagnich koeficientil.

PHi testovdni nulové hodnoty parcidlniho korela¢niho koeficientu postupt
jeme stejné& jako v pripadé jednoduchého korelaéniho koeficientu. Abychom viak
nalezli spravnou kritickou mez, pouZijeme pocet stupiiil volnosti n — 3, kde n e
pocet trojic dat ve vybéru.

PRIKLAD 7.5

V ramci screeningové akee bylo vySetieno 142 stardich Zen, u kterych byly také zazname
navéany parametry vék (v), krevni tlak (f) a koncenirace cholesterolu (¢) v krvi. Pro nd su
vypotitaly korelaéni koeficienty ry¢ = 0,33; 1, = 0.5; r;; = 0,25. Protoze zvygené hodnoly
krevniho tlaku by mohly souviset se zvySenym mnozstvim cholesterolu na sténach cév, byls
tato otazka ditkladnéii statisticky zkouméana. Parametry t a ¢ s vékem rostou, tazemo 1o
proto, zda jejich pomérné slabéi korelace neni zplisobena efektem parametru veék. Vliv vaki
jako rugivého parametru se eliminuje zjidténim parcialniho korelagniho koeficientu r, .
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, . _025-033x050
Loy = = 0,1
V(1 -0,332)(1 - 0,502)
Pro 139 = (142 - 3) stupnit volnosti se neda iné vy
eda na hladiné vyznamnosti 5% prokazat vy-
znamnost tohoto korelacniho koeficientu. Timto statistickym zkoumanim jscr.ne neukézasl(i

Ze pro kazdou vékovou kategorii i i . ;
e, gorii je krevni tlak pozitivné korelovan s hladinou cholesterolu

V)j/poéet parcidlniho korela¢niho koeficientu provadime ve studiich, v nichz nds
zajimd hlubsi analyza vztahu mezi proménnymi a ovéfovani hypotéz,o pric¢innych
vztazich. I{-vvedeme v piehledu riizné konfigurace korela¢nich vztaht proménn;’[ch
X Y,,Z,’ piicemz budeme uvaZovat i smér mozné kauzality (obr. 7.4). Uveden4
katlzalm schémata implikuji hodnoty korelaénich koeficient( (v praktické analyze
oviem piedpokldddme rovnost nule pouze pfibliznou). Naopak to jednozna}éné

-T‘-mzné konfigurace korela¢nich vztaht

a) X, Y, Z jsou nekorelovany

Iy =0 *
ryz=0 "
g =0
] ®
Y Z
b) X aV jsou dvé nekorelované pficiny pro proménnou Z
Iryy =0
fyz 20 xe LI
Iz #0 \ /

c) Z je spoleénd pfidina X a Y
Iry #0
fyz#0

2
re:#0
alery, ,=0
X e o

d) vztah X aY je zprostiedkovan Z

ryz #0
ryz #0
‘er = rxzryz *® —php ¢ —p O
alery,,=0 X Z Y
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neplati. Napiiklad X — Z — ¥ md stejné koeficienty jako Y — Z — X. Stejné
tak situace ¢) a d) jsou empiricky neodliSitelné. V t&chto piipadech interpretu-
jeme vztahy na zdkladé dosavadnich teoretickych poznatkl a pomoci zdkladnich
kritérif pro ov&fovéani kauzdlniho vztahu: a) silnd asociace mezi proménnymi;
b) prokdzdni této asociace v riiznych podminkdch (konzistence asociace); ¢) pro-
kdzani zmény hodnoty jedné proménné pfi zméné hodnoty druhé proménné;
d) pisobenf proménné klasifikované jako piicina predchazi efektu v ase; e) exis-
tence vérohodného teoretického modelu piisoben.

7.2.5 Vliv dvou nezavisle proménnych
na zavisle proménnou

Mnohonésobny koeficient korelace se pouzivé v situacich, kdy chceme zjistit
celkovou silu vztahu mezi zvolenou proménnou na jedné strané a nékolika dal3imi
(predikujicimi) proménnymi X5, X, ..., X, na strané druhé. Hodnoti s¢ jim
vyznam kumulativniho vlivu vice proménnych na zvolenou cilovou proménnou.
Mnohondsobny korelaéni koeficient, ktery pro tfi proménné znacime pPyyz, je
&{selnou mirou moznosti predikce cilové proménné X pomoci proménnych ¥ a Z:

p,zr_\- & p_z\-; = 20x:PxyPyz
Pxyz = 5
1~ Py
Jeho odhad ziskéme dosazenim pifsluinych vybérovych korelaénich koeficienti

do tohoto vzorce. Nulovou hypotézu, Ze pyy. = 0, testujeme pomoci F-testu
provedenym transformovanou hodnotou r, .-

P (n=73)

x.yz
- 2
20-72,)
V tomto statistickém testu zji¥tujeme, zda je hodnota F v&t§ nez kritickd mes
F-rozd&leni se stupni volnosti 2 a n — 3. (V kapitole o mnohondsobné linedrni
regresni analyze se budeme timto problémem zabyvat podrobnéji.)

PRIKLAD 7.6

Vyzkum vychazel ze zkusenosti sportovni praxe, ze osvojeni motoricke dovednosti zavial
komplexné na raznych znacich jedince. Na zavér zakladniho lyzafského kurzu pro S0l
nactileté astniky se zmé&fil &as ve slalomu u 36 divek. Také se u nich zjistovaly dalfi
charakteristiky. V tabulce 7.9 uvadime korelace dosaZeného dasu ve slalomu a dvou vy
branych parametr( z této studie, abychom mohli spoditat, jak silné dosaZeny ¢as na tachil
parametrech zavisi.
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M“nohonésobny korelaéni koeficient mezi dosazenym &asem ve slalomu jako cilovou
proménnou a prediktory ¥ a Z ma hodnotu:

0,342 + 0,462 — 2(—0.34
—— \/ (-0.34)(0,46)045) _ 0

1-0,452

Korelaéni matice pro tfi proménné charakterizujici skupinu Ggastnic
lyZafského kurzu

X Y z
Cas ve slalomu (X) 1,00 -0.34 046
Test rovnovahy (¥) | -0.34 1,00 0,45

| Testsocidlni Gzkosti () | 046 045 1,00 |

7.2.6 Spearmanuv korelacni koeficient poradi

/‘fnglick)’r psycholog Charles Edward Spearman (1863-1945) navrhl sviij koefi-
cient korelace tak, Ze koreloval postupem podle Pearsona poradi jednotlivych
Illléi"e[lf obou proménnych. Vyznam tohoto kroku spo¢ivd v tom, Ze jeho koefi-
cient zachycuje monotdénn{ vztahy (ne pouze linedrni, ale obecné rostouci nebo
klesajici); je rezistentni viéi odlehlym hodnotdm.

Spearmanovym korelaénim koeficientem, jehoZ teoretickou hodnotu zna¢ime
p5, méfime silu vztahu X a ¥, kdyZ nemtzeme piedpokladat linearitu o¢ekdva-
nC:ho vztahu nebo normadlni rozdéleni proménnych X a Y. Zavislost promén-
nych miiZze mit obecné vzestupny nebo sestupny charakter. Jestlize r; = 1, resp.
ry = —1, parové hodnoty (x;,y;) lezi na n¢jaké vzestupné, resp. klesajicf funkei.
IIt:dnoty_ ry neméni jakdkoli vzestupnd transformace ptvodnich dat. Pro malé
n.»zsahy je jeho vypocet méné pracny nez vypocet Pearsonova korela¢niho koefi-
cientu.

Odhadem py, je vybérovy koeficient korelace ry (=1 < ry < 1), ktery pro dany
vyber (x;,y;) spoéteme podle vzorce
rs =1 2 D’?
S nn?-1)"

ke D; j§ou rozdily pofadi R, a R, hodnot x; a y; vzhledem k ostatnim hodnotdm
iefazeného vybéru podle velikosti. Pied vypoctem je nutno obéma fadam &isel
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x; a y; tato poradi pfifadit. Jestlize dvé ¢isla v fadé hodnot x;, resp. y; jsou stejnd,
piifadime jim primérnou hodnotu piislusnych poiadi. Obdobné provedeme [L}t()}
dpravu pro vice stejnych hodnot. V kazdé fadé nesmi byt vice nez 1/5 pozorovani
stejnych. Pokud se tak stane, musime cely vypocet upravit.

PRIKLAD 7.7

Vypoéet Spearmanova korelaéniho koeficientu
Vypodet r, si ukazeme pro hodnoty z tabulky 7.10:

Birc28 _ posa

o= 17 To[00-1)

) | Priklad postupu pi vypodtu Spearmanova korelacniho koeficientu poradi

X y  Ax R, D=R«-R, DxD |
187 72 10,00 6,50 3,50 12,25
170 60 1,00 1,00 0.00 0,00 |
180 73 650 8,00 -1,50 2,25
184 74 800  9.00 ~1,00 1,00 |
178 72 500 650 ~1,50 225
180 70 650 450 2,00 4,00 |
172 B2 2,00 2,00 0,00 0,00
176 70 3,00 450 -1,50 2,25 |
186 80 9,00 10,00 -1,00 1,00
177 67 4,00 3,00 100 1,00 |
| soutet 26,00 |

Pro posouzeni statistické vyznamnosti koeficientu rg slouzi tabulka X z pii

lohy B. Piesahuje-li hodnota |r,| tabulkovou hodnotu pro dany pocet pari méien
n a hladinu vyznamnosti, miZeme vztah povazovat za prokdzany. Pro nds pli

klad, testujeme-li dvoustrannou hypotézu p; = 0 na hladiné 1 %, je tabulkovi
hodnota 0,746 (tabulka obsahuje kritické hodnoty pro dvoustranné testy). Viztah
mezi obéma proménnymi z piikladu je tedy prokdzdn. U vétsich vybeéra (n = 30)
lze na hlading @ pouZit pfiblizny z-test hypotézy p; = 0:

z=|rg Yn— I
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Spearmantv koeficient ry nékdy pouzivime pro odhad Pearsonova korelac-
niho koeficientu, resp. r, jelikoZ pro dvojrozmérné normalné rozdélené proménné
X a Y plati pfiblizny vztah p = 2sin(0,523p;). Tento vzorec je upiesnénim pfi-
blizné platného vztahu p = p,. Podle Spearmana lze jeho koeficient korelace
s vyhodou uplatnit v situacich, kdy:

potiebujeme rychly a rezistentni odhad korela¢niho koeficientu r;

m testujeme schopnost zkoumané osoby spravné fadit objekty nebo vlastnosti
podle ur¢itych hledisek tak, Ze ji nechdme sefadit tyto objekty nebo vlastnosti
a toto sefazeni pak srovndme se standardem;

m testujeme moznost piitomnosti monoténniho trendu v ¢asové fadé méieni.

Pro usnadnéni interpretace jsou na obrazku 7.5 zndzornéna data z piikladu 7.3
(s.246, mnozina 1 = A,2 = B, 3 = C, 4 = D) auvedeny k nim vypoctené ko-
relacni koeficienty podle Pearsona, Spearmana a Kendalla, aby bylo umoZnéno
srovnédn{ chovani téchto koeficientd (viz odstavec o Pearsonové koeficientu). Ob-
rizek ukazuje, jak zachyti Spearmantiv koeficient vztah reprezentovany riznymi
bodovymi konfiguracemi. Graf F dokumentuje jeho schopnost méfit monoténni
vztahy, graf C ukazuje jeho rezistenci vici odlehlym hodnotdm.

7.2.7 Kendalliv koeficient poradové korelace

Korela¢ni koeficient md méfit ,,silu vztahu* dvou proménnych. Ale rizné kore-
la¢ni koeficienty ho méFf riznym zpisobem. Pearsoniv i Spearmantiv korela¢ni
koeficient mohou mit hodnotu 0,3, ale pokaZdé to znamend néco trochu jiného.
Kendallv korela¢ni koeficient md na rozdil od piedchozich dvou jednoduchou
pravdépodobnostni interpretaci. Jeho teoretickou hodnotu v populaci oznacujeme
ri nebo Kendallovo fau.

Zatimco Spearman koreloval pofadi, Kendall zaloZil svoji statistiku na in-
verzich v poradi. Vychdzime z dat, kterd se tykaji metrického nebo ordindlniho
hodnoceni n objektd (i = 1, 2,..., n) podle dvou kritérii X a Y. Ke kazdému
objektu i ziskime ohodnoceni (x;, y;). Nejdiive sefadime dvojice (x;,y;) tak, Ze
hodnoty x; budou tvofit rostouci posloupnost. Jestlize mezi kritérii X a ¥ je kladna
nsociace, pak také y; budou mit vzestupnou tendenci. Pfi zdporné asociaci budou
mit y; sestupnou tendenci. Kendall proto rozliSuje vztah y; > y;, resp. y; < y;,
pokud j > i (i =1,2,...,n—1). V prvnim piipadé nastavd tzv. konkordance, jez
skéruje pro kladnou asociaci, ve druhém diskordance, kterd skéruje pro negativni
nsociaci. Pocet viech konkordanci, resp. diskordanci oznaéime P, resp. Q. Rozdil
§ = P — Q nékdy nazyviame Kendallovo S a je jednoduchou mirou zdvislosti.
I'fevaha konkordanci, resp. diskordanci vede ke kladné, resp. zdporné hodnoté
5. Moznd §kdla hodnot § zdvisi na rozsahu vybéru n. Jednoduchd dprava viak

259




PREHLED STATISTICKYCH METOD

Zobrazeni riznych bodovych konfiguraci a k nim dopoéitanér]o o
Pearsonova (r), Spearmanova (rg) a Kendallova (f4) korelaéniho koeficientu

A r=082 ;=082 =064 B: r=082 r,=069 =056
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9 . .
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tento problém vyfesi. § se totiz muze pohybovat mezi hodnotami —0,51(n — 1)
a 0,51n(n — 1). Proto se Kendalltv koeficient fau 1, pocitd podle formule
: e 8 P00
“=Bp" 8"

kde jmenovatel D je maximdlni moZny pocet konkordanci, resp. diskordanci a ma
hodnotu n(n — 1)/2.

PRIKLAD 7.8

Vypoéitame poéet diskordanci a konkordanci pro data v tabulce 7.11. ProtoZe poéty P a Q
jsou priblizné stejné, mezi proménnou X a ¥ neni pravdépodobné Zadna asociace. S méa
hodnotu -2.

KendallGv koeficient t, = -2/36 = -0,05.

- Priklad vypoctu Kendallova koeficientu pofadové korelace

Vék (X) Cholesterol (¥) Konkordance Diskordance
41 274 1 7
45 209 4 3
50 194 5 1
51 270 1 4
54 165 4 0
59 234 2 1
62 281 0 2
68 238 0 1
7 208 0 0

Soucet P=17 Q=19

Plati =1 < #, < 1 a hodnot pravé +1 nabyvé 1, ve stejnych situacich jako
Spearmantv koeficient. Kritické hodnoty pro rozhodoviéni, kdy je moZné zamit-
nout hypotézu nezdvislosti X a ¥ (Hp: 7, = 0), nalezneme pomoci specialnich
tabulek. Nékteré programy dokdZi spocitat piesnou p-hodnotu pro test nulové
hodnoty 74. Pro velkd n md #, piibliZné€ normalni rozdéleni se stiedni hodnotou

() a smérodatnou odchylkou s,
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22n +5)
Onn—1)

pokud proménné X a Y jsou nezdvislé. Rozhodoviani o nulové hodnoté 7 vychéz?
7 testovaci z-statistiky z = #/s;, kterou porovndvame s kritickymi hodnotami
standardizovaného normdlniho rozdéleni.

Interpretace 7 je piimocaiejsi nez u Spearmanova koeficientu p;. Jestlize
74 = p, mizeme u dvou ndhodné vybranych jedincti ocekdvat s pravdépodobnosti
p, %e jejich sefazeni podle kritéria X bude stejné jako sefazeni podle kritéria Y.
Vét&inou oba koeficienty maji piiblizné stejnou velikost.

V kapitole 8.4 pozndme vyuZiti Kendallova korelaéniho koeficientu pii hod-
nocenf zdvislosti v kontingen¢nich tabulkdch, jez vznikly klasifikaci objektl
podle dvou ordindlnich znak.

Jestlize v udajich existuji shody (x; = x;, resp. y;j = y;), musime vipocet modifikovat, protoze
v tomto piipadé nemiiZe koeficient dosdhnout hodnoty —1, resp. 1. Modifikaci uplatiiujeme pii
v&t§im podtu shod a tykd se jmenovatele D ve vzorei pro vypocet Kendallova rau. Oznac¢me
symboly u, resp. v pocty shodnych pofadi mezi x;, resp. yi postupné v jednotlivych skupindch
shodnych poradf a symboly U a V soucty, které maji tvar:

005 Z w(u—1),
V=05 Zv(w 1

Modifikace vypodtu spo¢ivd v nahrazeni D gislem D' = (D = U)(D = V). Takto modifikovany
vypotet Kendallova rau nazyvime Kendallovo tau-b, zna¢ime . Kendallovo #;, 1ze interpretovat

jako korelaci mezi hodnotami dx a dy, kde dx se rovnd 1, resp. —1, pokud pro j > ije xj > xj,
resp. X; < xj, a nule v ostatnich piipadech. Hodnoty dy potitdme obdobné. J ak hodnoty dx, tak
hodnoty dy spoéitdme pro viechny moZnd srovndni, kterych je n(n — 1)/2. (Zvéra, 2000)

7.2.8 Bodové biserialni korelacni koeficient
a koeficient ¢
Vztah mezi spojitou metrickou proménnou a bindrni proménnou se méii bise

ridlnim koreladnim koeficientem ry, tak, Ze n dvojic méfeni se rozd€li na dve
skupiny podle hodnoty alternativniho parametru a spodte se hodnota r, podle

vzorce i
(X; — X2) niny
Tob =
2 s nn-1)

kde n;, resp. ¥; jsou poéty, resp. primérnd hodnota spojitého parametru v obou
skupindch a s je spole¢nd smérodatnd odchylka. Tento koeficient 7y testujene
podobné jako normdlni korela¢ni koeficient. Jestlize rpp > 1, resp. rpe < =1
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dosadime za néj hodnotu I, resp. —1. Uvedeny vzorec se v praxi nepouZzivd, pro-
toze stejnou hodnotu dostaneme pouzitim algoritmu pro Pearsonlv koeficient
korelace.pro dvojice hodnot obou proménnych, pri¢emz bindrni proménnou za-
stupuji nuly a jednicky. JestliZze bindrni proménnd vznikla dichotomizaci spojité
normdlné rozdélené proménné, mizeme spocitat odhad Pearsonova korelaéniho
koeficientu obou spojitych proménnych pomoci tzv. biseridlniho korela¢niho ko-
eficientu (viz Howell 1992, s.270).

Koeficient ¢ je Pearsonav korelaén{ koeficient vypocitany pro dvé alternativni
proménné, kleré kddujeme pomoci hodnot 0 a 1. (Existuje i jednodussi vypocet,
ale ten nemd v dobé pocitadi opodstatnéni.) Plati, 7e ¢ = y?/n, kde x? je
testovaci statistika nezdvislosti v ¢tyfpolni tabulce a n je pocet dvojic, z nichZ se
pocitd korelagni koeficient. Test nulové hodnoty koeficientu ¢ se provadi stejné

jako test nezavislosti pro ¢tyfpolni tabulku, kterd je tvofena ¢etnostmi kombinaci

hodnot obou proménnych (viz kap. 8.3.1).

7.2.9 Korelaéni koeficient
v klasickém modelu teorie méreni

V tivodni kapitole jsme popsali zdkladni zptsoby hodnoceni kvality méficich
instrumentti. K hlavnim konceptim hodnoceni kvality méfeni patfi reliabilita
(spolehlivost), validita a objektivita. Pfi praktickém uplatiiovini téchto koncepti
hraje velkou roli Pearsoniiv koeficient korelace. Upozornime na nejdilezitéjsi
situace jeho pouziti. Neptjde vSak o uceleny vyklad, jak postupovat pfi feseni
iikolu evaluace instrumentu méfent (viz kap. 13.8.3). Nejdiive uvedeme zdkladni
prvky klasické teorie méfeni (teorie testd), kterd md vyuZiti pfedeviim v behavi-
ordlnich védach.

Klasick4 teorie méfeni pojedndvd vztah mezi naméfenou hodnotou a hod-
notou konstruktu, jiz povazujeme za ,skrytou®, latentni proménnou, pomoci
matematicko-statistického modelu. Hodnota této latentni proménné se povazuje
za spravnou hodnotu™ T (frue score), kterd je jenom nedostate¢né zachycena
instrumentem X (napf. hodnota jednoho indikdtoru nebo souéet hodnot jednot-
livych indikdtorovych poloZek z dotazniku). Prijima se nékolik hypotéz. Prvni
j¢, Ze se napozorovand hodnota X skldda aditivné ze spravné hodnoty a z chyby
méteni. Model pro méfen{ instrumentem X proto zapisujeme ve tvaru

X=T+E,
ktery vyjadruje, Ze napozorovand hodnota (skor) je souétem hypotetické ,,spravné

hodnoty* a chybové komponenty E. Chyba £ muZe vzniknout mnoha zplisoby,
resp. také u ni lze identifikovat rizné komponenty: napi. technickou chybu vlastni
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procedury a chybu zdvislou na externich podminkich. Do chybové komponenty
zapocitdavame nékdy i primérnou piirozenou intraindividudlni variabilitu hod-
noty 7 u mé&fenych jedinci.

Klasicky model m&feni vychdzi ddle z téchto predpoklada (Blahug, 1975;
Rehik, 1998):

1. Chyba E nekoreluje s hodnotou T: per =0.

2. Chyba E neobsahuje systematické vychyleni: g = 0.

3. Pii riiznych méfenich jsou chyby nekorelované: pg, g, = 0.

4. Také nekoreluje spravnd hodnota jednoho méfeni (jedné polozky testu) stej-
ného konstruktu s chybou druhého méfeni (druhé polozky testu) stejného
konstruktu: pr, g, = 0.

Symbol p oznaduje Pearsoniiv koeficient korelace.

Timto zpiisobem je definovén zdkladni model teorie méfeni nebo testovani.
Uveden4 formalizace umoziiuje definovat kritéria kvality méficiho instrumentu
a odvodit vztahy mezi reliabilitou a validitou. Pfedpokldda se, Ze uvedené postu-
laty jsou v praxi splnény.

Reliabilitu neboli konzistenci a opakovatelnost méfeni zachycujeme obecn¢
dv&ma zptisoby: relativné a absolutné. Relativni reliabilita sc odhaduje relativ-
nimi bezrozmérnymi hodnotami. Absolutni reliabilita se uddva piimo v jednot
kédch, v nichZ se dand proménnd méif.

Viimneme si nejdiive relativniho konceptu reliability. Koeficient reliability
Rel (X) pro méfici metodu je definovan pomérem Var(T)/Var(X), kde Var()
oznauje jako obvykle teoreticky rozptyl ndhodné proménné. Uvedend definice
fikd, ze:

rozptyl pravdivého skéru

eliabilita = z -
refaptiia rozptyl pravdivého skdru + chybovy rozptyl

Tento vztah lze také prepsat do tvaru
Rel (X) = (Var(X) - Var(E)) | Var(X) = pyy.

Lze ukdzat, Ze kdyZ provedeme u zvolenych jedinci X; a X5 nezdvisld méfent I
tentni proménné T se shodnou hodnotou Var(E), jejich korelace se rovnd Rel (X)
Tento dileZity vztah se vyuZivd ve tiech pifstupech k odhadu reliability:

Test-retest reliabilita. V tomto pifstupu odhadujeme Rel (X) Pearsonovyii
korelaénim koeficientem dvou méfeni n objekti danou metodou ve dvou Easovych
okamZicich.

Reliabilita paralelnich méfeni. Provedeme méieni n objektd dvéma ne
zdvislymi metodami. O metoddch pfedpokldddme, Ze maji stejnou reliabilitu,
a Rel (X) odhadujeme korelaénim koeficientem ziskanych dvou fad méfent.
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Reliabilita zji$téna pulenim testu. Tuto metodu pouZijeme, jestlize méfent
X ziskdvame jako soucet parcidlnich hodnot, které napf. obdrzime jako odpovédi
na rtizné polozky dotazniku, jez méii stejnou charakteristiku. Po¢itime korela¢n{
koeficient ry;, mezi dvéma polovinami poloZek dotazniku zadaného n osobdm.
Rel (X) se pak spoéte podle vzorce Rel (X) = 2ry;2/(1 + ry2).

Korelace poloZky s celkovym skérem. Pii korelovini kazdé poloZky testu,
resp. navrhované skaly s celkovym skérem (hodnotou testu) dostdvdme dalsi miru
interndlni konzistence ukazujici, jak kazdd polozka souhlasi se sumou odpovédi
na ostatni poloZky. Ze sumy vylou¢ime hodnotu pro hodnocenou polozku.

O koeficientech pro hodnoceni vnitrotiidni korelace viz kapitola 9.3.2.

Popsali jsme rizné pifstupy, které hodnoti relativni reliabilitu neboli re-
lativni konzistenci méfeni. Absolutni reliabilita je koncept, jimZ se posuzuji
zmény hodnot na jejich $kdle. Jinak feceno, tento typ konzistence vyjadiuje ve-
likost variability, kterd se ofekdvd u naméfené hodnoty. Jeji uréeni vychdzi ze
smérodatné chyby méieni s, jiZ 1ze odhadnout &fslem s = s,+/[1 —Rel (X)], kde s,
oznaduje rozptylenost dat ve skupiné. Hodnota 35 udavd tzv. kritickou diferenci.
Jeji vyznam je ndsledujici: jestlize mdme dvé méfeni x; a x; u stejné osoby, pak
pouze v 5 % pripadd bude jejich rozdil (x — x;) v absolutni hodnot& véti neZ
3s, pokud mezi méfenimi a pii méieni nedoflo k Zddné zméné. Kritickou mez
diference lze aplikovat i na mé&feni od dvou osob. Pokud jejich rozdil je vét3i nez
kritick4 diference, miZeme tvrdit, Ze spravné hodnoty obou osob se skute¢né lisi,
Absolutni reliabilitou (konzistenci) se zabyvdme také v kapitole 7.3.7.

Také validitu méfici metody hodnotime pomoci korelaéniho koeficientu. Z rtiz-
nych typl validity méficiho procesu mdme na mysli kriteridlni validitu, kterd
zahrnuje prediktivni a soubéznou validitu. Hlavnim rozdilem mezi obéma va-
liditami je ¢as provedeni méfeni. Pii hodnoceni kriteridlni validity korelujeme
hodnoty posuzovaného méfeni s hodnotami méfeni standardem. Pfi hodnocent
prediktivni validity korelujeme hodnoty testovych vysledkii s kriteridlnimi hod-
notami zfskanymi po uplynuti ur¢ité doby a odhadujeme tak schopnost predikovat
tyto hodnoty hodnocenym testem.

Objektivitu méficiho prostiedku nékdy hodnotime tak, Ze korelujeme vy-
sledky vyhodnoceni dvéma hodnotiteli. Tim dostdvdme relativni miru objektivity.
Dnes je tendence pouZivat spiSe absolutni miry shody, jako je kappa koeficient
(vizkap. 8.3.4). V tomto sméru se uplatiiuje také piistup podle Blanda a Altmana,
ktery popisujeme v kapitole 7.3.7. :

V teorii testii se obtiznost polozky testu obvykle definuje jako podil jedinci,
kteif polozku spravné zodpovi. Diskriminacni sila poloZky testu se odhaduje

Vo

juko korelace mezi celkovym skore a hodnotou dané polozky. Cim V&3 je tato
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i, ] Vyuziti Pearsonova koeficientu korelace pii hodnoceni metod méfeni

Korelaéni koeficient ryy, j |

X Y

Aplikace/interpretace \
odhad reliability
| odhad reliability
. paralelni forma testu | | paralelni forma testu Il | odhad reliability
! hodnoceny test

| méfeni v ¢ase | méfeni v ¢ase Il

. prvni polovina testu | druha polovina testu

cilové kritérium | soubézna validita

hodnoceny test méfeni kritéria v budoucnu | prediktivni validita

hodnotitel | hodnotitel Il odhad objektivity

korelace, tim je ziejmé hodnocend polozka vice konzistentni s celym testem.
Pokud ma poloZka jenom dvé hodnoty, po¢itdme pomoci Pearsonovy formule
bodové biseridlni korela¢ni koeficient.

m AR

Podany struény piehled vyuZiti korelaéniho koeficientu ukazuje, jak vyznamnou
roli hraje tato charakteristika v oblasti, kterd byla ovlivnéna klasickou teorif testd.
V biomedicinskych véddch md Pearsontv korela¢ni koeficient mnoho kritik.
V kapitole 7.3.7 o alternativnich zptisobech prokladdni pfimky zminime nékteré
nedostatky Pearsonova korelaéniho koeficientu, hrajici roli v kontextu hodnoceni
méficich metod. Tabulka 7.12 zachycuje prehled uplatnéni Pearsonova korelac-
niho koeficientu pii posuzovini kvality metod méieni v behaviordlnich véddch.
Pro oblast sportu popisuje Blahu§ (1975) podrobné teorii aplikace korelace pfi
ndvrhi testd pohybové vykonnosti.

7.3 Regresni analyza

V této kapitole se prevdzné zabyvdme metodami, jeZ ndm umoZiiuji zkoumal
vztahy mezi dvéma proménnymi. Dosud jsme mluvili hlavné o tom, jak vySetio:
vat existenci vztahu a popsat silu asociace pomoci mér zdvislosti — korelac¢nich
koeficientd. V regresni analyze ndm pijde o to pfesnéji popsat tvar vztahu mezi
proménnymi X a Y a charakterizovat jeho vhodnost pro predikci hodnot zi
visle promé&nné pomoci hodnot nezdvisle proménné. MiiZe jit napi. o ndsledujici
situace:

m  Korelaéni koeficient i graf prokazuji linedrni vztah mezi spotfebou zemniho
plynu v byté v zdvislosti na venkovni teploté. Otdzka zni, jak pfesné miizeme
predikovat spotiebu pomoci teploty.

266

7 ANALYZA ZAVISLOSTI

m V medicing méfime fyziologické parametry riznymi metodami. Nékteré jsou
dokonalej3i a drazii, jiné jsou méné presné, ale levngjsi. Casto se fesi pro-
blém, zda je moZné nahradit drazii metodu levngj§i méfenim, jak pfesné to
dokdzeme a kolik informace ztratime.

m Ve sportovnim vyzkumu mdme napi.data o rychlosti skokani na hrané
mistku a dosazené délce skoku. Zajima nds, jaky je mezi nimi vztah: lze

pomoci rychlosti predikovat délku skoku, s jakou pfesnosti, je vztah linedrni?

Podobné Ize analyzovat vztahy mezi dvojicemi proménnych: testové skére z ma-
tematiky v piipravé, testové skére pii zdvéredné zkousce; mnoZstvi hnojiva,
velikost urody; velikost domu, cena domu apod.

PRIKLAD 7.9

Dobii b&Zci zrychluji frekvenci krokd podle toho, jakou béZi rychlosti. V tabulce 7.13 uvadime
primarmé poéty krokl za vtefinu pro skupinu vrcholovych sprinter pii riznych rychlostech.
Jestlize u vrcholového béZce checeme predikovat jeho rychlost pomoci krokové frekvence,
zkontrolujeme linearitu vztahu a prolozime body piimku. Pomoci jeji rovnice pak jednoduse
vypoditame pro kazdou hodnotu krokové frekvence piislunou rychlost.

- Priklad regrese — primérna frekvence kroki skupiny sprinterd

Rychlost [m/s] 524 567 582 603 684 7,09 ?,55}

Pocet krokl za vtefinu | 305 3,12 317 325 336 346 3.55!

V regresni analyze obecné analyzujeme vztah mezi jednou proménnou zvanou
cilovd nebo zdvisld proménnd, a nékolika daldimi, které nazyvdme nezivislé
nebo ovliviiujici proménné. Cilovou proménnou nazyvime nékdy regresand
(oznacujeme ji symbolem Y), nezédvislou regresor (oznacujeme ji X). Vztah
reprezentujeme matematickym modelem, coZ je rovnice, jeZ svazuje regresand
s regresorem a pravdépodobnostni piedpoklady, které by mél vztah spliiovat.
Zdvisle promé&nnd je spojena s nezédvisle proménnymi funkei nazyvanou re-
gresni funkce, jeZ obsahuje nékolik nezndmych parametri. Rikdme, 7e prova-
dime regresi zdvislé proménné na nezdvislych proménnych. JestliZe tato funkce
je linedrni v t&chto parametrech (nemusi byt linedrni v proménnych), mluvime
o linedrnim regresnim modelu. Jinak nazyvdme model nelinedrni. Statistické
problémy, které nds zajimaji v regresni analyze, jsou:
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a) ziskénf statistickych odhadii nezndmych parametr( regresni funkce;
b) testovini hypotéz o téchto parametrech;
¢) ové&fovani predpokladii regresniho modelu.

Budeme se zabyvat jednoduchou linedrnf regresni analyzou, kdy dvé proménné
jsou spolu spojeny linedrni funkei.

7.3.1 Prokladani dat pfimkou
a metoda nejmensich étvercu

Vychézime z datového materidlu v podob& uspofddanych dvojic &iselnych tdaji
(x13¥1)s (X2332), ...y (Xn3¥n) pro proménné X a Y. Jestlize graf ukdZze linedrni
vztah mezi promé&nnymi, usilujeme o zachyceni vztahu tim, Ze body proloZime
pifmku. Rézni lidé viak mohou ,,podle oka™ proloZit stejnymi body dosti roz-
dilné pifmky. Stane se to zvlaté tehdy, jestliZe je korelace mezi proménnymi
meni. Zadné pifmka pak neprotne viechny body. Hleddme tedy piimku, jeZ je
experimentalnim bodim co moZnd nejbliZe. SnaZime se uréit takovou pifmku,
kterd bude co nejlépe predikovat y-hodnoty pomoci x-hodnot. Z tohoto poZa-
davku plyne, Ze pifmka by méla byt nejblize k bodiim ve vertikdlnim sméru,
protoze chyby predikce se tykaji y-hodnot.

PRIKLAD 7.10

Pfi predikei hmotnosti pomoci vysky mizeme zjistit rozdil mezi predikci a naméfenou hod-
notou, pokud jsme znali u jedince jak jeho vysku, tak hmotnost. Pfimka z obrazku 7.1
(s.239) je déna rovnici

hmotnost [kg] = 0,912 x vyska[cm] — 93,24,

Pomoci této rovnice vypoditame predikei hmotnosti jedince, kiery je napf. 170cm vysoky:
hmotnost [kg] = 0,912 x 170 - 93,24 = 61,79.
U jednoho studenta ze souboru byly naméfeny udaje (védha = 60; vyska = 170), co?

znamend, ze pii predikci jeho vahy uvedenou funkcei jsme se dopustili chyby -1,79 =
60 - 61,79.

Rozdilu mezi naméienou a predikovanou hodnotu fikdme rezidudlni hodnota
predikce nebo chyba predikce a znacime ji symbolem e. Dobie proloZend piimka
y = a + bx minimalizuje velikosti rezidudlnich hodnot pro hodnoty {(x;; )},
kterymi pifmku prokldddme. Je mnoho zptlisobl, jak to provést. Nejéastéji se
pouZivd metoda nejmensich ¢tverci.
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Vzdalenosti bodl od regresni pfimky

Hoﬂdnoty parametrli a, b piimky y = a + bx ziskdme metodou nejmensich
Ctverct tak, aby byl minimdlni soucet druhych mocnin reziduélnich hodnot

SE:Z€?=ZO’5—Q - bx;)?

vzhledem k parametrim a, b. Grafickou interpretaci odchylek od regresni pifimky
pro metodu nejmensich ¢tverct ukazuje obrdzek 7.6. Minimalizujeme se¢tené
Clverce tsecek, které vyznacuji vzddlenost bodu od proloZené pifmky ve sméru
osy ¥. Vypocet tohoto minima vede k optimdlnim hodnotdm

Sy _ e

b=r—, a=3y-bx,

Sx
kde » je korelace obou proménnych a s,, s, jsou smérodatné odchylky naméfe-
nych hodnot proménnych X a Y. Nalezenou pfimku nazgvime regresni pifmka.
Hodnota §; je odhad cilové proménné pomoci regresniho vztahu (§; = a + bx;):

rezidudlni hodnota = naméfend hodnota y — predikovand hodnota $

Rozptylenosg bodi kolem pifmky je charakterizovdna zbytkovym (rezidudlnim)
rozptylem s; ., pfipadn€ smérodatnou chybou odhadu pfi regresi sy, ,:
2 _ S _Z0i-#)

=g n—2
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Poznamenejme, 7e ve jmenovateli je ¢islo n — 2, coZ odpovida stupiitim volnosti
rezidudlnich hodnot. Jestlize zndme n — 2 rezidudlnich hodnot, pak pii zadanych
hodnotéch regresni piimky jsou zbyvajici dvé rezidudlni hodnoty plné uré‘eny.

Nekdy zjistujeme regresi také v obrdceném sméru. Vztahy pro regresi X na
Y ziskdme vhodnou zdménou ve vzorcich (napf. b, = r s./sy, kde r je korelaéni
koeficient). Mezi smérnicemi obou regresnich piimek b, a b, existuje vztah
r = +/b.b,. Mlizeme tedy nalézt dvé regresni piimky y = a, + byxax = ay+byy.
Obé se budou protinat v bodé (%, ¥) a tvoff jakési nazky. Cim vEt¥i je korelfnce, tim
vice jsou niizky stisknuty. Proménné na levé strané obou rovnic povaimerpe za
zivisle proménné (predikované). Korela¢ni koeficient vystupuje i v ndsledujicich
dvou pfibliznych vztazich (jeZ se méni v rovnost s rostoucim n):

)
W
P =
52
2 2
."2 " Sy~ Sky
52

Matematicky vyjadiuji tvrzeni, Ze ¢islo 1007? udava v procentech tu cist celkf)wé
variability proménné Y, resp. X, kterd je vysvétlena znalosti hodnoty nezéwsl‘c
proménné X, resp. Y. Tuto hodnotu nazyvime koeficient determinace. Koefici-
ent determinace je pomér vysvétlené variability k celkové variabilité proménné Y.

variabilita vysvétlend modelem ¥, 5 = 5)*
celkovd variabilita %

koeficient determinace =

Jestlize jsme prom&nné standardizovali pomoci jejich pramérd a smérodatn}"cl?
odchylek na hodnoty x’ a y’, vypocet regresni pifmky mezi standardizovanymi
hodnotami se prekvapivé zjednodusi. Regresni pffmka pak totiZ prochézi pocdl-
kem a regresni koeficient se rovnd korelaénimu koeficientu: V=i chybm!
odhadu s, = VI —r2 Koeficient sy, je mirou chyby, které se dopoustime pii
odhadu nebo predpovédi zdvisle proménné ¥ pomoci X.

PRIKLAD 7.11

Pro tabulku hodnot (x, ¥) z piikladu 7.2 o korelaénim koeficientu mezi vyskou a hmotnostl
student(l ziskame vypodtem regresni pfimku ve tvaru y = a + bx a rezidudlni smérodatnoti

odchylku s, ,:
b =0,878 x 5,83/5,83 = 0,912

a=10-0912x 179 = -93,24
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Syx=583x V1-0,872 =287

Tato pfimka je zndzornéna na obrazku 7.1 (s. 239).

Koeficient determinace ma hodnotu 100 x 0,87° = 75.7%. Znamena to, ze nezavisle
promeénna je schopna vysvétlit skoro 76 % variability zavisle proménné. Predikéni rovnice
pro vahu pomoci vysky ma tvar pfimky: vdha = 0,912 x vyska — 93,2.

7.3.2 Graficka analyza rezidualnich hodnot

Regresni pffmka jednoduchym zpiisobem vystihuje vztah mezi zdvisle a ne-
zai-visle proménnou. Odchylky od tohoto vztahu jsou také ddleZité. Napiiklad se
zajimdme o hodnoty, které jsou v dané konfiguraci dat neobvyklé, nebo se chceme
piesvedcit, zda je vztah opravdu linedrni, K tomu ndm slouzi predeviim grafickd
analyza dvojrozmérného bodového grafu tidajii {(x;; y;)}. Také analyza rezidudl-
nich hodnot ndém pomédhd ovéfit kvalitu prolozent dat pifmkou a odhalit neobvyklé
hodnoty. Sestrojujeme histogram rezidudlnich hodnot e; nebo dvojrozmérny bo-
dovy graf, jenZ zachycuje jejich vztah k hodnotdm nezdvisle proménné X. Také
si viimdme ovlivnéni velikosti rezidudlnich hodnot jinymy proménnymi, napf.
¢asovym okamZikem, v ném? byly hodnoty ziskény (viz obr. 7.7).

7.3.3 Statistické usuzovani
Vv linearnim regresnim modelu

Predpokldddme, Ze mame k dispozici vybér parovych hodnot (x|, ¥1), (x2,¥2), ...,
(X, yu) zméfenych na statistickych jednotkédch z populace W, Jestlize jsme ové-
fili graficky linedrni vztah a prolozili body regresni pifmku, chceme data dile
7koumat v rdmei statistického modelu, ktery zachycuje tspornym zplisobem je-
jich proménlivost. Pfi statistickém modelovani zavislosti zavisle proménné ¥ na
nezivisle proménné X vychdzime v jednoduché linedrni regresni analyze z pied-
pokladu, Ze pro naméfené ddaje plati rovnice

y=a+fx+e,

kde chybovd hodnota e reprezentuje ndhodnou proménnou s nulovou stfedni hod-
notou a smérodatnou odchylkou oy, stejnou pro viechny hodnoty proménné X.
() hodnotdch chyby e, které piedstavuji chybovou slozku predikce proménné ¥
pomoci regresni rovnice, navic pfedpokldddme, 7e maji normdlni rozdéleni a jsou
i sobé nezdvislé. Vztah mezi prom&nnymi musi spliiovat podminku

E(Y|X = x) = a+fx,
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Schemaiické piikiady grafi reziduélnich hodnol regrese
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i idudini v 7avisiosti na hodnotach x,. Jestlize ko
: ; gzné konfigurace rezidudinich hodnot &, v zavisi inotact SN
s Obr?kgﬂ;iﬁz ti'ir vyznac’:gny’r na obrazku A, miZeme tvrdit, Ze predpokla§ linearniho Vi:?uféi:i\: ‘
QU{agﬁ rga obrazku B je bodova konligurace, je indikuje, Ze rozptyl bc:dg kolemr reglfieamp[ -
Spynéujé s rostoucim X. Konfigurace na obrazku C naznacuje nutnost pou;utt! ;ékiewr%:? Imﬁieme‘ ”
ki i parovy je tasovy okamzik /-i¢ho méfent, >
fi fi enl parovych hodnot {f;, e}, kde ¢, je ¢z : M muzamo o
:invl;y. T;Liz?(?;?ézje ngobréiku D aktera %és: upozoruje, 2e Casovy’faklor‘b_y mg! byt ios.;c;:tggﬁ;ml:“
nsgdglﬂ Kc;nfigurace £ obsahuje dva necbvyklé body, jeZ mohou 3;‘:( kEas;f;tovgggipigie o aolonts
; i y y lezi mi 4 i konfiguraci bodl v graiu. ’ ?
o takovy, kiery lezi mimo 2dkladni onfigu ¢ akt ) m ot
sonigéerzlyr b\f;dsawém X iebo v obou smérech. Cdlehly tdaj ;e’smggtxa?:;azvr:;{p;c;?;fignri;;;?{ i\‘i.‘n'imi--,.
i v ivny j dstranéni po
sujici. Bod nazjvame viivny, pokud se po jel)oq i : " .
g?)z;flt?;é?s?ou od!ihlé ve sméru X, jsou dasto viivné, Na obrazku je takovym bodem bod b
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co? znamend, ¢ podminénd stfedni hodnota proménné Y je linedmi funkef
hodnot x, Paramelry regresniho modelu Jsou regresni koeficient 8. absoluti &en
@ a sméredatng chyba odhadu Ty

Regresnf analyza vychdz{ 7 jednosmirného konceptu: x -~ y, kde x, resp. v je
hodnota nezdviské, resp, zivislé promanné. Tento koncept vede k pouZili metody
nejmensich Etverch pii vyrovndvand dal, Hodnoty regresnf funkee odpovidaji
primérnym hodnotdn: proménné ¥ pii zadanych hodnotdch nezdvisié proménné.
Hodnota teoretické regresnf funkee je v urditém smyslu  dobrou™ predikef zdvisle
proménné.

Nyni si musime wvidomit, Ze parové hodnoty, s nimiZ pracujeme, jsme mohi
riskat v zdsad@ dvéma rozdiingmi zpisoby:

I Hodnoty nezévisle proménné x; jsme sami zvolili. Na prislunych jednotkdch
se zvelenou hodnotou proménné X jsme métili hednoty y; proménné Y. V (éto
situaci je pouze ¥ ndhodnou proménnou.

2. Pdrové hodnoty (x, v;) jsme zjistovali na Jednotkdch ndhodn¢ vybranyeh
z popuiace W. Ob& promémmé X a ¥ povaZujeme za ndhodné proménné.

Vzorce, kieré si déle uvedeme, jsou odvozeny za predpokladu prvni vibérové
situace, ale plaif také pro druhou vybérovou situaci.

Prynimkrokens pii statistickd inferenci je nalezeni odhadi parametri regresni
piimky ¢ + gx. Plati, Ze odhady ¢ a b metodou nejmensich ctvered jsou dobrymi
odhady obou parametrl o a 2.

Treli parametr regresniho modelu, sméradatng chyba odhadu pfi regresi oy,
popisuje variabilitu proménné Y okelo regresni piimky a velikost rezidudlnich
chyb. Vybérovy hodnota s, je dobrym odhadem hodnoty o, Na statistice
Svy e zaloZeno v regresnf analyze nékolik merod statistického usuzovdni, Je
napt. slozkou smérodatngeh chyb odhadd SE, a SEp parametrl o a 5

Testy vyznamnosti o parametrech regresni primky a a8 miZeme provést pomocy
intervalll spolehlivost a + l2SEq, b+ 1, 2SE,, kde 1, 5 oznauje kritickou
hodnotu r-rozd@leni s n ~ 2 stupni volnosti pro zvolenou hiadinu spolellivost.
Testujeme napf. hypotézu, 7e 8 = 1. Jestlize interval spolehlivosti pro hodnotu 8
neobsahuje hodnotu 1, mifeme tuto hypotézu zamitnout.

V obou vztazich je vyraz s odmocninou hodnotou smérodainé chyby odhadu
SE piisluiného koeficientu (SE, a SE). Tedy test viznamnosti nuiové hypo-
Wzy Ho: B = 0 miZeme také provést pomoci statistiky = = b/SE,, kterd md
7 plamosti nulové hypotézy asymploticky standardizované normalng rozdéleni.
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Poznamenejme, 7e hypotéza £ = 0 je ekvivalennd hypotéze p = 0. Jestlize Pear
sonliv koreladni koeficient mezi promémnymi X a Y méd hodnotu blizkou nule,
nemd cenu podital piisludnen regresni piimku.

V souvislost s predikel pomocs regresni pifmky rozlidujeme dva rizné inter-
vaiové odhady.

Interval spolehlivosti pro hodnotu y = o + Bx regresni pifmky pii zadané

Lodnoté x md tvar
(ﬁ!_-fSyX'VQ§:-S‘+'L%xX V{?i)»

kde
I {x— X)
Qr=—+

o st - 1)
Cislo 7 je kritickd hodnota Studentova r-rozd@lent s n — 2 stupni volnosti uréujic!

p% interval spolehlivosti. Pro v&t81 i se hodnota ) bliZi k nule.
Predikéni interval pro budouci pozorovani y pii zadané hodnoté x je

(0~ 150 V02§ 150.:¥02),

kde Q» = 1+ Q) a ! je krilickd hodnota Studentova r-rozdélent s n — Z stupni
volnesti wréujici p% interval spolehlivosti. Ziejmé plati, Ze pro veisi n jsou ¢y,
resp. ¢ piiblizng rovay 1, resp. 2 (pokud p = 95%). Pro lep$f pochopeni obou
intervall provedeme jejicly srovadni,
Srovnani predikéniho intervalu a intervall spolehlivosti, jestliZe nezdvisle
proménnd méd hodnotu v = 7
Oba intervaly jsou nejudf v misgé x° = &.
Interval spolehlivosti pro dané v = x* je vZdy uZ3i neZ odpovidajici predik&ni
interval,
®  Predikeni interval je uréen pro individudlnf pozorovini, kdeZto interval spo-
lehlivosti je uréen pro hodnoty regresni piimky.
® S rostoucim n se zmenduie §itka intervalu spolehlivosti i predikéniho inter-
valu, ale v intervalu spolehlivosti se §ffka bli% k nule, kdeZlo u predikéniho
intervalu k 2s, , (pro p = 95 %).
s Poloha x vidi T ovliviije 5ifku obou intervalil.
Piibliznd plati (pf vEEImM rozsahu vibéru), Ze dvé rovnob&Zky k vypoditand
regresni pifmce vedené ve vzddlenost 25, na kaZdé strang (ve sméru osy ¥}
tvoif pds, ve kterém je 95 9% viech pozorovén{ (platf i pro budouei pozorovini).
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PRIKLAD 7.12

Na obrazku 7.8 uvadime vybrané casti v¥stupu pocitadového programu typické pro jedno-
duchou regresnf analyzu. V prikladu se snazime najit predik&nf pifmiw pro vwkon ve skoku
dalekém pomoct vykonu v béhu na 75m. Tabulku dat s podrobnéi$im popisem uvadime
v tabulce 2.9, 5. 77.

Vytah z vypodtl obsahuje kerelaéni koeficient {~0.78) a (daje, jeZ jsou nutné pro
sestaveni regresni pfimky. Ty najdeme v pryvnim sloupai &isel. Regresni pfimka ma tvar
skok daleky = 6,29 - 0,21 x (béh 75 mj.

’ Testovaci {-statistika ve tetim sloupci se vypodita jako podit hodnot v prvnim a dru-
hém sloupci. Ctvrly numericky sloupec obsahuje pravdépodobnosti, kieré indikuji, Ze je
.nepravdépodobna piatnost hypotézy, e smérnice | prissedik & osou y majl hodnotu nula. To
|e potvrzeng v pfedposlednim sloupci. Smérodatna chyba odhadu sy x Vyjadiuje pfesnost
predikce regresni rovnici, JesthZe chceme ziskat piibliznou mez, je ohranicuje 95 % chyb
vynasobime hodnotu 0,19 Sistern 1,96. Viykon ve skoku dalekém tedy odhadujeme vykonenf;
v béhu na 75 m pomaci regresni piimky s pfioliznou chybou 38 cm.

Graf 7.9 ukazuje jednotlivé body a pasy spolehlivost pro regresni pfimku (vnitfni pas)
& predikéni pasy pro jednotlivé body (vnéjsl pas). Predikéni pas se vypodita pomoci smé-
radatné chyby adhadu Sy - Oba pasy jsou nejufEl v oblasti praméru dat.

| "Piiklad wstlpu pro Giohy regresni analyzy

Zpriava o mnohondsobné regresi
Zavisle prom. SkokDaleky

KorelaZni matice

B&h75m SkokDaleky
B&h7bm 1,000000 -0,753232
SkokDaleky -0,753232 1,000000

Sekce pro regresni rovnici

Wezavislad Regresni Smer. T-hodn. Prav. Rozhodnuti
proménna  koeficient chyba {(Ho: B=0) hladina (5,00}

Prisefik  6,20631 0,4851871 12,9771 C,000000 Zamitni Ho
B&h75m =0,2159598  3,849484E-02 -5,5101 G,000009  Zamitni Ho

Rx%2 0,567359
Smérodatnd chyba pfi regresi 0,1933914

T N
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Regresni zavislost a pasy predikece a spoiehlivosti

5.0
- regresni piimia
~ ~ pasy spolehlivosti
4.5 - pasy predikce

skok daleky
B
<

3.5

3.0

sprint 75 m

7.3.4 Oveérovani predpokladl regresni analyzy

Oprévnénost pouziti modelu linedrni regrese, providéngch slatistickych testi
a predikee pomeed predikéniho intervalu je podiinéna tim, Ze zkoumany regresni
vztah piiblizng spliuje nastedugicl predpoklady:

1. Regresni vztah mezi proménnym: ¥ a X md linedrni charakter,

2. Pro cely rozsah uvaZovanych x je hodnota rezidudlni smérodatné odehylky
o, konstantni, Této vlastnosti Hkdme homoskedascita standardniclh chyb
odhadu pii regresi, Znamend, Ze rozptylenost bodt kolem regresnf ptfmky je
stejnd pro viechny uvazované hodnoty proménné X,

3. Hodnoty vy mai normdlni rozdélenf pro dané hodnety plesnd uréenych a,
a jsou na sob¢ nezdvisié (stochasticky). Normdlnf rozdélenf e pfedpoklud,
ktery zaruduje oprdvnénost pouZiti tabulek r-rozdéleni nebo F-rozdélens
Predpoklad nezdvislosti poZaduje, aby jednotlivé body (xy; vy) se zachycovi
na sobé nezdvisle. Souvisi s uspofddinim sbéru dat.

Malé odchylky od predpokladu homoskedascity a normality je moZno wolerovid,
Podminky | a 2 implikuji, Ze rezidudlnd hodnoty (v; — ) majf normdln{ rozdetens
s nulovoun stiedni hodnotou a jsou na sob€ stochasticky nezdvislé, OvEfoviit
t&chto predpokladli miZeme provést mnoha zplsoby:
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m Grafickou analyzou rozdélenf hodnot ¢; lze odhalit vlastosti studovans zi-
vistosti, JeZ pouiity model nebere v tvahu, a podle tohe modifikovat dalti
postup nadf statistické analyzy. Jeji zdsady jsme uvedhi v kapitole 7.3.2.

&  Pedpoklad normality rozdéleni hodnot ¢; miizeme testovat testy dobré shady
nebo pouhou optickou analyzou jejich histogramu. CelkovE by hodnoly ¢;
mLiy mit nulovou stfedn! hodnotn a rozplyl, kiery je odhadnuty hodnotou

- JestliZe absolutaf hodnota ¢; je vet3I ne¥ 3s, ,, snaZime se zjistit piicinu
lal\ velké chyby predikee. piipadng dotyné méfeni (v y,) posuzujeme jako
odlehlou hodnotu a regresni rovaici znovu prepoditaime bez této hodnoty.

® Jestlize zobrazeni pdrovych hodnot (z;;e;) odhali zdvislost regrese na tietf
proménné Z, miZeme si loto tvrzeni ovEfit vypodienim pifsluiného mnoho-
nasobného korelacniho koeficientu a testem viznamnosti zlepseni predikee
F-testem. Testovaci F-gtatistika md tvar

(?\2\ - f'_zu)(i'] -3

pricemz F-lestovaci hodnotu srovndme s kritickou mezi F-rozdéleni se stupni
volnosti 1 a n — 3. Podebné postupujeme, jestlize ovéfujeme testem linearitu
vztahu. Za proménnou Z pak dosadime hodnoty +2. Zjistujeme tak, zda misto
tisporného modelovini pomoci pifmky nenf vhodn&jsi popsat analyzovany vaiah
pomoci kvadratické funkce.

PRIKLAD 7.13

Jak dobfe predikuji vysledky v prvnim turnajovém kole goliu vysledky ve druhém kole?
Y tabulce 7.14 uvadime data, kterd popisuji vysledky Zenského vysokoskolského tymu
vlurnaji poctern Uderd patfebnych na dokongent jednoho kola. Bodovy dvojrozmérmy graf
. ukazuje lnearni vztah mezi vystedky prvniho a druhého kola. Jsou na ném patmé dva
. nezvyklé body pro hradky 7 a 8 {viz chrazek 7.10).

Pr;klad regrese zévisiost potiu Uderd ve druhem kole golfoveho iuma;
na Uspésnosti v prynim kole

FS

: Hidka : 1 2 3

5 5} 7 8 9 10 14 12

&

 Prvni kolo (X) R S

8 8t 102 105 88 88 91 79
Bunékolo(¥) i 94 85 82 80 B 76 167 89 87 o1 88 6

s Meriduaing hodnctaf 6,456 -3.23 2,83 -2,63 -4.47 ~5,03 10.51 -9.54 3,58 4 14 -0 91 —0.665
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| Zavislost vysledku ve druhém kole na vysledcich v prvnlm kole
- ze soutéZe v golfu

o7

e5
75 T T I T I |
80 85 90 95 100 105
1. kolo
! - Graf rezidudlnich hodnot pro regresi vysledkl ze soutéze v golfu
. }L 10 7
i
o1
1 5 -
b g 4 .30 10
i 3
b =
E £ o
.: ;é ® 12 e 11
‘ ] o2 .
-5 — o5
°5
o3
=T T T T T T T
80 85 90 95 100 105
1. kolo
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Pro v&echny bady jsme nalezli regresni pfimku y = 26,33 + 0,69x. Hodnota ¢-statistiky
pro test hypotézy Hy: 8 = 0 je 2,99 a vede k p-hodnoté pro dvoustranny test 0,0136.
Rezidualni hodnoty regrese uvadime v poslednim Fadku tabulky 7.14 a v zavislosti na
hodnotach vysledkl prvniho kola je ukazuje obrazek 7.11. Prohlidkou grafu zjistime, Ze
konfigurace rezidui nevykazuije jasny trend, takZe linearni model je pro popis dat vyhovujici.
Dva nezvyklé body 7 a 8 maji veliké rezidualni hodnoty. Prozkoumejme pomoci grafu
stonku a Iistu zda ma empirické rozdélem’ reziduélnich hodnot symetricky tvar (normalni

446

_‘oo_a

| 0
| 643311
| 3
| 1

Rozdéleni vypada symetricky. To znamena, ze pfedpoklad o normalnim rozdsleni povede
pfi statistickém usuzovani k aproximativné spravnym vysledkim. Regrese je vZdy ovlivnéna
extrémnimi body. Pfesvédéime se o tom vynechanim bodu 7 a pak bodu 8 v pfipadé
smérnice:

b = 0,69 pro véechny body;

b =0,41, jestlize vynechame bod 7;

b = 1,1 jestlize vynechame bod 8.

Prezkoumanim se zjistilo, Ze vSechny hodnoty byly spravné zaregistrovany. Vysledky
jsou silné ovlivnény hodnotami 7 a 8. Abychom mohli dojit ke spolehlivéjsim zavéram,
museli bychom pracovat s vétsim poétem vysledku.

7.3.5 Test nahodnosti

Pred pokusem prolozit kfivku ¢asovou posloupnosti numerickych tdajt nds miize
zajimat, zda Ize viibec zamitnout nulovou hypotézu, Ze data se méni zcela na-
hodné. Podobnou otdzku si klademe také pfi pfezkoumdvini, zda ma vybér
skutecné ndhodny charakter, v piipadé, Ze jsme byli néjak omezeni pii jeho re-
alizaci a data vznikla v ¢asové sekvenci. Existuje nékolik metod, jak testovat
hypotézu ndhodnosti vybéru na zdkladé pofadi, jak data vznikaji. Tyto metody
nim umoZiiuji rozhodnout, zda konfigurace v sérii dat odpovidaji ndhodég, nebo
ne. PopiSeme asymptoticky platny z-test, zaloZeny na poéitdni tzv. iteraci. Po-
jem iterace vysvétlime na pifkladu. Mé&me zaznamendno pohlavi (M nebo Z)
u zdjemcti o listek na koncert. K pokladné se zdjemci dostavili v pofadi:

MZMZMMMZMZMMMZZMMMMZZMZMMM
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Zajimd nds, zda zdjemci M (muZi) jsou zeela ndhodné promichdni se zdjemci
7. (7eny). Podtrzeni oznacuje jednu iteraci, tedy skupinu hodnot stejného druhu.
Zji¥tujeme podet m iteraci v sérii. Zaénéme od za&itku nasi fady. Prvni étyfi
znaky chédpeme jako étyii jedno&lenné skupiny — urcuji 4 iterace. Dalsi skupina
(¥ znakii M tvofi jednu iteraci. V uvedené sérii je dohromady 27 iteraci. Pokud
by mechanismus tvofeni série méfeni byl ndhodny — pfi daném poctu hodnot
M(n,) a hodnot Z(ny), pak primérny pocet iteraci a jejich smérodatnd odchylka
maji hodnotu:

201 2nanp (20,0, — Rg — 1)

= — + 1 oy =
e g + Ny ' i (n, + ?1.;,)2(11{, +n,—1)

Test ndhodnosti se provadi pomoci z-statistiky

m— My

3
G-H 1

kterd md za platnosti nulové hypotézy asymptoticky standardizované normdlni
rozdéleni. V naSem piipadé je m = 27, n, = 30, n;, = 18. Po krdtkém pocitani
dostaneme testovaci statistiku ve tvaru

_27-235

o 301 = 1,09.

ProtoZe testovaci statistika v absolutni hodnoté nepfesahuje hodnotu 1,96, ne-
méZzeme hypotézu nahodnosti zamitnou na hladiné vyznamnosti 0,05. Pozname-
nejme, Ze takto konstruovany test nepredpokldda rovnost n; a ny,.

Test iteraci neni omezen na testovani ndhodnosti ¢asové fady hodnot alterna-
tivni promé&nné, Jakédkoli posloupnost &isel miZe byt zkoumdna podobné, jestliZe
&isla rozdélime podle toho, zda leZi pod, nebo nad jejich medidnem. Tento pii-
stup Ize pouZit také pro test trendi v rezidudlnich hodnotéch, jestlize u Casové
fady, jiz jsme proloZili n&jakou kiivkou, posoudime pifslugné rezidudlni hodnoty
a uréime, které maji kladné a které zdporné znaménko. Pokud pouZitd regresni
zavislost je vyhovujici, pak pocet iteraci kladnych a zdpornych znamének by
nemé&l byt ani moc velky, ani moc maly. Test ndhodnosti 1ze v tomto piipad¢
doplnit znaménkovym testem rovnosti poctu kladnych a zdpornych znaménck.
Oba testy v3ak zkoumaji jinou hypotézu.

7.3.6 Nelinearni regresni analyza

V nékterych pifpadech vyplyne z Gvahy nebo z analyzy grafického zndzorncinl
bodii (x;;y;), Ze regresni vztah proménnych X a ¥ nelze popsat piimkou. Potom
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hleddme jiné jednoduché regresni kiivky. Casto je mozné transformaci promén-
nych X nebo Y ziskat linedrni vztah mezi transformovanymi proménnymi. Nové
proménné pak muzeme analyzovat zndmymi metodami linedrni regresni ana-
lyzy. Cilem dal¥{ interpretace analyzy je vyloZit ziskané vysledky pro piivodni
netransformované hodnoty.

Piiblizme si ideu lineariza¢ni transformace na pifpadu deterministické zdvis-
losti, kdy se zdvisle prom&nnd méni exponencidlné v ¢ase 1 y = a e, (a; b > 0).
JestliZe zlogaritmujeme tuto rovnici, dostaneme

In(y) = In(a) + bt.

Vidime, 7e logaritmus zdvisle proménné je linedrni funkei Casu. Jestlize pova-
zujeme za novou zdvisle proménnou z = In(y), cely vztah se zjednodusil. Tento
désledek se vyuZiva pii hleddni parametri regresniho vztahu, kdyZ chceme po-
uzit bézné vzorce pro odhady parametri metodou nejmensich ¢tvercl. (Misto
piirozeného logaritmu miZeme samoziejmé pouZit napi. dekadicky logaritmus —
nezméni se tim princip, jen &fselné hodnoty regresnich koeficienti.)

V dal$im vykladu se omezime pouze na jednoduché soustavy takto odvoze-
nych regresnich kiivek, které lze obecné vyjadfit rovnici:

y = flx,a,b)

kde a a b jsou vhodné parametry a f je pfedpis pro regresni vztah. Pfi analyze
postupujeme takto:

I. Nejdifve zvolime tvar regresniho vztahu, coZ je funkce f, kterd pravdé-
podobné& dobie vystihne pribéh nadich empirickych dat nebo jejiz tvar je
od@vodnén teoretickymi tvahami.

2. Hodnoty vy a x transformujeme linearizaénimi transformacemi, jejichZ pied-
pisy jsou dané vybranou regresni funkei f. Dostaneme nové hodnoty y" a x’

3. Pro hodnoty ¥’ a 1’ vypocteme regresni piimku 7’ = a’ + b'x'. .

4. Zpétnou transformaci hodnot a” a &’ ziskime hodnoty a, & jako odhady para-
metrd piivodniho regresniho vztahu y = f(x, a, b). Tato zpétna transformace
je opét zavisld na zvolené funkci f.

5. Testy miizeme provddét pro parametry a” a b'. Smysl hypotéz o téchto para-
metrech musime interpretovat ve vztahu k parametriim a, b.

V tabulee 7.15 uvadime nékteré typy funkef f, prislu$né lineariza¢n{ transformace
il vztahy mezi koeficienty regrese a’, b" a parametry a, b.
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Vybrané linearizaéni transformace

Priliad nelineam’ regrese ~ rovnice transformované do pivodniho méFitka

cni iskani #i
: Regresni vztah je | Linearizacni transtormace Vztahy pro ziskani : Mu

Zeny
dan tunkei : proxay ‘ koeficie(jt_q a, b )

| Cas = 0.330 x Vaddlenost' ™" Cas = 0,372 x Vedatenost ™™

y' = : X' a= b=
: : : ‘ : b
y=a+b/x : ¥ ; x ? : .
= ab’ : iny : X : expla’) ; expii) . . - S g 3
¥= , : i :‘ o : expia’) ; o Udaje o svéfovych rekordech v plavani pro muze a Zeny
¥ o= ax 1y : : ) : )
v = aexph/x) ny 1/x : expla’) : D’
y=atbx” ¥ X ; a : b

o
x
X muzgi
800 1 fo seny
PRIKLAD 7.14 600
w
. oy
Hodnoty svétovych rekordi v plavani volnym zpdsobem (podie tabulek z roku 1891} jsou 3 400
uvedeny v tabulce 7.16. ‘ o ‘ ‘ ,
Rizna zkoumani ulkdzala, ze dosaZené tasy nejsou lingdrné zavxslg na devlce Fratn.'Abs 3 o 2
se vztah linearizoval, doporuguje se provést legaritmickou transformaci dosaZeného casx’;
i délky waté. Po provedeni transformaci ziskame regresni rovnice (s uvedenim smé&redatne - . N
) - .
chyby pro regresni koeficient) —tab. 7.17. ) o ' ‘ ‘ .
)’Test rozdilnosti regresnich koeficienti neprokdzal statisticky vyz‘namr_xy. rozdil, proto‘ I l | |
miZeme obé regrese prepodital s tim, Ze uvaZujeme spolecny regresni koeficient. Nakones 0 500 1000 1500

transformujeme vysledky do plvodniho méfitka (tab.7.18). vzddlenost fm)

Vidime, e pomérovy index das {Zeny)/ das (muzi} &ini 1,097, To znamend, ze Zeny

i . | - 6 reko y / plavani vé 9 ¥ p {isoben t Ji ' % Vfce éasu e uzi. Gra“ ky je S| uace zna ornena na Obrélzk 2.
P j Arni T I . & 1 v V. Ovin- 2l Usoberﬁ BN potiebu 08 o z ra ce Znaz
ikiad ﬂe|ln€a Nt eg ese _svétové rekord pla é_r”-v_ i S A e A LR a 7 2

i Vzdélenost [m] 50 100 200 400 800 1500
. s : : - 7:4785 14:5036
¢ Cas muZl P 21,81 4842 14669 34669 ! .. .o
| as sen C 2498 5473 15755 40385 81622 155210 | 7.3.7 Porovnani metod méfeni

a BlandGv-Altmanuv graf

V tomto odstavei upozornime na situace, v nich? prokladdme data piimkou ji-
nym zplsobem, ne# je standardni metoda nejmen$ich Stvercdl, Phjde o urdié
zobeenéni metody neimendich Stveret a Jednu rezistentnf metodu, Tyto alterna-
tivad piistupy objasnime v souvislostech hodnocen{ kvality metod méfent. Pritom
piipomeneme nékteré statistickd charakteristiky a jejich aplikaci ]

Piiklad regresnich rovnic pro nelinedrni data ="

D MuZi G ln(gas) = ~1,146 + 1,001 x In(vzddlenost)  r=0999  0.0146
Zeny in{das) = -0,922 + 1,067 x In{vzddlencst) 7 =0999 00146 :

Ol srovndvini
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metod mdFeni. Uvaiujeme méfen! providéna v biomedicing, kde se klade dd-
raz na posuzovani velikosti s‘ys‘lcmatické chyby & samozicjmé i 1]11]10(11}6 ch)jby
méfent, aviak popisované postupy majf pouZith v muoha daldich problémovych
situacich a nalézaji v posledni dobé uplaténi i v psychometrii. Na rozdil od
bEiné regresni analyzy se nepondivaii pro fefeni pr oblému predikee.

Zabyvame se pipadem, kdy porovndvime metody méfeni X a ¥, kieré maji
mEit stejnou velidinu, V praxi jde o srovndni nove navrzenéd metody {ozna-
Eme ji ¥ s referenéni metodou (oznadime ji X) nebo se darym standardem,
co¥ je metoda, klerd piedstavuje akwdlng nejlepdi metodu vzhledem k velikost
systematické chyby a trovni reliability (opakovalclnost vysledkd). Pli srovnd-
vani vychidzime z i dvojic méfent (xy, y), kieré jsme ziskali zméfenim objektd
i metodou X o ¥ v ramci zv. stovndvaciho experimentu.

PFi posuzovdni kvality méfici metody vychazime z modeln

L=T+5+¢

kde Z, resp. T je naméfend, resp. spravnd hodnota, S sy stematickd chyba, & na-
hodnd chyba s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem Vary (). U systematickd
chyby rozlifujeme konstantni slozku. jeZ je stejnd v ceiém rozsahu méfeni, a pro-
porcionalni sloZku, kterd je imérnd hlading méfen! (napt. koncentraci méfend
latky). Ob& tyio slozky mobou byt zphsobeny jingmi mechanismy v méficin
procesu, Jednotlivé typy systematickych chyb a jejich vatally jsou zobrazeny na
obrézku 7.13. Také rozptyl Vary(£) Casto zévisi na hodnoté méreni (hlading kon-
centrace). Je diilezité si uvédomit, Ze tento model 1ze uplatnit jak pro s ovidvanou
metodu ¥, tak pro referendni metodu X. Pokud S = 0, Fkdme nékdy, Ze metada
je spravnd,

T y'p.y systematickych chyb méF; cich metod

X

konstantni chyba proporcionaini chyba konstantni & proporeionalni chyliz

7 ANALYZA ZAVISLOSTI

Strudng zhodnotime, jak se standardné pouZivané statistiky uplatiiuif pfi hod-
noceni vzahu porovadvané a referendni méfiel metody. Mezi nejpouiivandjsi
paiii Pearsondv koreladni koeficient », parovy r-test pro pfezkoudeni piftomnosti
systematické odehylky mezi metedami a v¥pocel parametd regresni pifmky.
Korela¢ni koeficient je citlivy k ndhedné chybé. Proto se pouZivd k jejimu od-
haleni. Je viak citlivy také k rozmezf méfeni. Casto zvétdenim rozsahu méteni
dosdhneme znalného priblizeni koreladniho koeficientu k jedniéee. Snad nejvéidi
chyba spocivd v tom, Ze pfisuzujeme dileZitost tomu, Ze koreladni koeficient je
vyznamné rizny od nuly. Ve srovndvacich experimentech nenf tento typ uvajo-
viini na misté. piesto se tdaje o 1610 vyznammosti pravideIng objevuii v hodnoti-
cich zpravdch. Zavaind je skutednost, Ze korelanim koeficientem neodhalujeme
ant piflomnaost pmpommm]m chyby. ani chyby konstantni, Qdpirei korelaéniho
koeficientu tvrdi, Ze tato statjstika by se pii hodnoceni dat pii srovndvin{ metod
méteni neméla nikdy pouZivat. N8kdy se doporu¢uie ho nahradit koeficientem
kenkordance 1y x podie Lina (Lin 1989)

2eovix, v)
.2 2 d =2t
0+ 57+ (T F)

NN =

Klery md jako popisnd statistika srovnateInosti metod (nebo opakovatelnosti mé-
fenf) nékelik vihodnych vlasthesti:

M =l s slunlsilg]

D) rope = rrehdy a jen tehdy, jestlize sf = ‘\2 ataké ¥ = 3
o) rn = O tehdy a jen ehdy, jestlize r = ()
d) ra = 21, pokud = 1 ataké sf = s: ay=i.

Pamoci tohoto koeficientu posuzujeme, jak isou dvojice méfeni (Esnd rozlofeny

* kolem piimky dané rovnici y = x,

Testovacl statistiku parového /-testu poéitame pomoci smérodainé odehylky
sy diferenci part méfenf a primérné diference i, podic vzorce

my

T Gl

kde i je poet méfenych objekti.

Tyto statistiky se uvddgji ve zprivdch o srovndvacich experimentech méficich

Jnctod spolu s dopocitanou p-hodaotou, Primérnd diference my poskytuje hod-
—hoverny odhad systematické chyby pouze v piipads, kdy proporciondlni chyba
~oen piftomna. Také testovani pomoci r-staustiky md viznam pouze v 1810 sou-

vistosti. Charakteristika s, kvantifikuje nahodnou chybu zpiisobenou ndhodnymi

hybami srovnavané i referencni metody. NeodrdZ{ specificky ndhkodnou chybu
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srovndvané metody, protoZe ji zvétSuje ndhodnd chyba referencni metody. Jestlize
se velikosti ndhodnych chyb méni podle drovné méfeni, ovliviluje to silné hod-
notu s,. Tato charakteristika pak vyjadiuje primé&rnou variabilitu, kterd se obtizné
interpretuje. Bohuzel je nutné piihlédnout ke skute¢nosti, Ze s, také odrdZi pro-
porciondlni systematickou chybu, jiz je srovndvand metoda zatizend. Lepsi je
nahradit #-statistiku intervalem spolehlivosti pro odhad systematické chyby.

BéZné se uruje vztah mezi méfenim X a méfenim Y nalezenim takové re-
gresni pifmky y = a + bx, kterd minimalizuje vzhledem k parametrim regresni
pifmky soucet étvercd odchylek bodi (x;;y;) od hledané piimky ve sméru kol-
mém na osu X. Timto zptisobem ziskdme odhad absolutntho ¢lenu @ pifmky,
odhad b pro smérnici regresni pifmky a odhad chyby pii regresi s,.. Kazdd
z t&chto statistik je citlivd k jinému typy chyb. Chyba s, . odhaduje nihodnou
chybu mezi metodami a md stejné omezeni jako s, aZ na to, ze sy neni rusivé
ovlivnéna piitomnosti proporciondlni systematické chyby. Konstantni chyba se
miize odhadovat pomoci priiseéiku s osou ¥ (hodnota a) a proporcionalni chyba
pomoci hodnoty 1 — b. Celkovou chybu Ize odhadnout 95% mezi, kterd ma hod-
notu @ + (1 — b)x +2sy.,.. Tato mez uréuje maximaélni velikost rozdili naméfenych
hodnot od skute¢né hodnoty s 95% spolehlivosti. Je patrné, Ze zavisi na drovni
proménné X.

Linedrnf regresni analyza se miiZe pouZit jenom v pasmu linedrniho vztahu
mezi obéma metodami méfeni. Nelinearita v datech znehodnocuje odhady ab-
solutniho &lenu i smérnice, coz vede ke $patnému odhadu systematické chyby
na jednotlivych rozhodovacich hladindch, kde se méfeni pouzivd. Odhady koefi-
cientii regresni pifmky jsou velmi citlivé k odlehlym hodnotdm. Proto bychom
méli data vzdy prekontrolovat graficky. Jednoduchd regrese ma dalsi dvé ome-
zenf: a) neuvaZuje nihodnou chybu u referenéni metody; b) jednim z jejich
piedpokladii je konstantnost smérodatné chyby odhadu v celém rozmezi. S po-
ruenim piedpokladu o stdlosti rozptylu kolem regresni pfimky se vyrovndme
pouZitim vdZené regrese, pro kterou potfebujeme znét profil zmén rozptylenosti.

Popsané metody prokldddn{ pfimkou vychézejf z toho, Ze referencni metodi
méa mnohem men§{ velikost nihodné chyby neZ hodnocend metoda. Protoze
nahodné chyby ovliviiuji jak srovndvanou, tak referenéni metodu, neni model
jednoduché regrese zcela adekvétni. Deming (1943) navrhl hledat vztah mezi
hodnocenou a referenéni metodou pomoci vaZené regrese, kdy predpokladame,
7e primérné hodnoty jsou vdzané linearnim vztahem a vysledky méfent obcmi
metodami jsou zatiZeny ndhodnymi chybami:

X=X+ &

yi=Ji+6i
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Optimdlni feSeni dostaneme, kdyZ minimalizujeme védZzeny soucet Ctverct
chyb vzhledem k parametriim regresnf piimky (a, b)

min S = Z wilyi=9)* + vi(x — %)%,

kde §; = a + bi; a w; a v; jsou hodnoty vah kvadratickych odchylek. Velikost vah
w; av; je v nepiimé v zdvislosti na velikosti chyby metody, jeZ jsou charakterizo-
viny chybovymi rozptyly Var,(e) a Var,(6). Z analyzy celé procedury plyne, Ze
Demingova metoda hledd pifmku, jeZ minimalizuje soudet &tvercl vzdilenosti
bodi od piimky, pficemz vzddlenosti se mé&ii pod thlem od regresni pifmky,
ktery je zdvisly na poméru rozptyli charakterizujicich ndhodnou chybu obou
metod (Var.(g)/Var,(§) = A). Odhad parametru b md tvar

2 _(1/0s2
b=Gs B i ge 2 WAS

2rsysy

Jestlize Var,(e) md nulovou hodnotu (nebo relativné malou vi&i Var,(8)),
ziskdme piimku odpovidajici jednoduché regresi. Jestlize koeficient A md hod-
notu rovnou jedné, pak jsme ziskali pifmku odpovidajici hlavni komponentg, jez
spojuje vrcholy konfidenéni elipsy, popisujici rozptylenost bodi (x;; ;). Ve sku-

- Shluk bodu prolozeny prvni a druhou hlavni kemponentou

druha hlavni komponenta

prvni hlavni komponenta
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tegnosti jde o prvni hlavni komponentu, .znz’tmm{ zZ vfcelrozmérne sttats‘s;;frlze- jrrll(;xu
lyzy (viz kap. 13.7). Obrazek 7. 14 ukazuje Ipr’vm hla’vvm‘komponeg u ; e ;Ja o
pro shluk bodf odpovidajict naméienym vahvan'i a v.gsliam ;1 skugtnyv tomtoppﬁl
Konfidenéni elipsa pokryva v tomto pifpadé piiblizné 95 Jo bodu.

i o d se celé
padé méfime vzddlenost kolmo na hledanou pifmku. Z tohoto ditvodu se ¢

e né fikd or Alni regrese.
rocedufe nékdy fika ortogondlni reg o . o
’ Na obrizku 7.15 jsou modelové zndzornény Ul pifmky prolozene body tiem
metodami: ’
a) jednoduchd regrese, kdy y je z{m.sle prome:nnzt,
b) jednoduché regrese, kdy x )€ zdvisle promenna;
c) ortogondlni regrese. ) o
\ je, Z q ci
Zvoleny smeEr predikee v metod# b) zpusobuje, Z€ dos:(aneme Jln;vu plg]:li ;Im'
. g - o o
i 7 v piipadé %o potitame (podobné jako v pripade g
fimku ne? v piipadé a), protoze p podabi v piipa iy
Eegrese) s jinymi vzdilenostmi boddi od proloZenc pi{mky, jejichZ ctverce s¢itdm
kdy% se opirdme 0 princip nejmensich ctvercu.

Prolozeni shluku bodu tremi metodami nejmensich éwercp s oznaééeinifl
sméru uréeni vzdalenosti bodl od hledané pfimky, Z kterych se pocitajl

druhé mocniny (8tverce)

my

my

4 i ie zAvisle proménna
a) vzdalenost pro regresl, kde y j_e za’m_s

b)} vzdalenost pro regresi, kde X @ za_wlsle prom&nna
¢) vzdalenost pro ortogonalni regresi
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Jestlize lze piijmout, Ze Var(g)/Vary () = s2/s%, ziskdme piimku odpo-
vidajici standardizované hlavni komponenté, kterd spojuje vrcholy konfidenéni
elipsy pro shluk bodi se standardizovanymi soufadnicemi (x/; y?). Explicitni tvar
odhadu smérnice pifmky md v tomto piipadé jednoduchou podobu b = sy/s..
Protoze navic uvedeny piedpoklad odpovidd Casto se vyskytujicim pomérim
v datech, doporucuje se tento zpiisob proloZeni jako dobrd alternativa pro jed-
noduchou regresi. Viechny pifmky ziskané Demingovou metodou prochdzeji
(E7i8tEm (my my). Z této vlastnosti odvodime tvar pro odhad absolutniho ¢lenu
a = ¥ — b¥ (podrobngji Zvdra, 1989, s. 187; Carrol, 1996). Poznamenejme, 7e
vypocéty Demingovou metodou piedpokladaji presny linedrni vztah mezi ,,pri-
mérnymi* hodnotami obou srovndvanych metod.

Uvedené zplisoby regrese pouzivaji v explicitnich vyrazech pro odhad regres-
niho koeficientu korelaéni koeficient a smérodatné odchylky. NaneStésti jsou tyto
statistiky velmi citlivé vii¢i odlehlym hodnotam. To vede k dvaze, zda by bylo
moZno pro parametry regresni pifmky navrhnout neparametrickou proceduru.
Timto smérem postupovali Passing a Bablok (1983). Jejich procedura odhaduje
regresni koeficient jako medidn ¢astednych odhadi b;; tohoto koeficientu:

_ Y=Yy

bij = o [ <j
. JC;‘—‘)Cj p

Absolutni €len regresni pifmky se odhaduje jako median hodnot a; = y; — bx;.
Passing a Bablok navrhli svoji neparametrickou metodu tak, aby jejich odhad byl
kvalitni pro pifpad, Ze obé metody jsou zatizeny ndhodnou chybou.

V pifpadé potieby testujeme pomoci vhodnych statistik specifické hypo-
i¢zy o parametrech regresni pifmky. Nejcastéji se zaméiujeme na hypotézu
(a.b) = (0,1), kterd odpovidd identit¢ obou metod. Piisluiné statistiky najdeme
v citované literatufe. Pro nejvice potfebné vypocty odhadd regresni pifmky, in-
fervali spolehlivost i sestrojeni grafu pro viechny zde uvedené eventuality 1ze
vyuZit voln& dostupny program P. Marquise (2002).

Vyhodou Demingovy i Passingovy-Bablokovy metody je okolnost, 7e obé
divaji — na rozdil od jednoduché regrese metodou nejmensich ¢tverct — jedi-
nou prokladajici pifmku a zohlediuji pfitomnost nahodné chyby u hodnocené
| referenéni metody.

PRIKLAD 7.15

stuptl Kk prolozeni primk

 tnbulce 7.20 uvadime vysledky proloZeni pfimkou ziskané jednotlivymi pfistupy pro mo-
Unlova data v tabulce 7.19, pficemz metoda 1 predstavuje proménnou X. Data byla gene-
Juvina tak, aby pfimka vyhovovala vztahu y = x. Je patrné, Ze v tomto pfipadé pristup
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Pfiklad porovnavani dvou metod méfeni — modelova data

1 Vzorek 1 2 3 4 5 6
Metodat1 | 70 83 105 90 51 82
Metoda2 | 79 82 96 90 65 73

T
10,2
10,2

8 9
10,3 7.1
106 63

_ Priklad porovnani dvou metod méfeni — r(izné pristupy k prolozeni pfimky

b a
.Klasicka" linearni regrese 0,862 1,049
Metoda standardni hlavni komponenty | 0,947 0,352
Metoda hlavni komponenty 1,001 0,088
Passingova-Bablokova regrese 1,000 -0,050

Blanduv-Altmantv graf spolu s krabicovym grafem rozdila
mezi dvéma metodami

2
1 ® °
& °
©
S ° = = ~ pramér
§ 0 - - diferenci
= l
I
° 1
-1 4 :
® L
-2 T T T T T T
5 6 7 8 9 10 11 12

pramér méreni

pomoci hlavni komponenty a Passingova-Bablokova regrese davaji nejlepsi proloitleni. Ohb
razek 7.16 ukazuje Blanddv-Altmaniiv graf spolu s krabicovym grafem rozdill mezi obémi

metodami.
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Numerickou analyzu vztahu obou metod méfeni doporuduji Bland a Altman
(1986) nahradit grafickou analyzou pomoci modifikace grafu rezidudlnich hod-
not pro regresi. Standardné nandsime na osu ¥ rezidudlni hodnoty a na osu X
hodnoty prediktoru. Tito autofi tvrdi, Ze co nds zajim4 pii srovnani metod, nenf
tvar piimky, ktery vdZe primérné hodnoty obou metod, ale pouze chovini roz-
dilii hodnot pii méfeni jednotlivych objektii obéma metodami. Modifikace podle
Blanda a Altmana spocivd v tom, Ze na osu ¥ nanisime rozdil x — y hodnot
ziskanych referencnf a srovndvanou metodou a na osu X jejich primér (x + y)/2,
abychom vyrusili jev regrese k priméru (umélou korelaci mezi hodnotami x — y
a x). Bland-Altmaniv graf, nazyvany téZ rozdilovy graf, adekvitngji hodnoti
nepodobnost méfeni obéma metodami. Ve srovndvacich experimentech néds za-

jimajf piedevsim rozdily (x — y), a ne rozdily hodnot srovnivané metody od

regresni pifmky. Graf je doplnén o tii kontrolni &4ry, je? reprezentuji primér
rozdilti, od néhoZ jedté zakreslime pifmky ve vzdalenosti 1,96 s, na obé strany.
Bland a Altman doporucuji doplnit tento graf vypodtem intervalu spolehlivosti
pro primérny rozdil, primérem rozdilii my a jejich smérodatnou odchylkou s,.
Jestlize prohlidka odhalf trend v rozdilech (x — y), po¢itime jesté korelaci mezi
hodnotami (x — y) a (x + y)/2 a jeji statistickou vyznamnost. Tato analyza po-
suzuje piitomnost proporciondlni chyby. Proménlivost velikosti ndhodné slozky
chyb hodnotime obdobné grafem zévislosti absolutnich hodnot rozdili (x — v)
na hodnotéch (x + y)/2. Cldnek autori patif k nejeitovanéj¥im metodologickym
pracim v Iékaiské literatufe a jeho recepce je znaénd i v metodologické literatute
behaviordlnich véd.

7.4 Regrese k pruméru

Regrese k priméru patii k jeviim, které mohou negativné ovlivnit interni validitu
vyzkumné studie. Timto fenoménem se poprvé zabyval v roce 1886 F. Galton.
Oziejmime ho na pfikladu, jenZ zajimal také Galtona. Pfedpoklddame, 7e ko-
relace mezi vyskou otce a syna je 0,8, a dile, Ze primérnd vyika otcd a syni
|e stejnd. Vyska otce je 190cm, jaky bude odhad vysky syna pomoci linedrni
regrese? Ocekdvali bychom, Ze odhad bude 190 cm, ale nenf tomu tak. Abychom
rozdil jednoduge vysvétlili, budeme predpokléddat, Ze jsme standardizovali namé-
fené hodnoty vySek a Ze hodnota 190 leZi jednu smérodatnou odchylku nad pri-
meérem vysek otet. JestliZze uvaZzujeme standardizované hodnoty, regresni koefici-
ent se rovnd korelaénimu koeficientu. Tedy » = 0,8 a predikce vyiky ma hodnotu
0,8 vyndsobenou vySkou otce ve standardizovanych hodnotéch. Z toho je pa-
lin¢, Ze predikee vy3ky syna je mensi nez vy$ka otce. Tuto skuteénost nazyvame
wregrese k priiméru®. Musime ji zohlednit v n&kterych typech statistické analyzy.
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Regrese k priméru, resp. regrese ke stfedu, se projevuje, kdyZ analyzujeme
vysledky ziskané na nendhodné vybraném souboru jednotek, tedy tieba v kva-
ziexperimentdlnich vyzkumech. S timto fenoménem se setkdvdme pfedevsim
v situacich, kdy vybér jedinct do experimentdlni skupiny se déje podle hodnoty
proménné, kterd méd byt zvolenou intervenci ovlivnéna.

PRIKLAD 7.16

m V ramci medicinského vyzkumu pfedpokladame, Ze intervence ma sniZit v praméru
hodnotu sledované proménné. Do skupiny vybereme jedince, u nichz jsme pretestem
naméfili zvysené hodnoty. Lze ukazat, Zze primér z vysledk( druhého méfeni (z post-
testu) bude niz&i neZ primér z prvnich méfeni pretestem, at jsme intervenci provedli,
nebo ne.

m  Trenér zafadi do reprezentaéniho druZstva pro olympiadu jedince s nejlepsimi vysledky
z posledniho zavodu. Po olympiadé zjisti, Ze primémy vykon byl horsi, a pfisuzuje to
podminkam pfi zavodé.

m  Studenti s horim vysledkem testu z matematiky jsou zafazeni do doucovaciho kurzu.

Po jeho absolvovani jsou u téchto studentt zjidtény v praméru lepsi hodnoty u testu

sestaveného podobnym zpisobem. Tato zména se zdUvodiiuje plsobenim kurzu.

| v téchto prikladech muZe dojit k popsané zméné v dusledku efektu regrese k prumeru.
Uvadéné divody pro zménu sportovniho vykonu, resp. zlepdeni hodnot testu z matematiky
tudiz nemusi byt opodstatnéné.

Jak regrese k priméru v této souvislosti vznikd, ukdZeme graficky na jedno-
duchém piikladu. Obrdzek 7.17 zndzoriiuje pomoci bodového dvojrozmérného
grafu vysledky pretestu a posttestu zcela nekorelovanych testi. Je patrné, Ze pri-
mér hodnot pretestu je totozny s primérem hodnot posttestu. Mezi provedenim
obou testl nedoslo k Zddné zméné primérné hodnoty u celé skupiny. Pfedstavme
si, e vybereme skupinu jedincd, u kterych hodnoty pretestu jsou vétsi nez pri-
mér. Snadno vidime, Ze pramér hodnot posttestu md mensi hodnotu, neZ byl
priimér hodnot pretestu pro vybranou skupinu. Primér hodnot posttestu je toti’
totoZny s piivodni hodnotou priiméru. JestliZe mezi pretestem a posttestem exis

tuje dokonald shoda, tedy r = 1, pak priméry hodnot u obou skupin méfeni
ziskanych od osob, jejichZ hodnota pretestu leZela nad primérem, budou zcela
totozné. Jestlize korelace méfeni m4 hodnotu mezi nulou a jednickou, pak vypo

&itané priiméry jak hodnot pretestu, tak hodnot posttestu budou leZet mezi dvéma
popsanymi extrémy hodnot primért. To znamend, Ze primér hodnot méfeni po

sttestu bude vzdy mensi ne primér hodnot pretestu u té skupiny jedinct, jejich?
hodnota pretestu byla v&t3{ neZ priimér. Tento piipad je ukdzdn na obrdzku 7.4,
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Regrese k priméru pro nekorelované hodnoty pre- a posttestu

prumér pretestu lep&i skupiny

140 ;
O lepsiv pretestu .
® horsiv pretestu :
120 2
° ee®l ©
' o6 ° °© o
g o o® o ,oo§%°§ °8
° o
g‘lOO T TS i W"Q)% B SRR primér posttestu
b !‘8030 ] 02 lepsi skupiny
o
° .‘.: &%
80 e e ©°
L
I
I
60 T : |
60 80 100 120 140
pretest

_ Regrese k priméru pro korelované hodnoty pre- a posttestu

pramér pretestu lepsi skupiny
140

O  lepSi v pretestu
® hordiv pretestu

— prumér posttestu
lep&i skupiny

120 140

pretest
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Regresi k priméru zdiivodnéme jesté jinym zplisobem. J?%tliif:.}lv?illjtjme
jedince s hodnotami pretestu nad primérem, pokud nenastala zadnaa jma‘zmena,
nékteré hodnoty posttestu u této skupiny budou pod primérem pivodniho roz-
déleni hodnot posttestu. Na druhou stranu nelze oCekévat, Ze hodnoty posttestu
budou rozloZeny vice smérem k v&t§im hodnotdm. Proto primér hodnot posttestu
bude mensi neZ primeér hodnot pretestu. o

Regrese k priiméru také zplisobuje, Ze proces vyrovndvéni (macov.a.m,) nfzvede
asto k validnim vysledkim. Predpoklddejme, Ze porovndvime stuchjem vykony
socioekonomicky ,,zvyhodnéné“ a ,,znevyhodnéné® skupiny studevntl,l. Pretesty
u znevyhodnéné populace budou mit niZsi hodnoty nez u zvyﬁodnene populvace‘
studentii. Aby byly vytvofené ,srovnatelné” skupiny, pfistoupilo se k vytvoreni
dvojic studentt, ktefl méli stejné vysledky v pretestu. Chcel.ne porovnat jejlt.;h
studijni vykony po absolvovén{ semestru pomoci posttestu.-therr: regres‘e kv Pru:
méru budou vysledky v obou skupindch znaéné odliSné i bez pusoben} nej'ake
intervence. Tato okolnost miZe vést k zdvéru, Ze znevyhodnéni studenti nejsou
schopni dosahnout takovych pokroki jako zvyhodnéni student’i. Svamouzfejmé’ ic
efekt regrese k priméru miZe byt zastfen, zesilen nebo zmirnén pusobenimi
dalgich faktord. Celou situaci zobrazuje obrdzek 7.19.

_ Efekt regrese k priméru u extrémnich skupin

nizké regrese N skorl regrese V skort Y
‘ k proméru gl
hodnoty ~ hodnoty k praméru p y
post-testu ) [N () (R [N [N

)
X
.99,
nizké ”"”"‘ vysoké

hodnot
hodnoty hodnoty V] [V]IVI[VIIVIIVI[V y

pre-testu INJINTINTINT TN TN ]
macované pary
ze zvyhodnéné (V)
a znevyhodnéné (N)
skupiny
pramér skupiny N pramér skupiny V
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Souhrn

Jednoduchd korela¢ni analyza a linedrni regrese patii mezi zdkladni metody
statistické analyzy vztahu proménnych.

Pearsontiv korela¢ni koeficient » mé&fi silu a smér asociace dvou spojitych
proménnych. Tento korelaéni koeficient méiZzeme vypoéitat pro kazdy shluk bod,
ale adekvdtn€ zmefi asociaci pouze pro linedrn{ vztahy, jestlize proménné méfme
bez omezeni na ur¢ity interval hodnot.

Specidlni korela¢ni koeficienty (parcidlni a mnohondsobny) jsou vhodné pro
posouzeni plisoben{ tfeti promé&nné na sledovany vztah nebo posouzeni vhodnosti
predikce zdvisle proménné pomoci dvou nezdvislych proménnych. Korelagnimi
koeficienty Spearmanovym a Kendallovym nahrazujeme Pearsonilv korelagni
koeficient v pifpadech pfitomnosti odlehlych hodnot nebo nelinedrniho vztahu.

Regresnf pfimka ziskand standardni metodou nejmengich &tvercd minimali-
zuje soucet Ctvercti vertikalnich vzdélenosti pozorovanych y-hodnot od regresni
piimky. Interpretaci dat providime také pomoci grafického zndzornéni, kontrolou
linearity a pisobeni extrémnich bodi.

Vysvetlili jsme zdkladni metody statistického usuzovént, které jsou vhodné
pro jednoduchy linedrni regresni model. Jsou pouZitelné pouze tehdy, jestlize
studovany vztah je skute¢né linedrni, rezidudlni odchylky maji normélni rozd&leni
a jejich rozptyl je stejny v celém rozsahu proménné X.

Korelace aregrese jsou tizce spojené koncepty. Pearsontv korelaéni koeficient
r je smérnici b regresnd pfimky, jestlize méifme hodnoty x i y ve standardizova-
nych jednotkach.

Jednoduchd regresni analyza je nejjednodusim pifpadem obecného linedr-
niho modelu vicendsobné regrese, jimz se budeme zabyvat ve zvl4stni kapitole.
Techniky, které jsme poznali v této kapitole, jako analyza rezidudlnich hodnot
nebo transformace proménnych s cilem linearizovat vztah, Ize pouZit i v obecném
modelu linedrni regrese.

Dalsi informace o statistické analyze pomocf jednoduchého linedrniho regres-
niho modelu uvad€ji napi. Havrének (1993), Meloun (1994), Prochdzka ( 1999)
nebo Zvdra (1997).
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