4 Pocet pravdépodobnosti
jako zaklad
statistického usuzovani

K analyze dat pfistupujeme z n&kolika hledisek. Dosud jsme probrali exploracni
i popisnou analyzu dat, jimiZ dokdZeme piehledné shrnout informace, jeZ se
(ykaji pravé téch objektd, které jsme pozorovali nebo zméfili. Jestlize jsme viak
dita ziskali na zdklad& dobie navrzeného vyzkumného pldnu, miiZeme provadét
robeciinjici dsudky o chovini sledovanych proménnych a jejich parametrech
v celé uvazované populaci. Metody takového statistického usuzovani se opiraji
i pocet pravdépodobnosti. Proto jsou zdklady poctu pravdépodobnosti tématem
it1o kapitoly.

Metody statistického testovdni a odhadovani vyzaduji data ziskand nahod-
iym vybérem nebo metodou zndhodnéného experimentu. Statistické usuzovini
pocivi na kladeni otdzek typu: ,Jak ¢asto tato metoda dé spravnou odpovéd,
pukiid ji pouziji mnohokrat? Pokud si nemiizeme piedstavit, Ze proces sbéru dat
10 opakovat (napf. tim, Ze z populace vybereme jiny vybér), statistické usuzo-
il nemd smysl, Jestlize viak vyuZijeme pfi ziskdni dat ndhodu, miZzeme pouZit
Wl pravd@podobnosti pro zodpovézeni otdzky: ,Jak asto nastane urcity jev,
(bl experiment nebo vybér provedeme mnohokrat?*

| itka probirand v této kapitole je kli€ova pro porozuméni vétSiné postupt, jez
“deme v dalgich Edstech knihy. Nesmirng diileZity je pojem ndhodné proménné
“iusdéleni ndhodné proménné. V zdvéru této kapitoly se dostaneme k dal3f pro-
“tice, kterd je pro statistickou analyzu rozhodujici — k pravdépodobnostnimu

Lovant statistik vypogitanych z dat, a uvedeme zdkladni teoretickd pravdépo-
S Lnind rozdélent, jeZ jsou vhodnd pro popis variability statistik. Tato ¢dst tvori
Sl pro rozvinutf principi teorie statistického usuzovini, kterymi se budeme
Sl v IS kapitole.

ke podtu pravdépodobnosti a prisluiné teorie pronikly do Cetnych védnich obort i oblasti
b Cinnosti. Historici dovozuji, e vivoj po€tu pravdépodobnosti neprobihal nijak jedno-
© o uk Rekové, tak pryni kiesfané neméli divod se zabyvat kvantifikaci ndhody. Rekové si

“Lamovall plisobeni ndhody, ale vEfili, Ze nenf spravné matematicky spojovat to, co se stalo,
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a 1o, co by se mélo stdt, protoze by Slo o pickryvini .pozemského planu™ a _nebeského planu™
Navic u Rekii hrdl roli jejich antiempiricismus. 7nalost se nemohla ziskat experimentovdnim, ale
pouze logickou cestou. Tyto dva momenty jim brdnily zabyvat se problémem ndhody v souvis-
Josti s predikef jeva. Pro prvnf kesfany zase néco jako nahoda nemohlo vibec existovat. Kazdd
uddlost byla pifmym svédectvim bozského pisobeni.

Nejdiive se prvky teoric pra\'dépmlobnnsii uplatitovaly pii vypottech Sance na vyhru v ha-
zardnich hrdch. Mezi prvni, kdo se zabyval pra\'dépod()bnosmfmi problémy. patfil Blaise Pascal
(1623-1662). Hazardni hry v dobg, o niZ mluvime, mély za sebou historii dlouhou nejméné dva
tisice let, protoze jiZ Rekové a Rimané byli vignivymi hraci. Nejpopuldrn&jsi hra Pascalovy doby
se nazyvala hazard™, jejiz pojmenovini pochdzi z arabského al zhar, co znamend .kostka".
Pascal si dal za tikol zodpovédét fadu otdzek, které mu poloZil jeho piitel Anténio Gombard
rytit de Mere. Napiiklad - pro¢ je vyhodné vsadit na &tyfi Sestky pii &tyfech hodech a pro¢ nenf
vyhodné vsadit pii dvojndsobném hodu na dvé Sestky v 24 pokusech? Vedl o tomto problému
korespondenci s jinym v§znamnym védeem té doby Pierre de Fermatem.

Nejstar$i knihou o pru\'dépodobnnsii bylo dilo holandského matematika Christiana Huy
gense De Ratiociniis in Ludo Alec (Vypotty v hrich ndhody) z roku 1657. Po padesdt let slouzila
jako standardnf uebnf text 0 pra\'dépndobnusli. Pravé jejtho autora povazuji mnozi historici zi
zakladatele teorie pravdépodobnosti. Pierre Simon Laplace (1749-1827), autor pichledného po
jednéni o teorii pravd{’:podobnusti. prohldsil: .Je obdivuhodné, Ze poctu pravdépodobnosti. jen?
vznikl pii iivahdch o hazardnich hrach, bylo uréeno stat se nejdbilezitéjsi slozkou lidského védéni.”

Rozvoj teorie pm\'dépudobnosli si vyzddal kromé premyilenii fyzické usili, o Cem svedeipo
kusy statistika K. Pearsona, kter§ v roce 1900 hodil 24 000krdt mincf, aby se presvéddil, zda reli

tivni Cetnost jevu, Ze padne _orel”, konverguje k &islu 0.5. Jeho pokus vedlk Eetnosti ,orla® 12012

a1 Zakladni pojmy a vypocty

Vysvétlime stru¢né pouze zdklady poctu pravdépodobnosti, které budeme potic
bovat v této knize. Musfme si pfitom uvédomit, Ze matematicka teorie pravde
podobnosti nemiize objasnit podstatu ndhodnosti a pravdépodobnosti. Je pouss
vhodnym formdlnim popisem situact, v nich? se ndhodnost, resp. nejistota piv
jevuje; umoziiuje o nich uvazovat.

4.1.1 Nahodné jevy, pravdépodobnost

Nahodnost vede k tomu, se jevy, které nds zajimaji, se za danych podminek
mohou nebo nemusi vyskytout. Napiiklad pii hazeni minci sledujeme jev,
padne ,orel™. v daném hodu miZeme predikovat jeho vysledek pouze vy jdidiv
nim pravdépodobnostf moinost, jez mohou nastat. Pravdépodobnost, Z¢ pudie
_orel®, vyjadfujeme slem, které mé urcity vyznam. Slova pravdépodobny el
nepravdgpodobny, jez se vyskytuji v bEFné Fedi, vyjadiuji nejistotu kvalitativie
Vztah tohoto vyjadieni k matematickému pojmu pravdépodobnost je ddn kow
textem.
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Urcity f & T -
" 'lty fenomén povazujeme za ndhodny, jestlize jeho vyskyt je nejisty, ale
aroven pozorujeme v dlouhé fadé situaci urci i : e
adé situaci urcitou pr it v rozdslent i
vyskytu, = ou pravidelnost v rozdéleni jeho

PRIKLAD 4.1

b : -Pquifltl teorie pravdépodobnosti pro modelovani jevii
Poi s ; G
dﬁgr?; f;z;ciu‘ai;dogslozn 12».:,; Ivyuznt pro modelovani nejriiznéjsich situaci. Uvedeme jedno
priklad z oblasti sportu, ktery lze fesit i " ‘
d  priklad 2 s! ; pomoci pravdépodo i ¢
Jedjn: pr|s'tupu k Tesem popigeme na konci tohoto odstavce (s. 122? T
Wrdyi ea;Vrjlal ve svem repoertoaru’ d\’.'a druhy tenisového podani, tvrdy a mékky servis. Jeji
e a‘: Ifi;g)okh vhSQ % podani a v 75% pak uhraje mié. Mékky servis Jana nez-kazji
o, ak uhraje jenom v 50 %. Jakou ma Jana zvoli i pfi své
pokud Ize predpokladat, ze béhem utkani e e
] ; tkani se tyto charakteristik| i A hré
podani tvrdé nebo mékce? Nebo mé zadi y e el
? it tvrdym podanim a hybé : &
Je snad pro ni lepéi zahrat i ani mé Ui ek b
prvni podani mékce a druhé podani ?
iozhodovat, aby v praméru dosaho jlepsi e
vat, aby v vala nejlepdich vysledku, jestlize pf Ada4 z
ivedené relativni Getnosti jsou platné bez ohledu na pribeh uﬂiéni’? predpoliadame, e

m\‘i?tuj"e 1;11:10}10 :uznyph definic pravdépodobnosti: definice axiomatickd; defi-
l lu |)l¢1\«’d vepodobnosn jako kvantitativni miry jistoty; klasickd definice jéi po
oI pre ot nrevad] : $d )
| 'm.v epods)bnostl pevadi na pojem stejné moznosti. Uvedeme stat}stick
ilefinici pravdépodobnosti. .

Mluvime o ndhodné iagtli
ném pokusu, jestlize pii pokus STR. (. i
Viledky a pritom: pfi pokusu lze dostat rizné mozné

| nelze pfedem urci y Z t&
g urdit, ktery z téchto vys i ziskdme;
' pokus Ize libovolné éastyo Opakovatyjlffikrcz'l;gzn;?’ A ini vzdj
iy ; se jednotlivd opakovdni vzdjemné
MioZina v§ iny y 0 nd <
R l:{l' (vg)ac; m?i?ygh V}trlsledku nahodného pokusu tvoii prostor ndhodnych
. Napfiklad pii hodu mincf tvofi prostor jevii v j
. i1 prostor jevi v jednom hodu ,,panna*
- g . " »
» ::‘ :l&;/,?:‘a’lcml}ozma vysledkii je nahodny jev. Viechny moZné ndhodné jevy
» jevi. Jev, jenZ se sklddd pouze z j y
: e jednoho vysledku, se nazyvé
i a3 3 e S L (3 i yva ele-
mmn'l jev. Jev, ktery nastdvd, jestlize dostaneme vice moznych vysledki
SV jev sloZeny. g o
B st . S B3
A || 1|lsly‘ olzsahuje vvs,echny mozné vysledky nahodného pokusu. Pro pole
wilnyeh jevii 1ze pouZit vztahy teorie mnoZin
Symbole cuj jev, Z i
» \,| iholem A U B ozna¢ujeme jev, Ze nastane jev A nebo nastane jev B nebo
' ‘;l;';u‘,';“.u ]O?a dva. Souc?sny vyskyt jevu A a jevu B oznaujeme symbolem
pad, Ze AN B je prizdnd mnoZina, znamend vzdjemné se vylucujici jevy.
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Také Fikame, Ze tyto jevy jsou disjunktni. Jev doplitkovy A (nebo také opaény)
k jevu A je jev, ktery nastane, kdyZ nenastane v pokusu jev A.

Pravdépodobnost nahodného jevu A je &islo P(A), k némuZ se blizi relativni
etnost jevu A, jestlize pokus dostatedné asto opakujeme. Jestlize jsme provedli
n pokustia v imz nich nastal jev A, pak ndazorné vyjadiena:

lim = = P(A)
n—e R

Tuto hodnotu pravdépodobnosti povazujeme v teoril pravdépodobnosti za danou.
Vyrok _Pravdépodobnost jevu A je rovna hodnoté p** znamend, Z¢ P(A) = p.

Pravdépodobnost nahodného jevu je tedy &{slo mezi 0 a 1, které popisuje
relativni Cetnost, s jakou se jev vyskytne ve velmi dlouhé fadé opakovdn{ sitnace,
kdy tento jev maZe nastat. Pravdépodobnosti popisuji pouze to, €O S¢ stane
v dlouhé fadé pokusi. Kratké série nahodnych jevi, jako hézeni minc{ nebo
stielba na kos, casto nevypadaji néhodné, protoze neukazuji pravidelnost, jez se
ve skutednosti mize prosadit jenom pii mnoha opakovénich.

Pravdépodobnost md tyto zdkladni vlastnosti:

—_—

Pravdépodobnost jevu, ktery je jisty, se rovnd 1.

2. Pravdépodobnost jevu nemozného je rovna 0.

3. Lze-li ndhodny jev rozlozit na nékolik vzdjemné se vylugujicich (disjunkl
nich) jevd, pak se jeho pravdépodobnost rovné soudtu pravdépodobnostl
téchto jevi.

Pro vypocet pravdépodobnosti jevu A Casto pouzivdme pravidlo, které je vycho
diskem definice pravdépodobnosti na zékladg stejné moznosti: Jestlize ndhodny
pokus mize véstkr riiznym elementdrnim jevam, jeZ jsou stejné pravdépodobi,
pak pravdépodobnost jevu A je

pocet elementdrnich jevii, které vedou k A

P(A) =

r

PRIKLAD 4.2

K = Nogh

P hazeni kostkou plati, 7e prostor nahodnych vysledkd Eje (1.2 3:4;5;6). Priklndes
elementarniho jevu je jev, se padne &islo 5. Poéet véech elementarnich jevl je 6. Jov A, I8
padne sudé &islo, je jevem slozenym —tvoii jej 3 elementarni jevy. Proto je pravdépodobii
padnuti sudeho gisla P(A) =3/6 = 1/2. Relativni etnost tohoto jevu se tedy s€ vzrintajiess
poctem hodl blizi k &islu 0,5.

—_—
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Casto pouzivdme pravdé i spoj
podobnosti spojeni a priniku jevi
‘ i . a jevi A a B nebo pravdé-
podobnost dopliiku jevu. Pravidlo 3 Ize napsat obecnéji pomoci rovficz provee
P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B).
Rozifeni tohoto pravidla na tii jevy md tvar
IJ s
(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Z¢ (i zdkladnich vlastnosti pravdé i

¢épod jiZ v§ i
e i g podobnosti plynou jiZ viechny vlastnosti dalsi.
I“ Pro ‘li‘bov_gln)’rjev Aplati: 0 < P(A) < 1.
2. Jc~l% jev A doplitkovy k jevu A, pak P(A) =1 - P(A)
I Je-li jev A ¢asti jevu B, pak P(A) < P(B). .

PRIKLAD 4.3

'“ 1 . = 8 = i = : v: F2 £ ~
4 .‘|‘;|tl-1t,l10|:e f:;:ﬁ;; uﬁa?faloku 1000 dotdzanych obdant volebni preference, které uvadi ta”
ad.1. z této skupiny na 2 jedi jaka : :
" piny ndhodné vybereme jedince, jaka bude pravdépodobnost
4 bude se jednat o Zenu, ktera nepreferuje ODS;

1 onoba bude Zenského pohlavi nebo chee volit ,ostatni*

La nlohy nejsou sloZité, ale musime si
_ . te, e si promyslet pfesné obsah oté
 pivnl tloze je odpovéd déana zlomkem (530 — 223)/1000 S

Alychom vyfesili druhou otazk i i
. li u, musime si uvédomit, Z jedna o vypot &
i wjednocent jevu (Zena) U (ostatni). Z toho plyne st s

P((Zena) u (ostatni)) = P(Zena) + P(ostatni) — P((Zena) n (ostatni))
=530/1000 + 303/1000 — 157 /1000.

- Modelova data — vysledky prazkumu volebnich preferenci

{ Preferovana politicka strana : Zeny  Muzi " Celkem
| ¢ssp 153 130 283
i 0DS 220 194 414
Ostatni 157 146 303
- Celkem 530 470 1000"- |
J
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4.1.2 Podminéna pravdépodobnost, Bayesova formule

Casto zévisi pravdépodobnost vyskytu ur¢itého jevunatom, zda nastal &i nenastal
n&jaky jiny jev. Takovym pravdépodobnostem fikime podminéné a znadime je
P(A|B), coZ cteme: pravdépodobnost jevu A za piedpokladu, e nastal jev B. Pro
podminéné pravdépodobnosti 1ze dokdzat viechna zéakladni pravidla, kterd jsme
avadéli u nepodminéné pravdépodobnosti, tedy zejména 0 = P(A|B) < 1. Plati
dvé ekvivalentni rovnice, pokud P(B) nemd nulovou hodnotu:
P(ANB)

P(B)
Rovné-li se podminénd pravdépodobnost pravdépodobnosti nepodminéné, tedy
kdyz P(A|B) = P(A), #kdme, 7e jevy A a B jsou statisticky nezévislé. Vskyt
jevu B nemd v tomto pifpadé vliv na pravdépodobnost vyskytu jevu A v dan¢
situaci. Jsou-li jevy Aa B statisticky nezavislé, pakP(ANB) = P(A)- P(B). Plati:
Jsou-li jevy A, B statisticky nezdvislé, pak jsou statisticky nezévislé i dvojice jevi
A,B; A,E;K,_B.

Jestlize jev B nastivd vidy s nékterym jevem Ay, .. An, piicemz A; jsou jevy

disjunktni, pak

P(ANB) = P(A\B)P(B) nebo P(A|B) =

P(B) = » , PADP(BIA)-
i=1

Tento vztah nazyvdme vzorec pro tGplnou pravdépodobnost.

Pfi pravdépodobnostnich dvahéch se &asto pouZiva Bayesova formule. Slou?l
k vypocitdni podminéné pravdépodobnosti P(A|B) za predpokladu, 7e zndme
pravdépodobnosti P(B|A) a P(A). Poméha ndm napf. pii vypoltech, které provi
dime pii hodnocent diagnostickych testit binarniho typu v medicinské a psycho
logické diagnostice. Uvedeme jejf jednoduchou podobu:

P(A)P(BIA
R = e B e
P(A)P(BIA) + P(A)P(B|A)
V Gitateli této formule je pravdépodobnost, se soudasné nastane jev A ajev I
jmenovateli je vzorec pro Gplnou pravdépodobnost jevu B.

PRIKLAD 4.4

Vyznamné pouZiti nachazi Bayesova formule pii hodnoceni diagnostickych testl, j2 Mok
nabyvat pouze dvou hodnot (pozitivni, negativni). Takové hodnoceni se provadiiu urmale &
chotomizovanych kvantitativnich testovych vysledki (napf. normalni vysledek, vyslodak jh
normalni mezi testu). PopiSeme struéné tuto situaci. Pacient mze, nebo nemusi mil A

chorobu (D+, D-). Provedeny diagnosticky test miize, nebo nemusi tuto chorabu Indikees
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T+, T-). Zalezi ; i iy
i(ﬂ pégmi)ﬁézr?;epzrl;\?dga ]Zhg specificité a senzitivité. Senzitivita diagnostického testu Se
Moo D;’ _th_ r_!ost i"(T+|DJT) ts?ho, 7e vysledek testu bude pozitivni, kdyZ pa-
P(T-|D-), 30 22 p-Fedp cl::l lgltavdlagqostlckekfo testu Sp je podminéna pravdépodobnost
tivni hodnota pozitivpr:}ih - tu‘ % pacientnemé danou chorobu, test bude negativni. Predik-
mé chorobu, pokud byl t o testu P+ je podmin&né pravdépodobnost 2(D+[7 +), Ze pacient
nénd Pfané’podobno{;t ,EDSTDPOZIiWnIV . Prediktivni hodnota negativniho testu £ je podmi-
Rrivalinics PID) [& (d v"lT*). 7e pacient nema danou chorobu, kdy? test byl negativni
odhaduji pomaci st]arp r-ai lépodobnost choroby v populaci. Uvedene pravdépodabnosti s
foného vyzkumu di isticks evidence vysledkil v medicinskjch databdzich a 2viast zamé-
sostavuje Ctyfpolni ?g{:?itmkg VerOhoanSﬁ diagnostického testu. Podle vysledku testu se
nemocnych jeEiincE’J prees fn2|?e:>n?t?tm,' (tabulka 4.2). Napfiklad ¢etnost a je pocet vysledkl
& Ibuilky pousii tak,to: pozitivni test. Pro odhad uvedenych charakteristik se cetnosti

Se = P(T+|D+) = a/(a+b)

Sp = P(T-|D-) = d/(c+d)
P+ = P(D+[T+) = a/(a+c)
P- = P(D-[T-) = b/(b+d)

™ viak | 5 ST
vink Ize provést pouze v pfipadé, ze ziskavame vysledky pro jedince vybraného zcela

mahodnym zpusobem. Castéjsi fi j

: l"‘“mzzoipr:::é)ck})irz.z Ce‘lstejss je pFipad, kdy jsou k dispozici pfedem dané skupiny jedinct

et ni T provedeme uvobou skupin posuzovany test. Odhad senzitivity

e .u_,la e 9dhad_ pravdépodobnosti P+ a P - pomoci Setnosti z tabulky |
y. Musime nejdfFive ziskat informaci o vyskytu uvazované nemoci v populaci Prﬁz

(ilujeme prevalenci P(D+) u rtzny
. : ych subpopulaci. : :
Spuditdme prediktivni hodnotu pozitivniho tes?up Ao RS RS TGRSy
Pim SeP(D+)
SeP(D+) + (1 = Sp)(1 = P(D+))
i prodiktivni hodnotu negativniho testu

o Sp(1 - P(D+))
Sp(1 - P(D+)) + (1 - Se)P(D+)’

™ viorole Zij i
uiloh pouzijeme prevalenci P(D+) podle toho, z které subpopulace jedinec pochazi

- Ctyfpolni tabulka s detnostmi
[

1
| Skutecna diagndéza

V?s!edek testu

T+ | T=
D+ | a | b |
I = 4
D- | c | d
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41.3 Sance

Casto pouzivdme vyraz, Ze Sance vitézstvi fotbalového muzstva v daném zdpase
je 1:4 nebo 2:1.V prvnim piipadé povaZzujeme vitézstvi naseho klubu za milo
pravdépodobné, ve druhém pifpadé se domnivame, Ze pravdépodobnost vitézstvi
P(V) je dvojnédsobné Ve nez pravdépodobnost prohry P(P). Tedy $ance na
vitézstvi mého klubu se rovnd P(V)/P(P) = 2:1. ProtoZe vitézstvi V a prohra P
jsou vzdjemné se vyludujici jevy, mizeme $anci na vitézstvi zapsat takto:

Sance na vitézstvi PQY)
Sance na v =
. = P(V)

Formalné je Sance ve prospéch n&jakého jevu A definovdna pomérem

. . P(A) P(A)
Sance ve prospéch A=—— = "5 Ay’
P(A) 1 — P(A)

kde P(A) je pravdépodobnost jevu A.

Jestlize pocitdme pravdépodobnosti pomoci vypocitanych relativnich Cel
nosti, pak plati, Ze jmenovatele ve lomcich pro relativni Zetnost se vyrusi. Proto
1ze vypocitat ganci pouze pomoci Zetnostijevi A a A, které se realizovaly v daném
sledovdni:

» . pocet vyiskytit jevi A
Sance ve proséch A = T  F W
pocet pripadii, kdy jev A nenastal

Jestlize zndme 3anci ve prospéch A, lze samoziejmé zpEné vypoé&itat pravdépo
dobnost jevu A v dané situaci.

A R i

Nagim Gkolem je navrhnout pro tenistku Janu, jak ma vyuzivat své podani. Hledano fohan!
py mélo vést v praméru K nejvétsimu poctu vyhranych miga. Tvrdy servis se ji podas
v 50 %, mi¢ pak vyhraje v 75%. Mékky servis se ji podaff sice v 75%, ale pak ho vyhime
pouze v 50 %. Jaké ma zvolit pofadi obou typt servis, aby dosahla v praméru nejlopaiie
vysledku?

Ukol Ize fesit sestrojenim stromového grafu pro znazoméni ruznyeh moznosti prubitis
hry. Pomoci néj vypocitame pravdépodobnosti vyhry, které pak srovname.

Uvazujeme jako prvni moznost, s Jana zatne tvrdym servisem a pokud se ji nop! ialt
serviruje mekee. Prvni servis miZe nebo nemusi byt v poli s pravdépodobnosti 1/8. 18
Ize reprezentovat dvéma hranami, které vychazeji z prvniho uzlu grafu (obr.4.1), Joalies

prvni servis je v poli, pravdépodobnost vyhry mice je 3/4 aztraty je 1/4. Jestlize prvil ik
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Stromovy graf jedné varia i ani i
S nty strategie podani (prvni podani tvrdé,

start:
tvrdy servis

v poli

p=1/2 mimo pole

p=1/2

ziska mi¢ e :
=y ztrati mi¢ druhy servis v poli druhy servis mimo
p=ifa p=3/4 p=1/4
ztrati mi¢

ziska mié
p=1/2

ztrati mi¢
p=1/2

pravdépodobnost zisku mice

ravdé i :
p=(1/2)(3/4) = 38 p posobnost zisku mige

p=(1/2)(3/4)(1/2) = 3/16

- Piiklad pravdépodobnostniho modelu z oblasti sportu

‘ Prvni podani | Druhé podani | Pravdépodobnost vyhry
tvrdé mékke 9/16 = 0,563 !
: tvrdé tvrdé 9/16 = 0,563 l
} mékké tvrdé . 15/32 = 0,469 ‘
| mékie méskké | 15/32 = 0,469 |

© il i Jana serviruje podruhé mé j
é mékce, je pravdépod fené
R & ; me podobnost podafenéh i
e ::ﬂ‘a: ‘l ::I;Iv?fgcdobnost vyhry mige se rovna 1/2. Jestlizei drEhy servis jc; jimjuﬁM
ol .m..;....; l]::m_pr‘avdépo@bnom .vyhry, kdyZ Jana za¢ne tvrdym servisem a v pF‘i :3?
- L imnwéﬁu\lgt;?fﬁgr:f sgr\ilsen;, se spocte jako soucet pravdépodobnosti \I?S(hrj
8 u, jez vedou k vyhie 3/8 + 3/16 = 9/16. P j
=] . Poznamenejme,
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7e ostatni pravdépcdobnosti zigku mite v grafu jsou podminéné pravdépodobnosti, kde
podminka je dana piedpokladem, se nastaly jevy, které uvazovanemu ziskovému uzlu
predchazely.

Podobny zplisobem odvodime pravdépodobnosﬂ vynry pro daléi tii moznosti. Vysledky
znazornime tabulkou 4.3, Vidime, Ze Jana by méla nejdive podaval tvrdd. Jestlize se ji
podani nepodari, je jedno, 2da bude druhy servis podavat mekee nebo tvrdé. Muzeme

jenom doufat, 56 ho da do pole a vyhraje.

4.1.4 Vyuziti simulace pro odhad pravdépodobnosti

Simulace provddime $ cilem prozkoumat chovani sloZitéjsich modelf, v nasem
piipadé pro nalezeni neznamych pravdépodobnosti slozitych udélosti. Vychdzime
piitom ze znalosti pravdépodobnosti zékladnich jevi, které jsou pro cely proces
smérodatné. Pokud uréime tyto pravdépodobnosti a mechanismus, jak nové jevy
vznikaji z jevl zdkladnich, mizeme postupovat dvéma cestami. Bud nové pravde

podobnosti vypo&itdme postupys jez jsme popsali v predchozim pifkladu, anebo
proces simulujeme — to znamena, Ze ho mnohokrét opakujeme a jednotlivé prav

dépodobnosti odhadujeme pomoci relativnich Eetnosti jeva, které nas zajimajl

Témto metoddm se také i{k4 metody Monte Carlo. Pii modelovéani nédm obvykle
poméhd pocitad, ale nikdy lze model realizovat manudlngé.

Simulace a po&itdni relativnich etnosti predstavujf Casto jednodussi cestu,
jak odhadnout nezndmé pravdépodobnosti. Nage simulace povede k validnfim
vysledkim, pokud jsme model dobie sestavili. Simulace v kontextu statistiky lz¢
definovat jako vyuzivéini tabulek ndhodnych &{sel nebo generovani nahodnych

&isel pocitatem s cilem napodobit realné procesy.

PRIKLAD 4.6

Hazime minci a chceme zjistit pravdépodobnost, se v deseti hodech tfikrat za sebou palie
orel nebo tiikrat za sebou padne panna. Popiseme kroky sestavovani modelu a roallzns
simulace pomoci tabulky nahodnych cisel 2 pilohy B.

Krok 1. Zadani pravdépodobnosti. N4& model mé dvé gasti:

a) vkazdem hodu je pravdépodobnost Lorla“ 0,5;
b) jednotlivé hody jsou na sobé& nezavislymi pokusy — to znamena, ze vyalades
jednoho hodu neovliviiuje pravdépodobnosti vysledku jiného hodu.
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Priklad vyuZiti simulace pro odhad pravdépodobnosti

e 5 )
s P. | . L 2 ) 7577”; 3 . 79 J,, 5 & 1 5 T 4,
1 | © 0 P P i p T o - 5 B
0 T 57' P — _
e m— X, 6 | 2 8 7 p T
| P P P | O | O O P o
BSOS | P
% 9 6 ‘ 4 | 0 | 1 -__"2" T 77;; EI N
| P | e e | 1
1 olo ofrrlo PP P|

Kok 2. Jednotlivym zakladnim jev(
adnim jevu pfifadime &i £
iselné oznaceni. V tabulce na
5 e nahodnych &i-

sel (tab. | prilohy B) budou jednotlivé &isli
o ] : ¢islice zastupovat vysledek inci. Kazda
ki ::1?16;,\ gzlizga;ﬁzﬁndop?ost 0,1 a jejich nésled)rl}é uspo;;c?;nfr?g ffl‘t:lleda
ey end jeden hod. Suda &islice reprezentuje jev : ©),
fiok 3. Simulace mnoha opakové s
I N ovani daného pok Eisli
e ko pokusu. Deset Eislic v ; y
" 5is(|)il;f§rrfgszt'?5v;'ue Jedenv pt}:kus~ (deset hodu). Zaznamen;ﬁ:ﬁngshoc‘kwqh
e Sledév;nm,e.v kazdé z nich jevy ,0" a ,P". UrCime, v kolika p;}i Zduplz
(lnla za sebou). Z tabulky n\;:}ivdgfhagglnveg;lOrli E&a Lo net?o |i§§é
| odnych iloze B zjistime napfr. i tri i
e (;slzr;:;i: :jzj:é ktt‘er:e u‘vad‘l 1&}bu|ka 4.4. Ve véech técth)cz E;ZE*’\S/;;LFI;SVKUD’IHV
ekl S;_: .odu minci \'.sewrealizoval jev tfi za sebou stejnych hs;‘YCh
el éefm po deseti ¢islicich, ziskame pocet realizovanych 'nOt‘.
e e no:st Jaﬁqlodhad hledané pravdépodobnosti mé)i’w dJeVU
.80. Pro pfesnéji odhad musime opakovat cely pokus mzogztr:

vitokrat pomoci pocitaé y umi
e, k T 4 a ¢
i ; tery umi generovat nahodna Cisla. Pak dospé&jeme k ¢islu

i 'lll' illlﬁ! 0 I) ) y y £
b al ml‘thO pl‘avdé obDlemu (+] I S€ vyzZna
o E e 5 , : 1 mu zZ praxe.
'““ ‘I I:” IL[ \(; pI‘Ovadel neZ;a-VISIe pOkUSy, V niChi Sledo\’any .ev ma Ste'“()u
F‘\ L} LOD] st. Ve!ml du]ethOU. I‘Oli Zd& hla.e nezavisl()st .ednotli\d s‘ h k

% Ae I |”|!\]ddu IlGZElVISl()S[ edn(nh\‘y (0] 1). ]']ezav]sl()s‘ ])()kusu Ze
Ch h dLl minc
“"“h“ ut |)()/.010\ramm mItha reallZElCl pokusu )

125



PREHLED STATISTICKYCH METOD

4.2 Nahodna proménna,
rozdéleni nahodné proménneé

Predpis, ktery piifazuje kazdému vysledku ndhodného pokusu uréité &islo, se
nazyvd nahodna proménni. Néhodn4 proménnd je tedy funkce, jez zobrazuje
prostor vysledkt do redlnych Cisel. Nzhodné proménné budeme znacit velkymi
pismeny, napi. A, X, Z, jejich jednotlivé realizace bud’ &isly (konkrétni vysledky),
nebo malymi pismeny (obecné).

Je tieba si uvédomit, Ze vysledkem pokusu nemusi byt vidy n&jaké &islo; vZdy
mu viak mizeme n&jaké Cislo pitadit. V praxi nds toto piitazeni zajimé Casto
méné nez pravdépodobnosti, s kterymi ndhodnd proménnd nabyva uréité hodnoty
nebo je obsazena v uré&itych intervalech hodnot. Tyto pravdépodobnosti nazyvame
pravdépodobnostm’ rozdéleni (nebo jenom rozdélent) ndhodné proménné. Je
uréeno pravdépodobnostmi uvazovanych nahodngch jevi z jevového pole.

Na prostoru vysledki lze definovat vice néhodnych proménnych. Funkce

ndhodnych proménnych jsou ziejmé opét nahodné proménné.

PRIKLAD 4.7

Pii hazeni hraci kostkou je vysledkem pokusu jedna ze $esti jejich stran. Odpovidajicl
nahodna proménna X miize nabyvat hodnoty 1,2, 3, 4,5, 6. Rozdéleni nahodné proménné
X jedano pravdépodobnostmi jednotlivych stran (1/6). Definujeme funkci Y tak, ze Y (x) = 0,
jestlize ¢islo x je sudé, a Y(x) = 1, jestlize Cislo x je liché. Funkce ¥ (x) je opét nahodni
proménna.

Nihodné proménné délime na diskrétnf a spojité (viz kap. 2.2.3). Diskrétni pro
ménné nabyvaji navzajem izolované hodnoty — pfikladem je pocet bodi pii hodi
kostkou. Nékdy pozorujeme diskrétni ndhodné proménné, které mohou teoreticky
nabyvat nekonecné mnoha hodnot — piesné&ji feceno tolika, kolik je pfirozenych
¢isel. Takovou proménnou jsou napf. poéty nehod za rok v dané oblasti.

Spojité ndhodné proménné se v praxi vyskytuji velice casto. Napiiklad viech
_na b&znd méfeni délky, vahy nebo i ¢asu modelujeme jako spojité nédhodie
proménné. Do této kategorie ndhodnych proménnych patif i vysledky mnoli
psychologickych, znalostnich nebo motorickych testtl. Kdyz klademe diraz il
nepfesnosti spojené se zéapisem nebo zaokrouhlovanim, musime vak v prisnem
slova smyslu tyto proménné povaZovat za diskrétni. Zavisi na problému a nati h
cilech, zda danou proménnou budeme povazovat za spojitou, nebo diskrétni
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Priklad rozdéleni diskrétni nahodné proménné —
pravdépodobnost vysledku h&zeni kostkou

L Hodnoﬁa proménné x; 1 2 2 4

| . 3 | T 5 6
| Pravdépodobnostp, | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 |

U > v - v sz P v P -
. VE(I][ sme, ze p[a vdep()dol)l]()stlll 102(‘616“1 !ldhodlle plo][le““e (“eb() Zkl a-
p m ) N « y =
cene 1()Zdele“1 ]lal ()(hle romenne) jsou plavdep()d()bn(lst S nimiz n lh va da
Y CIS lnyCh hOdl]O[ D 2 d ToIme. 2
n Cll [+ . lskletn] Il’ihodna p (8} 3 3

. nna X I'lab va ll()dll()t X

Xm S plavdepﬂdobll()btml }J I ‘D), y ;

ey

...» P PHi¢emzZ plati, Ze soucet viech p; se rovnd

jedné. Pro na3i kos idaj
'|“’mt0 l;1p Ofl S:S; ko§tku lze zapsat tyto tidaje zptsobem, ktery uvddi tabulka 4.5
sobem je popsdno pravdépodobnostni rozdéleni di e
e Zp) m ] ozdéleni diskrétni ndhodné
proménné, popisujici vysledek h e
romenne, odu kostkou. Obecné se nékdy f i A
piitazuje diskrétnim hodnotdm ndhodné énné oA Evu iy
' odné proménné pifslusné pravdé i
iikd pravdépodobnostni fi ] o
unkce p,. Také fikdme, Ze na 4 promnng se Hai
danym zdkonem rozdéleni. \ oS TEAMES, PSS &% B

PRIKLAD 4.8

”mr(r)\;ﬁgods(t)ﬁézl:gplpal |Idl‘, +.<’ter| §polu Ziji. Jestlize vybereme nahodné domacnost z dané
nmm-o i i Ls; li/ .tzeb]eljl veilkost'—,poéet,jejich ¢lenli X — povazovat za diskrétni na-
- zanedbéli) ?r ulce 4.6 L_Jvadlme ph.klad rozdéleni této proménné (hodnoty vétsi
B e s .dylo prgvc?epqdobncistl vyjadfuji relativni ¢etnosti velikosti doméac-
- e dépo vobnosts, Ze ndhodné vybrana domacnost bude mit uréitou velik
podobnost jevu, ze domacnost bude mit vice nez dva ¢leny, méa hodnotu s

PX>2)=P(X=8)+P(X=4)+P(X =5)+P(X =6) +P(X =7) =
= 0,171+ 0,154 + 0,067 + 0,022 + 0,014 =
=0,428.

- Pfiklad rozdéleni nahodné proménné ,pocet osob v domacnosti*

#utul osob v domacnosti X 1 2 3 4 5
B 6 T
L
avildpodobnost p, 0,251 0,321 0,171 0,154 0,067 0,022 0,014
| '
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4.3 Parametry rozdéleni
nahodné proménneé

Objasnime struéné pojem parametr rozdéleni ndhodné proménné.

Pravdépodobnosmf chovéni ndhodné proménné je dokonale popsdno zéko-
nem rozd&leni. Nékdy vak postacuje uvést jako charakiteristiku chovani ndhodné
proménné jenom aréité &iselné hodnoty, kterym fikdme parametry rozdélent.

Poznamenejme, Ze pro nahodnou proménnou 1ze navrhnout mnoho raznych pa-
psaly jeji nahodné

rametr. Obvykle jsou voleny tak, aby z uréitého hlediska po
chovini. Zde zavedeme pouze parametry g, 0" @ o?. Pro zjednoduéeni uvazujme
pripad diskrétni proménné.

Oéekavana hodnota diskrétni nahodné proménné X, kterou oznadujeme
E(X) nebo g, je soudet soudind jednotlivych hodnot x; a pifslusnych pravdepo
dobnosti pi

m
EX)=p= ini?i-
i=1
se ndhodnd proménnd X rovné &islu, které padlo pii hodu
ye E(X) = 3.5 Takovy pocet bodi zjevné nelze
dstavuje ocekdvanou hodnoti

Pro nas piklad 4.7, kdy
kostkou, snadno vypocitime,
v #4dném hodu realizovat, piesto tato hodnota pie
praméru dosazenych bodii z mnoha hodi kostku.
Ocekévanou hodnotu tverce odchylek néhodné proménné od otekévané hod
noty této nahodné proménné nazyvame rozptyl. Rozptyl popisuje stupeti rozply
osti hodnot nahodné proménné od jejf ocekdvané hodnoty. Nékdy se podle

len
Var(X), Casto €2 o2, a vypocitd se podle vzoIce

synonyma variance oznafuje

m m

Var() = o = Bt — ECOY = 0= EGpi = (i =B P
i=1

4 Var(X) hodnotu 2,92
nahodné proménng, e
4 se spocte jako druhé odmocnina z rozptylu.

PRIKLAD 4.9

Pro vysledek hodu kostkou X z naSeho pitkladu 4.7 m
Velice asto s¢ pouiivéjin)’! parametr rozptylenosti
rodatna odchylka o, kter

o R B

Poget osob Zijicich v jedné domécnosti je nahodna proménna. Spocitame jeji otakavi
hodnotu pro rozdéleni pravdépodobnosti z ptikladu 4.8

(1520

u=1 % 0,251 +2x 0,321 +3x0171 +4x0,154+5x0.067+6>c0,022+7x0,014 - | e

V tabulce 4.7 uvadime vypoéet rozptylu této nahodné proménné.
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' Prikla ypo
d postupu vypoétu rozptylu (diskrétni) nahodné proménné

Hodnota nahodné o
| P
i ok ravdépodobnost p; | pilx; - u)?
1
2 0,251 0,251(1 - 2,587’)2 =0,6322
0,321 |
: 0, - 3
: o 321(2 - 2,587) =0,1106
. iy 0.171(3 - 2J587)2 =0,0292
: 0,154 0,154(4 - 2‘587)2 = 0,3075
; 0,067 0,067(5 - 2,587)° = 0,3901
0 ‘ | -
; 022 | 0,022(6 - 2,587)° | =0.2563
7 0,014 |
4 014 0,014(7 - 2
_ (7 - 2,587) | =02728
Var(X) | o=1995 |

Purametry rozdéleni na
{ rozd $ promenné nei
I'lt't|slzwu}je vzéif(?l nhodné proménné nejsou obvykle zndmé. Hizeni kostks
Broménné dileZité = ijlr?ku‘ Na druhé strané je pro posouzeni chovén{ ndh dOlf
Buzuieme pomo f‘nclltotechto parametrech informace. V takovém piipadé ich
e oct at, kterd jsme ziskali v ramci experi kg %
W zkumného plénu. perimentu nebo jiného
Pfedstavme si, Ze
$ si, Ze jsme provedlin Avisly
2 nezdvislych pokust, pficemz
| he v téchto pokus s . pokusi, pticemz kazdad ho
M pokusech :ealﬂtgovala n;-krit. Jestlize spocteme aritmeticky CEHOta
not, pak ho miizeme vyjadiit takto: U

1 A it m

X=- X-:Z T ~
n ' R el

! i=1 i=1

Hudioty p; oznacuji i
; oznacuji relativni Cetnosti rizny
‘ ; riznych hodnot x; nd B &
il n pokus. i & e Ll
s (l,; ,-ogtou(f Isi?rg;;fp]:avde%odobnosti plyne, Ze relativni f“:l;mos(tfin ges);
v g pravdépodobnostem p;. Pr = ,
P bude & 4 ind 1 L A iy
. udf, s roostoucnm n stale méné lisit od oéeks’wa;é hodnot tglzeXVyg?lfteny
‘rovy pramér ¥ j ’
. .)lflz: urfr}er ;" ko’nvvergu;;e v pravdépodobnosti k E(X). )I/Jze nzt‘hléldame’
. ll{aéi’;;a & vybérového rozptylu a smérodatné odchylky Obecn%ort,
nou hodnotu E(g(X)) jakékoli funk a " é e
- ce g ndhodné proménné
Eg(x) = 25
n

’f"““‘ fl‘\kti ne z ]lah()(ll[ﬁ I) omenne ovou lla] ()C‘! 10U ]) ome ou } carn
. ¥
‘ : 1 X n MEnn 11 {
3 nea
" L = s pak p h ove pr p
L £ ' HiInnct ” = dad+ E})j I'0 O( CkaVallH odanotu nov omennc ]atl
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';\f["qli;ﬂ;ﬁ . Né&které viastnosti parametrd rozdsleni ndhodné proménné

ahodna proménna Y prumér E(Y) Rozptyl Var(Y)

| Nahodnd proménnd ¥ | TS L - ——————
a a 0
bX pEX) | b?Var(x)
X E(X)+a Var(X)

| X+4s L

E(Y) = a+ bE(X). Rozptyl néhodné proménné po linedrni transformaci md
hodnotu Var(a + bX) = b2 Var(X).

PRIKLAD 4.10

Pokud provédimetransiormaci datY = a+bX, kdeaab maji hodnotu 725, pak E(5x+7) *
BE(x)+7. Jestlize je napf. pramer Xy = 3, pak prameér nové proménné 5X +7je E(5x+7)
5E(x)+7 = Blx +7=5x3+7 =22Pro rozpty! bude platit Var(5x +7) = 52Var(x). Jestlizo
rozptyl X je of = 20, pak Var(sx + 7) = 8%Var(x) = 25 x 20 = 500.

Uvedeme jesté nekteré jednoduché piipady a vysledky pifsluinych vypoétd v po
dobé vzorci (tab.4.8). Pro dvé& ndhodné proménné plati, Ze otekdvand hodnoli
z jejich souctu se rovnd souctu o¢ekavanych hodnot jednotlivych nahodnych
proménny’fch EX+Y)= E(X) + E(Y).

Dal¥f vztah predpokladd uplatnéni délezitého konceptu nezéavislosti nahod:
ngch proménnych, kterym vyjadiujeme, se realizace jedné ndhodné proménie
neovliviiuje chovani druhé néhodné proménné (napf. hodnota méfeni u jedne
osoby neovliviiuje hodnotu méfeni u druhé osoby). Podrobn&ji pojem nezivis
losti vysvétlime v kapitole 0 korela¢ni analyze, kterd bude zaméFena na hodnoceil
vztahit nahodnych proménnych (kap.7.2.2).

Pro dvé nezdvislé ndhodné proménné plati, Ze rozptyl z jejich soudtu, e
rozdilu se rovnd souctu rozptyll jednotlivych nahodnych proménnych:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)

Vzorce pro vypocet odekdvané hodnoty a rozptylu souctu nahodnych promeniiye h
plati také pro koneéné mnoho &{tancli, Pomoci tohoto poznatku lze odviulis
tvrzeni o odekdvané hodnoté aritmetickém priméru souctu n stejnych ndhodiyel
proménnj'ch, jeho rozptylu a smérodatné odchylee praméru:

1<
X=;;Xi
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EX) = E(X)

V) = 0, g i) -
n : n - Tﬁ

Iyto vztahy se uplatiiuji v nejriznéjsic

Je smérodatnou odchylku primér h souvislostech. Posledni z nich vyjadfuje,

i L ylku priméru neboli smérodatnou chybu priméru mize :

é ypoéitat pomoci smérodatné odchylky pivodni ndhodné promé ‘ e
nné.

4.4 Distribucni funkce

7 teoretické - T
m‘;:? fploc‘li(;ho /hh[eghs!(a nejuvplnf‘:Jm popis pravdépodobnostniho chovédni diskrétni
spojité ndhodné proménné X predstavuje distribuéni funkce F(x) bist1‘i-

hucni funkce je &
pravdépodobnost, Ze ndhodnd proménnd %
Bk ooty ey, ted 4 proménnd X nabude urc¢ité hodnoty

F(x) = P(X < x).

Distribuéni funkce j A
je definovdna pro viechna redlnd ¢i A

g ovéna p ¢isla x, ma ted X
< x < +oo, Uvedeme nékolik jejich dileZzitych vlastnosti: ysmsipre
b 0 F(x) £ 1;
! kdyZ x — —co, pak F(x) = 0;
\ kdyZ x — 400, pak F(x) = 1;
I I'(x) je funkce neklesajici ’ Z

‘ sajici, tedy kdyZ x; < x; i ;
* F(x) nemusi byt spojitd. s BB = A

( ) M e

' J p - v

wallize je v.l X 'ipO 1ta fu“kce, ak p[ lSluq a a! Odl‘la ])I‘()memla [ Sp0|1[a
l 10 I)()Clta]l] pla\’dep()d()l)]l()stl pl'clll VZOrce

P(x; < X £ x3) = F(xp) — F(x1)

P(X>x)=1-F(x)

Yihdrovy 3 g e

4 |:| Tl\l l{;\n ekAvwalgnEem t(?oretlcke distribuéni funkce F(x) je vybérova distri

B ‘ni(i'L P}; (x), I:_J(ez popisuje rozdéleni hodnot vybéru (obr. 4.2) Empirickla:
“ibucni funkee F(x) je definovdna v bodé x ivni .

~ i mensi nebo rovna x. Tedy e

Flx) = pocet x; < x
Lk jsme jiz uvedli u diskrétni na
] étni ndhodné proménné, je jeji ani
. S , je jeji chovan i
savilépodobnostni funkei p(x) = P(X = x). Zndme-li Jpravdépoldggrlljcs)zl&?
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7 uE : (s
; Grafickeé zobrazeni empirické distribuéni funkce vyjadiene v procentech p
| mateni skoku do dalky pro datazes.77

100

80

2]
o

B
o

distribuéni funkce

20

L3 40 4,5
3,0 !
skok

' spojitou ndhod
funkci, umime dopocitat distribucni funkei, ;\ gaoptalf.ﬁlmlz:é)e sg{ 31 o
ot istuj ' t pravdépodobnostni ! .
-oménnou existuje ekvivalen avde : ot
n?u E::I; gerivaci nazyvime tuto derivaci hustotou pr?v'dt:p(;t}:tl:):latjqk“ -
frek ’ gnné Gz i interpr 8
i f(x)nd 2 gnné X. Mizeme .
&ni funkei f(x) ndhodné promer Mt woverin S
f;e‘( Ve:cr:avdépodobnost, #e hodnota ndhodné plomvenne budetlle;e(tx i
j lZnok?.'é délky kolem hodnoty X. Hustota pravd’epod}obnos}1h )
JEdélOé 9 lastnosti jako p(x) = P(X =x)u diskrétnich nahodnych p \
podobné via

P(x) < X<x)= ff(x)dx

ff(x)dx =1

f(x) = 0 pro kazd¢ x.
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Distribu¢ni funkce spojité ndhodné proménné, pokud existuje jeji hustota, se
spocte pomoci integrace:

F(x) = f f(2)dz

Pro diskrétni ndhodnou proménnou spoéitime jeji distribuéni funkci jedno-
duge pomoci pravdépodobnostni funkce jako soucet hodnot pravdépodobnostni

funkce:
F(x) = z Pis

X <X

07 znamend, 7e distribuéni funkce mé v bodé x hodnotu souctu téch pravdépo-
dobnosti jednotlivych hodnot x;, které jsou mensi nebo rovné x.

Kvantil x,, s hladinou p spojité ndhodné proménné X s distribuéni funkef F
j¢ definovédn rovnici

F(x,)=p.

K vantil xgs, pro ktery plati, Ze F(xos) = 0,5, je median (oznaceni fi).

Obrdzek 4.3 ukazuje hustotu rozdélenf a plochu, jeZ odpovidd hodnot€ distri-
hudni funkee v bodeé xp.

‘mstola pravdépodobnosti f(x) a hodnota distribuéni funkce F(x) v bodé xq
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rozptylu nebo otekavane

S - ¥ 2 "Vané hodno[y‘ ;
Hustota se vyuziva pro vypocet oceka ook

. S Py B
hodnoty jakékoli funkce g(x) ndhodné promenne. Postupuje se P
u diskrétni ndhodné promeénne:

E(X) = fxﬂx) dx  Var(X)= f(x — E(XN*fix)dx

-0

00

E(g(X)) = f g(x) fix) dx

-0

enf slovo rozloZeni nebo distribuce. Tedy rozdélen!

# autofi pouZivaji mis inu rozdél . . zdzie
i g e h proménnych, distribuce ndhodnych proménnych

nahodnych proménn)’ich, rozlozeni néhodnyc
jsou terminy vzajemné zaménitelné.

4.5 Zakladni pravdépodobnostni rozdéleni

& stni funkee
Pomoci distribuéni funkee, frekvenéni ﬁlmkce Eleb(z pfft;d;ﬁqc;;b;i;:a:énnm.
jsou popsana ruznd pravdépodobnostm {ozd‘elem. l}d 00Z gfmom budemé y
Seznamime s¢ S nejdiileZitéj$imi typy rozdel’em. quvuie p déleni.se o i
novat normalnimu a binomickému rozdélent. Normalni roz ‘

a I)(l 1€ Pror 1enne yINOIM1L ke opisuje Ilal (b(l e C ovan d k[éull ])[(ln cnie
n h i dis

A ¢ 0 C. p 1

h )\ s

4.5.1 Binomické rozdéleni

j an{ & ¢ prvka, které mill
Pomoci binomického rozdéleni modelujeme chovani C.H{;l.(;fm pl\:ﬁ:l;le?.mq“ ;
ém né 4m vybéru nebo variabilitu poc ZAvis
v prostém ndhodném vybe : it
et Jo ok specifikovanym vysledkem. Pomocl tohoto umhlluu
3 deme dva probleig

uréito .
experimentti, jeZ skoncily ifik ym vysl 4
lzf také popsat ndhodné chovani relativnich etnosti. U
vedouci k pouZiti binomického rozdéleni.

PRIKLAD 4.11

¥, 43

) : - - M . P 0 '“"h'

: & i tihne prednasku, ktera zadina v !

oot student Roman nékdy zaspi @ nesiinne asku, ‘ e
] Unlvzrvz‘tgr;;tt)llj'\ost e zaspi, je 0.4. V semestru je 12 pr?d[waéek. Lz? ZI |)1f:".| :.:..4
}?;aré:lﬁo 12 terrr'\inﬁ predstavuje pro Romana 12 rjezawslych pok#;: § :?;')[mlmin-
Z“ecina‘aé.kv.l vias. Ukolem je nalézt pravdépodobnost, zev semeb:iru Prij

T i . % . us

Ftgiomam pozdé v dusledku zaspani v poloving nebo vice pfipadu.
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m  Znalostni test sestava z otazek s nékolika volitelnymi odpovédmi. Pfedpokladame, Ze
student méa pravdépodobnost p, ze spravné odpovi na otazku nahodné zvolenou ze
sestavy otazek (dobry student ma tuto pravdépodobnost vy$8si, hor8i student nizsi).
Spréavnost odpovédi na specifickou otdzku nezavisi na ostatnich otazkach. Test obsa-
huje n otazek. Pocet otazek x, které student spravné zodpovi, je tedy Cetnost neza-
vislych pokusu, jez skon&ily ,spravnou odpovédi®. Julie je dobra studentka s p = 0,75.

Mame odhadnout pravdépodobnost, ze Julie zodpovi z 20 testovych otdzek vice nez
75 % otazek spravne.

Zkoumané ndhodné proménné v obou ilohdch (proménnymi jsou pocet sprav-

nych odpovédi na 20 otdzek a pocet ,,pozdnich pfichodi* z 12 moznych pokusii)

modelujeme pomoci binomického rozdéleni. Kazdy ,,pokus™ v tilohdch piedsta-

vuje tzv. Bernoullitv pokus s dvéma moZnymi vysledky.

Predpoklady pro vznik ndhodné proménné X s binomickym rozdélenim jsou

Iyto:

i) provddime n pozorovini nebo pokusti;

Ih) pozorovéini nebo pokusy jsou nezdvislé — znalost vysledku v jednom pozoro-
viini nebo pokusu nam nic neffkd o vysledku jiného pozorovini;

) vysledky pozorovani nebo pokusu mohou byt jenom dva, nazveme je ,lispéch®
il ynetspéch®;

) pravdépodobnost p kazdého ,ispéchu* je stejnd pro viechna pozorovéini nebo
pokusy.

Fruvdépodobnostni rozd&leni poctu ,ispéchi® za popsanych predpokladi na-
Sivime binomické rozdéleni s parametry n a p. Oznaéme pocet Uspéchil k.
Huvidépodobnost P(X = k) této hodnoty je ddna vzorcem

P(X = k) = p(k) = (z)pk(l —pyk,

Plipometime, Ze kombina¢ni &fslo v pfedchozim vzorci (2 nad k%) je poctem k-Clennych kom-
Winiel z n-¢lenného souboru a pocitd se podle vzorce

m_ . al _
k)— K-k

Winomické rozdéleni je piiklad diskrétiho pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodné proménné
4 bierd mitze nabyvat pouze 1 + 1 hodnot, pfi¢emZ n je jeden z parametrii piislusné funkce
Soulilent. PR matematickém sestrojeni binomického rozdéleni vychdzime z tzv. Bernoulliova
Cobanin, jenz spodivd v tom, Ze v daném ndhodném pokusu mohou nastat jenom dva stavy A a A
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bindrni ndhodnou proménnou ¥,

s pravdépodobnostmi pal-p. Takovy pokus modelujeme tzv.
4 pramér g a smérodatnou

kde PY = 1) =pa PY=0=1-p Néhodnd proménnd Y m
odchylku o
E(Y)=py=1xXpat 0x(1—pa)=Ppa
E(Y = pa)t =0 = pall - pa + (1= pa)(pa) = (L= PAIPA

Binomickd ndhodnd proménnd uréend parametry na p vznikne jako soucet 1 nezdvislych bi-
nérnich proménn}’*ch Y8 hodnotami 0 nebo 1, které maji viechny stejné rozdéleni uréené

parametrem P

i=1

7 toho, co jsme uvedli, plyne pro ocekdvanou hodnotu a rozptyl souctu 7 nezévislych nahodnych

proménn)"ch Yi
E(X)=np Var(X) = np(l = 2]

Binomické rozdéleni s parametry p a7, kde p je pravdépodobnost jevu an
pocet pokust, oznacujeme B(pin)- Proménnd X/n odpovidd relativni Cetnosti
sledovaného jeva v 1l pokusech. Pro velké hodnoty n s¢ rozdéleni této ndhodn¢
proménné bl{zi asymptoticky K normdalnim rozdélent, coZ rozvedeme podrobnc)l
v kapitole 4.5.5. Tabulku kumulativnich pravdépodobnosti P(X £ X) binomic
kého rozdélenf pro n < 14 a zvolené hodnoty P nalezneme v tabulce Vil

v pifloze B.

PRIKLAD 4.12

Hrad kosikove Petr proméni z kazdych 10 trestnych hodi pram&me 7. Jaka je pravdapodol
nost, ¥e v zapase 2 dvaceti trestnych hodu proméni nejméné 157 Budeme predpoklidit
7e hody probihaji jako zcela nezavislé pokusy. Pak Ize potet proménénych hod( Palin
20 pokusech modelovat binomickym rozdslenim B(0,7; 20). Hledana pravdépodobnnnl 0]
hodnotu

20

P(X > 14) =p(15)+p(16)+,o(17}+p(18)+p(19)+p(20) = 2 (%?)(o.‘r)k(o,a)?" KaOAR
k=15

Rozdéleni pravdépodobnosti pro tento piiklad je snazoméno graficky na obréizhku A%
Odpovidajici vypodty se snadno provedou Vv tabulkovém procesoru Excel pomool [ikes
BINOMDIST. Konkrétng hledanou pravdépodobnost spotitame takio:

pX >14)=1~- BINOMDIST(1 4;,20,0,7; PRAVDA)
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; Binomické rozdéleni poctu bodd z 20 pokusu

0,25

0,20

st

0,15 —

5 0,10

0,05

0,00 ~

012345486789 11 13 15 17

pocet bodu

4.5.2 Poissonovo rozdéleni

“H/dL,]e 11 k ere je [)() menovano [)U rancouz kel 1 mate Ilatlk()\‘ :;. I) I 01550~
3 j S

& pocet telefonnich hovorl za den;
g b}
& pocet nehod za danou ¢asovou jednotku;
E]

& pocel ptijimany i
nych pacienti pii no¢ni sluzbé
: no¢nf sluzbé na chirurgické
%o ¥ : a chirurg ST
% pocet tiskovych chyb na jedné strance gickém oddélent;

|Il|-‘-nll()\r0 1‘()2(‘6"[611] maji llall()d“e p[OIllCllIlC, ktele poplsu'l cetnostl IeVu S te
P .
v P z i
sillo V]d&tnOS[ml. )

Lo, Zejev ém ¢

yZ v daném ¢asovém inter

intervalu nebo prostor

o oru nast
e nla\wm na tom, co se stalo jindy nebo jinde; B
o kazdy casovy zik je pravdé s
. zé e gt;lf{znilglk je pravdépodobnost jevu v malém ¢asovém inter

: jeva v malych oblastech pr :
leexistuje piipad, Ze b j s
y nastaly dva jevy pf ¢ E

ey jevy piesné v jednom ¢asovém okamZziku
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u nebo v prostorové jednotce

fedni Sty jeva X za Casovou jednotk ; ]
B i e d4no je pravdépodobnostni

oznaéujeme A. Rozd&leni &etnosti tohoto rozdéleni ]

funkei o
P(X =x)=p)=

El

x!

a 4 proménnd s ti zdé-
kde x oznacuje Cetnost jevi (x = 0, 1. 2000 Néhodné proménnd s timto 1o

. — 2 =
len{m mé stejny pramer EX)=p=4a1 rozptyl Var(X) = & A.

PRIKLAD 4.13

?‘L. ‘ ﬂ o ] s . ! [y . r: . B 5.
Predpokladejme, ze pramér poétu t@zkych zranéni v ;edpom roéniku rjokglogrﬂz :;%yzl“; :
Rozdéleni cetnosti zranéni budeme modelovat pomoct Poissonova rozdéleni. jistit,

jaka je pravdépodobnost, se podet tézkych zranen! bude vice ne? 4. Rozdéleni cetnost
zranéni X ma tvar g5
plx) =

x!

& i i sniX =0;1;2:3 4
Pomoci tohoto vzorce vypocitame pravdépodobnosti Zetnosti zranéni X = 0; 1 2

p(0) = 0,00674, p(1) = 0.03370. p(2) = 0,08425, p(3) = 0,14042, p(4) = 0,17552.

Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti Zetnosti zranéni

pravdépodobnost

zranéni
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Tyto pravdépodobnosti seéteme a dostaneme hodnotu 0,44. Hledana pravdépodobnost, Ze
podet zranéni pfesahne 4, ma tedy hodnotu 1 - 0,44 = 0,56. Rozdéleni pravdépodobnosti
pro tento piiklad je znazornéno graficky na obrazku 4.5. Odpovidajici vypocty se snadno
provedou v tabulkovém procesoru Excel pomoci funkce POISSON.

Napfiklad vy$e uvedenou pravdépodobnost spocitame pomoci funkce POISSON takto:

P(X > 4) = 1 - POISSON(4; 5; PRAVDA)

§ rostouci hodnotou A se tvar tohoto rozdéleni bliZi k normdlnimu rozdéleni.
Jestlize ndhodnd proménnd mé binomické rozdéleni B(p; n), pak tvar jejiho roz-
déleni se blizi k Poissonovu s parametrem np, pokud  je velké a p se bliZi k nule.
Aproximativné miZzeme tedy rozdéleni B(p;n) s velkym n a malou hodnotu p
nahradit Poissonovym rozdélenim.

Soucet nezdvislych proménnych s Poissonovym rozdélenim je opét rozdé-
len podle tohoto rozd&leni. Jestlize mame n pozorovéni Poissonova rozdéleni
« priimérem A, pak soucet pozorovéni je moZné povaZovat za pozorovéni s Pois-
wnovym rozdélenim a parametrem nd.

4.5.3 Normalni rozdéleni

Normélni rozd@leni — nazyvané 62 Gaussovo rozdéleni (a v anglicky psané
lieratuie rozdélent zvonovitého tvaru — bell curve) je asi nejvice pouZivané roz-
dtleni pro modelovdni ndhodného chovani proménnych v empirickych védach.
I tomu tak minimdlng ze Styf pifcin:

| mnoho sledovanych proménnych méiZzeme aproximativng (tzn. s uspokojivym

pliblizenim) modelovat pomoci tohoto rozdélent;

nékteré jiné proménné lze pievést jednoduchou transformaci na proménnou,

{2 md normalni rozdéleni;

! uxistuje mnoho statistickych procedur, které byly v disledku piedchozich
idvou bodt odvozeny pro toto rozdélent;

1 protoze plati centrdlni limitni teorém (viz 4.5.5), lze Casto aproximativné
poiiZit procedury, jeZ byly na zdkladé normdlniho rozdélent navrzeny, také

pil statistickém hodnoceni proménnych, které se timto rozdélenim vibec
netidi,

Watmitik Abraham de Moivre v roce 1733 popsal pomoci normdlni kfivky limitni chovéni
Lmického rozdéleni, kdyZ se snazil aproximovat vypocty jednotlivych pravdépodobnosti
Liinického rozdéleni pro velkd n. Rozdélent, jez navihl de Moivre pro tento tel, se nakonec
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ukdzalo byt dileZit&jsi nez samo binomické rozdéleni. V roce 1812 odvodil nezdvisle normaln{
rozdéleni francouzsky matematik Pierre Laplace (1749-1827). Jak Laplace, tak Karl Friedrich
Gauss (1772-1855) interpretovali Loto rozdéleni jako zdkon chyb a pouZivali ho pro interpretaci
astronomickycha geodetickych méfeni, vysledki hazardnich hera presnosti délostielecké stielby.

Vzorec pro hustotu f(x) normélniho rozdéleni f(x) je dan yztahem

f(x) . 1 e-(.\'—,u)zj‘Z(r2

o \2n

kde y a o jsou parametry, které ovliviiuji tvar kiivky této funkce. KdyZ vyuZijeme
stredotkolské znalosti a funkci analyzujeme, zjistime, Ze parametr (1 uréuje, kde
mé k¥ivka maximum. Parametr & naproti tomu uréuje, jak jsou po obou stranich
od hodnoty u vzdaleny inflexni body, tedy jak je kiivka roztazena do Sifky. Je
patrné, Ze kiivka je zvonovitého tvart, symetrickd kolem /L. Také je patrné, 7¢
je vzdy kladn4 a nenulové pro viechny hodnoty x Z oboru redlngch &isel. Kdy?
vypogitime pomoci integrace otekdvanou hodnotu a smérodatnou odchylku,
Zjistime Ze majf hodnoty pravé paa-. Na obrézku 4.6 je grafické znézornéni té10
funkce pro dané parametry @ .

Zkracené oznacujeme normélni rozdéleni se stiedni hodnotou g a sméro
datnou odchylkou o symbolem N(u; o?) s uvedenim parametri stfedni hodnoty
a rozptylu (pozor: ne smérodatné odchylky ). Jestlize ndhodné proménnd X i
takové rozdélent, vyjadfujeme to symbolicky zdpisem

X ~ N(u; o).

Naptiklad normalni rozdélent se stfedni hodnotou 0 a smérodatnou odchylkou |
oznadujeme N(0; 1). Norméln{ rozdé&lent se stfedni hodnotou 15 a smé&rodatnun
odchylkou 3 oznacujeme N(15;9), protoZe jeho rozptyl je 9.

Presnéjsi interpretaci parametru rozptylenosti o piiblizuji vztahy, kter¢ uvi
déji pravdépodobnosti riiznych intervald Kkolem stiedu rozdéleni. Pro kaZdé
N(u; o?) plati:

a interval p + o obsahuje 68,3 % populace,
a interval p = 20 obsahuje 95,5 % populace,
a interval p = 3o obsahuje 99,7 % populace;

a obriceng:

= 95,0 % populace je obsazeno v intervalu 1,960
s 99,0 % populace je obsazeno v intervalu g £ 2,580,
a 99,9 % populace je obsazeno v intervalu g + 3,290
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Krivka hustoty pravdé, ¢
odob : 7
dana parametry 4 a op nosti normalniho rozdéleni

20

distribuéni funkce F(x) pro norméalni rozdéleni z obr. 4.6

F(x)

0,5
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Napifklad 68 % pozorovani normélni ndhodné proménné se stfedni hodnotou
100 a smérodatnou odchylkou 15 bude lezet v intervalu 100 £ 15 (tzn. mezi
hodnotami 85 a 115), 95 % hodnot bude lezet v intervalu 100 = 30 (tzn. mezi
hodnotami 70 a 130), a skoro viechna pozorovani budou lezet uvnité intervalu
100 + 45 (tzn. mezi hodnotami 55 a 143). Tyto vztahy plati priblizné iV piipadé,
e za teoretické parametry a o dosadime empirické hodnoty ¥ a § vypo&itané
pomoci dat za pi‘edpokladu, 7e méfeni jsou priblizné normalné rozdélend. Piesnc
urcovani kvantild pro rozd@leni N(ut; o) se provadi pomoci vhodného pocitaco-
vého programu nebo tabulek standardizovaného rozdéleni N(0; 1). Tento postup

Obr. 4.8 Mozné tvary diagnostického Q-Q diagramu

vysvétlime v dal§fm odstavei.

Uvedeme jesté jeden v§znamny teoreticky poznatek, ktery se tyka souctu ‘
nezavislych normalng rozdélenych proménn)’ich. Pokud sledujeme dvé nezdvisle 162ké konce, odlehlé hodnoty lehke |
néhodné proménné X a Y, jez jsou normalné rozdglené tak, 7e X, ~ N(u; o) na obou koncich bz fgg:fgme' L negativni &ikmast, odlehlé
a Xy ~ N(ua2i o‘%), mé rozdélen{ jejich soudtu X + X tvar ! hodnoty u "izkvcﬁ hodnot

Xy + Xo ~ NG + 112,02 + O3).

Predpoklad, Ze data maji normdlni rozdéleni, se ovéfuje mnoha zplsoby. Mezl
grafické prostedky patii histogram. Casto se také pouZivd diagram zvany U
-Q graf. Body grafu vznikaji tak, Ze na horizontdlni osu vyndsime pozorovane
hodnoty x; a na vertikdlni osu hodnoty Zi. Hodnoty zi odpovidaji x;, ale jsou
vypottené jako kvantily normélnfho rozdéleni s primérem % a smérodatnou od W

dnich dat. Hladina kvantilu z; odpovidd hlading, jiz md vzhledem Kiadn &
ladna Sikmost,
vysoké odlehlé hodnoty

chylkou s pivo
k empirické distribuéni funkei hodnota Xi. Jestlize data jsou normalng rozdeleni

graf mé pifmkovy charakter. Na obrazku 4.8 je znézornéno 6 Q-Q diagrami
pro riizné typy rozdéleni jako reference pro interpretaci. Podobné se sestrojult
a interpretuje P-P graf, v némZ se pro jednotlivéd x; na Osy X, resp. Y naniteit
piisludné hodnoty empirické, resp: normélni distribu¢ni funkce.

granularita ;
bimodalita

Jandardizovali, odec¢tem
: e od ni pramér (vybérovy
e smérod p’ i g i o e
s o pioaflig;: odfhylkmi v(vybérovou nebo teoretickoul)etlfé{ yv) :1 S e
45.4 Standardizované normalni rozdéleni et fadu méfenf a pouzijeme pritom piisls bt i
: iky, ziskdme nové tidaje, tzv. standardizované sk o b
, Lz, ste né skéry nebo z-skory €7
, pro néz

- " § Pl Ze jeji T 2

aujima standardizovanc not il lm.l.a|||‘-J;)‘l]~i:ifl:i§;“?]el HeRele 0 a smérodatnd odchylka jedné. V dal3i

W00t standardi stvaﬂ,dardizam teoretickymi parametr T
andardiza¢ni transformace podle vzorce y 1 a . Pro hodnotu z se

7yla$tni misto ve ti{dé normélnich rozdéleni z
rozdéleni. Je to rozdéleni N(0; 1), tedy pormalni rozdéleni se stiednf hodnoies
nula a jednotkovjlm rozptylem. Nékdy se toto rozdéleni nazyvd Z-rozdélent 1

obrazku 4.9 je zn4zornén jeho tvar apravdépodobnosti intervald (—=1; 1) a (=48

v procentuélnim vyjadient. gias X—H

Utiteénost tohoto rozdéleni spotiva v tom, se tabulku 1T v piiloze B, kigs Sk lud pro hod o

obsahuje vybrané hodnoty jeho distribuéni funkce, 1ze pouzit pro vy hiledas "H"'"l“ililllnou Od ILOIU X = 11- 5 z normdlntho rozdéleni se stiedni h

odpovidajicich hodnot pro vechna ostatni normalni rozdéleni. Pred tin, # B (k¢ m'lm(; C {lkou 15 je z-hodnota +1. Pro ¢islo x = 85 - gl

tuto tabulku pouZijeme, musime nage ddaje standardizovat. Abychom T - namend, Ze hodnota 85 leZi jednu smérodatnou odchif?}f&l;ii:‘mtz"l ",
prumé-
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. Standardizované normalni rozdéleni s hodnotami pravdépodobnosti
(v procentech) dvou intervall (-1;1) a (-2:2)

Tabulky rozdéleni N(0; 1) s pouZivaji predevsim ve dvou ulohdch:

diné pro rozdéleni N(yz; P
nkce rozdéleni N(u; o).

Tabulky standardizovaného normalniho rozdélent (vizdtab. IIhv szi[];jc( ~l: )“t::::
islus tu hustoty f(z
Gejné uvadéji pr lované hodnoty z pifslu$nou hodno
i Aty i sivame zFidka. Hodnoty funkee £
ibuéni funkce F(z). Prvni hodnotu pouu}fa : . Hodnoty funtg
:::)?)Z?cl velice asto. V programovych systémech jsou pifslusné vypocly nii

m pii vypoctu kvantilu o dané hla
w pii uréeni hodnot distribuéni fu

4 POCET PRAVDEPODOBNOSTI JAKO ZAKLAD STATISTICKEHO USUZOVANI

matizované — v programu Excel pouZijeme pro nalezeni hodnot F(z) funkci
NORMDIST. Piesto je uZiteéné se naugit s témito tabulkami pracovat. Maly
problém spocivd v tom, Ze tabulky N(0; 1) rozdé&len{ jsou pro struénost poéitiny
jenom pro kladné hodnoty z. Jak se v3ak dopoéitaji hodnoty distribuéni funkce
F(z) pro zdpornd z? Abychom to dokézali, vyuZijeme symetrie rozdéleni kolem
0. Pro dané z < 0 najdeme nejdiive hodnotu F(-z) a pak vypo&itdime hledanou
pravdépodobnost pomoci rovnice F(z) = 1 - F(~z). Tento postup demonstrujeme
pfi hleddni hodnot distribuéni funkce rozdéleni N(u; o?).

PRIKLAD 4.14

Ptame se napfiklad, kolik procent hodnot lezi pod &islem 115, jestlize sledujeme proménnou
& normalnim rozdélenim se stiednf hodnotou 100 a smérodatnou odchylkou 15? Chceme
ledy urcit hodnotu distribuéni funkce N(100; 152) pro x = 115. Postupujeme tak, ze hodnotu
¥ standardizujeme a pak najdeme vypoditany z-skér v tabulce rozdéleni N(0; 1) a k nému
pfifazenou hodnotu distribu¢ni funkce: Vyjde nam z = 1 a v tabulce najdeme odpovidajici
hodnotu F(1) = 0,8413. Zjistili jsme, Ze pod hodnotou 115 leZi piiblizné 84 % méfeni dané
proménné.

Jak vsak tutéz ulohu vyfedime pro x = 85, kdy z = —1? ProtoZe pro z < 0 hodnoty
distribugni funkce tabelovany nejsou, vyuZijeme symetrii normalniho rozdéleni. Nejdfive
f|istime v tabulkéch hodnotu distribuéni funkce pro absolutni hodnotu z a pro zaporné
¢ odecteme nalezenou hodnotu od jedné. Tak dostaneme hledanou hodnotu distribuéni
lunkee F(z). Pro z = -1 ziskdme timto postupem hodnotu 0,1587. Mizeme tedy tvrdit, Ze
ji0d hodnotou 85 v pFipadé rozdéleni N(100; 15%) le#i piiblizné 16 % namérfenych hodnot.

Upacny vypocet provadime, kdyZ chceme zjistit hodnotu kvantilu x, o dané
Wlading p pro obecné rozd&leni N(u;o?). V tomto pifpadé nejdiive najdeme
¥ lubulce II pfilohy B kvantil z,, standardizovaného rozdéleni pro danou hladinu
i puk provedeme transformaci

Xp = 2p0 + U,

M s

luutlize hladina p je mensi ne? ¢islo 0,5, musime opét vyuZit symetrii normdalniho
tirdélent. Vyhleddme tedy kvantil x;_, pro hodnotu 1 — p (kterd je véti nez 0,5).
Hiedany kvantil pak md hodnotu x, = —x;_,,.

“liklad chceme nalézt kvantil rozdéleni N(100: 152) o hladiné 25 %. Jedné se tedy o prvni
“ialicky kvartil tohoto rozdéleni. Nejdfive vyhledame kvantil z, 75, ktery mé hodnotu 0,68.
© talich Ovah plyne, Ze hledany 25% kvantil rozdéleni N(0; 1) ma hodnotu -0,68. Pak
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~0,68 x 15+ 100 = 89,8. Nalezli jsme hodnotu,

provedeme transformaci x, = Zp0 + U=
&islem 89,8 se nachazi 75 % hodnot rozdéleni

pod niz leZi piblizng 25 % hodnot. Nad
N(100;15%).

Posledni priklad vyfesime pouzitim funkce NORMINV pro
s rozdélenim N(100; 152) a hledame kvantil s hladinou 0,25:

gramu Excel. Pracujeme

89,8 = NORMINV(0,25; 100; 15)
Otazku, kolik procent lezi pro stejné rozdéleni pod hodnotou 115, zodpovime vyuzitim

funkce NORMDIST:
0,8413 = NORMDIST(115; 100; 15)

4.5.5 Centralni limitni teorém

Mimofddné postaveni normélniho rozd&lent spotivd kromé jiného v tom, e
soudet mnoha nezavislych libovoln& rozd&lenych nédhodnych proménnych je
piiblizné normdlné rozdélen, a to tim 1épe, ¢im je s&tanch vice. Toto tvrzenl
o asymptotickém (s rostoucim poctem s&ftanct) chovéni souctu nahodnych pro
ménnych, které presné vyjadiuje centrélni limitni teorém, je zdkladem pro
skutegnost, Ze mnoho rozdgleni vybérovych statistik 1ze aproximovat (ptiblizne
popsat) pii vEét§im rozsahu vybéru normélnfm rozdélenim.

Jako prvni tento teorém formuloval Pierre Laplace v roce 1810. Neformdln®
Ize ho vyjadiit takto: proménnd (vySka, vdha, rezidudlni hodnota apod.), pokud
vznikla jako soucet velkého pottu efekti nezdvisle plisobicich pifein, md priblizne
normalni rozdélen. Aproximace je tfm lepsi, ¢im je pocet piispivajicich faktoni
vétgl. Teorém se nazyva limitni, protoie fika, co nastavd v limité, kdyz pocel
pispivajicich prvkil se bli#{ k nekone¢nu, Slovo centrdlni oznatuje jeho zakladind
vyznam v poctu pravdépodobnosti. Uvedeme jednu Z formulaci tohoto teoremi

Centralni limitni teorém: Pokud maji prvky Xi posloupnosti nezdavislyh
nahodnych proménnych stejné rozdéleni se stfedni hodnotou & smérodatnog
odchylkou o, pak rozdéleni ndhodné proménné Z,

se s rostoucim n blizik norméalnimu rozdéleni se stiedni hodnotu p a smer¢ st

odchylkou a/An.

7 této véty plyne, Ze aritmeticky pramér jako ndhodnd proménnd je 74 veli
malych omezeni asymptoticky normélné rozdélen. Jeho nahodné chovini e
yeme aproximovat pomoci normalniho rozd€lent.
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PRIKLAD 4.16

Nahodn4 binarni —_ TR PR A A |
o il _;‘ ﬁ;g;”;?‘oa Y, ktera S’Pfa\ff‘iemdobnosﬁ p nabyva hodnotu 1 a's Drav.dv.‘
rozdélena. Rozdéleni ného,dle'Bthem"ﬂlm’pr}padem el ohlls el normélr?“-
ménnych Y, se fidi binomi Ee proménné X, které vznikne jako soudet n nezavislych :
(coZ je soudet n nezavisly li, VED F?Zd?lemm' Jestlize vydélime nahodnou Dfoméynn prc))(-
ekl Z (ke aritmeﬁlsky’c rf}m_mennych Y)‘hodnolou n, ziskdame novou néhodnouour

leorém. Proto bude mit tezt&p) :?;?T:Z'a.rps:c; Chovar'ﬁtomt? Ptﬂméru Ize uplatnit centraini Iin?it?-i
S Gl e Var(zc))szlo:;:;ri g}r}rrlibhzné normalni rozdéleni se stfedni

Tvary binomického rozdéleni B(0,3; n) pro n = 1, 10, 20 a 40
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e méni tvar rozdéleni s rostoucim n a konvergenci
sovat transformovanou binomickou promé&nnou X/n,
ktera prevadi jeji hodnoty do intervalu {0; 1). Odpovida to vypoétu praméru ze soudtu n
binarnich promé&nnych. Jednotlivé obrazky znazoriuji funkéni hodnoty pravdépodobnostni
funkce B(0,3;n) pro n = 1, 10, 20 a 40, pficemz na osu X nanasime hodnotu nahodné

proménné transformované do relativnich &etnosti X/n.

Obrazek 4.10 demonstruje, jak s
k normalnimu rozdéleni. Budeme uva

4.5.6 Log-normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni nen{ vhodné pro modelovani asymetricky rozdélenych ndhod-

nych proménnych. Jestlize zpracovavime méfeni takovych proménnych pomoci
technik zalozenych na normalnim rozdéleni, musfme zvazit, zda je to vhodn¢,
Mnoho technik je véak k odchylkdm od normality robustni (tzn. ponechdvajl
si své dobré vlastnosti i pfi poruseni predpokladu o norméalnim rozdéleni ana
lyzované ndhodné proménné). Nemusime se zffci ani pouZiti méné robustnich
technik, jestlize se ndm podaii pomoci jednoduché transformace data upravit tak,

aby jejich empirické rozd&leni mélo priblizné normdlni tvar.

Kiivka log-normaliniho rozdéleni s vyznatenym pramérem, medianem
a modem

0,7
0,6
0,5

0,4

f(x)

0,3

0,2

0,1

0,0
5 [
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Graf hustoty f nahodné :
proménn = itmi
sl é Z = In(X) pro logaritmicko-normalné

0,6 1

0,4 4

0,0

-2 -1 e =In(fi
) 2
3 4 5
z =In(x) €

IHustota iricky ¢
e ,}T;?{Oh? empn:mkych rozdéleni md tvar, ktery je zobrazen na ob
B IL Zl.eva ox.fzvg?zomennfa nenabyvaji zapornych hodnot. Kfivka jejich ro :
| i nl?d rivekvelmx strmd, po nabyti maxima se stava plogsi aJ pomOIZ“
. ‘ . Kdyz zkoumame vzdjemnou pol - e
iy - KdyZ zkoumdn u polohu charakteristik polo Z
R d{)fg)tmten}i:e;E zjistime, Ze modus je mensi nez medidn a prgmél:){f:takov\i?
: : Vys
G l)(/ 0: o noty. (U symetrickych rozdélent, jako je normalni ro.'d'lygs’l
| z[:ra teristiky maji samozfejmé stejné hodnoty.) e
¢ prokdzané, Ze zeSikmend iricka .
. empirickd rozdéleni J
Hvin: - Aln{ &lenim. R e :
m.,', ’nllo‘g normalnim rozdélenim. Rikdme, Ze ndhodnd prorr?énn(;b}r(e g
" lli W rd - ‘v v ’ . d
,,4,,,““., 1:; lr;]z.t;lelem, jestlize proménnd Z = In(X) mé normdln{ rozd“lma'](l)\?
i .12 je zndzornéna hustota énné Z, j ki
_ rom Z vni i
P proménné Z, jez vnikla logaritmovanim

Piiklad proménny
i énnych, které maji piibliZné itmi
- : ji priblizné logaritmicko-normalni rozdéleni

& oudéleni razné méfeny
¢ méfenych Cast nebo éleni vé
[ riz rozdé i
ey leni véku obyvatelstva v populaci,
& thivost lidi i zvitat na dc¢inek farmak;
k ke - o - 2 ’
& Luneentrace raznych latek v krvi (bilirubin, kalcium)
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4.6 Pojem vybérového rozdéleni

Vyzkumnik vypoéitavd z dat rlzné statistiky a provéadi jejich interpretaci pomoci
metod statistického usuzovéni, o nichZ pojedndme v dalii kapitole. V tomto
odstavei popiSeme nahodné chovani nékterych diilezitych statistik. Jinymi slovy,
budeme se zabyvat jejich pravdépodobnosmfm rozdélenim. Tyto poznatky ndam
pomohou pii vykladu postupti statistického usuzovani.

Vybérové rozdéleni statistiky je pravdépodobnostnf rozd&lenf hodnot, kter¢
statistika nabyva ve viech moznych vybérech o daném rozsahu ze specifikovan¢
populace. Kdybychom provedli totdlni vybér z populace a spotitali pro sledova
pou proménnou popisné statistiky (napf. primér nebo smérodatnou odchylku),
zjistili bychom parametry jejiho statistického chovani zcela presné. V pripade,
e mame k dispozici pouze vybér z populace, vypoditime pomoci ného jenoim
odhady parametri rozdéleni. Tyto odhady jsou statistikami a budou se pravde
podobné ligit od skutednych hodnot parametrﬁ. Jestlize provedeme daldf vybei
7 té7e populace, nové statistiky se budou ligit také od téch, jeZ jsme spoéitall
z prvniho vybéru. Tyto diference jsou zndmé pod nézvem vybérovd variabi
Jita. Takto pojatou statistiku lze jisté povazovat za néhodnou proménnou. eyl
rozdélenf nazyvame vybérové rozdéleni. Je uzitecné charakterizovat Vyberovi
rozdéleni béznych statistik.

Vybérové rozdélent statistiky je definovéno mnozinou hodnot, které statistiki
miize nabyvat, kdyZz provedeme nezévisle vechny moiné vybéry o stejném 10/
sahu a ze stejné populace, a déle pravdépodobnosmim rozdélenim téchto hodnot
Pravdépodobnosmi rozdéleni hodnot statistiky charakterizuje, jak je statistika
nghodné proménlivd. Jestlize ziskdme urity pocet vybéri o stejném rozsuhi
(napt. simulaci) a vypocitdme pomoci nich hodnoty dané statistiky, histopriis
t&chto hodnot aproximuje jeji vyb&rové rozd&leni. V této kapitole méme vzdy i
mysli prosty ndhodny vybér z nekone¢né nebo velmi rozsahlé populace.

4.6.1 Vybérové rozdéleni aritmetického prameéru

pfi znamem o
7 diraznili jsme, Ze nejenom vlastni data jsou proménlivd, také vypocitane st
tiky jsou od vybéru K vybéru ndhodn& proménlivé. Proménlivost vypocilanies
charakteristik zachycujeme Zasto jednim parametrem, ktery je odvozen ol nie
rodatné odchylky. Nem@H rozptylenost piivodni nahodné proménné, ale rozpieks
nost vypogitanych statistik. Tento parametr variability nazyvame sticedni ¢hyls
odhadu nebo smérodatnou chybou.
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Vznik rozdéleni aritmetického pruméru

rozdéleni zkoumané nahodné proménné X

|
i
K L

rozdéleni prameéru
rozdéleni praméru

normalni rozdéleni

Zikladn{ princi jici
{ cip stojici za smérod
dla atnou chybou od fejmi
A IO ybou odhadu oziejmime na vari
e ;1;156;0' praméru. Predstavme si, Ze parametr u sledﬂwané nih Véim:
i a’ ujeme pomoci dat jednoho vybéru, nybrz k vybéry (obr 4012;]e
M'“Im:c pl)fo kaz;di’[evs;ﬁjvne vs,hkych vybéri, jeZ se provedou ze stejné ze’;kl'adrzll
3 ér miZeme spocitat pramér ¥ ‘
o mér ;. imé if urcéité
Suiltlent, vybérové rozdéleni praméri ’ EEEEEEURES
Vysledné rozdéleni ma néj ;
. Eaa .
B ‘edt:lem maonejaky teoreticky primér u; a smérodatnou odchylk
 je roven primeéru u plivodn{ ndhodné proménné. Jakou hodiotﬂ
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ma viak smérodatné odchylka oz ? Lze ji pifimogaie odhadnout pomoci ziskanych

primérd X;, kdyZ vypocteme jejich smérodatnou odchylku

se= N, Gi= Bk — 1,

ocitany z jednotlivych vybérovych praméri. Vztah mezi

kde ¥ je pramér vyp
d&leni proménné a rozdélenim priméri popisuje

teoretickym parametrem o 1oz
vzorec
oz =0 /\/H,
ktery ukazuje, Ze rozptylenost primért se s rostoucim n zmenguje. Parametr
a odhadu priméru nebo prosté smérodatnd

o naz§vdme smérodatna chyb
chyba priméru. Také se pouzivé vyraz stfedni chyba odhadu. Smérodatnou chybu

priméru mizeme odhadnout pomoci tohoto vzorcee, kdyZ doného za o dosadime
vypo&itanou smérodatnou odchylku s z jednoho vybéru, Vybérova smérodatnd

chyba priméru mé tedy hodnotu

5% = S/\/f_?-

Jestlize sledujeme normélng rozdélenou nihodnou proménnou, pak pro rozdélenl

praméru plati
X~ N(y;rrzjn).

e vybérové rozdéleni priméru se bliZi k no

dpokldddme normalitu rozdéleni ni

dnf formulaci tohoto teorému z K

eme piitom pojem vybérového

Centralni limitni teorém zajistuje, Z
mélnimu rozdéleni i v piipadé, Ze nepfe
hodné proménné v pivodnim souboru. Puvo
pitoly 4.5.5 uvedeme v jednodussi podobé a vyuZij

rozdéleni.
Centrdlni limimi teorém: Ziskdme néhodny vybér z populace o rozsahu 11,

kde ndhodnd proménnd X je rozdélend se stiedni hodnotou t a smérodatnoy
odchylkou . Pokud n je veliké, pak vybérove rozdéleni hodnot praméru { |
blizké normélnimu rozdéleni N(x; % /n). Symbolicky vyjddieno

X ~ N(u;o?/n)  (asymptoticky).

Vyraz asymptoticky znamend, Ze vztah plati tim 1épe, ¢im je rozsah vybéru vl
Tento vztah pak miiZeme pro standardizovanou hodnotu priméru (¥ — ¢ )/ (Fy

prepsat vyrazem

Oy o/yn

it I u ~ N0 1) (asymptoticky).

Jak je aproximace dobr, zévisi na plvodnim rozdéleni. Aproximace platl {1

mérné dobfe pro rozsahy n vEsi nez 30.
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Podobné od i a vzor F{vi
daliich statistikvgzen'l‘ = vzoree pouzivame pro-charakteristiku variability mnoha
Bz .d tatistika z v tomto piipadé udévd, jak je vybérovy aritmetickc’
Daléi o dst’avcznrog;;;‘i]c‘i?my é‘ —méfeno v jednotkdch, které uruje stfedn{ chybzi{
e situji uvedené poznatky o rozdélenf rozdilt primér o
nich Eetnosti a rozptyli. ¥ 0 rozdSlent rozdild primerd, relativ-

Thi experimenty s vybéry o riznych rozsazich ze stejné populace —

histogramy ukazuji éetnosti h ( ¥ y
Do odnot pramert spoctenych pro kazdy vybér

30
25 4 n=1, k=100
20
15 -
10
5 —
0_

60 70

30
25 4 n=10, k=100
20
155
10
B

50 60 70

30
25 - n=30, k=100
20
15 —
10

0 —

50 60 70
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PRIKLAD 4.17

llustrujerme rozdéleni prumérd a zavislost jeho chovani na velikosti vybéru pomoci simulac-
nich experimentd, v nichz pozorujeme nahodnou proménnou $ pramérem 29,5 a SMEro-

datnou odchylkou 13,6, ktera ma mirné zedikmené rozdéleni. Na obrazku 4.1 4 jsou pomoci
histogram( zobrazeny vysledky tfi experiment.

Prvni simulace ukazuje vybér k = 100 hodnot (velikost vybéru n = 1).

Druha simulace ukazuje K = 100 pramérd spocitanych vzdy pro vybér n = 10 hodnot.

Treti simulace ukazuje k = 100 praméru spotitanych vzdy pro vybér n = 30 hodnot.

Vaimnéme si, ze rozptylenost zobrazovanych hodnot postupné klesa. Nejvétsi je pro
rozdéleni plvodnich dat. Nejmensi rozptylenost maji prumeéry spotitané z 30 pozorovani
Vaimnéme si také dvou dalsich skutetnosti. Rozdéleni se v diisledku pusobeni centralniho
limitniho teorému stale vice podoba normalnimu rozdéleni. Navic se stale silngji centrujo
kolem praméru 29,5, coz ukazuje na pusobeni 24kona velkych &isel, jenz fika, ze pramai
spoéteny ze stale vice hodnot konverguje k teoretické prameérmé hodnoté.

4.6.2 Vybérové rozdéleni aritmetického praméru

pfi neznamém o
V predchozim odstavci jsme popsali rozdéleni priméru, kdyZ zname teoretickou
smérodatnou odchylku uvazované nahodné proménné. Pokud nezndme smeit
datnou odchylku o, lze misto ni dosadit vypoéitanou vybérovou smérodatnoi
odchylku s. PouZiti tohoto odhadu mé v3ak urdité dasledky.

Timto problémem se zabyval William S. Gosset (1876-1937), ktery pracovil
jako slddek ve slavném pivovaru Guiness. Gosset se pii své préci jako kontroli
kvality setkal s problémem, se neznal teoretickou smérodatnou odchylku metens
jez provadel pfi Kkontrole kvality surovin k vyrobé piva. Navic jeho pokusy 1
obsahovaly mnoho pozorovini. Proto si Gosset poloZil otdzku, jaké je vybrne
rozdélenf statistiky (X — 1)/ s. Guiness mu dovolil fedeni publikovat pod pseuils
nymem Student v roce 1907. Proto se f-rozdélent, které Gosset popsal, nizys
nékdy Studentovo t-rozdéleni.

Gosset ukézal, 7e vybérové rozd&lenf aritmetického praméru se muize po jehe
standardizaci stfedni hodnotou p a vybérovou stfedn{ chybou s5 (kdy ziskime 18
t-statistiku) reprezentovat r-rozdélenfm, jehoZ tvar zdvisi na stupnich volid!
(stv.=n—1). Symbolicky tento poznatek vyjadiime vztahem:

X-p _X-n
= e SEA tv=n-1
- ”.\m (_g ) (S V. n )
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Srovnani tvaru Studentova t-rozdéleni a normalniho rozdéleni

0,4 -
Normal(0,1)
= = Student(1)
. - Student(5)
0,2
0,1
010 i et S
i Al T

Tvrzeni rozdéleni -statisti i
ity ;) I:(\;?:léllz?d;(l)ezm t-stan?uky vplatl v tgn? piipadé, Ze rozdéleni ndhodné
1 s P namvenejme, Ze t-statistika md stejnou interpretaci jako
g vand z-s at1sF1kazpredchozﬂ10 odstavce. Vyjadiuje, jak je ari icky
i uu:;telij vzddlen od y v jednotkdch ur¢enych stfedn{ chybouJ e
Student -rozdéleni j - Alni :
o jeozs [; ; Z:Sie}r{n fe podobné florlmaln}mu standardizovanému rozdélen{
svonovity tvar. Na rozdil (())C'f r;égglﬂ;; i[g;f(et:c?é?(’dfﬂm e o, e
s e Sak trochu vyraznéjsi oba okraje.
R norméc;\li?cg rrc;zzccilféllem’ J(} ve sklfte.(fn’ost1 celd tiida rozdélent, pocfobné jako
| ———— tf:'m. -ehvo _u’rm}pmm parametrem jsou v8ak pouze stupné
et s 1V ovhvnug.l ‘vahu (’vyja’\dfenou pravdépodobnostmi) jeho
At . slf»ne VDI{]OSII jsou védhy okrajii v&ts neZ pro velké stupné
i roz.dé.lenf. i ostvoucnfn nse tvar /-rozdéleni aproximativné bliZ{ k nor-
| . Protoze lexl%stme t-rozdéleni nekone¢né mnoho, v tabulce IV
y B uvadime hodnoty jejich kvantild pouze pro vybrané pﬁ’p,ady

PRIKLAD 4.18

y. "y T . “ » ¥ . . ~

ti it i 4 orma se stredr
“ﬂ ulic k llla(i zZjistil, ze v daf em mes é’ e ozdéle Vekl] Zivitelu 0d| g
hﬂl olou 41,3 Oky I OSly ai Od ‘y Vybé 20 Zivitelh rodin vedl k p umeru 44 OKU se
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smérodatnou odchylkou 9,6 roku. Jaka je pravdépodobnost, 7e vybér o tomto rozsahu bude
mit primér 44,1 nebo vétsi za predpokladu, Ze v celém mésté je pramér 41,3 roku?

V této situaci mame u = 41,3, n = 20, % = 44.1as =9,6. Rozdéleni véku je normalni,
takze mizeme pouzit nase tvrzeni i presto, Ze rozsah vybéru je pomérné maly. ProtoZe ¢
nezname, plati t = (% = p)/(s/V/n)-

Vypogitame P(X > 44,1): 1 = (44,1 - 41,3)/(9.6/v/20) s (20 — 1 = 19) stupni vol-
nosti, ¢ = 1,3044. Pomoci podrobné tabulky t-rozdéleni nebo pomoci vhodného programu
(v programu Excel pouZijeme funkci TDIST) zjistime, Ze k této hodnoté prislusi priblizné
pravdépodobnost 0,1038. Proto |ze tvrdit, Ze vybér o rozsahu 20 bude mit prumér 44,1 roku
nebo vice s pravdépodobnosti 0,1038.

4.6.3 Vybérové rozdéleni relativni ¢etnosti

Jestlize sledujeme vyskyt niahodného jevu A v n opakovanych nezévislych po
kusech, odhadujeme jeho pravdépodobnost P(A) relativni getnosti m/n, kde m
byla pozorovand Cetnost vyskytu jevu A. Tato relativni Getnost se 1is od prav
dépodobnosti P(A) vlivem néhodné odchylky. Lze si ji proto piedstavit jako
nédhodnou proménnou. Zajimd nds, jak popsat jeji ndhodné chovini pii pevném
poctu pokusu.

S podobnym problémem s¢ setkdvame, kdyz cflem néjakého statistick¢ho
Setent je urdit relativni &dst populace, jez mé danou vlastnost A. Napiiklad jaki
st P(A) populace muzii nad 50 let m4 urditou chorobu? Jakd &dst dospéld
populace P(A) by volila uréitého prezidentského kandiddta, pokud by volby
byly pifmé? Provedeme z populace prosty ndhodny vybér o rozsahu 1 a zjistime
v ném relativni ¢etnost vlastnosti A. Chceme védét, jak se mohou zjisténé relativii
getnosti v ramci jejich ndhodného kolisanf ligit od populaéni hodnoty.

V obou piikladech, které jsme popsali, miZzeme piijmout stejny ramec pra
dépodobnostnich dvah. Na poloZenou otdzku lze presné odpovédét pouZitini
vypottd, jez vychdzeji z binomického rozdélenf (viz kap. 4.5.1). V mnoha piiji
dech viak vystaéime s asymptotickym pibliZzenim pomoci normdlniho rozdélenl
jehoZ princip jsme popsali v kapitole 4.5.5,

Jestlize mame vEtST vybeér o rozsahu n z rozsdhlé populace s teoretickou 1
Jativnf Eetnosti sledované vlastnosti p a vypocitdme vybérovou relativni cetno
p. pak tato statistika na zdkladé platnosti centrdlniho limitniho teorému mi il
blizn& normélni rozdélen s primérem p a smérodatnou odchylkou +/p(1 = pi/#
Symbolicky toto tvrzeni vyjadiime vztahem

P~ N(p, p(1 - p)/n) (asymptoticky).
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Poznamene;j Sa 7a VEES g -
- 3 Vétwie vjll'lz;l, 7€ 7a veltsi ].)()pL]lzCl povaZujeme takovou kterd md [)0561
v Sinez 10n. Uvedena aproxims ati. iestlize i .
ace pld[t,Jeslllze je splnéna podmi
e RV s JEn 1 g
rozsah vybéru, ze np > 10 a n(l — p) > 10. g g inkapro

PRIKLAD 4.19

Py el e s e e e s e
It :;j :zl;it:érgggoz?cr}i? vma 40 % z 50 tisic doméacnosti v dané oblasti barevnou televizi
_ ] , Z& v prostém nahodném vybéru doméacnosti :
vlasi\;ut 45 nebo vice doméacnosti barevnou televizi? AR
tomto piipadé p = = ‘ i
- Splnénypru:;iez p5_00:4" = 1(?0. p = OL45' Pfedpoklady pouziti uvedené aproximace
Eiel e 50 tisic doméacnosti pfedstavuje dost rozsahlou populaci vzhledem

k vybéru o n = 100(50000 > 10 : ez
* ( % 100); rovnéz np = 100x0,4 > 10an(1-p) = 100x0,6 >

Proto mizeme tvrdit:

P ~ N(0,40;0,40 x (1 - 0,40)/100)
z = (0,45 - 0,40)/1/0,40(1 - 0,40)/100) = 1,02

p . T -

N?;gohjbtlgl?rulkx n’ormalnt rozdéleni nebo vhodného programu (v Excelu pouZijeme funkci

B rOZ)SZJrl]sn?mc—:' P(P > 0,45’) = 0,1537. Proto s pfibliznou pravdépodobnosti 0,15 ve
ahu 100 domacnosti bude 45 domacnosti nebo vice vlastnit barevnou 1élevizi

4 t V)’Ibe ov ativ &etnost G 45 ebO v prip
3
Miize ve lVld e a rel ce v tomto adé neni alo

4.6.4 Vybérové rozdéleni rozdilii dvou praméru
a dvou relativnich ¢etnosti

) s 5 S
:i:-:';\l;:lldzfnd‘:—z ;:Ezldr:; prc‘»fr]nenn’e vzajemlzé nf,zovlivﬁuji, nazyvame je nezavislé.
o relativ):l : vna od.nyclvq. [?romennych jsou pruméry sledované pro-
; rel i Cetnosti ur¢ité vlastnosti prvki vybéra ziskané pomoci
u-lhmlnvu‘h}o V):beru ze dvou riiznych populaci. V kapitole 4.3 jsme uvedli, jak
::m:[':llll:lld‘ prumévr a’smémdatné odchylka nebo rozptyl tak.ovj;ch nezévi:léih
e \?:luf;hpg(;rtl;zztrlﬁ/ch. Tyto poznatky aplikujeme na piipad rozdild pramérd
: p:l:‘fl:lltl:):;:l 'iskine 5221&}2’ X1, .fz,v teoretic}(é Prﬁméry arozptyly proménnych
. et 1y M2 1F5; oinacvme také ziskané, resp. teoretické relativni
b, P2 resp. pi, p2. Pro priméry a rozptyly rozdilii vybérovych praméri
1 vybérovych relativnich Cetnosti plati: J PR
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2 2
o?
s 5 5 ¥ I 2
E(X[ - X5) = M — H2s Var(X, — X)) == 4+ —, TI€sp.
ny h2
A 5 ” s (1l = p 2 (1 — P2
EPy - Py =p—pn  VarPi=PD= popy 22 P,
ny n2
kde 1, ny jsou rozsahy obou vybéri.
Jestlize navic piedpoklddame Vet rozsahy vybéra a pusobeni centrdlniho
limitniho teorému, pak usuzujeme, e oba rozdily maji priblizné normalni roz-
déleni. Rozdéleni rozdilf primérd a relativnich &etnosti 1ze tedy vyjadfit vztahy

X, - Xy~ N g 00 Iy % o3 /n2)s
Py - Py~ N(pr—p2spi(1 = p)/m + pal = p2)/n2):

Pokud jsou rozsahy vybérh velké a nezname rozptyly proménnych o, o3, lze
za né dosadit vybérové rozptyly. Pii mengim poctu pozorovani, ale normdl
nim rozdéleni sledovanych proménnych uplatiiujeme podobnou modifikaci jako

pro rozdéleni standardizovaného praméru vybérovou smérodatnou odchylkou s,
které popisujeme Studentovym t-rozd@lenim.

PRIKLAD 4.20

déeni v osmé tiidé. V plad

isténo, ze 10% jak chlapct, tak 10% divek ma hordi pramoroy
lapct byly zjistény hodnoly

Ve velkém mésté se sleduje primérna znamka zaku na vysve
chozich Betfeni bylo Zj
snamku nez 3,0. V nahodném vybéru 80 divek, resp. 100 ch
15%, resp. 12% 74k s prumérem snamek horéim nez 3,0.

Mame nalézt pravdépodobnost, 3o rozdil relativnich getnosti divek a chlapch ve vyhii
rech bude 3 % nebo v&t&i za predpokladu, 7e plati Gdaje Z predchoziho getren.

py =015, pPp =012,
py =010, P2 = 0,10,

P, — P ~ N(0,10-0,10;0,10 0,00/80 + 0,10 x 0,90/100) = N(0;0,002026)

pligemz o tohoto rozddleni je \/0,002025 = 0,045.

Mame nalézt pravdépodobnost P(P, - P, > 0.03).

Standardizovana hodnota z = (0,03 — 0,0)/0,045 = 0,666. Pomoci tabulek normaies
rozdéleni (tab. Il pilohy B) uréime F(2) = F (0,666) = 0.747. Hledana pravdépodc)hmm! el

tedy hodnotu 1 - 0,747 = 0,253.
e
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4.6.5 Vybérové rozdéleni rozptylu

Pri zkoumdni variabili
i variability rozptylu
iy a v mnoha dalSich si ¢
nostnich ivahdch pouZiva a dal§ich situacich se v pravdé
Zivi tzv. y*-rozdélen{ : pravdépodob-
Rozd&leni 2 . éleni (vyslovujeme chi-kvadrd y
o . vadrd STt
HabsEskic d’\; ;‘OPL\; Od\.f.o’dlllK.Pearson kolem roku 1900, kdy n;\,:.(;ﬁdcicm)'
ktery nazyvdme st cgoridini data. Toto rozdéleni md pouze jede o
VylVOFenézvybéi'ol\]/g]r-];e volnosti. Pravdépodobnostni rozdéleni x? n?ai?lztlmel?
s’ oms i) or(zzpt¥lu, pokud ndhodnd proménn4, pro kterou s ﬁ.ISll ;
R i rozdéleni. Pak plati, Ze hod 2 X e rozptyl
rozdéleni, tj. rozd&leni y? s n — 1 stupii , : noty (n — 1)s%/o2 maji y2(n — 1)
B - nu volnosti. Par Bt

proménné a n poé Ani i d ’
B oo rondid p’cet quoroyam. Na obrdzku 4.16 jsou zobrazi: v-[-)t}‘:l na’hodne

o €leni v zdvislosti na stupnich volnosti ny (i rizné tvary

ro lepSi piedst 2 S n iy !
toto l‘OZdéﬁean % pof;:tu [? X '{Oz/d?lenl, jez md k stupiiti volnosti, dodejme, 7
Sl o até¢ vznikd jako soucet £ nezdvislych stan(i di JHIE; E5

proménnych, které jsou umocnény na druh RISHE R
ou.

i“’arv x2-rozdsleni

0,5
0,4 - —: Chi{2)
- - Chi(5)
- Chi(10)
0,3 ~
0,2
--
4 -~
0.1 - 7 ~ “
4 . ’hs' L .
’ : =~ P,
= T o=~ o ’ »
I - e
0 2 ! T T =
‘ g 8 10 12 !
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PRIKLAD 4.21

Iy % L

" s se zkoumana nahodna proménna ma oz?tg'[a. Jvaki ie E{fgi@p;?;t;né%so_

PTedPov"dad?me, | kiery spocitame z 37 méfeni, bude vséztss nez 57 PoCi i

26 VADE O zrozpw ‘Ta s):a rovna pravdépodobnosﬁ P(365°/4 > 3§ x 5/4) f_'l (r;ri o

dObnOS’t ,e > o rogramu zjistime, jaka hladina odpovida Kkvantilu 45 rozdé eb - éHqu,

Z&n;:ghvszligigo\nfcelu pouzijeme K potfebny vy’vpoéu‘]r: :uSnCI;cZ r?pl—!cl’)\j S':'ZrengéEKévat, s

. 5. 7e piiblizné pouze o ot 20

Zis; éﬂ:e h’?i;g&:ér?ésiz-g?yﬁjnzgno%?’;nzéig rzlb3ll;nrié‘;eni bude vétsi nez 5, jestlize skutecny
hodnota vy

rozptyl je 4.

4.6.6 Vybérové rozdéleni pomeru rozptylu
" i isherovi, na$ latnéinl
j S ‘stikovi R. A. Fisherovi, naslo uple
LT ¢leni, pojmenovanc po statisti R ; . -
Tike F ;giZiZhodnghé chovini testovacich statistik. sz}klader'rg1 Jteds\?jri g);a:\“
E\)r:riflzl':litu pomé&ru vybérovych rozptyltl, jeZ se vypo¢italy z a
1ych néhodnych vyberd.

Podobné jako u Xz-:'ozdéleni musi byt data normdlne

Tvary F-rozdgleni

—— F(10,10)
- - F(3,10)
- F(10,3)
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rozd&lend. Navic se predpokladd, Ze data pochdzeji z populaci, které maji stejny
teoreticky rozptyl. Pak plati, Ze hodnoty s’; / s% maji rozdéleni F se stupni volnosti
ny —1an —1, kde ny ans jsou rozsahy vybéru. F-rozdélen{ tedy zdvisi na dvou
parametrech. Na obrédzku 4.17 jsou zobrazeny tfi rizné tvary F-rozdéleni v zd-
vislosti na stupnich volnosti. Teoreticky je F-rozdéleni s ky a ky stupni volnosti
odvozeno jako podil dvou nezdvislych y*-rozd&leni s ky a ka stupni volnosti.

PRIKLAD 4.22

" Aplikace F-rozdslen pro studium vybérového poms
Cheeme zjistit hodnotu, pod niZ se bude nachazet pomér rozptyll s pravdépodobnosti 0,95,
[ostlize plati pfedpoklady pro konstrukci F-rozdéleni. Rozptyly se pocitaji v prvnim vybéru
7 21 méfeni a ve druhém vybéru z 16 méfeni. Ulohu vyiedime tak, Ze vyhledame 95%

porcentil pro F-rozdéleni s 20 a 15 stupni volnosti. Hledame v podrobngjsich tabulkéach

/' -rozdéleni (Like$, Hebak, 1978). V Excelu pouzijeme k potfebny vypoctim funkci FDIST
n nalezneme hodnotu 2,328.

Souhrn

Vysvétlili jsme zakladni pravidla po&itani s pravdépodobnostmi a popsali typy
wzdélent, které nejéastéji pouzivame pii analyze dat pomocf statistickych metod.
liké byla objasnéna podstata pojmu vybérové rozdélenti statistiky. Poukdzali jsme
i usymptotické vlastnosti priméru néhodnych proménnych v diisledku plsobeni
centrdlniho limitniho teorému. Obrizek 4.18 ukazuje vztahy mezi jednotlivimi
1y rozdéleni. Ustiedni postaveni md normdln{ rozdéleni a standardizované nor-
wilnf rozdéleni. Ostatni se k nému priblizuji s rostoucim poctem pozorovani
who stupii@l volnosti. Podet stupiili volnosti oznadujeme na obrdzku symbolem
i Vztah mezi rozd€lenim y? a N(0; 1) vyplyvd z definice y* rozd&leni. Obra-
b ukazuje, Ze rozdéleni N(0O; 1), Studentovo ¢ a v* jsou specidlnimi piipady
! jozdéleni. Nékterd daldi rozdéleni maji vztah mezi sebou nezdvisle na nor-

wilnim rozdéleni. Z obrdzku je patrné, Ze v dasledku podobnosti rozdéleni lze
W apinéni uréitych piedpokladil délat pravdépodobnostni dsudky o hodnotéch

- hrovyeh statistik na zdkladé standardizovaného normélniho rozdélent, jestlize
Siine parametry u, A nebo p. Prehledné je tento poznatek vyjddien v tabulce 4.9.
*hiiné aproximace rozdélen{ pravdépodobnosti uvadi tabulka 4.10.

Vice o teorii pravdépodobnosti nalezneme v pifslunych publikacich (napf.
S, 1978 nebo Zvdra, 1997).
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F-rozdéleni

¥ (v) rozdéleni

Studentovo rozdéleni
t(v)

standardizované
normalni rozdéleni
z ~ N(0; 1)

Poissonovo rozdélenl

e

st

x!

pinomické rozdéleni

n K n-k
pfl-p

(k) ( )
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9 Situace vyuziti standardizovaného normainiho rozdéleni

| Parametr =~ Vybérovad = Nahodna Podminka Rozdéleni

| statistika | proménnd

u ‘ X X normalni rozdéleni, —H L N: 1)

| také o® znamé a/vn '
u X X | Ilt%ovol’ne'rozdelerfn X-u | N(0; 1) (asympt.)

¢° znamé, n velké a/vn

H X X libovolng rozdéleni, X =L neo: 1) (asympt.

| % neznamé, nvelké s/ vn (0:1) asympt)
A Z X ‘ X ‘ Poissonovo rozdéleni, | X =4 . n(o: 1) (asympt.) '

‘ A velké
ik | SR/ _—
P b ; P | binomické rozdéleni, | p-p ~ N(0; 1) (asympt.) |
| | 7 velke P = p)/n |

- Vybrané aproximace rozdéleni pravdépodobnosti

& parametrem A kde W ~ N(4; 1)

Aproximované ! Podminky Aproximujici rozdéleni

tozdéleni |

hinomické rozdéleni np > 10 PX=x)=P(x-05<W <x+0,5), ‘

¥~ B(pin) n(p - 1) > 10 kde W ~ N(np:npg)ag=1-p ‘

Polssonovo rozdéleni A>26 PX=x)=P(x-05<W <x+0,5), }
1

binomické rozdéleni velké n Poissonovo rozdéleni s parametrem A = np

\ ~ B(p;n) | malé p
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