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1 Entropie jako cena informace

V béZném jazyce nékdy fikdme, Ze jsme obdrzeli spoustu informaci, ale Ze byly
vSechny bezcenné. Takova formulace poukazuje na skryté rozliSeni mezi zpravou a
jeji informacéni hodnotou. Informacni hodnotu zpravy lze ptitom chépat jako piispé-
vek k na$i schopnosti rozliSovat, identifikovat stav véci. Bezcenna je zprava, ktera
nas informuje o nécem, co uz vime, ptipadné o nécem, co nijak nepfispiva k tomu,
co védét chceme (tak miZeme chapat zpravu nepifesnou ¢i I1Zivou, kterd nas sice
informuje o stavu mysli naSeho informatora, ale nikoli o stavu véci, které nas zaji-
maji). Malou informac¢ni hodnotu ma zprava ocekavana s velkou pravdépodobnosti,
velkou naopak zprava necekand a nepravdépodobna. Z toho je vidét, Ze pojem infor-
mace je spojen s ndhodnosti a nejistotou a s mirou, s jakou se nejistota diky prijaté
zpravé zméni. Teorie informace je kvantitativni, matematické uchopeni uvedenych
neformélnich intuici.

Zacnéme piikladem. Mé&jme nejmenovanou instituci, kterd ma seznam 8000 lidi
(fikejme jim souhrnné populace) a rada by zjistila, kolik kreditnich karet ma kazdy
z nich. Zad4 tento dileZity kol radé¢ji hned dvéma riznym firmam.

Firma FA pfinese seznam 8000 lidi, ve kterém jsou v kolonce poctu karet zapsany
cifry 0,1,2 a 3+, kde 3+ znamena tii a vice bez presn¢jSiho rozliSeni. Pocet lidi
ptisluSejici kazdé kategorii je 2000, viz Obrazek 1. Firma FB pfinese stejny seznam,
ve kterém je zapsano 1-,2,3 a 44, kde 1- znameni 1 nebo Zadn4, a 4+ znamena 4 a
vice. Pocet lidi pro pfislusné pocty karet jsou po fadé 4000, 2000, 1000 a 1000. Viz
Obrazek 2.

Otéazka je, ktery seznam je z hlediska informac¢ni hodnoty kvalitnéjsi. Toto sa-
moziejmé souvisi s konkrétnim vyuZitim, ale zjednoduSme si nyni situaci a méfme
to pouze pres ,,ndklady“ na ziskani informace v podobé& poctu otazek. V zajmu rov-
nych podminek, uvazujme pouze otazky, na které se da odpoveédét ANO a NE. Kolik
otdzek musela poloZit prvni a druhd firma? Firma FA se mohla napfiklad ptat, zda
ma Clovék 2 a vice karet, a dle ziskané odpovédi naslednou otazkou rozlisit O nebo
1, pfipadné€ 2 a 3+. Tato strategie se da popsat pomoci stromu otazek, pfipadné po-
moci posloupnosti ,fezii“ populaci, viz Obrazek 1b, kde pofadi fezli populaci je
indikovan délkou svislé ¢ary (nejdelsi je prvni).

Timto zptisobem polozi dohromady 16000 otdzek, 2 otazky na ¢loveéka. Druha
firma miiZe postupovat podobné, rozdéli si populaci prvni otdzkou na dvé a dvé
kategorie, a druhou otazkou se jiz dostane na jednu ze ¢tyf moZnosti. Takto bude
pokladat také 16000 otazek. Druhd firma ma ale lepsi moZnost. Namisto strategie,
kter4 balancuje strom otazek z hlediska poctu moznych odpovédi, miize balancovat
otazky z hlediska rozloZeni populace. Tento pristup vede k tomu, Ze prvni otazkou
"1- vs 24+"rozdéli populaci napul. V pripad€ odpovédi 1- se uzZ nemusi dale ptat, v
druhém piipadé€ opét rozdéli prislusnou ¢ast populace napul otazkou ,,2 vs 3+“. V
piipad€ odpovédi ,,3+, je pak tieba poloZit jeSté tieti otdzku ,,3 vs 4+, viz Obrazek
2b. Takto se sice stane, Ze budeme pokladat nékterym lidem tfi otazky, ale celkem
bude poloZeno jen 4000 + 2000 % 2 + 2000 * 3 = 14000 otazek, v priméru 7/4
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otizek na Clovéka. Firma FA tedy pfinesla nakladnég;si informaci. Otazkou je, zda
nékladnéjsi znamena lepsi.

Podivejme se nyni na véc pohledem klienta, neboli nejmenované instituce. Jak
porovnat oba seznamy? Pokud by se jeden seznam dal zcela odvodit z druhého,
jisté bychom prohlésili ten prvni za hodnotnéjsi. To ovSem neni tento piipad, nebof
seznamy se navzijem dopliiuji. Pokud je pouZijeme oba, jsme schopni u kazdého
¢lovéka fici, zda ma 0,1,2,3 nebo 4+ kreditnich karet. Takovéto spojeni informaci
od obou firem do jednoho seznamu nabizi jiny zptisob jak zjistit kvalitu informace.
Konkrétné se mizeme ptat na dodate¢né naklady, pokud by instituce chtéla doplnit
seznam od firmy FA na sdruzenou informaci. Firma FA by v takovém pfipad€ musela
rozdélit kategorii 34+ na kategorie 3 a 4+4. K tomu by stacilo polozit 2000 * 1 = 2000
otazek. Pfepocteno na celkovou populaci to dava 1/4 dodatecné otazky na ¢lovéka.
Pfi dopliiovani seznamu od firmy FB na sdruZenou informaci bychom potiebovali
rozliSit kategorii 1— na kategorie 0 a 1. K tomu je tfeba dodate¢né polozit 4000 =
1 = 4000 otazek. V priméru 1/2 otazky na ¢lovéka (vztazeno k celé populaci). I z
tohoto pohledu je tedy informace od firmy FA kvalitnéjsi.

Dejme nyni tento piiklad do souvislosti s matematickymi pojmy. Populaci ozna-
¢ime Q a seznamy od firem FA a FB budeme chépat jako funkce X : Q — A a
Y : Q- B,kde A =1{0,1,2,3+}a B = {1-,2,3,4+}. Na mnozin¢ Q dale uva-
Zujme pravdépodobnost PP, ktera kazdému ¢loveéku pfifadi néjakou vahu, v naSem
pfipad€ vSem stejnou. Tim se funkce X a Y stanou ndhodnymi veli¢inami v SirSim



slova smyslu. V teorii pravdépodobnosti se za ndhodné veli¢iny standardné uvazuji
funkce z pravdépodobnostniho prostoru do realnych Cisel, coz umoziuje spravné
definovat stfedni hodnotu, rozptyl atd. Pro teorii informace je pfirozené€jsi zabyvat
se zobrazenimi do kone¢né, ¢i spocetné mnoziny, kdy nepfedpokladdme u moznych
hodnot Zadnou dalsi strukturu, ¢i zavedené operace. Proto neni problém, Ze je hod-
notou napiiklad barva, typ vozu, ¢i oznaceni,,3+, jako v naSem priklad€. Pro naSe
dv€ ndhodné veliciny pak definujeme entropii H (X) (resp. H (Y)), sdruZenou ent-
ropii H (X, Y) a podminénou entropii H (X |Y) (resp. H (Y| X)) pomoci vzorct

H(X):—ZIP(X:a)logIP(X:a),

aceA

H(X,Y)=— Z P(X=aY =blogP (X =aY =b),
ac€A,beB

HX|Y)=- ) P(X=aY =blogP(X=alY =b),
acA,beB

kde nedefinované ¢leny sum (0 log 0, 0 log %) ignorujeme, t.j. povazujeme je za nulu.
Zaklad logaritmu je fixni a obvykle ho volime rovny 2. Jednoduchym vypoctem pak
lze zjistit, Ze

H(X)=2,  HY)= %,

. HXI)=i. HEX) =1

2 4
Veli¢iny H (X) a H (Y) ¢iselné odpovidaji primérnému poctu otazek na clovek,
které musi polozit firma FA ¢i FB. Plati dokonce, Ze ve vzorci primérované hod-
noty —log P (X = a) odpovidaji presné poctu otdzek polozenych ¢loveéku z kate-
gorie ,,a* v idedlni strategii pro firmu FA, podobné —log P (Y = b) odpovida po-
¢tu otazek pro Cloveéka z kategorie ,,b* pii idealni strategii pro firmu FB. Podobn¢,
—logP (X =a|Y = b) zde odpovida poctu dodate¢nych otazek pro Clovéka z ka-
tegorie a, vime-li od firmy FB, Ze Clovek patii do kategorie ,,b%, z cehoZ pak plyne,
7Ze H (X |Y) je rovno primérnému poctu dopliiujicich otazek na ¢lovéka pri znalosti
seznamu od firmy FB.

Entropii se tedy da rozumét jako priimérné kvantité informace, kterou ziskame,
jsme-li schopni rozdélit jednolitou populaci do urcitych skupin, naptiklad dle po-
¢tu kreditnich karet. Jde tedy o kvantifikaci nasi schopnosti rozliSovat. podobné se
d4 interpretovat sdruZena entropie, kde rozliSujeme do jemnéjSich kategorii. Podmi-
néné entropie H (X |Y) pak je kvantifikace schopnosti rozliSit v populaci kategorie
veli¢iny X, pokud uZ umime rozliSovat do kategorii veliiny Y.

Na zavér jesté zminime, Ze rovnost primérného poctu otazek v riznych scénéfich
s prislusnou entropii byva v obecném piipad¢ jen priblizna. Takto pékné piiklad vy-
Sel diky tomu, Ze v§echny uvazované pravdépodobnosti, véetné téch podminénych,
byly celociselnymi mocninami ¢isla, které jsme zvolili jako zaklad pro logaritmus
ve vzorcich pro entropii.

H(X,Y)=

&~



2 Pravdépodobnostni prostor a nahodné veli¢iny

V téchto prednaskich budeme pouzivat nasledujici standardni definici pravdépodob-
nostniho prostoru, pravdépodobnostni miry a ndhodné veliCiny.

Méritelny prostor je dvojice (2, F), kde Q je mnozina a F je o-algebra. Po-
jem c-algebry je vymezen poZadavky, aby F obsahovala celé €2 a byla uzaviena na
spocetna sjednoceni a komplement, tj.

e Qe F
e VeF=Q\VeF

e V.eF,ieN=J V. €F.

ieN
Podmnoziny Q lezici v F se nazyvaji méritelné. Z pravidel pro o-algebru vyplyva
také to, Ze F je uzaviena na spocetné priniky, konec¢na sjednoceni a priniky a Ze
obsahuje prazdnou mnoZinu. Termin ,,méfitelny‘ uZ sim naznacuje, Ze se na sys-
tému F chystame zavést miru. V nasSem piipadé to bude navic vZdy mira pravdépo-
dobnostni. Pravdépodobnostni mira P je zobrazeni z F do intervalu [0, 1], které
spliiuje:

e P(Q)=1;

e (c-aditivita) je-li V; € F,i € N, systém vzdjemn¢ disjunktnich mnoZin, pak

P<U%>=ZP(V,-)-

ieM ieN

Trojici (, F, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

Plati, Ze i pravdépodobnost konecného sjednoceni vzajemné disjunktnich mno-
Zin je souctem pravdépodobnosti; v definici o-aditivity staci zvolit vSechny mnoZiny
az na konec¢ny pocet prazdné a v§imnout si, Ze pravdépodobnost prizdné mnoZiny
je nula.

Je-li (A, F') méfitelny prostor a (Q, F, [P) pravdépodobnostni prostor, pak na-
hodna veli¢ina X je méritelné zobrazeni X : Q — A, pfiCemz méfitelnym nazy-
vame takové zobrazeni, pro které je vzor kazdé méfitelné mnoZiny méfitelny. Rek-
neme, Ze nahodna veli¢ina je konec¢na, pokud je A konecna; diskrétni, pokud je A
nejvyse spocetna; a realna, pokud A C R.

Definice ndhodné veli¢iny vyZaduje, aby A byla mnoZina s mirou, nebo aby na ni
byl alespoii definovan systém méfitelnych mnoZin. V ptipad¢€ konecnych a diskrét-
nich nahodnych veli¢in mizeme (a bez vyjimky budeme) pfedpokladat, Ze méfitelné
jsou vSechny podmnoziny A, tedy méfitelny systém F’ je celd potenéni mnoZina
mnoZiny A, pro kterou zavedeme symbol 24,



Poznamka: Symbolem B4 zna¢ime obvykle mnoZinu {f | f : A — B}
funkci z A do B, coz odpovida predstave, Ze takova funkce je ,,A-tici prvkd z
B, jako je napft. naSe p vySe Sestici redlnych ¢isel. Podmnozinu Y C A md-
Zeme soucasné identifikovat s jeji charakteristickou funkei yy : A — {0, 1}
indikujici, které prvky v Y leZi, a které ne (pokud nulu a jedni¢ku chiapeme
jako booleovské hodnoty ,,pravda“ ,nepravda®, jedna se o predikat ,leZi v
A*%). Zbyva pouzit mnozinové kdédovani Cisla 2 prave jako {0, 1}.

Touto notaci si usetfime symbol P. Rtiznych ,,p*“ je v pravdépodobnosti
uz vic nez dost.

U redlnych ndhodnych veli¢in budeme za F’ bréat systém Borelovskych mnozin B,
tedy nejmensi o-algebru, ktera obsahuje intervaly. Borelovské mnoZiny zejména ob-
sahuji vSechny jednoprvkové mnoZiny.
Pro danou ndhodnou veli¢inu X : Q — A definujme zobrazeni Py : F' — R
predpisem
Py(V) =P (X7'(V)).

Dilezitym pozorovanim je, Ze Py je pravdépodobnostni mira na (A, F’) indukovana
ndhodnou veli¢inou X. Mame tedy novy pravdépodobnostni prostor (A, F’, PX).
Tomuto zobrazeni fikime rozdéleni nahodné veli¢iny X .

Pro diskrétni veli¢iny navic definujeme navic Py(a) := Py({a}), ¢imZ dosta-
vame zobrazeni Py : A — R, coZ je redlna ndhodna veli¢ina pravé na pravdépo-
dobnostnim prostoru (A, F’, PX) . Tomuto zobrazeni budeme rovnéz fikat rozdéleni
nahodné veli¢iny X.

Poznamka: Jednd se o typické ,zneuZiti terminologie: symbol Py a
pojem rozdéleni ndhodné veliciny maji nyni dva vyznamy podle toho, jestli
je argumentem prvek, nebo podmnoZina A. PfestoZe napf. tvrzeni, Ze Py je
nidhodna veli¢ina na prostoru (A, 24, PX) miZe byt na prvni pohled matouct,
malokdo by nakonec v této situaci volal po zavedeni nového symbolu a nového
terminu.

V programovacich jazycich se takovy postup nazyva ,.function overloa-
ding*“. T fakt, Ze to fada jazykd podporuje, ukazuje, Ze nedorozuméni pii do-
state¢né mife pozornosti nehrozi.

Oba vyznamy pojmu rozdéleni nahodné veli¢iny jsou ovSem Uzce svazany, protoze
rozdéleni definované na prvcich pomoci aditivity definuje rozdéleni definované na
podmnoZinéch.

Poznamka: Pro spocetné diskrétni veli¢iny to s sebou nese problematiku
konvergence fad, kterd je ov§em v pfipad¢ pravdépodobnostniho prostoru trivi-
alni, protoZe s¢itame nezaporné hodnoty a soucet je shora omezen jednickou,
takZe vSechny soucty existuji, jsou to limity rostouci omezené posloupnosti
¢aste¢nych soudtu.

Tento postup naopak nedava dobry smysl ve spojitém piipadé A = R, kdy
obvykle plati Py(a) = O pro kazdé a € R (viz niZe Gvahu o nekone¢nych
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posloupnostech nezavislych hodd minci). V takovém pifipadé se rozdélenim
nahodné veli¢iny rozumi pouze prvni vyznam Py, tedy funkce Py : F' —
R. Roli podobnou naSemu rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny Py : A —
R plni distribucni funkce, definovana pro a € R jako P (X ~l(~c0, a]). Tato
funkce uréuje miru vzoru pro intervaly (a, b), a tedy i pro systém Borelovskych
mnoZin, ktery je ve spojitém piipadé nasi volbou pro F”.

Bude také Casto vhodné chipat nejvySe spocetnou mnoZinu A jako pravdépo-
dobnostni prostor (A, 24, P), kde pravdépodobnostni mira P neni nutn€ indukovana
n¢jakou ndhodnou veli¢inou. Takova mira je opét ekvivalentni zobrazeni P : A —

[0, 1] splfiujicimu
Z P(a) =1,

acA
které budeme nazyvat (diskrétni) rozdéleni na A. MnozZinu vsech takovych rozdé-
leni budeme znacit A .

O tvrzenich, ktera plati vSude aZ na mnoZinu miry nula, fekneme, Ze plati skoro
jisté (P-skoro jisté), coZ budeme zkracovat na s.j. a psat v piipadé€ potieby nad znak
rovnosti nebo za tvrzeni. Pokud tedy napf. fekneme, Ze dvé mnoziny M, N € F
jsou si rovny skoro jisté (P-skoro jisté), zapsano M = N s.j., znamena to, Ze jejich
symetricka diference M A N ma miru nula. Zaroveni dovolime, aby ndhodné veli-
¢iny byly definované ,,skoro jisté“, tedy aby jejich definice byla korektni na mnoZiné
s pravdépodobnosti 1. VSimnéte si, Ze i takto definované veli¢iny maji napt. dobie
definovanou stfedni hodnotu v tom smyslu, Ze jeji hodnota nezaleZi na ptipadném
dodefinovani.

Abychom mohli mmoZiny s nulovou mirou (nemozné jevy) vyslovné ignorovat,
zavedeme pro libovolné rozdéleni P (na nejvyse spocetné mnoZiné A) pojem nosice
rozdéleni:

s(P)={a€ A| P(a) > 0}.

Definujeme také nosi¢ diskrétni nahodné veli¢iny X jako
sX)={oe Q| Py(X(w) >0} ={weQ| X(w) Es (PX)}.
V obou pripadech dostavame ze o-aditivity miry vztahy
P(s(P)=1 a P(s(Py))=P(s(X)=1.
(Pripomenime si znovu, Ze takto jednoduchy pfistup k nosi¢i neni mozny pro spojité
veli¢iny, u kterych by podobné definovany nosi¢ mohl byt i prazdny.)

Pro obor hodnot A ndhodné veli¢iny X Casto uvaZzujeme néjaké dalsi ohodnoceni
[ A— R (pfipadné f : s (PX) — R), a to zejména (ale nejen) pokud veli¢ina X
neni redlna. Je f méfitelné zobrazeni (tedy zejména pokud je X diskrétni), je takto
definovana nov4, realna ndhodna velicina foX. Stfedni hodnota této realné veliCiny
pak splituje vztah
E(f(X)= D, Py(@) f(@).

aes(PX)

7



Pfipomeinime, Ze v klasické teorii pravdépodobnosti ma konecna redlna ndhodna
veli¢ina Y : Q — B C R, kde B je kone¢na mnoZina, stfedni hodnotu definovanou
vztahem

E(Y)= ) Pyb)-b= ), Py(b)-b.
beB bes(Py)

Tento zakladni vzorec se pak v pripadé konecné ndhodné veliciny Y = f(X)
1i$1 od vztahu uvedeného vyse pouze seskupenim s¢itanct dle jadra zobrazeni f a
ignorovanim nulovych ¢lend sumy(zkuste si rozmyslet).

V dal$im textu budeme vyuZivat také nasledujici vlastnosti sttedni hodnoty, které
1ze odvodit z vyse uvedenych vztahti. Pro kone¢né realné nahodné veli¢iny X aY a
a € R plati
S.J.

e X = Y,pak E(X)=E ().

X <Y sj.,pakE(X)<E(Y)

S.].
Jy.

X <Y sjaE(X)=E(),pak X

F(aX +Y) = aF (X) + E (Y).

Y = X sj.,pak f(X) = f(Y) sj.aE(f(X)) = E(f(Y)) pro libovolnou
méfitelnou funkci f.

Poznamka: Uvedené vztahy plati pro libovolné redlné, nejen pro ko-
necné, ndhodné veli¢iny. Pro obecné redlné veliCiny je vSak tfeba pouZit teorii
miry.

Vsimnéme si, Ze stfedni hodnota je vlastnosti rozdéleni X alze ji také chapat jako
sttedni hodnotu ndhodné veli€iny f na pravdépodobnostnim prostoru (A, 24, PX).
Dava tedy smysl mluvit o stfedni hodnoté E, (f) funkce f : A — R i pro obecné
rozdéleni P na mnoZziné¢ A. Hodnoty P(a) jsou vahy prvkii mnoZiny A a stfedni
hodnota

Er(f)= D, P@)- f(a),
a€s(P)
je vazeny prumér, resp. konvexni kombinace jejich hodnot. Tyto dva pojmy jsou
pro nas synonymy.

Poznamka: Kromé& vazeného priméru (konvexni kombinace) realnych
Cisel, budeme v dalsi kapitole uvazovat také vazeny prumér souboru rozdélent,
které bude opét rozdélenim na dané konec¢né mnoZiné.



V téchto prednasSkach budeme témét vyhradné pracovat s kone¢nymi veli¢inami.
Zakladni vlastnosti teorie informace jsou totiZ nejlépe viditelné na takovych velici-
nach a byly pro né zavedeny. MozZné rozsifeni na spojité (nebo spocetné) veliCiny
Ze nebudeme potiebovat témét Zadné netrividlni poznatky z teorie miry. Pokusme se
nyni vysvétlit, pro€ jsou presto vySe uvedené definice pouZzivajici jazyk teorie miry
vhodné, ¢i dokonce nutné. Bude to tedy pfipominka toho, jak matematika pfistupuje
k pojmu pravdépodobnosti a proc.

Uvazujme hod (ne nutné férovou) kostkou, jejiZ st€ény jsou popsany pismeny
a, b, c, d, e, f. Chovani kostky je jednoduse definovano Sestici pravdépodobnosti
(P> Pa» P3» Pas Ps» Pg) Pro jednotlivé vysledky, coz je prosté Sestice nezapornych real-
nych ¢isel se souc¢tem jedna. Pokud p chapeme jako zobrazeni

p:{L1,2,3,4,56} - R,

coZ je ptirozeny pohled pro jakékoli indexovani, dostdvame pravdépodobnostni pro-
stor
Q=1{1,2,3,4,5,6},

na némyz je zobrazeni p rozdélenim, které definuje miru na celém 2% piedpisem
P ({n}) = p(n).
Nahodnou veli¢inu popisujici hod kostkou nyni definujeme jako zobrazeni (bijekci)
X : Q- {ab,c,d,e,f}.

Pravdépodobnost, Ze na kostce padne napf. ¢, pak je mirou vzoru jednoprvkové mno-
Ziny {c}, formalné

P(X =c):=P (X" ({c)) =P {3}) = p3),

kde P (X = ¢) je pouhi nota¢ni konvence odpovidajici neformalnimu ,,pravdépo-
dobnost, Ze X je rovno c¢“. VSimnéme si, Ze pokud by pravdépodobnost byla defino-
véana na prvcich Q, nebylo by mozZné definovat napft. ,,pravdépodobnost, Ze hodnota
X je samohlaska“, coz je P ({1,5}). Z aditivity pak dostadvime

PHLSH=P{ID+P {5} =p, +ps.

aniZ bychom museli pravdépodobnost uvazované udalosti ,,padla samohlaska‘ zv1ast
definovat. To také vede k tomu, Ze za jevy oznacujeme (méfitelné) podmnoZiny
Q. Ponékud neintuitivné je tedy v nasem pfipadé jevem ,,padla samohliska‘ mno-
Zina {1,5}, tedy X~'({a, e}), nikoli samo {a, e}. To je obvyklym zdrojem zmatku,
zejména pro zacatecniky, a také proto, Ze se tento formalni pfistup velmi Casto ne-
dodrzuje a zavadéji se rizné konvence podobné ndmi vyse zavedenému P (X = c).



Jednoprvkové podmnoziny €2, budeme nazyvat elementarnimi jevy, ale jen teh-
dy, jsou-li méritelné. Pomérné Casti konvence oznacujici za elementarni jevy prvky
Q je terminologicky nestastni. O prvcich Q budeme rad€ji mluvit jako o stavech, a
o Q pak jako o stavovém prostoru.

%

Nejasnym zistava, pro¢ jsme u nasi kostky zavedli nové indexy {1,2,3,4,5,6}
a nepsali rad€ji p,, py, P.s Pgs P> Py» COZ by Opét byly zkratky pro P ({a}) atd. Za
stavovy prostor bychom tak uvazovali pfimo mnoZinu {a, b, c,d, e, f }. Jevem napf.
»X je samohlaska“ by pak v souladu s intuici byla mnoZina {a, e}. Takovy naivni
pfistup je moZny, a presn¢ odpovida tomu, Ze misto pravdépodobnostniho prostoru
(Q, F,P) pracujeme s prostorem (A,24, P), kde A = {a,b,c,d,e, f} a P je mira
dana hodnotami p,, p,, p., Pgs P.> P IS coZ je rozdéleni na A.

Vyhoda oddéleni stavového prostoru od mnoZiny hodnot se nicméné vyrazné
projevi, kdyZ zacneme uvaZovat vice ndhodnych veli¢in. Uvazme napf. vedle vySe
definovaného hodu kostkou jest€¢ hod (opét ne nutné férovou) minci s hodnotami
{panna, orel} s pfisluSnymi pravdépodobnostmi p, a p,. V b€Zném uvaZzovani bez
velké diskuse predpokladame, Ze je mozné obé€ veli¢iny kombinovat a mluvit napf.
o pravdépodobnosti jevu ,,na kostce padlo b a na minci orel®. To ale znamena,
7e uvazujeme novou nédhodnou veli¢inu s hodnotami v mnoziné {a, b,c,d, e, f} X
{panna, orel}. Pokud bychom neméli spole¢ny stavovy prostor, musime zavést no-
vou pravdépodobnostni miru. Stavovy prostor i mira se tak budou neustale ménit v
zavislosti na uvazovanych veli¢indch. V novém prostoru nahle nebude zcela zfejmé
ani to, co minime jevem, Ze na kostce padlo b, resp. jaky je vlastné mezi jednotlivymi
prostory vztah. Budeme muse ztotoZnit staré {b} s novym {(b, panna), (b, orel))}
apod. Vyhody jednoho spole¢ného stavového prostoru, na némz jsou definovany
v§echny uvazované nahodné veli¢iny zptisobem popsanym vyse, se stavaji zfejmymi.
Odpovida to pfedstave jednoho svéta, jehoz stav w kompletné urcuje hodnoty vSech
nahodnych veli¢in. Je-1i pfislusna jednoprvkova mnoZina {@} méfitelna, mizeme ji
chépat jako jev, ktery plné€ charakterizuje stav svéta.

Soubory vice ndhodnych veli¢in definuji nové nahodné veli¢iny, kterym fikdme
nahodné vektory nebo sdruZené nahodné veli¢iny. Jsou-li X, i € I, ndhodné
veli¢iny s obory hodnot A;, definuji ndhodny vektor X, := (X)), cOZ je zobrazeni
z Q do kartézského soucinu mnozin A;, dané predpisem

X (@) = (X,(@)),, -
Neni vSak jasné, zda miiZeme toto zobrazeni néjak pfirozené chapat jako ndhodnou
veli¢inu. K tomu je totiZ potfeba definovat na kartézském soucinu mnoZzin A; né-
jakou o-algebru méfitelnych mnoZin. To je vZzdy moZné, ale v obecném piipad¢ to
predpoklada pokrocilejsi avahy z teorie miry. Nas bude nicméné zajimat jednoduchy
pfipad (kone¢nych) vektori

Xiow 1= (X0 Xpo oo X)) s
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kde vSechna X, jsou diskrétni ndhodné veli¢iny. Pak bude i ndhodny vektor dis-
krétni, a budeme se tedy moci drZet naSeho predpokladu, Ze jsou méfitelné vSechny
podmnoZiny oboru hodnot. I pfesto se v§ak bez dostate¢né bohatého pravdépodob-
nostniho prostoru neobejdeme, pokud chceme uvazovat neomezeny pocet riiznych
nahodnych veli¢in, coZ bude piipad studia ndhodnych procesud. Staci uvazit neome-
zeny pocet nezavislych hodt minci. UvaZzme napt. spoc¢etné mnoho nezavislych hodi
férovou minci, tedy nezavislé binarni uniformni ndhodné veliCiny, které oznac¢me X,
i € N. VSimnéme si, Ze kazdé w € Q definuje nekonecnou posloupnot z {0, 1}N.
Tim je definovano zobrazeni X : Q — {0,1}", které je limitou vektori X, .
ProtoZe méfitelné mnoZiny tvoii o-algebru, je pro kazdou nekone¢nou posloupnost
s € {0, 1}N mnozina

M; = ﬂ X[B_l,,,) (S[O..n)) = X@l({s})

neN

meéfitelnd, jsouc spocetnym prinikem méfitelnych mnozin. Z predpokladu nezavis-
losti X, plyne, Ze

P (X[B.l.m (S[o..n))> =2

a tedy M, ma miru nula. Pro mnoho s miZe byt M, prazdné, nicméné soubor ne-
prazdnych M
{M,|se{0,1}N, M, 0}

je disjunktnim rozkladem € na méfitelné mnoZiny miry nula. Ze s-aditivity miry
plyne, Ze tento rozklad, a tedy ani €2, nemohou byt spocetné. Potfebujeme tedy ne-
spocetné velky stavovy prostor, v némZ ma kazdy elementarni jev (tedy vySe zmi-
nény Uplny popis svéta) nulovou pravdépodobnost.

Zobrazeni X miZeme samo povazovat za nahodnou veli¢inou, ¢imZ se ovSem
dostavame na pole spojitych ndhodnych veli¢in, ¢emuZ jsme se chtéli vyhnout. V
téchto dvahach se tak ukazuje vyznam slova ,,témét* ve slibu, Ze se budeme zaby-
vat pouze kone¢nymi veli¢inami. Pokud totiz chceme takovych konecnych veli¢in
uvazovat neomezen¢ mnoho, spojité veliiny se budou stale vznaset na pozadi jako
limitni ptipady. Presto plati, Ze v naSich pfedniSkach budeme mluvit vyhradné o
konec¢nych nahodnych vektorech s kone¢né mnoha hodnotami. Otdzky méfitelnosti
tedy nebudou hrat v naSich tvahach Zadnou roli a miZeme (jak je v teorii pravdé-
podobnosti zvykem) predpokladat, Ze vSechny uvaZované veli¢iny a mnoZiny jsou
méfitelné.

*
Kazda nahodna veli¢ina X : ©Q — A indukuje disjunktni rozklad stavového pro-
storu Q na mnoZiny X~'({a}), a € A, na mé&fitelné podmnoZiny. Naopak, kazdy
nejvyse spocetny rozklad R prostoru  na méfitelné podmnoziny definuje diskrétni
ndhodnou veli¢inu R: stai zvolit pro kaZzdou mnozinu v rozkladu néjaké jméno a
stavu @ pfifadit jméno mnoziny, ve které lezi. Timto jménem miZe byt i mnoZina
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sama, v takovém piipadé mluvime o prirozené projekci, kterou miZeme zapsat
jako

o o]k
Z definic plyne,Ze [w], = R~ (R(w)) a plati P ([w]g ) = Pr(R(w)). Diky predpo-
kladu, Ze rozklad byl nejvySe spocetny, je zobrazeni R méfitelné. Pro danou diskrétni

nahodnou veli¢inu X nas ¢asto bude zajimat pouze rozklad, ktery indukuje, a obor
hodnot pak miZeme podle libosti pfejmenovavat.

Poznamka: Disjunktni rozklad defini¢niho oboru pfirozené indukuje kaz-
dé zobrazeni (nejen nahodna veli¢ina). Ekvivalence w ~ @’ definovana vzta-
hem X (w) = X (') se v algebfe nazyva jddro zobrazeni. V piipadé homomor-
fismu se jedna o kongruenci a faktorizaci podle této kongruence dostivime
strukturu Q/ _, ktera je podle véty o isomorfismu isomorfni oboru hodnot.

Poznamenejme také, Ze v linedrni algebie nebo v teorii grup se jako ,,jadro
zobrazeni* obvykle oznacuje jedna vyznacna ekvivalencni tfida, totiZ ta odpo-
vidajici neutrdlnimu prvku. Tato konvence je pfirozena v tom smyslu, Ze tato
vyznaénd tfida celou ekvivalenci, tedy jddro zobrazeni v obecnéjSim smyslu,
pfimocare urcuje.

Jak uZ bylo feceno, vektor diskrétnich nahodnych veli¢in X, ), kde X; : Q —
A, je sam novou diskrétni ndhodnou veli¢inou definovanou na kartézském soucinu
mnozin A;. Jeji rozd€leni

PX[O.‘n)(al,az,...,an) =P ({a) | X;(w)=a,,i=0,1,...,n— 1})

se nazyva sdruZené rozdéleni a jednoznac¢né urcuje rozdéleni jednotlivych slozek,
kterym se fika marginalni rozdéleni. Z aditivity miry totiZ dostavame

Py () =P (X, =b) = Z P(X,=b.X =a,i#k),
a,Es(A,)), i#k

protoZe mnoZina vSech stavll w, pro které X, = b, se rozpada na disjunktni pod-
mnoZiny ur¢ené hodnotami X;(w) pro i # k. Takovym souctiim se nékdy fika véta o
celkové pravdépodobnosti a v jejich pozadi je fakt, Ze rozklad Q definovany nahod-
nym vektorem je zjemnénim rozkladi definovanych jeho sloZkami.

Budeme-li pracovat s vektory délky dva, budeme obvykle psat (X, Y'), namisto
(X, X}). VSimnéme si také, Ze pokud oznacime X = X, ,_,aY = X,_;, miZeme
nahodny vektor X, ,, chapat jako dvojici (X, Y) a podobn€ pro jina seskupeni na-
hodného vektoru.

Néhodné veli¢iny X, X,, ..., X,,_; jsou nezavislé, pravé kdyz

PX[OHm(al’ ay, ... a,) = Px (ag) Py (a,) - Py (a,,)

pro vSechna a,, a,, ..., a,_,.
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Kontrolni otazky

1.

10.

Co je defini¢nim oborem a oborem hodnot zobrazeni P, kterému fikadme prav-
dépodobnost?

V jakém vztahu jsou prvky mnoziny F k mnoZiné €2, neboli o jakych (mate-
matickych) objektech mé smysl fict, Ze maji pravdépodobnost?

. Ujasnéte si, Ze z definice o-algebry skutecné vyplyva, Ze je F uzaviena na

spocetné pruniky, kone¢na sjednoceni a priniky a Ze obsahuje prazdnou mno-
Zinu.

Musi byt mnozina, kterd ma nulovou pravdépodobnost, prazdna?

. Jak je na redlnych ndhodnych veli¢inach a na rozdélenich definovano s¢itani a

nasobeni redlnym cislem?
Ovéite, Ze ndhodné veliCiny jsou uzavieny na vaZzené primery.

Ovéite, Ze rozdéleni jsou uzaviena na vazené priméry.

. Ma mnoZina, ktera nelezi v 7, nulovou pravdépodobnost?

Zjistéte a formaln& piesné dokaZzte, ¢emu se rovna n~', kde 7 je pfirozena
projekce.

Ovéite [w], = R™' (R(w)) a P ([w]g) = Pr(R(w)).
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3 Informace a entropie nahodnych veli¢in

Nadale se budeme zabyvat pouze kone¢nymi ndhodnymi veli¢inami. Mira informace
je definovana informac¢nim obsahem nahodného jevu:

Definice 3.1. Informacni obsah ndhodného jevu U € F, P (U) > 0, je
SWU)=-logP (U).

Logaritmus v definici je dvojkovy, coZ je v teorii informace nejobvyklejsi volba, ac-
koli by bylo moZné uvazovat i jiné zaklady. Entropie je bezrozmérné veli¢ina, ale (v
pripad€ dvojkového logaritmu) se obvykle pouziva jako jednotka bit, coZ je zkratka
pro ,binary digit*, kterou zacal systematicky pouZivat Claude Shannon. Jev, ktery
ma pravdépodobnost 1/2 ma tedy informacni obsah jeden bit. To odpovida informac-
nimu obsahu jedné binarni cifry, ov§em pouze tehdy, jsou-li obé cifry stejné prav-
dépodobné. Z tohoto hlediska je také jasné, pro€ se v definici objevuje (dvojkovy)
logaritmu Dané posloupnost n cifer ma p#i rovnomérném rozdéleni pravdépodob-
nost 27", a informacni obsah jevu, ktery takova posloupnost predstavuje, je tedy v
souladu s o¢ekavanim » bitd. Informacni obsah charakterizuje, kolik binarnich cifer
je tieba ke specifikaci daného jevu. Pokud jev napt. pokryvé jednu osminu stavového
prostoru, je osm rovnocennych kandidatii na hodnotu jevu a je potieba tii binarnich
cifer pro sdéleni informace, Ze dany jev nastal. To je ovSem jen neforméalni intu-
ice. Neni napf. jasné, jak interpretovat situaci, kdy dvojkovy logaritmus neni celé
Cislo, napf. v piipadé jedné tietiny. VEtSina vysledku v teorii informace je nicméné
potvrzenim, Ze vychozi intuice funguje velmi dobfe.

Informacni obsah miiZe nabyvat libovolnych nezapornych hodnot (jisty jev méa
nulovy informacni obsah) a neni definovan pro mnoZiny nulové miry. V literatuie je
v takovém piipadé Casto dodefinovén jako +o00. My tento pfistup nasledovat nebu-
deme.

Kli¢ovym pojmem teorie informace je entropie nahodné veli¢iny, coz je jeji
primérny informacni obsah. Tuto primérnou hodnotu miiZeme nahliZet dvéma ekvi-
valentnimi zpisoby. Prvni, nazornéjsi, definuje entropii pomoci jejiho rozdéleni:

Definice 3.2. Entropie rozdéleni P . A — [0, 1] je

H(P):= ) Pa)-(~log Py(a)).

aes(P)
Entropie nahodné veliciny je entropie jejiho rozdéleni
H(X):=H(Py)= ) Py(a)-(~logPy(a).
aES(PX)

z Mz

Pro kone¢nou nadhodnou veli¢inu je entropie kladné realné ¢islo. Pokud je s(Py ) spo-
Cetné, je suma stile definovand, ale entropie miiZze byt nekone¢na. V literatuie, kde
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se dodefinovava informacni obsah nemozZného jevu, se béZné setkate se zjednoduse-
nym zapisem
H(X) = Z Py(a) - (—log Py(a))
a€A
doplnénym konvenci, Ze 0 - (— log oo0) je rovno nule. Hodnota na mnoziné miry nula
se tedy dodefinuje, aby se poté ignorovala. To je pfistup, kterému se, jak jsme fekli,
vyhneme.

Entropie je podle definice vaZeny priimér funkce — log o P, na mnoZiné A. Tato
funkce zjevné tzce souvisi s informa¢nim obsahem, konkrétn€ s informac¢nim ob-
sahem jevl ,,X = a“. Chceme-li pfenést definici entropie do zakladniho stavového
prostoru €, musime definovat informacni obsah daného stavu w, jako informacni
obsah ekvivalen¢ni tfidy w v rozkladu definovaném veli¢inou X:

Definice 3.3. Informacni obsah nahodné veliciny X : Q — A je ndhodnd velicina
Sy Q — [0, 00) dand predpisem

S (@) = —log Py(X(w)), o € s(X).

Informacni obsah ndhodné veli¢iny X je tedy definovan skoro jisté a je sloZzenim
zobrazeni

X Py —log
Sy :Q— A—[0,1] — [0, 00).

Piimo z definic nyni za pouZiti vztahu pro stfedni hodnotu diskrétni ndhodné
veli¢iny plyne
H(X)=E(Sy),

coz ospravedliiuje nase tvrzeni, Ze entropie je prumérny informacni obsah veliiny
X.

Je dilezité si vSimnout, Ze entropie diskrétni ndhodné veli¢iny je pouze vlast-
nosti rozdé€leni, a to navic bez ohledu na prejmenovani prvkli mnoZiny A. Je to tedy
vlastnost souboru (multimnoZiny) pravdépodobnosti, jejichz soucet je jedna.

Poznamka: Definici 3.2 Ize opét &ist také jako stfedni hodnotu funkce
—log o Py chipané jako ndhodni veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(A,24, Py). Hodnotu —log Py (a) lze zaroven chapat jako informac¢ni obsah
jednoprvkové mnoziny {a} podle Definice 3.1, ve které misto prostoru (2, F, P)
uvazujeme pravé (A, 24, Py). Pokud bychom tedy oznacili —logoPy napf.
jako § Py dostavame HPX (X)=E (Ss’ Py ), kde stfedni hodnotu chapeme opét
vzhledem k (4,24, Py). To je druhy moZny vyznam tvrzeni, Ze entropie X
je jeji primérny informacni obsah, ktery odpovida naivnimu pfistupu k hodu
kostkou popsanému v Kapitole 2. Pfipomerime, Ze tento piistup je nevhodny
préavé proto, Ze pro kazdy ndhodny jev zavadi jeho vlastni pravdépodobnostni
prostor, coZ mimo jiné vyZaduje neustilé upresiiovani vzhledem k jakému pro-
storu pocitame stfedni hodnotu.
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Nasledujici tvrzeni dokazuje dilezity a intuitivni fakt, Ze manipulaci s hodno-
tami ndhodné veli¢iny nemiZeme ziskat vic informace neZ kolik je ji tam uZ obsa-
Zeno. Naopak tak mlizeme informaci ztratit, a to prave tehdy, pokud ,,zapomeneme
nékteré rozdily mezi hodnotami.

Tvrzeni 3.4. Bud X . Q — A ndhodnd veli¢ina a bud’ f . A - A’ zobra-
zeni. Potom foX je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v A’ a plati S,y < Sy sj.a
H(f(X)) < H(X). Pokud je zobrazeni f injektivni, pak plati rovnosti (ta prvni
opét jen skoro jisté).

Diikaz. Prow € s(X), S ;,x(w) < Jy(w) plyne z inkluze
XX (@) € (foX) ' (foX)(w)).
Pokud je zobrazeni f injektivni, dostdvdme rovnost mnozin a prislusné rovnosti. [

Typickym piikladem je projekce, tedy zobrazeni ,,zapominajici* jednu (nebo
vice) slozek.

Tvrzeni3.5. Pro dvéndhodné veliciny X,Y plati Sy < Jxy s.j.aH (X) < H (X,Y).
Diikaz. Staci aplikovat pfedchozi Tvrzeni pro f : A X B — A definované jako

projekce na prvni soufadnici, tj. f(a, b) = a. 0

Tvrzeni 3.6. X, X, .., X,_, jsou nezavislé nahodné veliciny, pak

n—1
S, = Z(; Sy, s H(Xp,) = Y H(X).

Diikaz. Pokud jsou veli¢iny nezavislé, pak pro € s (XO, D, CHIN Xn_l):

SX[oun) (w) = —log PX{O,.n) ( 0. n)(a)) = —log H X (a))

n—1

= Y ~log (Py (X)) = Z Sy, (@)
i=0

i=0

3.1 Podminéna informace a podminéna entropie

Dulezitym konceptem v teorii pravdépodobnosti je podmiriovani. Zakladem je pod-
mifovani ur¢itym jevem, a z toho odvozené podminiovani diskrétni ndhodnou velici-
nou. Pro ndhodny jev U C Q, P (U) > 0, definujeme pravdépodobnost podminénou
timto jevem nasledujicim pfedpisem:

PV nU)

PU(V):W, Ver.
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Takto definované zobrazeni je opét pravdépodobnostni mirou na méfitelném pro-
storu (Q, F). Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu Y s hodnotami v B miiZeme tuto pod-
minku promitnout do rozdéleni Py a definovat podminéné rozdéleni Py, nésle-
dovné
P(Y-'(b)nU)
P
Nejcastéji budeme podmifiovat jevem popsanym jinou ndhodnou diskrétni na-
hodnou veli¢inou X. Mame-li tedy diskrétni ndhodnou veli¢inu X s hodnotami v
A, budeme symbolem Py y znacit rodinu rozdéleni {PYl X=a}aes( )’ kde ., X =a

chapeme op€t jako zépis jevu z F. Pro dané a € s (X), je pak Py x_, korektn€ de-
finované rozdéleni na B, které je podminéné jevem X ~!(a). Pro jednoduchost pak
budeme pro Py y_,(b) pouzivat také zapis Py y(a, b) (vSimnéte si poradi argumentu).
Neni téZké nahlédnout, ze

, b € B.

Py y(a,b)

Ple(a’ b) = P (a)
X

, aes(P,).beB.

Z tohoto klasického konceptu podminiovani pak vychéazeji nasledujici definice.

Definice 3.7. Informacni obsah ndhodné veliciny Y za podminky X je

Syx(@) =—-logP (Y =Y(0) | X = X(w))
=—logPY|X(X(a)),Y(a))), weEsX,Y).

Nahodna veli¢ina vyjadiuje pro dany stav miru dodate¢né informace, kterou
vix VY jE p y

pifinasi znalost Y pfi znalosti X . Je definovana skoro jisté, konkrétn€ na nosici vek-

toru (X, Y). VSimnéme si zejména, Ze s (Px,y) Cs (PX ) Jeji stiedni hodnotu defi-

nujeme jako novy pojem.

Definice 3.8. Entropie ndhodné veli¢iny Y za podminky X je
HY | X)=E (Syx) -

Uvédomme si nejprve, Ze H (Y | X) je nové znaceni. Neni to zejména entropie Y |
X, uZ proto Ze zZadnou takovou nahodnou veli¢inu jsme nedefinovali a Py y neni
samo o sobé rozdéleni, je to rodina podminénych rozdé€leni. Tato rozdéleni uz maji
bezprostiedni vazbu na zminénou podminé€nou entropii.

Definice 3.9. Pro ndhodny jev U € Q nenulové pravdépodobnosti nazveme entropii
ndahodné velic¢iny Y za podminky U entropii podminéného rozdéleni H (PYlU)' Tuto
entropii budeme také znacit H(Y | U).

Entropie H (Y | X = a), neboli H (PY| X=a)’ muZe byt k entropii H (Y) v libo-
volném vztahu. Dozvime-li se hodnotu ndhodné proménné X mtiZe se nase nejistota
0 Y jak zvysit tak sniZit.

Pro entropii veli¢iny za podminky plati nasledujici explicitni formule.

17



Tvrzeni 3.10.

Py(a)
Y | X) (a’b)gpxyy) x,y(a ) - log ny(a’ D)
= Z PX(a)'H(YlX:a)_
aes(Py)

Diikaz. VeliCina Iy y () nabyva na defini¢nim oboru s (X, Y’) hodnot

Px(a)

—log Py y(a,b) = log ———.
X Py y(a,b)

Prvni rovnost je tedy pfimocarym vypoctem stiedni hodnoty diskrétni ndhodné ve-

li¢iny podle definice.
Py y(ab)

Pro a € s(A) je rozd€leni Py y_, definovano na B jako a2 podle definic
tedy
HY | X=a)= Y Py, (b)-(=log Py y_,(b) =
bes(Pyix=y)
Py y(a,b) Py (a)
= X T " m

bes(Py|x—a) x(a) Xy

Proto

Py y(a,b) Py (a)
Py(a)-H(Y | X = Py(a) - : 1
%) @) H(Y | X =a) %) (a) bes(sz‘l,Xza) R

- Z Z PX,Y(a,b)-logPX—(a)

aes(Py ) bes( Py x-a) Px.y(a.b)

Pro druhou rovnost tedy zbyva ovéfit, Ze s¢itime pfes stejnou mnozinu

s (PX’Y) = {(a, bylaes (PX) ,b€Es (PYlX:a)} .
O]

Vidime, Ze entropie Y za podminky X je vaZenym primérem z entropii podmi-
nénych rozdéleni. Je to tedy primérné mnozstvi informace nutné k ureni Y, pokud
JiZ zndme X.

Nyni definujeme posledni informacni veli¢inu tohoto oddilu.

Definice 3.11. Vzdjemny informacni obsah ndhodnych veli¢in X a Y definujeme
predpisem:

P X =X(),Y =Y(w))
PX=X) PY=Yw)

Sy.y(w) =log
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Funkce ., je definovand na s (X, Y). Proto je definované skoro jisté. Nefor-
malni ospravedlnéni této definice plyne z toho, Ze vzdjemny informacni obsah je
nulovy pravé tehdy, kdy je pravdépodobnost jevu (X,Y) = (a, b) rovna soucinu
pravdépodobnosti X = aa Y = b, tedy v situaci, kdy jsou oba jevy nezavislé. Za-
vislé jevy mohou mit vzijemnou informaci kladnou 1 zapornou, ¢imz se tato veli¢ina
1i$1 od jinych informacnich veli€in definovanych v tomto textu. Uk4Zeme nicméné,
7e ma nezapornou stfedni hodnotu, ktera je navic definovana i v ptipadé spocetného
s (PX’Y ) Tato stfedni hodnota byva nazyvana vzijemnou informaci. My se budeme
drZet pojmu ,.entropie*, abychom zdiiraznili, Ze se jedna pouze o primérnou hod-
notu, ale alternativni nazev promitneme do notace.

Definice 3.12. Vzdjemnou entropii ndhodnych velicin X a Y definujeme predpisem:

Py y(a,b)
I(X:Y)=E(Syxy)= ), Pyyab)-log—=——.
(a,b)es(PX,y) PX(a)PY(b)
Priklad 3.13. Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni
X\Y ‘ by b X\Y ‘ by b X\Y ‘ by b
a, | 1/4 1/4 a, | 1/2 1/2 a, | 1/3 1

2’2
H)=0.811, H(X,Y) = % I1(X :Y)=0.311.Propodminéné entropie dosta-
vame

Pak marginalni rozdéleni jsou Py, = (1 1), aP = <%, i) Dale H(X) = 1,

0=H((Y|X=a)<HXY)<H(Y|X=a)=1

Podminéna entropie H (Y | X) = % je jiz mensi nez H (Y). Podobné H (X | Y) =
0.689 < H (X).

Ptfimo z definic a z linearity stfedni hodnoty dostavame:
Tvrzeni 3.14. Necht' X,Y jsou ndhodné veli¢iny. Pak na s (X,Y) plati
* Sxy =Syx +3x
e Sy =Sx.y +Sxpy-
Ddle plati
e H(X,Y)=H | X)+H(X),

e H(X)=I(X :Y)+H(X|Y).
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(X,Y)

Obréazek 3: Informace a entropie vzdjemna a za podminky

Tyto vztahy dohromady tvoii uZite¢ny diagram na Obrazku 3. Z n¢j 1ze nazorné zis-
kavat dal§i rovnosti, napf. nasledujici alternativni definici vzajemného informacniho
obsahu a vzajemné entropie:

SX:Y = SX"'SY _SX,Y’
IX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y).

Vztah Ize pfimocare rozsifit na vice veli¢in.

Tvrzeni 3.15 (Retézové pravidlo). Pro posloupnost ndhodnych velicin D G, ¢
plati rovnosti

n—1
o — Jord
JX[O.,n) - Z ‘in|X[0“i>
=0

i

_ cx o L
- \SXO + ‘SX1|X0 + ‘SX2|X0’X| + + an_||X10,n—1)

n—1
H (X[o..m) = 2 H(X; | X[o..n)
i=0
=H (Xo) +H (X, | Xo) +H (X, | Xo, X)) + -+ H (X, | Xj0,-1)) »

prvni Z nich na s (X[O..n)>'

Diikaz. Jedna se o opakovanou aplikaci Tvrzeni 3.14. Neboli, postupujeme indukci
dle poctu veli¢in. Pro n = 1 plati trividln€. Pokud vztah plati pro jakoukoliv po-
sloupnost délky n, pak pro posloupnost X, ..., X, délky n + 1 dostavime

_ & oy
Xio.nety ‘SX[o.m + ‘SXn|X[0..n)

n—1 n

_ o o _ o
- ‘SX,'|X[0.J) + ‘Sanx[O,Jl) - Z ‘SX,-|X[0“1')'
i=0 i=0

Druhou rovnost odvodime analogicky, nebo pfimo z definice pomoci linearity stfedni
hodnoty. [
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Kontrolni otazky

1. Proc€ pro diskrétni ndhodnou veli¢inu plati P (s (X)) = 1? Jakou roli zde hraje
predpoklad, Ze X je diskrétni?

Ovéite H (X) = E (S(X)).

Proc se v Tvrzeni 3.4 pouziva ,,skoro jisté“?

> »e

Dokazte s (PX’Y) Cs (PX).

5. Ovéite s (Pyy) ={(a.b)|a€s(Py).bes(Pyx_,)}-

3.2 Divergence entropie

Uvazujme nyni dvé pravdépodobnostni rozdéleni P a Q na stejné kone¢né mnoziné
A.

Definice 3.16. Divergence entropie rozdéleni P vzhledem k rozdéleni Q je defino-
vdna vzorcem

P(a)
D(P = D(P = P -1 ,
(P||Q)=D(P || Q) Z(;) (a) - log 5=

pokud s (P) C s (Q). Jinak D(P || Q) = +oo0.

Vyznam této definice a diivod, pro¢ se nazyva ,.divergenci®, 1ze ilustrovat nésle-
dujici tvahou. VSimnéme si, Ze plati

DP|Q)=- ), P(a)-logQ@)+ ), P(a)-log P(a)

acs(P) a€s(P)

= _ Z P(a) -log Q(a) — H (P).

aes(P)

Jedna se tedy o rozdil mezi entropii P a jakousi ,,pomylenou entropii pii které
pfisuzujeme nahodnym jeviim informacni obsah dany rozdélenim Q. To odpovida
situaci, kdy kodovani vhodné pro rozdéleni Q aplikujeme na rozdéleni P.

Vlastnosti divergence odvodime z konvexity logaritmu. Pfipomenime piisluSné
definice.

Definice 3.17. Redlnd funkce f : I — R je konvexni na intervalu I, pokud jeji graf
lezi pod kaZdou jeji secnou, tj, pokud pokud pro kazdé x,y € I a kaZdét € (0,1)
plati

fx+ (A -Dy)<t-fx)+d-0-f(y).
Funkce f je striktné konvexni, pokud pro kazdé x # y € I plati ostrd nerovnost

fx+ A -y)<t-f)+UA =1 f().

Funkce f je (striktné) konkavni, je-li funkce — f (striktné) konvexni.
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Pro konvexni funkce plati tvrzeni o Jensenové nerovnost, ktera citujeme bez du-
kazu.

Tvrzeni 3.18 (Jensenova nerovnost I). Necht f . I — R je konvexni funkce,
X{...,X, € I anecht't,...,t, jsou nezdpornd cisla, jejichz soucet je 1. Pak

f (Z tixi> < 2 t- f(x)
i<n i=1

Pokud je f strikiné konvexni a plati rovnost, potom je mnoZina {x; | t;, > 0} jedno-
prvkovad.

Tvrzeni 3.19 (Jensenova nerovnost Il). Bud’ & redlnd diskrémi velicina, s (Pé) cl,
f I - R bud’ konvexni. Potom

FEE) SESE).

Pokud je f striktné konvexni a plati rovnost, potom je & trividlni, t.j. s (Pg) Jje jed-
noprvkovd.

Obrazek 4: Graf (konkavni) funkce log x

Je-li f”(x) > 0 na otevieném intervalu I, pak f je striktné konvexni na I. Pro-
toZe pro logaritmus plati log”'(x) = —1/(x?In a) je logaritmus striktn& konkévni na
(0, 00) (viz obrazek 4).

Z konkavnosti logaritmu plyne kliCova vlastnost divergence, totiZ jeji nezapor-
nost. Ve smyslu pfedchoziho neformélniho popisu divergence to znamen4, Ze ,,po
-mylenad“ entropie je vZdy vétsi nez ta skute¢na. To také predjimé budouci poznatky
o tom, Ze nejefektivnéji se vZdy koéduje kddy odpovidajicimi skute¢nému informac-
nimu obsahu.
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Tvrzeni 3.20. D(P || Q) > 0 a rovnost nastdvd pravé kdyZ P = Q.

Diikaz. Staci uvaZovat piipad s (P) C s(Q). JelikoZ je —log x striktné konvexni a
striktné€ klesajici, dostavame

prlo=Y P@ <_1og%> 5 _log< 3 r- ggg)

a€s(P) a€s(P)

= —log< > Q(a)> > —log( 2 Q(a)) =0.

a€s(P) a€s(Q)

Pokud bychom chtéli namisto nerovnosti rovnosti, musi byt s (P) rovno s (Q) a podil

2@ pnysi byt roven konstanté a pro vSechna a € s (P). Z pfedchoziho plyne,

P(a)
=Y P@22- ¥ ow-=1.

acs(P) P(a) aes(Q)

Z piedchoziho tvrzeni plyne fada uZite¢nych vysledkd.

Tvrzeni 3.21. Necht' md veli¢ina X hodnoty v n-prvkové mnoziné A. Pak H (X) <
log(n). Rovnost nastane pravé tehdy kdyZ je Py rovnomérné rozloZeno na A.

Diikaz. NamnoZiné A uvazujme rovnomérné rozloZeni U,,, dané predpisem U ,(a) =
% pro kazdé a € A. Potom s (Py) C s (U,) a

0<D(PIU)= Y Pyla)log (PX1(0)> = log(n) — H (X).
aes(Px) ;

KyZena rovnost nastane pravé tehdy kdyz Py a U, splyvaji. [

Nasledujici véta dava divergenci do uzké souvislosti se vzajemnou informaci.
Jedna se tak o dalSiho kandidata na alternativni definici vzdjemné entropie jako
»divergence od nezévislosti“. V jeho znéni vystupuje rozdéleni Py - Py, coOZ je roz-
déleni na A X B, definované predpisem (Py - Py)(a, b) = Py(a)Py(b), jsou-li Py a
Py rozdéleni definovanana A a B.

Tvrzeni 3.22. (X 1Y) = D (Pyy || Py Py). Tedy I(X : Y) > 0 a rovnost
nastavd prave kdyZ X a 'Y jsou nezavislé.

Diikaz. Lze lehko nahlédnout, Ze s (PX’Y) Cs (PX . PY). Proto

Py y(a,b)

I(X:Y)= )  Pyy(ab) log o )

(a.b)es(Pxy)

Tedy T (X : Y) > 0 arovnost nastane prave tehdy kdyZ Py y je totoZné s Py - Py,
neboli kdyZ jsou veli¢iny X a Y nezavislé. [
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Ze souctovych vzorcli nyni okamzit€ plyne:
Tvrzeni 3.23. Necht' X, Y jsou ndahodné veliciny. Pak
(1) H(X,Y) SHX)+H(Y)
(2) H(X |Y) < H(X).
Rovnosti nastanou pravé tehdy, kdyz jsou veliciny nezavislé.

Predchozi vlastnosti lze pak také odvodit jingym zpiisobem, ktery se ukaze pfi-
nosnym v nasledujici kapitole.

3.3 Entropie jako funkce na prostoru rozdéleni

V této ¢asti kapitoly budeme uvaZovat entropii jako funkci na prostoru rozdéleni A ,.
K tomuto ucelu vyuzijeme pojem konvexni kombinace rozdé€leni zavedeny na str. 8.

Uvazujme tedy néjaky konecny soubor rozdéleni (Pi)ie ; € A, asoubor realnych

nezapornych vah (ai)ie ;- které se seCtou na jednicku. Konvexni kombinaci danych
rozdéleni s danymi vahami nyni rozumime rozdéleni P € A, dané pfedpisem

Pa)= ) aP(a), a€A

iel

Tuto kombinaci také zapisujeme jako P = }._, &, P. Neni t&7ké ovéfit, Ze se opét
jednd o rozdéleni, ¢ili, Ze (P(a)),c, je soubor nezdpornych realnych Cisel, jejichz
soucet je jedna.

Rozsifme nyni pojem konvexni a konkavni funkce i na prostor A , takto:

Definice 3.24. Redlnd funkce f : A, — R je konvexni, pokud pro kaidé P,Q € A ,
a kazdét € (0,1) plati

f@P+(A-00) <t - f(P)+1 -1 f(O).

Funkce f je striktné konvexni, pokud pro kaidé P # Q € I plati ostrd nerovnost

f@P+(1-00)<t- f(P)+ -1 f(O).
Funkce f je (striktné) konkavni, je-li funkce — f (striktné) konvexni.

Vsimnéte si, Zze t P + (1 — ¢)Q je konvexni kombinace rozdéleni P a Q. Pii této
definici konvexity pak plati také nasledujici varianta Jensenovy nerovnosti.

Tvrzeni 3.25 (Jensenova nerovnost III). Necht P, ..., P, € A, a necht't,,...,t,
Jsou nezdapornd Cisla, jejichZ soucet je 1, f : A, — R. Pokud je f konvexni, pak

! (Zt,-P,) <D f(P)
i=1

i<n
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Pokud je f strikiné konvexni a plati rovnost, potom je mnoZina { P, | t, > 0} jedno-
prvkova.

Pokud je f konkdvni, plati opacnd nerovnost. V pripadé striktné konkdvni funkce
[ plati rovnost pravé tehdy kdyz je mnoZina { P, | t; > 0} jednoprvkovd.

Uvazujeme nyni funkci ¢ : [0, c0) — R definovanou pfedpisem

0 x =0,
P(x) =
—xlogx, x>0.

Tato funkce je spojitd, mimo jiné je tedy spojita zprava v nule. Navic ma na inter-
valu (0, o0) zapornou druhou derivaci ¢”'(x) = —log,(e)/x. Funkce je tedy striktné
konkavni na (0, o0). Diky spojitosti v nule je pak striktné konk&vni na celém svém
definicnim oboru [0, c0). Na intervalu [0, 1], ktery nas zajim4, je graf funkce zna-
zornén na Obrazku 5.

03

0.2

01"

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Obrazek 5: Graf (konkavni) funkce ¢(x) = —xlog x
(s maximem v bodé 1/e)

Entropii rozdéleni P € A , lze nyni zapsat jako

H(P)= ) ¢(P(a)).

aeA

Diky vhodnému dodefinovéani v nule tak v tomto vztahu nepotfebujeme omezeni na
nosi¢ rozdé€leni. To je uZite¢né v diikazu nasledujiciho lemmatu.

Lemma 3.26. Entropie je strikiné konkdvni na prostoru rozdéleni A ,.
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Diikaz. Bud P,Q € A,,t € (0, 1). Pak plati
H@P+(1-00)= Zd)(tP(a) + (1 -10(a))

acA

> Z (tp(P(a) + (1 — )p(Q(a)))

acA
=1 ) p(P@)+(1-1) ) $(Qa) = tH (P)+ (1 —)H (Q),
acA acA

kde nerovnost vyplyva z konkavity funkce ¢. Pokud P # Q, pak existuje g, € A
takové, Ze se P(a,) 1i8i od Q(a,). Ze striktni konkavity ¢ plyne, Ze se pfislusné ¢leny
v suméch budou liSit, a proto vyjde celkove ostra nerovnost. Funkce entropie je tedy
striktné konk&vni na prostoru rozdéleni A ,. ]

Tato vlastnost entropie muze poslouzit k alternativnim diikaziim nékterych tvr-
zeni v této kapitole. DuleZité je nasledujici pozorovani, podle kterého je (nepodmi-
néné) rozdéleni konvexni kombinaci rozdéleni podminénych:

Py = Z Py(a) - Pyjx—q»
aes(PX)

kde pfislusné vahy jsou pravdépodobnosti jednotlivych podminek. Diisledkem striktni
konkévnosti entropie pak je, Ze

HY)=H(P,) 2 Y, Py@-H(Pyy,) =HY |X),
aes(PX)

kde rovnost nastava pouze v pripadech, kdy Py y_, = Py pro vSechnaa € s (PX).
Takova podminka je ovSem ekvivalentni s nezavislosti (je tfeba si trochu rozmys-
let). Dokézali jsme tedy takto, Ze je podminéna entropie vZdy mensi nebo rovna
nepodminéné a rovna se pouze v pripadé nezavislosti. Z tohoto faktu pak lze od-
vodit nezapornost vzajemné entropie a dalsi podobna tvrzeni, véetné charakterizace
nezavislych veli¢in pomoci téchto pojmui.

Piimo z konkavnosti funkce ¢ také snadno plyne, Ze entropie je na mnoZiné A
velikosti n maximélni pro uniformni rozdéleni U,,.

1 1 1
HWU, = <—>: -Pd) | > -¢p(P(d)) = H(P).
U, Q§¢ . ;¢<a%n ( )) ;%nw (a") = H(P)
Neni-li P uniformni, je nerovnost diky striktni konkavnosti ostrd. V§imnéte si, Ze
zde nehraje roli, Ze ¢ nenabyva maxima v bodé %

Jin4 Gvaha vedouci ke stejnému vysledku vyuZiva konkavnost entropie a neza-
vislost entropie na permutaci hodnot (tedy jeji symetrie). Pro rozdéleni P € A,
uvazujme cyklickou permutaci ¢ : A — A. Déle definujme P, i = 1...n, jako
rozdéleni dané predpisem

P(a) = P(c'(a)), a€ A.
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Ze symetrie entropie plyne H (R) = H(P),i = 1...n. Vzhledem k cykli¢nosti
permutace navic pro kazdé a € A projdou obrazy iterovanych permutaci (¢*)(a),
i =1...n, postupné celou mnozinu A (kazdy prvek jednou). Proto je aritmetickym
primérem permutovanych rozdéleni rozdéleni uniformni na A. Opravdu, pro a € A,

1 % _1 _1_
;;P,-(a)— ;;P(a)— ~=U,(@.

Nakonec

i=1

H(P):i%H(g)SH(” %Pl):H(Un)-

Kontrolni otazky

1. Dokazte, Zze Py x_, = Py pro vSechna a € s (PX), pravé kdyz jsou veliiny
X aY nezavislé.

3.4 Vztah tri nahodnych veli¢in. Podminéna vziajemna entropie
a podminéna nezavislost.

Priklad 3.27. Nechf X, X, : Q — B, kde B je n¢jakd dvouprvkovd mnoZina, jsou
nezavislé nahodné veli¢iny s rozdélenim <%, %) aX;=(X,+X, mod 2.

Pak X;, X j jsou nezavislé, kdykoliv i # j, ale trojice X, X,, X; nezavisla neni.
Pro entropii plati (i,j rizna)

H(X)=1  H(X.X;,)=2  H(X,.X,,X;)=2.
Tvrzeni 3.28. Necht' X, Y, Z jsou ndhodné veliciny. Pak
(1) Sxyz=Sx+3yx +Szxy 8-
(2) Sy zix = Jyix T Szxy 8-
3) HX,Y,Z)=HX)+HY | X)+ H(Z | X.Y)
4) HY,Z| X)=HXY | X)+H(Z | X,Y)

Diikaz. Body (1) a (3) jsou fetézové pravidlo (Tvrzeni 3.15) pro tii veli¢iny. Body (2)
a (4) plynou z (1) a (3) po odecteni § 5, resp. H (X) ze souctového vzorce (Tvrzeni
3.14) pro veli¢iny X a (Y, Z). ]
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Poznamenejme jeste, Ze zapisem H (X,Y | Z) rozumime entropii sdruZené ve-
li¢iny (X, Y) za podminky Z. Alternativni uzavorkovani H (X, (Y | Z)) by ostatné
nedavalo dobry smysl, protoZe Y | Z neni, jak jsme vid€li, ndhodna veli¢ina.

Uvazujeme-li tfi ndhodné veli¢iny, bude pro nés dileZité kvantifikovat, jak vysle-
dek jedné z nich ovlivni vzijemnou entropii zbylych dvou. Ptiklad 3.27 ukazuje, Ze
tento ticinek mize byt dramaticky. Pro tento tcel zavedeme podminénou vzajemnou
entropii.

Definice 3.29. Pro ndhodny jev V' C Q s nenulovou pravdépodobnosti definujeme
vzdjemnou entropii veli¢in X a Y za podminky V vztahem

IX:Y|U):=HX|U)+HY |U)-HX,Y |U).

Vzdjemnou entropii velicin X a Y za podminky Z, kde Z je ndhodnda velicina,
definujeme vztahem

IX:Y|Z2)=HX|2)+HY | Z)-H(X,Y | Z).

Vzijemna entropie podminéna nahodnou veli¢inou Z je opét primérem vza-
jemné entropie podminéné piisluSnymi jevy, které Z popisuje:

Lemma 3.30.
IX:Y|2)= Z P,(c)-I(X:Y|Z=c).
cGS(PZ)
Diikaz. Plyne z podobného vztahu pro entropii za podminky v Tvrzeni 3.10. [

V dalSim chceme predevS§im ukézat, Ze podminéna vzajemni entropie je neza-
porna, a charakterizovat, kdy je nulova.

Lemma 3.31. Pro ndhodny jev U C Q, P (U) > 0, plati
IX:Y|U)=D(Pyyyll Pyw-Pry)-

Diikaz. PouZijeme zndmy vzorec pro rozklad podminéné pravdépodobnosti, podle
kterého pro dané a € A plati

Pyy@=P X =al|U)= Z[P’(X =a,Y=b|U)= ZPX,YW(a,b).
beB beB
Tedy
H(Pyy)=— ) Pxylalog(Pyy(a)

aES(wa)

= — Z Z PX,Y|U(a’ b) log (PXlU(a))

aES(PX|U) beB

= — Z PX,YlU(a’ b) log (PXlU(a)) '

(@b)es(Pxyy)
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Posledni rovnost Ize nahlédnout takto: pokud je Py y,,(a, b) nenulové, pak je také
nenulové Py, (a), a proto se v prvni sumé s¢ita pies bohatsi mnoZinu. Ov§em ve
Clenech, které jsou v prvni sumé navic, je zastoupena nulova pravdépodobnost. Tudiz
jsou nulové.

Pouhou vyménou ndhodnych veli¢in dostavame, Ze

H(Py)== ) Pyyylablog(Pyya) .

(a,b)ES(PX,YW)

Nakonec,

I(X:Y|U)=H (Pyy)+H (Pyy) —H (Pyyy)

1

a,besPy y|y
1
+ Py yy(a, b)log < )
a,besZPX’y'U PY|U(b)
+ Z PX,Y|U(aa b) 10g (PX,Y|U(a’ b))
a,besPy y|y
PX,Y|U(a’ b)
- Z Py yyy(a, b) log (P o >
ab&sPyyy x1u (@) Py y (D)
=D (Pyyw | Py - Priy)»
kde u posledni rovnosti je tfeba dodat, Ze s (PX,YlU) Cs ( Py - leU). =

oyl

Nasledujici definice pfenaseji klicovy pojem nezavislosti do kontextu podmi-
fiovani. Rekneme, Ze jevy U,V C Q jsou podminéné nezavislé vzhledem k jevu
W C Q, pokud P (W) > 0 a plati

PUNV IW)=PWU|W)-PWV|W).
Pojem podminéné nezavislosti rozsifime na ndhodné veliciny pfirozenym zpisobem.

Definice 3.32. Veliciny X a Y jsou podminéné nezavislé vzhledem k veli¢iné Z,
pokud pro v§echna c € s (PZ), (a,b) € A X B, plati

P(X=aqY=b|Z=c)=PX=a|Z=c)-PXY=b|Z=c). (L).
Tento vztah znacime zdpisem X LY | Z.

Dvé veli¢iny jsou tedy podminéné nezavislé, pokud elementarni jevy, které popi-
suji, jsou podminéné nezavislé vzhledem ke kazdému moZnému jevu popsanému
veli¢inou, kterou podmifiujeme.

Podminénou nezavislost 1ze, podobné jako klasickou nezavislost, zapsat pomoci
sou¢ind nepodminénych pravdépodobnosti. Takové vyjadieni je méné srozumitelné
z hlediska vyznamu, ale technicky pifjemné, nebot se neni tfeba omezovat na nosice
velicin.
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Lemma 3.33. Veliciny X a Y jsou podminéné nezdvislé vzhledem k veliciné Z,
pravé kdy? pro kazdé (a,b,c) € A X B X C plati

PX=aY=bZ=c)-P(Z=c)=PX=a,Z=c)-PY=bZ=c).

Diikaz. Pokud plati rovnost v lemmatu, dostaneme pro kazdé ¢ € s(P,) vztah pro
podminénou nezavislost vydélenim této rovnosti druhou mocninou nenulové hod-
noty P (Z = c¢).

Pokud naopak predpoklddame podminénou nezéavislost, musime uvazit dva pfi-
pady. Pro ¢ € s(P,) dostaneme rovnost z lemmatu analogicky k predchozi ¢asti
dikazu, totiZ vynasobenim vztahu pro podminénou nezavislost druhou mocninou
hodnoty P (Z = ¢). V ptipadé ¢ & s(P,) plati rovnost v lemmatu také, protoZe jsou
vSechny pravdépodobnosti v ni nulové. 0

Nyni miiZzeme zodpovédét nasi otazku ohledné nezapornosti podminéné vza-
jemné entropie.

Tvrzeni 3.34. Pro ndhodné veli¢iny plati T (X : Y | Z) > 0. Rovnost nastane pravé
tehdy kdy? X LY | Z, tedy pravé kdyZ rozdéleni Py y,,_. a Py z_. - Py z-. splyvaji
pro kazdé c € s (PZ).

Diikaz. Podle Lemmatu3.30je 7 (X : Y | Z) konvexni kombinaci vzdjemnych en-
tropii podminénych jednotlivymi jevy Z = ¢, ¢ € s(Z). Tyto vzajemné entro-
pie jsou podle Lemmatu 3.31 a Tvrzeni 3.20 nezaporné. Nule se zminéna konvexni
kombinace bude podle Tvrzeni 3.20 rovnat pravé tehdy, kdyZ budou pro vSechna
¢ € s (P,) rozd&leni Py y ,_. a Py ,_, - Py ,_, splyvat. To je definice podmingné
nezévislosti. [

Podminéna verze souctovych vzorcu je ilustrovana na Obrazku 6, ktery umoz-
nuje rychlé odvozovani riznych vztaht. Pro teckovanou oblast napt. dostavame dvoji
vyjadieni

HX, Y| Z)=HX|Y,Z)+HY | X, 2)+1(X : Y | Z).

Obrazek ovSem vyzaduje dirazné varovani. V Piikladu 3.27 je vzdjemna entropie
H (X X j) nulov4, ale podminéna vzijemni entropie H (X XX k) je jeden
bit, pro {i,j,k} = {1,2,3}. Srafovana oblast v Obrazku 6, jakasi ,,vzajemna in-
formace tii veli¢in®, tedy miiZze mit ,,zapornou plochu*. Pfislusna hodnota, kterou
bychom mohli byt v pokuSeni znacit 7 (X : Y : Z), nema piiliS jasny intuitivni vy-
znam. MiiZeme ji ale napf. chapat jako vliv tfeti veli¢iny na vzajemnou informaci
druhych dvou. Vidime, Ze tento vliv je symetricky, tedy plati

IX:Y)-I(X:Y|Z)=I(Y :Z)-I(Y : Z|X)
=1(Z:X)-1(Z:X|Y).

Dokazme tedy nasledujici lemma, které poskytuje alternativni vyjadfeni oblasti vy-
znacené v Obrazku 6 tucné.
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Obrézek 6: Informace a entropie vzajemna a za podminky pro tfi veli€iny

Lemma 3.35.

I(X:Y|Z2)=HX,Z)+HY,Z)-H(Z)-H(X,Y,Z)
=HX|Z)-HX|Y,Z)
=1X:Y,2)-1I(X:2).

Diikaz. Z definice vzajemné entropie za podminky a ze souctovych vztahi pro entro-

pie za podminky dostavame néasledujici fadu rovnosti, obsahujici i rovnosti z tvrzeni
lemmatu:

I(X:Y|Z)=HX,Z)-H(Z)+HY,Z2)-H(Z)- (H(X,Y,Z)-H(Z))
=HX,2)+HY,Z)-H(Z)-H(X,Y,Z)
=HX,Z)-H(Z)- (H(X,Y,Z)-H(Y,Z))
=HX|Z2)-H(X|Y,Z)
=HX)-HX|Y,Z)-(H(X)-H(X | 2))
=IX:X.2)-I(X: Z).

O

Okamzitym disledkem definice vzdjemné entropie za podminky, Tvrzeni 3.34 a
druhé a tfeti rovnosti predchoziho tvrzeni jsou tvrzeni nasledujici.

Tvrzeni 3.36. Pro tii ndhodné veliciny X,Y , Z plati

(1) HX,Z)+HY,Z)-H(X,Y,Z)—H(Z) > 0 (submodularita entropie);,
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(2) HX,Y | Z)<XH (X | Z)+ H (Y | Z) (subaditivita podminéné entropie);
(3) H(X |Y,Z) < H (X | Z) (monotonie entropie vzhledem k podmince);
(4) I(X : Z)<I(X :(Y,Z))(monotonie vzajemné informace).

Rovnosti nastanou soucasné a to pravé v pripadeé, Ze X LY | Z.

Na konec této kapitoly uvedeme pojem, ktery si blize v§ima tfeti podminky v
pfedchozim tvrzeni, tedy monotonie entropie vzhledem k podmince. Ta tik4, Ze en-
tropie klesa se vzristajici apriorni informaci. Ptipad, kdy vétsi apriorni informace

vvvvv

7Zita i v kontextu ndhodnych procesi. Nejprve uvedme definici.

Definice 3.37. Usporddand trojice velicin X, Z,Y tvoFi markovsky Fetézec, zna-
c¢ime X — Z — Y, pokud plati

PY=b|Z=c,X=a)=PX¥=b|Z=c),
pro viechna b € B, (a,c) € S(Px,z>~

Znaceni pro markovsky retézec nas zve, abychom se divali na ndhodné veli¢iny
X, Y a Z a jako na ndhodny proces, tedy jako na posloupnost ndhodnych udalosti
v Case, jejichZ podminéna pravdépodobnost je ddna néjakymi kauzalnimi souvis-
lostmi. Markovska vlastnost pak znamena, Ze X ovliviiuje Y vyhradné svym ucin-
kem na Z. Zname-li Z, vime vSe, ¢im X prispiva ke znalosti Y. Nasledujici lemma
potvrzuje, co naznacuje uvedeny neformalni popis, totizZ Ze markovska vlastnost je
ekvivalentni podminéné nezavislosti.

Tvrzeni 3.38. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) X - Z — Y je markovsky retézec
(2) Y - Z — X je markovsky Fetézec
3) X1Y|Z
4) Y LX|Z

Diikaz. Z definice podminéné nezavislosti okamzité plyne, Ze jsou posledni dvé
podminky ekvivalentni. Vzhledem k symetrii podminek staci pro platnost celého
lematu dokézat ekvivalenci podminek (1) a (3).

Dokazme nejprve implikaci (1) = (3). Predpokladejme tedy, Ze c € P,,a € A,
b € B. Nejprve prozkoumejme trividlni moZnost, (a,c) & s (Py ). V takovém pfi-
padé jsou pravdépodobnostiP (X =a | Z =c)aP (X =a,Y =b| Z = c)nulovéa
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defini¢ni vztah podminéné nezévislosti je splnén, nebot na obou stranich rovnice do-
stavame nulu. Pro netrivialni pfipad (a,c) € s (PX’ Z) plati defini¢ni vztah markov-
ského fetézce, ktery vynasobime dobie definovanym vyrazem P (X =a| Z =c¢)a
dostaneme:
P(X=a,Z=c) PY=bZ=c,X=a)
PZ=¢)  P(Z=cX=a
=PX=a|Z=c)-PXY=b|Z=0),

a kracenim nenulové hodnoty P (X = a, Z = ¢) dostivime poZadované
P(X=aY=b|Z=c)=PX=a|Z=c)-PY=b|Z=c¢).

Nyni dokazme implikaci (3) = (1). Necht (a,c) € s(Py ,), b € B. Pak také
c Es (PZ) a defini¢ni vztah podminéné nezavislosti miiZzeme vydélit nenulovou
pravdépodobnosti P (X = a | Z = ¢) a tim dostaneme defini¢ni vztah pro markov-
sky fetézec, viz predchozi ¢ast dikazu. O]

Predchozi lemma ukazuje dilezitou symetrii vztahu X — Z — Y, ktery bychom
mohli diky zapisovat jako X < Z « Y. Tim je zpochybnéno vySe uvedené vy-
luéné€ kauzélni chapani procesu. Presto je kauzalni interpretace vztahu Cleni fetézce
zakladni mozZnosti aplikace, coZ vyjadiuje i fakt, Ze nasledujici nerovnosti, které
odpovidaji nasi neformalni diskusi a z markovské vlastnosti pfimo plynou, se ang-
licky oznacuji jako data processing inequality (nejcastéji v podobé€ prvni z nich,
viz Theorem 2.8.1 v CT). Zpracovanim dat nemiZeme ziskat Zddnou informaci o
jejich zdroji, ktera jiz v datech neni pfed zpracovanim.

Tvrzeni 3.39. Pro markovsky proces X — Z — Y plati
(1) I(X:Y)<I(X:2Z)
2) I : X)<IY :2Z2)
(3) HX|Y)>2H(X | Z)
(4) HY | X)2H (Y | 2)
Diikaz. Plati

IX:2)-IX:Y)=HX)-HX|Z)-(HX)-HX|Y)) =
=HX|Y)-HX|Z)>HX|Y,Z)-H(X|Z)=
=—IX:Y|2)=0,

kde pouZita nerovnost byla dokdzana v Tvrzeni 3.36. Celkové dostadvidme platnost
nerovnosti (1) a (3). Zbylé dvé plynou ze symetrie X a Y. 0
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Kauzalni povahu markovského fetézce 1ze uptesnit jako posloupnost ndhodnych
veli¢in, kdy nasledujici vznikne vZdy ,,zaSuménim* veliiny predchozi. Neboli Z =
f1(X, &), kde &, reprezentuje Sum, coZ je v matematickém pojeti ndhodna veli-
¢ina, a f, je deterministicka funkce popisujici vliv Sumu na veli¢inu X. Podobné
Y = f,(Z,§,), kde &, reprezentuje dalsi Sum a f, je op€t deterministicka funkce.
Markovska vlastnost je vyjadiena poZadavkem, aby tento Sum &, ,,nevédél nic o mi-
nulosti“, tedy aby byl nezavisly na paru (X, &,). Uvédomme si, Ze nestaci, aby byl
Sum &, nezavisly na X . Mohlo by se totiZ stat, Ze se nejednd o dalsi Sum, ale naopak
o odstranéni Sumu &,.

Kapitolu jsme zah4jili Prikladem 3.27, ktery popisuje situaci, kdy jsou veli¢iny
nezavislé, ale nejsou podminéné nezéavislé. Na zavér poznamenejme, Ze je mozny
i opacny ptipad. Napriklad podminéna entropie I(X : Y | X) je nulova, neboli
X — X — Y je markovsky fetézec, bez ohledu na to, zda jsou X a Y nezavislé, ¢i
nikoli.

Kontrolni otazky

1. Dokazte souctové vztahy nad Lemmatem 3.35.

2. Vyjadiuji ostatni plochy v Obrazku 6, kromé Srafované, kladné hodnoty?

34



4 Nahodné procesy a jejich entropie

Matematické pojeti informace vyloZené v predchozich kapitolach 1ze shrnout takto:
informace je informacni obsah zpravy, coZ je minus logaritmus pravdépodobnosti
této zpravy. Zpravu tedy chapeme jako hodnotu ndhodné veli€iny, kterd vybird mezi
(kone¢n€ mnoha) moznymi zpravami. Stfedni hodnota informacniho obsahu dané
veliCiny je jeji entropie.

Tento popis chceme nyni rozs§ifit na v praxi vSudypfitomnou situaci (potencialné)
nekonecné posloupnosti zprav. Jedna se tedy o posloupnost (X p ) e Ndhodnych veli-
¢in. Pro jednoduchost mizeme piedpokladat, Ze v§echny nahodné veli¢iny nabyvaji
hodnot ze stejné abecedy A. Takova posloupnost se nazyva nahodny proces. Kla-
sickym piikladem nahodného procesu jsou pismena v souboru néjakych textd, napf.
knih v ¢eském jazyce. Z tohoto piikladu je vidét, Ze mezi jednotlivymi veli¢inami
procesu mohou byt velmi komplexni zavislosti (jak je pravdépodobnostni rozdéleni
jednadvacatého pismene knihy v zavislosti na pfedchozich dvaceti?), a to i v piipadé¢,
kdy maji jednotlivé veliCiny stejné rozdé€leni.

Nahodny proces

Nahodny proces bychom mohli zkusit chapat jako jednu ndhodnou veli¢inu nabyva-
jici hodnot z mnoziny A“ nekonec¢nych posloupnosti nad abecedou A. Jak uz jsme
vSak upozornovali v Kapitole 2, opustili bychom tim bezpecné vody diskrétni prav-
dépodobnosti: moznych hodnot je (v netrividlnich ptipadech) nespocetné mnoho a
kazd4 jednotlivd hodnota ma nulovou pravdépodobnost. To vyZaduje mnohem ro-
bustnéjsi teorii, kterd se musi opfit o celou teorii pravdépodobnosti v¢etné celého
nezbytného aparitu c-algebry 7 meéfitelnych mnozin (v tomto pfipadé nemohou
mit vS§echny mnoZiny konzistentné definovanou pravdépodobnost). Proto budeme
v souladu s Kapitolou 2 uvazovat ndhodny proces X = <X">n€N jako posloupnost
prodluzujicich se ndhodnych vektort X, , a pfipadn€ vySetfovat asymptotické cho-
vani takové posloupnosti.

Entropie procesu

V ramci této prednasky nas zajima predevsim informacni obsah ndhodného procesu.
Chceme pro néj tedy rozumné definovat pojem entropie. Vzhledem k tomu, Ze je
proces limitou néhodnych vektord X, ,, pro kter€ je entropie dobfe definovani, je
jedinou rozumnou mozZnosti definice

H(X) = lim ~H (X))

n—oo n

kterd samoziejmé dava smysl jen tehdy, pokud limita existuje (coz je ekvivalentni
rovnosti liminf a lim sup, které jsou definovany vZzdy). Jinak fikdme, Ze ndhodny
proces entropii nema.
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Entropie procesu je tedy limita entropie pfipadajici primérné na jeden symbol.
Stejnou myslenku lze zapsat nasledovné, kdy je entropie pocate¢niho vektoru za-
psana piimo jako soucet piispévki jednotlivych symbold.

Lemma 4.1. .
.1
HX)=1lm=- ) H(X, | X, ).
(X) nl_{g " ; ( il [0..1))
Diikaz. Ptimo z fetézového pravidla (Tvrzeni 3.15). ]

Pro limitu aritmetického priméru plati nasledujici jednoduché lemma.
Lemma 4.2. Md-li posloupnost redlnych cisel (a,,)neN limitu, pak ma tutéZ limitu i

v 2 v o v o o 1 n—1
posloupnost castecnych prumérit b, © = - Zi:() a,.

Diikaz. Nechf je a limita (a,) _ aproe > 0 nechf je N(e) € N &islo takové, Ze
|a; — a| < € pro kazdé n > N (¢). Pak pro kazdé £ > 0 a kazdé n > N(¢/2) plati

n n
1 1
|b, —a| = ;Z(ai—a) < ;Z|ai—a|
i=1 i=1
1 N(g/2) 1 n
=—Z |ai—a|+— Z |ai—a|
L M i—NGE/2+1
lN(e)
< - Z la; —a| +¢/2,
i=1

kde prvni s¢itanec jde k nule. Pro dostatecné velka n je tedy |bn - a| < €, COZ jsme
chtéli ukazat. U

Odtud plyne nésledujici kritérium pro existenci entropie procesu:

Disledek 4.3. Pokud H (X D, ¢ [O‘.n)) konverguje, md proces X entropii.

Druhy konvergence

V piipad¢ entropie jsme vystacili s béZnym pojmem limity. U procesu redlnych na-
hodnych veli¢in (YI.)[EN budeme ale také nékdy mluvit o tom, Ze posloupnost tako-
vych veli¢in konverguje k né¢jaké limitni ndhodné veli¢in€ Y. Rozeznavame pfitom
dva rizné typy konvergence. Vzhledem k tomu, Ze v§echny nahodné veli¢iny real-
ného procesu (Yi>ieN jsou zobrazeni € — R, nabizi se jednak konvergence defino-
vana bodové. Pro kazdé w € € je tvrzeni lim,_, Y, (w) = Y (@) opé€t standardni
tvrzeni o limité redlné posloupnosti. V souladu s nasi zavedenou terminologii tedy
fekneme, Ze (Y;),_, k Y konverguje skoro jisté, pokud

p ({a)eQ | ’}g?oyn(w)znw)}) = 1.
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To lze také zapsat vztahem

Ve > 0, limP<sup|Yk—Y|>e>=0,

n—oo k>

neboli mira mnoZziny, na které se posloupnost (Yi ) ien J€51€ nékdy v budoucnu odchyli
od Y o vice nez g, se pro rostouci n postupné sniZzuje az k nule.

Konvergence skoro jisté je vyhodna v situaci, kdy mdme kontrolu nad bodo-
vym chovanim nahodnych veli¢in procesu. Casto ale umime dokazat, 7e se nahodné
veli¢iny Y, k veli¢iné Y bliZi na vzdilenost € s velkou pravdépodobnosti, tedy na
mnoZinach miry jdouci k jedné, nemame ale dobrou kontrolu nad tim, jaké mnoZiny
to jsou. MuZe se dokonce stét, Ze body w se ve zbytkové ,.e-neukaznéné‘ mnoziné
pro rostouci n stidaji tak, Ze posloupnost nekonverguje bodové nikde: pro kazdé w
se Y,(w) vyrazné odchyli od Y (@) nekonecnékrit. Pro tyto situace definujeme slabsi
pojem konvergence v pravdépodobnosti, kterd nastava, pokud pro kazdé € > 0
plati

limP (|Y, - Y|>¢) =0.

n—>oo

Pro uvedené konvergence budeme pouZzivat zkraceny zapis:
Y,— Y vp. Y, — Y s
resp.

limY, =Y vp. limY, =Y s,j.

n—->oo

AEP

Pripometime, Ze entropie je stfedni hodnota informa¢niho obsahu. Pokud mé proces
entropii, sttedni hodnota informa¢niho obsahu pfepoc¢itana na symbol se pro prodlu-
Zujici se vystupy procesu ustaluje. Zajimava otazka je, co se pii tom déje s jednot-
livymi informaénimi obsahy. Ukazuje se, Ze pro fadu vyznamnych procesti mame o
chovani informacnich obsaht jednotlivych vystupi velmi dobry ptehled, ktery bude
navic hrat kli¢ovou roli jak pfi kompresi, tak pifi pfenosu informace kandlem. Kon-
krétn€ dochézi k tomu, Ze informacni obsahy na jeden symbol konverguji (v jednom
z uvedenych vyznamii) ke své stfedni hodnoté, tedy k entropii. To motivuje nésle-
dujici definici.

Definice 4.4. Rekneme, Ze ndhodny proces X = (X Dien S entropii md asymptoticky

rovromeérné rozdéleni, pokud v.p. plati

lim 15)([0__") =M (X) .

n—oo n

Pokud konvergence plati s.j., Fekneme Ze X md silné asymptoticky rovnomérné
rozdéleni.
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Tuto vlastnost budeme v kratkosti oznacovat jako AEP (z anglického ,,asymptotic
equipartition property *), resp. SAEP. Jak uZ bylo feceno, AEP znamena, Ze vystupy
procesu maji s prodluzujici se délkou s ¢im dal vétsi pravdépodobnosti informacni
obsah odpovidajici priméru, tedy entropii. Tuto mnoZinu vystupti zachycuje nésle-
dujici definice.

Definice 4.5. Necht'je X proces s entropii. MnoZinu

lg (Xiom =u) — H(X)' < e} ,

M (X) = {ueA”:
n

nazveme e-typickou mnoZinou vystupu délky n procesu X.

Prvky typické mnoZiny budeme také neformalné oznacovat jako ,,typické vy-
stupy ““. Typickd mnoZina procesu s AEP ma nésledujici vlastnosti.

Tvrzeni 4.6. Bud’ X proces s AEP a 6 > 0.
(1) Prou € M! plati

—n(H(X)+ — —n(H(X)—
QHOOM) < (X =) < 2700

(2) Pro dostatecné velkd n plati P (X[O..n) € MZ) <l1l-6.
(3) |M:| S 2n(H(X)+£)
(4) |MZ| > (1 = 8) - 2"HX=9) pro dostatedné velkd n.

Diikaz. (1) plyne z definice typické mnoZiny a (2) z definice AEP.

Podle (1) pro kazdé u € ™" plati P (X, =u) > 27"+ ProtoZe jevy
X o,y = u jsou pro riizna u disjunktni, nemaZe jich byt vic nez tvrdi (3).

Podobné pro n, pro které podle bodu (2) plati P (X 0.n) € MZ) > 1 — 0, musi
vzhledem k P (X o, = u) < 27"~ mohutnost M”" splitovat (4). O

Podle predchoziho tvrzeni maji typické vystupy témér stejnou pravdépodobnost
a pocatecni vektory procesu se tedy ¢im dal vic podobaji uniformnimu rozdéleni na
typické mnoZin€. Onu zdanlivou rovnomérnost je ale tfeba vnimat v logaritmické
Skéle.

Vsimnéme si paradoxniho faktu, Ze typické vystupy jsou t€méft jisté, ale po-
Cetn€ naopak tvofi stdle mensi ¢ast vSech vystupt, jak je vidét z jejich poctu. Podil

»typickych vystupti® délky n na v§ech vystupech je totiz zhruba
2nHEO — on(H(X)-log|Al)
|A]"

a tedy exponencialné rychle klesa k nule, s vyjimkou procesu s entropii log | A|. Ten
odpovida procesu nezavislych uniformnich rozdé€leni, u kterého jsou typické v§echny

vystupy.
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Stacionarni proces

Standardnim piipadem, kdy prispévek jednotlivych symbolli konverguje, je stacio-
narni proces, tedy proces, pro ktery plati

P (X[O..n) = u) =P (X[k,nJrk) = u) k,neN, u=uyu, ---u, , €A"

Pro k = 1 dostavame, Ze vSechny veli€iny stacionarniho procesu maji stejné roz-
dé€leni. VSimnéme si ovSem, Ze to pro stacionaritu procesu nesta¢i, uvazme napi.
proces (Y")nEN’ kde Y, =Y, , = X;, kde <X”>neN jei.i.d. proces. Pak jsou v§echna
Y, stejné rozdélena, ale existuji dvé odliSné rozd€leni pro vektory (Y, Y, ).

Tvrzeni 4.7. Necht' X je staciondrni proces.

(1) ProvSechna k,m,¢ € N, plati
§ <PX[k..m)> =9 <PX[k+f,m+f)> > H (X[k+f--m+f))) =H (X[k--rn)) ’

(2) posloupnost H (Xn | X [0..n))’ n € N, je nerostouci,

(3) entropie procesu H (X) je dobie definovand a je rovna limité

HX)=1lmH (X, | X4.,)-

Diikaz. Bud X stacionarni proces k,m,Z € N, k < m, u € A™*. Z definice sta-
cionarity dostavame, Ze se pravdépodobnosti P (X ) = u) aP (X (httmid) = u)

rovnaji. Z toho plyne
§ (PX[k,.m)> =S (PX[k+1..m+l)>
a

H(Xpw) = Y, P (X =u)logP (X, =u)
MES(PX[k..m) )
= Z -P (X[k+f.‘m+f) = ”) log P (X[k+f..m+f) = “) =H (X[k+f..m+f)) .

MES(PX[IHﬂ.erf) )

Tim je dok4zéano (1). Z toho a z Tvrzeni 3.36 déle dostavame

H (X, | Xio.y) S H (X, | Xp1.0)
=H (X[l..n+1)> -H (X[l..n)> =H (X[O..n)) -H (X[O..n—l))
=H (Xn—l | X[O..n—l)) .

Posloupnost H (X, | X [0“,1)) je tedy nerostouci a nezdpornd, mé tedy limitu a (3)
plyne z Dusledku 4.3. ]
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Li.d. procesy

Nejjednodussim piipadem, kterému se budeme vénovat, jsou i.i.d. procesy (inde-
pendent and identically distributed), tedy posloupnosti, ve kterych maji vSechny ve-
liciny X, : Q — A stejné rozd€leni P a jsou nezavislé, neboli

P(X,=a) =P (X, =a) = P(a), iLjeEN,ae A
n—1 n—1

P (X[()..n) = “) = P (Xi = “i) = HP(M,) neNu=uyu, -u,  €A"
i=0 i=0

Pfipomeiime, Ze takto definované nezavislost je silnéjsi, neZ nezavislost po dvoji-
cich. Viz Ptiklad 3.27, ve kterém jsou veli¢iny nezavislé po dvou, ale ne po tfech.
Z nezavislosti (viz Tvrzeni 3.6) okamzité dostavame

Lemma 4.8. Li.d. proces X = (X,,)neN je staciondrni a pro vSechna i a n plati

%H (Xom) =M (X)), HX)=H(X,).

Je-

Zakladni nastroj pro studium i.i.d. procesu je silny zakon velkych Cisel, ktery
pfipominame bez diikazu.

Véta 4.9 (Silny zdkon velkych Cisel). Bud’ (X,) _ i.i.d. proces se spolecnym roz-
délenim P a hodnotamiv A, a bud’ f . A — R libovolna funkce. Pak

I % .
p Z; F(X) = Ep(f) si.

Uvedeny zékon se nazyva ,,silny*, protoZze v ném figuruje konvergence skoro
jisté. Pfipomefime, Ze v Kapitole 2 jsme definovali E, (f) jako ZGES(P) P(a)f(a).
Vzhledem k ptredpokladu identického rozd€leni navic pro kazdé i plati

Epr (f) =E (f(X)) .
Ze zakona velkych Cisel jednodusSe plyne, Ze i.i.d. procesy maji AEP.
Tvrzeni 4.10. KaZdy i.i.d. proces md silné asymptoticky rovnomérné rozdélen.

Diikaz. Necht je X = (X")neN Li.d. proces se spolecnym rozdélenim P = Py .
Zvolme v silném zakonu velkych ¢isel za f funkci definovanou na a € s (P) jako
—log P(a). Pak E, (f) = H (X) a pro vSechna i na s (Xi) plati f(X;) = Sy .Z
nezavislosti pak na nosici kazdého vektoru X, ,, plyne

n n

-1 -1
1~ 1 ~ 1
5 S = 280 =5 LD
Zakon velkych cisel je tedy pro nase f jen jinou formulaci konvergence z definice
sAEP. ]
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Podivejme se bliZze na to, jak vypadaji prvky typické mnoZiny i.i.d. procesu.
Ozna¢me P = Py a pfedpokladejme A = s(P) (uvaZzujme jen mozné hodnoty).
Pak méme

H(P)=- Z P(a)log P(a)
a€A

a pro slovo u = u ---u,_, € A" plati diky nezavislosti X;

n
Sw) =- ) log Pu) = - Y |ul,log P(u,),

i=1 acA
kde |u| znaci délku slova u a |u|, znaci pocet vyskyti znaku (neboli pismene) a ve
slové u. Z toho je vidét, Ze slovo patii do typické mnoZiny, pokud relativni ¢etnost
% jednotlivych pismen v u odpovida (zhruba) jejich pravdépodobnosti P(a) (takova
slova nazyvame frekven¢né typicka pro rozdéleni P). To dava pojmu ,.typicka
mnoZina“ dal$i intuitivni smysl, ktery je navic Gzce propojen se zdkonem velkych
¢isel: slovo je prvkem typické mnoZiny, pokud v ném jsou frekvence vyskytu pismen
blizké ocekavani; takova slova se navic objevuji nejCastéji.

Nékolik varovani:

e V typické mnoZiné se nemuseji vyskytovat jen frekvencné typicka slova. Oce-
kavany informacni obsah 1ze dosdhnout i jinak.

e Slova z typické mnoZiny se objevuji nejcastéji, ale pocetné (obvykle) tvori
velmi malou ¢ast v§ech vystupti (viz vyse).

e Typické slovo nemé samo o sobé maximalni pravdépodobnost. Uvédomme
si, Zze nejpravdépodobnéjsim slovem ze vSech je posloupnost opakujiciho se
nejpravdépodobnéjSiho pismene. Takové slovo je ovSem jen jedno a pravdeé-
podobnost, Ze se objevi, je tedy miziva. Kazdé jednotlivé slovo z typické mno-
Ziny je sice také malo pravdépodobné, vysoce pravdépodobné ovSem je, Ze se
objevi néjaké slovo z typické mnoZiny.

Priklad 4.11. UvaZujme rozdéleni na ¢tyfpismenné abecedé A = {a, b, c,d}, kde
Pi@) =Py == Pfc)=1, Pid)=2
Y - Y - 8’ Y - 4’ Y - 2 .

Frekvencné typické slovo délky 8 obsahuje 1 acko, 1 bécko, 2 cécka a 4 décka.
Celkovy informacni obsah takového slovaje 1-3+1-34+2-2+4-1 = 14 bitd. To
je oc¢ekavana hodnota osmi kopii P,, protozZe

1 1 1 1 7
P,) =—-log8+ —log8+ —log4 + —log2 =-.
H (Py) 2 log8+ 2 log8+ 2 logd + S log2 = 7
Nasledujici tabulka ukazuje ve druhém fadku pocty slov s informa¢nim obsahem
uvedenym v prvnim fadku. Ve tfetim fadku je souhrnni pravdépodobnost slov s
danym informac¢nim obsahem. Pravdépodobnost jednotlivého slova u je z definice

informa¢niho obsahu rovna 2-5®,
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44 1168 (518 | 1288 | 2716 | 4824 | 7393 | 9648 | 10864 (10304 | 8288 | 5376 | 2816 | 1024 256
0.3911.6|4.3]|8.2)13.|16. | 17. | 15. | 11. | 7.4 4.1 2.0 |0.79]0.26|0.067 [0.012 [0.0015

Dalsi tabulka ukazuje sloZeni mnoZiny slov s o¢ekdvanym informa¢nim obsahem
14. Je vidét, Ze se nejedna pouze o slova s typickou frekvenci (1, 1, 2,4), ackoli ty
tvori nejvétsi skupinu.

{0) a] {e) 1) {0.! 2) {0) 3} {11 e) {1) 1J {1) 2) {ZJ e) {2) 1} {31 e)
6, 2} 4, 3} 2, 4} 9, 5} 4, 3} 2, 4} 9, 5} 2, 4} 9, 5} 9, 5}
28 280 420 56 280 840 168 420 168 56

Pokud za e v definici typické mnoZiny zvolime % dostanou se do ni vSechna
slova s informa¢nim obsahem 13 aZ 15. Téch je zhruba 13.5%, ale jejich souhrnna
pravdépodobnost je zhruba 48%.

Markovské procesy

VYev s

Mirné slozit€jsi jsou procesy markovské (fadu jedna), které zobeciiuji pojem krat-
kého markovského fetézce ze zavéru Kapitoly 3.4: zavislost kazdé veli¢iny na dosa-
vadnim priibéhu procesu 1ze v markovském procesu redukovat na zavislost na bez-
prostiedné piedchézejici veliiné. Jsou to tedy procesy, které spliiuji podminku

P (Xn =al Xiom = u) =P (Xn =al|lX, = un_l)

provSechnaa € A,n > 1, u = uyu, ---u,_, € A" takova, ze jevy v podmince maji
nenulovou pravdépodobnost. Jinymi slovy,

X[O..n—l) - Xn—l - Xn’ nz 2.

Je-li navic zavislost X, na X, stejn4 pro vSechna n, t.j. P (Xn+1 =b|X, = a)
je konstantni vzhledem k » pro vSechna n, pro ktera je definovana, mluvime o ho-
mogennim markovském procesu. Takovy proces je pln€ uren hodnotami m,, ,,
a,b € A, které urCuji pravdépodobnost toho, Ze X, je rovno b, pokud je X, = a.
Tyto hodnoty tvoii ¢tvercovou matici M, ktera se nazyva prechodovou matici mar-
kovského procesu. Je to tzv. stochasticka matice, tedy matice jejiz kazdy fadek je
stochasticky vektor, tedy vektor nezapornych redlnych Cisel se souctem jedna. Ji-
nak feceno, stochasticky vektor je pravdépodobnostni rozd€leni (v naSem pripadé na
A) a stochasticka matice je soubor takovych rozdéleni (v naSem piipadé€ indexovany
opét mnozinou A). Snadno ovéfime, Ze pro prechodovou matici M plati klicovy
vztah

I?X = 1?Xh ‘]V[.

n+l
Mocniny pfechodové matice M popisuji podminéné pravdépodobnosti dalSich veli-
¢in na pocitecnim rozdé€leni a jeji vlastnosti tak urcuji vlastnosti procesu.
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VSimnéme si drobné technické komplikace: pokud je P (X g = a) nulova, nemu-
zeme psat m,, = P (X,,; = b| X, = a). Proto jsme vySe museli podminku nenu-
lové pravdépodobnosti stile opakovat. V krajnim ptipadé, kdy je P (Xn = a) =0
pro vSechna n, je dokonce m,, , pro proces irelevantni. Zatimco tedy kazda stochas-
tickd matice definuje spolu s X, jednozna¢né markovsky proces, jehoZz je prechodo-
vou matici, pro dany markovsky proces miZe existovat pfechodovych matici, které
ho urcuji, vice. Nejednoznacnost je prave v ¢lenech m,, ,, pokud je hodnota a v celém
procesu nemoznym jevem. Komplikaci s nedefinovanymi podminénymi pravdépo-
dobnostmi I1ze opét obejit tim, Ze markovskou podminku zapiSeme jako

P(Xn=a,X[0_'n)=u)'I]:D(Xn—lz - )
=P (Xn =a,X, = u,,_l) P (X[O..n) = ”)

a podminku pro pfechodovou matici jako
P(X,=bX,,=a)=m,, -P(X,,=a).
Opakovanym pouzitim tohoto vztahu dostavame

Lemma 4.12.

k-1
P (X[n..n+k) = Upldy ==+ ”k—l) = Pxn(“o) : Hmu,.,l,ui .
i=

Homogenni markovsky proces je vyhodné chapat jako ndhodnou prochazku po
grafu, jehoZ vrcholy reprezentuji prvky z A a kde hrany jsou ohodnoceny podminé-
nymi pravdépodobnostmi m, ,. Druhym kli¢ovym parametrem je pocatecni rozdé-
leni Py , které urCuje pravd€podobnosti, s jakymi zac¢iname v konkrétnim vrcholu
grafu. Mame tedy randomizovany start. Pravé na této randomizaci zaleZi, zda bude
cely proces stacionarni. Pokud napiiklad pfifadime jednomu vrcholu g, pravdépo-
dobnost startu 1, dostaneme deterministicky start, a ten (aZ na trivialni vyjimky) ne-
povede ke stacionadrnimu procesu. Je snadné ovéfit, Ze homogenni markovsky proces
je stacionarni pravé tehdy, kdyz pocatecni rozdé€leni P = Py € A, spliiuje pod-
minku

Y P(a)-m,, = P(b)

acA
pro viechna b, tedy P - M = P, a stochasticky vektor P je tedy vlastnim vektorem
stochastické matice M = (m,, b)a ses- Takovému vektoru fikdme stacionarni (poca-
tecni) rozdéleni. Pro stacionarni 7h0mogenni markovsky proces l1ze jednodusse urcit
entropii procesu.

Lemma 4.13. Pro staciondrni homogenni markovsky proces X = (X ")nEN a kaZdé
i € N plati

HX)=H (X, |X,), H (X)) =H(Xy)+(n—1)-H(X).
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Diikaz. Z tetézového pravidla dostdvame, Ze

n—1

H (X)) = H (Xo) + X H (X, 1 Xpo.0)

i=1

kde markovska vlastnost X, ;_;, — X;_; — X, a stacionarita davé pro cleny sumy
vSe potiebné:

H (Xi | X[O..i)) =H (Xi | Xi—l) =H (PX[,XI_,) -H (PX,._,)

=H (Py x,) —H(Py) =H(X,|X,). -

Na zavér se slusi poznamenat, Ze entropie existuje pro vSechny homogenni mar-
kovské procesy, i ty nestacionarni. Entropie takového procesu je pak rovna entropii
stacionarniho markovského procesu se stejnou prechodovou matici. Takovych ale
muzZe byt vice, a my se zde touto obecnéjsi teorii nebudeme zabyvat.

Markovské procesy - AEP

Také pro homogenni markovské procesy lze zformulovat obdobu zakona velkych
Cisel a AEP. My se zde zaméfime na jednoduchy ptipad, pro ktery jiZ mame defi-
novanou entropii, tedy na stacionarni pfipad. Ozna¢me tedy spole¢né rozdéleni P,
jako P. '

K tomu budeme navic pozadovat, aby byl tento markovsky proces souvisly, nebo-
li aby v pfechodovém grafu existovala ,,nenulovid* cesta mezi kazdymi dvéma prav-
d&podobnostn& moznymi stavy. Rekneme tedy, Ze markovsky proces je souvisly, po-
kud je stacionarni a homogenni a pokud pro kazdé dva stavy a, b € A, pro které jsou
P(a) a P(b) nenulové, existuje slovo u = aub € A* takové, Ze P (X (0. = u) > 0
(kde n je délka aub).

Pro souvislé markovské procesy plati zakon velkych Cisel v podobé analogické
Vété 4.9. My ale pro jednoduchost vyslovime zékon velkych ¢isel pro souvislé mar-
kovské procesy piimo ve formé, ktera sleduje vyskyt digramii, tedy dvojic po sobé
jdoucich symbolt. Ty odpovidaji hranam v pifechodovém grafu. Ze stacionarity a
homogenity plyne, Ze piislusné rozdéleni Py y  je stejné pro vSechna i, oznacme
ho P,.

Tvrzeni4.14. Je-li X = (X ,,)neN souvisly markovsky proces, pak pro kaZdou funkci
f i AX A - R plati

n

-1
1 .
p ZO, f (X X)) = Ep () 4.

i

Nyni miZeme pro souvislé markovské procesy dokazat silné AEP.
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Tvrzeni4.15. Je-li X = (X n) o, Souvisly markovsky proces, pak md silné asympto-

neN
ticky rovnomérné rozdéleni.

Diikaz. Nechf je X = (Xn)neN souvisly markovsky proces. Definujme reilnou
funkci f na s (P,) predpisem

f(a,b) = —logm,,,

kde m,, je piechodova pravdépodobnost dand homogenitou procesu, tedy m,, =
P (X,,; =b| X, =a),prokazdéi € N.Nanosici (X,, X,,,) tedy plat{ f(X,, X,,,) =
Sx, xsatedy Ep (f) =H (X, | X;), coZ je rovno H (X).

Prow € s (X [0__,1)) oznatme u = X, ,,(w) € A". Pak z Lemmatu 4.12 plyne

n—1

SX[OA‘n)(w) =—logP (X[O..n) = u) = —log Py, (up) + Z —logm, .,

i=1
n-2

= Sxo(a)) + Z f (X,(a))’ Xi+1(a))) '

i=0

Podélenim pfes n,

n—2
| | -1 1
;JX[O.,,»((U) = ;«SXO(CO) + : n (m Z(; S (Xi(w)’ Xi+1(w)>> .

Dle zakona velkych ¢isel pro markovsky proces jde prava strana skoro jist€ Kk Ep (f) =
H (X), coz jsme chtéli ukazat.
]

Prechodovy graf a nestacionarni procesy (nepovinné)

Nejcastéjsi zptisob, jak poznat souvislost markovského procesu je zvazeni vlastnosti
prechodového grafu, ktery je uréen pfechodovou matici M. Upfesnéme, Ze se jedna
o ohodnoceny graf, kde vrcholy jsou stavy markovského procesu, tedy mnoZina A a
ohodnoceni hrany (a, b) je rovno M, ,, pfi¢emz hrany s nulovou vahou neuvazujeme.
Potom plati jednoduché pozorovani.

Tvrzeni 4.16. Necht X = (X ")neN Jje staciondrni homogenni markovsky proces s
prechodovou matici M. Pokud je pirechodovy graf odvozeny z matice M silné sou-
visly, pak je i proces souvisly.

Ziskali jsme tedy grafové kritérium pro souvislost procesu. Toto kritérium je
zaroven mozno pouZzit pro formulaci AEP 1 pro nestacionarni procesy.

Véta 4.17. Necht' X = (X,,)neN Jje homogenni markovsky proces s prechodovou
matici M. Pokud je pFechodovy graf odvozeny z matice M silné souvisly, pak proces
md entropii i silné asymptoticky rovnomérné rozdéleni.
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Dtikaz jiz vyzaduje hlubsi pochopeni markovskych procest, a proto ho zde neu-
vadime. Podobné bez dlikazu uvadime zptisob, jak entropii daného procesu ziskat.

Tvrzeni 4.18. Necht' X = (X")neN Jje homogenni markovsky proces s prechodovou
matici M. Necht je pifechodovy graf odvozeny z matice M silné souvisly. Pak pro
matici prechodu M existuje jediné staciondrni pocdtecni rozdéleni p = (p,),ca-
Entropie procesu X je pak rovna entropii staciondrniho homogenniho markovského
procesu 'Y s pocdtecnim rozdélenim Py = p a matici pfechodu M. Plati tedy

H(X)=HY) = HY,|Y,).
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5 Komprese dat
Kody

Bud' M né&jaka mnozina zprav, které chceme prenaset néjakym kanalem, piipadné
mnoZina dat, kterd chceme nékde ukladat. K tomu musime M nejprve zakédovat do
symbold, kterd jsou pro pienos nebo zapis vhodné.

Dulezity je pripad, kdy M je mnoZina vSech (neprazdnych) posloupnosti sym-
bolil z né¢jaké mnoziny A. Takové posloupnosti obvykle nazyvame slova a mnoZzinu
A abeceda. MnoZina slov délky n nad abecedou A je A", mnoZinu vSech neprazd-
nych slov (tedy slov délky alespon jedna) zna¢ime A*. Pokud uvaZujeme i prazdné
slovo, které zna¢ime &, piSeme A*. DileZita pro nas bude neostré ¢astecné uspora-
déni slov pomoci relace prefix. Pokud je tedy u prefixem v, budeme psit u < v.

Je-li M mnozina zprév, zobrazeni f : M — B* nazyvame kéd a obrazy f
nazyvame kodova slova. Je-li f kéd na abecedé A, pak jeho blokové rozsireni je
zobrazeni f* . At — B* definované predpisem

f(aya,...a,) = f(a)f(a,) ... f(a,).

Zobrazeni f* je rovnéZ kod, tentokrat na mnoziné zprav A*. Kéd na A%, ktery je blo-
kovym rozSifenim svych hodnot na abecedé A (Ci pfesnéji na slovech délky jedna,
ktera ovSem obvykle s pismeny ztotoZiiujeme), nazyvame blokovym kédem. Sa-
moziejmé, ne kazdy kéd na A* je blokovy. Kéd f na A nazyvame jednoznacéné
dekodovatelnym, pokud je jeho blokové rozsiteni prosté (na A™).

Kéd f se nazyva prefixovy, pokud obraz Zadné zpravy neni prefixem obrazu
jiné zpravy. Prefixovy kod je tedy zejména prosty. Neni t€zké nahlédnout, Ze kazdy
prefixovy kod je i1 jednoznacné dekodovatelny. Pro prosté f je situace sloZitéjsi, jak
ukazuje nésledujici priklad.

Priklad 5.1. Kod f| : {a,b,c} — {0, 1}*, definovany jako
a— 0 b— 01 cH 10,

Je prosty, ale neni jednoznacné dekodovatelny, protoze f(ac) = f;(ba) = 010. Ko-

dové slovo 010 nelze jednoznaéné dekddovat. Kod f, tedy také neni prefixovy. Jak je

vidét i z rovnosti f(ac) = f[(ba), obrazy f\(a) a f,(b) jsou prefixov€ srovnatelné.
Kaod f, : {a,b,c} — {0, 1}*, definovany jako

a0 b~ 01 crH 11,

také neni prefixovy, ale jak f,, tak f7 jsou prosté, jak Ize snadno ovéfit pokusem
o konstrukci kddového slova, které by nemélo jednoznacny vzor. Dek6dovani f7
je presto velmi nepraktické, protoZe viechna kodova slova ac” a bc* jsou prefixove
srovnatelnd. Musime tedy cekat na konec celého prenosu, abychom zjistili prvni
pismeno zpravy.
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Poznamka: Na slovech je pfirozené definovana (asociativni) operace zie-
t€zeni, kterd slovim u a v pfifazuje slovo uv. S touto operaci tvoii A vol-
nou pologrupu (resp. A* volny monoid) s bazi tvofenou slovy délky jedna.

vy

Blokové rozsiteni f* Ize pak struéné definovat jako homomorfismus monoidi
A* > B*.

V literatufe se Casto ,.kédem* rozumi piimo mnozina kédovych slov, na-
vic obvykle pouze pokud je f* prosté, tedy pokud je f jednoznacné dekddo-
vatelné. Bez zminky o zobrazeni, pouze v terminech abecedy B, to lze vyjadfit
slovy, Ze kédova slova nespliiuji Zadnou netrivialni rovnost.

Existence prefixovych kodu

Zéakladnim pozadavkem na kody je jejich jednoznacna dekddovatelnost, druhym kri-
tériem je co nejkratsi vystup. Mezi jednoznacné dekddovatelnymi kody navic pre-
ferujeme prefixové koédy, které maji malé dekddovaci zpozdéni (viz Priklad 5.1).
Prozkoumejme nejprve kombinatorické podminky pro existenci prefixovych koda.

Prefixové kody je mozné snadno znazornit pravidelnym orientovanym stromem
stupné D := |B| s hranami popsanymi pismeny, jehoZ kofenem je prazdné slovo,
kazdy vrchol reprezentuje slovo popisujici cestu z kofene a kddova slova jsou re-
prezentovana listy. Je-li f : M — B prefixovy kod s nejdelsim kédovym slovem
délky L, ma pfisluSny strom hloubku L. Vrchol odpovidajici kodovému slovu délky
¢ vzhledem k prefixovosti ,,blokuje‘ v§echny své nasledniky, zejména vSechna svi
prodlouzeni délky #, kterych je DX~¢. Z toho prostym pocitanim listd a po nasled-
ném vydéleni D* plyne, Ze pro prefixovy kod f musi platit

Z D@l <1,

aeM

coZ je tzv. Kraftova nerovnost, kterd ovSem podle nésledujici véty plati i pro jed-
noznacéné dekddovatelné kody.

Tvrzeni 5.2 (McMillanova nerovnost). Necht'je f : A — B jednoznacné dekodo-
vatelny koéd. Pak plati Kraftova nerovnost.

Diikaz. Pro kazdé u € A* oznaéme p(u) = D™ a roziifme toto znaceni aditivné
na mnoziny:

p(S) = Y p(s).

uesS

Zobrazeni p, které vystupuje v Kraftové nerovnosti, vyjadiuje jakousi ,hustotu*
mnoZiny .S. Zejména pro slova stejné délky k plati

p(SNnBY) <1,

coZ je podil mnoZiny slov z S na mnoZing& viech slov z B*. Je-li délka slov z S
nejvysSe L, plati tedy také

p(S)< L. (©)
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Pro p navic plati p(uv) = p(u)p(v), tedy zejména pro kazdé a, --- a;, € AF také

k

p(f*(a, - ap) = Hp (f(a)). (®)

i=1

Véta, kterou dokazujeme, tvrdi, Ze p (f(A)) < 1. Postupujme sporem a piedpokla-
dejme p(f(A)) > 1. Oznacme ¢ délku nejdelsiho slova z f(A). Bud n dostatecné
velké ¢islo, aby platilo (p(f(A)))" > nZ, a uvazujme mnozinu f*(A") vSech kédo-
vych slov, ktera vzniknou jako obrazy zprav délky n. Délka téchto kddovych slov je
nejvyse n. Podle (¢) plati

nt 2 p(f*(A") = Z p (f* W) = (p(f(A))" > nt,

ueA”

kde prvni rovnost je disledkem predpokladu jednoznaéné dekédovatelnosti: na levé
stran€ rovnosti totiz s¢itdime hustoty pfes mnozinu obrazi, na pravé strané pfes mno-
Zinu vzort; pokud by f* nebylo na A" prosté, platila by ostra nerovnost <. Druha
rovnost plyne z (#) po dosazeni definice p(f(A)) a roznasobeni sum.

Dostali jsme spor. 0

Priklad 5.3. Uvazujme kédy f, a f, z Prikladu 5.1. U obou dostdvame Kraftovu
sumu rovnu jedné. Je-li tedy Kraftova nerovnost splnéna, o tom, zda je kéd jedno-
znacné dekodovatelny nam to nic netika.

Uvazme nyni kod f,, definovany na A = {a, b, c,d} jako

a— 0 b 01 cH— 10 d— 11.

Kraftova suma je nyni p ( f4(A)) = %, a kod tedy podle McMillanovy-Kraftovy
nerovnosti nemtize byt jednozna¢né dekddovatelny. Ilustrujme na tomto prikladu
myslenku ditkazu Tvrzeni 5.2. Pro n = 16 plati

()= 3 rran>n

ucAle

ProtoZe slova z f* (A'®) maji délku nejvyse 32, existuje alespoii jedna délka 1 <
d < 32, pro kterou je

> o= Y o1

[f(w)|=d | f(w)|=d

Existuje tedy vice nez 29 slov w ktera f , zobrazuje na binarni slova délky d. Zob-
razeni f, tedy neni prosté.
Jako u vétSiny pocetnich argumentd, je i zde odhad velmi hruby a velkorysy.

Vsimnéme si naptiklad, Ze vypocet nebere v tvahu fakt, Ze neexistuji Zadné obrazy
délky méné nez 16. Bliz§im vypocltem lze ovéfit, Ze obrazd délky 26 je vice nez
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sedmkrat vic, neZ je binarnich slov této délky. Lze téZ snadno ovéfit, Ze existuje 270
obrazli délky osm, takZe jiZ na slovech této délky lze uplatnit jemné;jsi pocetni argu-
ment, podle néjz jakykoli binarni kod s délkami (1, 2,2, 2) ma nejednoznacné deko-
dovatelné slovo délky osm. Ve skutecnosti v§ak z kombinatorické analyzy snadno
plyne, Ze kolize nastava nejpozdéji na slové délky tii (obrazu slova délky dva).

Prestoze je argument takto velkorysy, samotnd mez je pfesnd, jak uvidime v na-
sledujicim tvrzeni.

Pro dané slovo u a pfirozené ¢islo n > |u|, ozna¢ime [u] f mnoZinu vSech slov
délky n nad abecedou B, které jsou prodlouZenim slova u, t.j. sovo u je jejich pre-
fixem (index pro abecedu budeme vynechavat, pokud bude jasna z kontextu). Tato
slova odpovidaji listim ve stromé hloubky n, které u ,,blokuje*. Mohutnost [u]f je

D" _kde D = |B.

Tvrzeni 5.4 (Existence prefixového kédu). Pokud soubor pFirozenych cisel £, a €
A spliiuje Kraftovu nerovnost, tedy

Y. DL,

a€A
pro D = |B|, pak existuje prefixovy kod f : A — B* spliwujici | f(a)| = ¢, a € A.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme konstrukci pozadovaného kédu. Nejprve sefadime prvky
A do posloupnosti ay, a, aZ a, tak, aby délky £, := ¢, byly sefazeny vzestupné.
PopiSeme nyni induktivni proces volby kodovych slov. Predpoklddejme, Ze mame
prefixovy kéd f dobfe definovany na prvcich a,, a,, .., g, k < n, a chceme ho
roz§ifit na prvek g, tak, aby byl stale prefixovy. K tomu staci zvolit slovo délky
¢ := ¢, které neni prodlouZenim Zadného z dosud zvolenych obrazii f, ani neni
Zadnému z nich rovno. Pro ,,zakdzané* mnoZiny slov f(a;), i < k délky ¢ plati

k k k
Jlr@)?| = X |lr@)?|= X o~ < ¥ o4 =" ¥ D% < 1,
i=1 i=1 i=1

acA acA

Z ostré nerovnosti plyne, Ze hledané slovo u € B?, které nenéleZi Zadné z mnoZin
[ f (ai)]f, i < k, existuje. Toto slovo zarovei neni prefixem Zadného pfedchoziho
kédového slova, nebot z nich md maximalni délku. Volbou f(a,, ;) := u tedy opét
dostavame prefixovy kod s pozadovanymi délkami. 0

Zdiraznéme, Ze dikaz existence kddu v predchozim tvrzeni je konstruktivni.
Deterministicka konstrukce mtiZze volit mezi kandidaty nejmensi slovo v néjakém
pfedem daném uspotadani slov (napfiklad lexikografickém).

Tvrzeni 5.2 a Tvrzeni 5.4 ukazuji, Ze volbou prefixovych kédi nic neztracime.

Dusledek 5.5. Pro kaZdy jednoznacné dekodovatelny kod existuje prefixovy kod se
stejnymi délkami kodovych slov.
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Kompresni pomér

Na kodech na stejné mnozZiné€ zprav M definujme dvé ¢astecnd usporadani: prefixové
a délkové. Budeme psat

o f<,f,pokud f(m)< f'(m)prokazdé m € M,
e /<, [ pokud |f(m)| <|f'(m)| prokaidé m € M.

Plati-1i | f(x)| = | f/(x)| pro vS§echna X € M, piSeme f ~, f.

V souvislosti s kompresi nés zajimaji kddy s co nejkratSimi obrazy, pficemz roz-
hodujicim méritkem bude priimérnd délka zpravy, coz poukazuje na to, Ze zpravy
jsou hodnotami néjaké nahodné veli¢iny X : Q — M, resp. Ze na mnoziné M je
definované né¢jaké pravdépodobnostni rozd€leni.

V piipadé kone¢né mnoZiny M nas bude zajimat stFedni délka kédu

E(fCON = ) Py(@)-1f(@)l,

aeM
kterou se budeme snaZit minimalizovat a kterou oznacime [f] .

Definice 5.6. Rekneme, e kéd f : M — B* je pro danou ndhodnou veli¢inu
X : Q — M optimdlni pokud

e je jednoznacné dekodovatelny;
e pro kaZdy jednoznacné dekédovatelny kod f' © M — Bt je [f]x < [f']xs a
o pokud f' <, f je jednoznacné dekodovatelny, pak f' ~, f.

Pro kazdé X s hodnotami v konecné mnoZin€ existuje (alesponi jeden) optimalni
kod. Pred dikazem tohoto tvrzeni, upozornéme na technickou komplikaci spojenou
se zpravami mimo nosi¢ Py. Tyto ,,nemozné* zprdvy bychom mohli z M vyloucit,
ale to by komplikovalo tGvahy napt. ve chvili, kdy chceme pro pevné M uvaZovat
vSechna mozna rozdéleni. Pfitomnost nemoZnych zprav neméni sttedni délku kodu,
ale ovliviiuje napf. pozadavek, aby byl kdd jednozna¢né dekddovatelny nebo pre-
fixovy, coZ se vztahuje na vSechna kddova slova. To vysvétluje tfeti poZadavek v
definici optimalniho kédu: optimalnimi by jinak byly i kody se zbytecn€ dlouhymi
kédovymi slovy mimo nosi¢, coZ nechceme.

Lemma 5.7. Méjme nahodnou velicinu X s hodnotami v konecné mnoZiné M. Pak
existuje optimdlni kéd f . M — B* pro X. Existuje také optimdlni kod pro X,
ktery je navic prefixovy.

Diikaz. Jisté pro X existuje alespoii jeden jednoznac¢né dekddovatelny kod, ¢imzZ zis-
kavame horni odhad pro [ f] optimélnfho kédu. Pro kazdé a € s (Py) tak mame
horni odhad na délku f(a). Vybirame tedy z konecné mnoZziny moZnych délek ko-
dovych slov, pficemz tyto délky vzdy jiz urcuji primérnou délku kédu. MizZeme
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tedy vybrat ty délky, ktera spliiuji Kraftovu nerovnost a poskytuji nejmensi stredni
délku. V pripadé, Ze existuji zpravy mimo nosi¢, musime poZadovat, aby Kraftova
nerovnost platila ostie. Pro zpravy mimo nosi¢ pak opét vybereme minimalni délky
zaruCujici (tentokrét jiZ neostrou) Kraftovu nerovnost.

Pro zvolené délky miiZeme podle Tvrzeni 5.4 najit prefixovy kéd, ktery ma podle
konstrukce miniméalni délku a Zadné slovo nelze zkréatit, aniZ by se porusila Kraftova
nerovnost a tedy 1 jednoznacné dekddovatelnost. 0

Lemma 5.8. Je-li f optimdlni kéd pro X, pak pro Zadné a,b € M neplati soucasné
Py(a) < Py(b) a|f(a)] < |f(b)].

Diikaz. Pokud by pro né€jaky par a, b nastala zakazana situace, stacilo by vymeénit
kodova slova, ¢imz by se sniZila stiedni délka kodu o

(Px(a) = Py(®) (I f @] = | fB)]). -
Pro zavedena tfi usporadani na koédech plati nasledujici ziejmé vztahy:

Lemma 5.9.

(1) Pokud f <, f', pak f <, f'.

(2) Pokud f <, f', pak [f] < [/ alflx < [f]x Pokud [f]x i [f']x
existuji, pak také [ f]x < [f']x-

(3) Pokud f ~, ', pak v bodé (2) plati rovnosti.

Jako dosud budeme pismenem D oznacovat mohutnost vystupni abecedy. Tato
abeceda bude konecna a netrivialni, tedy minimalné dvouprvkova (D > 2). Entro-
pii a divergenci pak bude vhodné mérit ,,D“-itech, tedy zavedeme

P(a)
O(a)’

Hy(X)= ) Pya)(-log, Px(@), DpP Q)= ) Pla)log,
aes(Py) acs(P)
Tedy H (X) = H,(X) aD(P || Q) = D,(P || Q). Jisté plati
H(X) D(P || Q)
Hp(X) = ——, D,(P = —".
p(X) Tog D p(P Il Q) log D
Nasledujici tvrzeni je prvni, které uvadi kompresi do jiZ nékolikrat ohlasované
souvislosti s entropii.

Tvrzeni 5.10. Necht' X je ndhodnda veli¢ina s hodnotami v konecné mnoziné M a f
je jednoznacné dekédovatelny kod f : M — B*. Potom je stiedni délka kédu zdola
odhadnuta entropii:

[f1x = Hp(X).

Rovnost nastdvd pravé tehdy kdy? Py(a) = D7V @ a e M.
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Diikaz. Ozna¢me ¢, = |f(a)|, c = Zaes( Py) D=’ a definujme rozdéleni Q € A,
predpisem
D~%a

c

0, agEs(PX).

, A€s (PX)
O(a) =

JelikoZ maji P, a QO stejné nosice, miZeme rozdil obou stran nerovnosti zapsat na-
sledovné:

fIxlfGOI=Hy(X) = Y. Py(a) (If (@] +log,, Py(a))

aes(PX)

= Z Py (a) (— log,(cQ(a)) + log,, PX(a))
aes(PX)
=—logpc+Dp(Px || Q) 2 0.

Z McMillanovy nerovnosti dostdvame, Ze ¢ < 1, tedy — log ¢ je nezdporny. Dokéazali
jsme poZadovanou nerovnost.

Pokud plati Py(a) = D7/@! pro a € M, pak lze pouhym dosazenim ovéfit
rovnost entropie a stfedni délky kodu. Naopak, pokud je stiedni délka kédu rovna
entropii musi bytc = 1 a D(Py, || Q) = 0. Z toho plyne Py (a) = Q(a) = DV @I pro

kazdé a € s (PX ) Zaroven dostavame, Ze s (PX ) Jinak by totiZ soucet Y. _,, D%
byl ostie vétsi neZ ¢ = 1 a to by byl spor s McMillanovou nerovnosti. [

Shannonuv kéd

Nasledujici tvrzeni poskytuje prvni horni odhad na stfedni délku kédu.

Tvrzeni 5.11. Necht’' X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v konecné mnoZiné M. Po-
tom existuje prefixovy kod f @ s (PX) — B*, proktery plati | f(a)| = [—log,, Py(a)],
aEs (PX), a

[flx <Hp(X)+ 1.

Diikaz. Polozme £, = [—log,, Py(a)],proa € s (PX). Potom
Z D% < Z Py(a) = 1.
aES(PX) aES(PX)

Existuje tedy prefixovy kod s danymi délkami kédovych slov. Pro takovy kdd plati

[flx= D, Px@-£,< ), Pyla)(=logy Py(a)+1) =H,(X)+1.

aEs(PX) aes(PX)
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Kazdy kéd spliujici podminky z pfedchoziho tvrzeni se nazyva Shannoniiv. Pies-
néji o takovém kodu fekneme, Ze je to Shannonlv kod pro nadhodnou veli¢inu X
(pokud neni vystupni abeceda B dana z kontextu, musime specifikovat i ji).

Tvrzeni 5.12. Je-li f : s (Px) — BT Shannonitv kéd pro ndhodnou veli¢inu X,
Jjsou ndsledujicti podminky ekvivalentni:

(1) [f]x = Hp(X)

(2) |f(@)] = —logp(Py(a) EN, a € s (Py),
(3) —logp(Py(@) €N, a € s (Py),

(4) Zues(py) D7V =1.

Diikaz. Dle Tvrzeni 5.10, jsou podminky (1) a (2) ekvivalentni pro obecny kod.
Ekvivalence podminky (3) s podminkou (2) vyplyva pifimo z definice Shannonova
kédu. Z definice Shannonova kodu také plyne, Ze kazdy s¢itanec D~/ @ je shora
omezen hodnotou Py (a). Soucet tedy bude jedna, coZ je rovno Y, Py (a), pravé kdyz
budou scitance pfimo rovny piislusné pravdépodobnosti (jinak bude soucet ostie
mensi), coZ dokazuje ekvivalenci (2) a (4). ]

Tvrzeni 5.13. Necht' je X ndhodnd velic¢ina s hodnotami v konecné mnoziné M a
necht’ B je abeceda mohutnosti D. Potom existuje prefixovy kod f . s (PX) - B
takovy, Ze [ f]x = Hp (X), pravé kdyZ —logp(Py(a)) € N, a € s (P ). Takovy kéd
pak bude mit nejmensi stredni délku kodu, bude Shannonitv a bude pro néj platit
|f(@)| = —logp(Px(a),a € s (Px)~

Diikaz. Véta je disledkem pfedchozich vét. O

Shannoniv kéd je vytvoien pro konkrétni veli¢inu. Nasledujici véta ukazuje, Ze
pro jinou veli¢inu miiZe byt, a povétsinou je, krajné neoptimalni.

Tvrzeni 5.14. Necht' X,Y je ndhodnd velicina s hodnotami v konecné mnoZiné M
af s (PY) — B je Shannonitv kéd pro velic¢inu Y. Pokud je s (PX) Cs (PY),
plati

Hp(X)+Dp(Py || Py) < [f]x-

Diikaz. Rozdil dvou ¢lenti z opacnych stran nerovnosti zapiSeme pomoci divergence:

[flx —Hp(X)= Y, Pya)(If(@)]+]log, Py(a))

aGs(PX)

> ) Py(a)(—log, Py(a) +log, Py(a))
aGs(PX)

= DD(PX ” PY)-
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Na zavér jesté ukazeme, Ze se da Shannontiv kéd dobfe rozsifit i mimo nosic¢
ndhodné veli€iny, aniZ bychom ztratili omezeni na stfedni délku kodu.

Tvrzeni 5.15. Necht' X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v koneéné mnoZziné M.
Potom existuje prefixovy kod f . M — B*, pro ktery plati

[flx < Hp(X)+ 1.

Diikaz. Vezméme Shannonuv koéd f @ s (PX) — B* aoznatme 7, = |f(a)|,
a€s (PX). Pro ten je nerovnost splnéna. Pokud je Zaes(P ) D% < 1, miZeme

najit dostatecna velkd £, , a € M \ s ( Py ), takovd, Ze Y, ,, D~%« je stle men3i neZ
jedna. Dle Tvrzeni 5.4 existuje prefixovy kod f/ : M — BT takovy, 7ze £, = | f(a)|
pro vSechna a € M. Jelikoz se délky kddovych slov pro f a f’ shoduji na s (PX),
maji stejnou stiedni délku kédu a nerovnost plati i pro f'.

Pokud je ¥.c p,) D% = 1, dostavame z Tvrzeni 5.12, 7e [f]y = Hp (X).

Vezméme prvek ¢ € s (PX) (pokud chceme co nejmensi stiedni hodnotu, volme
tak, aby | f(c)| bylo maximalni). Plati Py(c) = DV©I < D! < 1. Definujme
'=¢,+1at! =¢, proa€ s (Py) rizné od c. Potom plati ZQGS(P)D‘fé <la

opét Ize najit &isla £/, a € M \ s (Py) takovd, Ze existuje prefixovy kod /' na M s
délkami slov #’. Pro takovy kod plati

[Fx= Y Py@-¢= Y Py@):f,+Py(d)1<Hy(X)+1.

aes(PX) aes(PX)

Kontrolni otazka

e Ovéite, ze Q v dikazu Tvrzeni 5.10 je opravdu rozdéleni.

Huffmanuv kod - nejkratsi binarni prefixovy kod

Podle Tvrzeni 5.13 je Shannontv kéd optimalni ve specidlni situaci, kdy logaritmy
vSech pravdépodobnosti jsou celociselné. V obecné situaci horni odhad H,, (X) + 1
pro jeho délku optimalitu nezarucuje, jak ukazuje nasledujici priklad.

P¥iklad 5.16. Rozdgleni P = (% 5L é) ma entropii

H (P) = log(3) + % ~ 1918,
Zaporné logaritmy pravdépodobnosti jsou —log P = (1.58, 1.58,2.58, 2.58), takze
délky pro Shannoniv kéd jsou d = (2,2, 3, 3). Tomu odpovida naptiklad prefixovy
kéd g = (00,01, 100, 101) s délkou

le], = % ~ 2.333.
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Minimalni kod pro P je ale naptiklad f = (00,01, 10, 11) s délkou
[/1p =2 <&l

Nyni popiSeme Huffmaniv algoritmus, ktery konstruuje optimalni prefixové
kody pro bindrni vystupni abecedu, tedy pro ptipad kdy D = 2. Zvolme B = {0, 1}.
Algoritmus pracuje rekurzivng€ nasledujicim zptisobem. Slou¢i dvé pismena s nej-
mensi pravdépodobnosti do jediného nového pismene a ziska tak rozdéleni na mensi
abecedg. Potom sestroji miniméalni kdd pro tuto mensi abecedu a z kédu slozeného
pismene ziska kddy jeho dvou pismen tak Ze k nému piida jeden rozliSovaci bit. Viz
pseudokdéd algoritmu niZe. Algoritmus funguje ocekavanym zptisobem pro abecedy
mohutnosti alesponl dva. Pro jednoprvkovou abecedu, pripoustéjici pouze trivialni
rozdéleni s nulovou entropii, vraci algoritmus prazdné slovo (tedy ,,k6d* s nulovou
stfedni délkou).

Algorithm 1: Huf fman
Data: P, M
Result: f : M — {0,1}
if M = {c} then

| glo)=¢;
else
a,b < argmin,, , P(x) + P(y); (* moZnd nejednoznalnost *)
C <« M\ {a,b}uU{c}; (x c& M *)
P(x), xeC,x#c
Qx) « ;
P(a)+ P(b), x=c

g <« Huffman(Q,C) ;
g(x), xe€C\{c},

f(x) <4 g()0, x=a,
glo)l, x=0b

end

Algoritmus neni deterministicky a zkonstruovany Huffmaniiv kéd tak neni vzdy
uréen jednoznacné, a to ani co do délek kédovych slov. V piipadé€, Ze nékdy v pri-
béhu Huffmanova algoritmu neni dvojice pismen s nejmensimi pravdépodobnostmi
jen jedna, vedou vSechny alternativy k minimalnimu koédu. K této situaci dochazi
1 v Pfikladu 5.16 a dva mozné kédy s minimalni stiedni délkou jsou sestrojeny na
Obrazku 7.

Pro spravnost Huffmanova algoritmu jsou kli¢ova nasledujici dvé lemmata.

Lemma 5.17. Bud’ X ndhodnd velicina s hodnotami v alespor dvouprvkové konecné
mnoZiné M. Nechta,b € M, a # b, jsou pismena s nejmensi pravdépodobnosti, tedy
necht plati, Ze

Py(a) + Px(b) < Py(x) + Px(y)
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Obrézek 7: Dva Huffmanovy kody pro rozdéleni (% %, é, é)

pro libovolné x,y € M, x # y. Pak pro X existuje optimdlni a prefixovy kéd f
M — B* takovy, Ze

{f(a), f(b)} = {u0,ui}
pro néjaké u € B*.

Diikaz. Pokud |M| = 2,pak M = {a,b}a f : a— 0,b— 1 spliiuje poZadavky
lemmatu.

Pokud |M| > 3, pak je maximalni délka slova z kodu alespoii 2. Podle Lem-
matu 5.7 existuje pro X optimalni prefixovy kéd f’. Mezi pismeny s minimalni
pravdépodobnosti zvolme a’ € M, pro které je | f'(a’)| maximalni. Z Lemmatu 5.8
plyne, ze | f'(a’)| je maximalni pfes vSechna kodova slova (nejen ta jejichZ vzory
maji minimalni pravdépodobnost), a je tedy tvaru uc, kde ¢ € B au je neprazdné. Z
prefixovosti kodu plyne, Ze mezi kddovymi slovy neni Zadné, které by bylo prefixem
slova u. Z délkové minimality plyne, Ze pokud zkratime kédové slovo f’(a’) na u, po-
rusime prefixovost kédu. To znamena, Ze u je prefixem néjakého dalSiho kédového
slova f’(b'). Z maximality délky u’c plyne,Ze f'(b') = uc’ pro ¢ # ¢’ € B.

Hledané f nyni definujeme pomoci f’ zaménou pismen a < a’ a b < b, ne-
boli f(a) = f'(a), f(a') = f'(a), f(b) = f'(B), f(&) = f'(b)a f(x) = f'(x)
jinak. Pfedpokladejme, bez ujmy na obecnosti, Ze Py(a) < Py(b). Z minimality
P, (a) + Py(b) pak plyne Py(a) = Py(a’) a Py(b) < Py(b'). Rovnéz plati | f'(b)| <
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| /(b)) a|f'(a)] < |f'(d")|. Stfedni hodnota se tedy vyménou pismen nezvétsi a f
je optimélni a prefixovy kéd s poZzadovanymi vlastnostmi. U

VSimnéme si, Ze pokud pro rozdéleni z Prikladu 5.16 zvolime optimélni prefi-
xovy kéd

a— 10, b 01, cH 11, d — 00,

pak neexistuji Zadna pismena a a b s vlastnostmi z predchoziho lemmatu. Zaména
b « b’ v dikazu je nutna. To zejména znamena, Ze takovy optimalni kéd nemize
byt vystupem Huffmanova algoritmu.

Lemma 5.18. Je-li vystupem Huffmanova algoritmu kod f : M — BY, pak v
Kraftove nerovnosti plati rovnost, tedy

Z 2-Ifel = 1

xeM

Diikaz. Postupujme indukci podle velikosti M. Je-li |M| = 1, mame 2/¢/ = 1.
Necht je |[M| > 2 anecht g, ¢ a C jsou jako v algoritmu. Pak

Z 2=IF I = =lg(cOl 4 p-lglen)] 4 Z 718l — Z 2=l — 1,

xXEM xeC\{c} xeC
kde posledni rovnost je indukénim predpokladem. 0
Nyni dokdZeme spravnost Huffmanova algoritmu.

Tvrzeni 5.19. Pro konecné |M| > 2 a ndhodnou veli¢inu X s hodnotami v M vraci
Huffmanitv algoritmus prefixovy a optimdlni kéd pro X.

Diikaz. Postupujme opét indukci podle velikosti M. Je-li M = {a, b} mohutnosti
dva, pak Huffmantiv algoritmus vraci koéd a — 0, b — 1, ktery je zjevné optimalni
a prefixovy.

Ptredpokladejme nyni |M | > 3. Ukazme, Ze (kazdy moZzny) vystup f : M —
{0, 1}* Huffmanova algoritmu je prefixovy kéd optimalni pro X. Necht a, b jsou
pismena zvolend Huffmanovym algoritmem. Pro libovolné x,y € M, x # y, tedy
plati P(a) + P(b) < P(x) + P(y). Budte C, Q, ¢ a g definovany jako v algoritmu.
Tedy 1 f je definovano pomoci g jako v algoritmu. Pak Q = P, v, kdea : M - C
pfejmenovava a a b na nové pismeno c a jinde je identitou.

Z induk¢éniho predpokladu plyne, Ze g je optimalni a prefixovy kod pro ndhodnou
veli¢inu @o X . Z definic vidime, Ze g(a(z)) < f(z) pro vSechna z € M. Ukazme, Ze
f je prefixovy (coz je zfejmé i z pohledu na prefixovy strom g):

Pokud jsou f(x) a f(y), x # y, prefixové srovnatelné, pak jsou i jejich prefixy
gla(x)) a g(a(y)) prefixove srovnatelné. To ale vzhledem k prefixovosti g znamena,
7e a(x) = a(y). Tedy {x,y} = {a, b}, ale f(a) = g(c)0 a f(b) = g(c)1 prefixové
srovnatelné nejsou. Kod f je tedy prefixovy.
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UkazZzme, Ze f je optimélni. Podle Lemmatu 5.17 existuje pro X a pro vySe zvo-
lena a, b optimalni a prefixovy kod A takovy, Ze h(a) = u0 a h(b) = ul,u € B*.
Definujme g’ : C — B* pfedpisem g’(c) = ua g’(x) = f'(x), x # c. Plati

[fTx = Px(a)- [g(c)0] + Px(®) - g1l + D Py(x)- ()]

xeM\{a,b}

= Py(a) + Py(b) + Py () - 18 + D) P, x(x) - |g()]
xeC\{c}

= P(a) + P(b) + [g]ox

[ Tx = Py(@ - [uO| + Py(b) - [ut] + D Py(x)- |h(x)]

xeM\{a,b}
= Py(a) + Py(b) + Py () - 181+ D Poy(®) - |g' ()]
xeC\{c}
= P(a)+ P(b) + [&'] ox-
Z optimality g plyne [[g],ox < [&'ll4ox>tedy [f]x < [f']x- Z Lemmatu 5.18 plyne,

Zzeje-li f' <, f a f jejednoznacné dekddovatelny, pak f' ~, f, jinak by f’ nespl-
niovalo Kraftovu nerovnost. Kéd f je tedy optimélni. [
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6 Komprese - asymptotické chovani

V piipadé, kdy M = A*, budeme jednotliva pismena chipat jako nahodny proces ve
smyslu Kapitoly 4. V pfedchozi kapitole jsme zavedli jeden jednoduchy postup, jak
na nekone¢né mnozin€ M = A* definovat kdd, totiZ blokovym rozsifenim néjakého
kédu ma A. V této kapitole prozkouméame vlastnosti kddovani procest obecnéji.

Asymptotickou priimérnou délku kédového slova na jeden vstupni symbol na-
zveme v piipad¢€ procest ,.kompresni pomér* a definujeme ho takto:

Definice 6.1. Pro ndhodny proces X s hodnotami v abecedé A aprokéd f : AT —
B definujeme dolni a horni kompresni pomér | jako

X0.n)

f
Mx = liminf ]

Hf ]] X[0..m)

mx = limsup

n—oo

Kompresni pomeér je limita (pokud existuje):

Nejjednodussim piipadem je opét i.i.d. proces, kde pro délku obrazu blokového
rozSiteni plati nasledujici vztah.

Lemma 6.2. Pro i.i.d. proces X s hodnotami v abecedé A a prokod f . A — B*
plati

[Flx,, = [f]x,:
[y = [[f]]xo-

Diitkaz. Vzhledem k tomu, Ze v f* fetézime vystupy pro jednotliva pismenka, plati

=g|f (Xi)"

JelikoZ jsou X, a X, stejné rozdélené veliCiny, jsou stejné rozdélené i veliCiny | f(X ,.)|
a | f(X,)| a maji tudiZ stejnou stfedni hodnotu. Plati tedy [f]y = [f]y,- Z rov-
nosti jednotlivych stfednich hodnot a z linearity dostaneme poZadovanou rovnost
pro stiedni hodnotu délky blokového kodu:

fr (X[O-ﬂ))

[/ )x,, = ZIIE (|r (x)|) =n|7 (x0)| = 0l /1,

Prechod k limité, tedy dikaz druhé rovnosti z lemmatu, je uZ trivialni. O]
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Z predchoziho lemmatu je vidét, pro¢ blokové rozsifeni nemusi byt optimélni vol-
bou. Pokud totiZ na A neni moZné dosdhnout entropie H, (XO), bude se nedoko-
nalost kddu f nésobit a pro dostatecné dlouhé vektory nebude kédovani optimalni
(bude napf. prekro¢ena mez pro Shannonovy kédy). Pfirozenou myslenkou, jak kon-
struovat optimélni kédy pro A*, je zkontruovat pro kazdy vektor X, ,, vZdy novy
kod f, a tyto parcialni kody sloudit. Problém ovSem je, Ze vysledny kod nebude pre-
fixovy a nemusi byt ani prosty. Lze oekavat, Ze pro rizné délky budou volena stejna
kédova slova. Pro piekonani této obtiZe je dulezita nasledujici mySlenka.

Lemma 6.3. Predpoklddejme, Ze f, : A" — B*, n > 1 je soubor prefixovych kodii,
a nechta : N, — B? je prefixovy kod. Potom je kod g : A*™ — B*, definovany
predpisem

gw) = a(|ul) fi, W),
prefixovy.

Diikaz. Budte slova g(u) a g(v) prefixovée srovnatelna. Pak i a(|u|) a a(|v]) jsou pre-
fixové srovnatelnd, a protoze a je prefixovy kdd, maji u a v stejnou délku, oznaéme
ji k. Po zkraceni g(u) a g(v) o spole¢ny prefix a(k) vidime, Ze 1 f,(u) a f,(v) jsou
prefixove srovnatelné. Z toho plyne u = v, protoZe f, je prefixovy. Tedy g je prefi-
XOVY. [

Eliasovy kody

Nyni je tieba najit vhodny kéd a. Naznac¢ime zde postup, jak generovat posloupnost
kodu jejichz asymptotické vlastnosti se zlepSuji. Jedna se o variaci na tzv. Eliasovy
y-kédy. Uvedme nejprve pomocné lemma.

Lemma 6.4. Predpoklddejme, Ze f : M — BT je prosty kéd a a : N, — B™ je
prefixovy kod. Potom je kod g : M — B*, definovany pfedpisem

g(a) = a(|f(a)]) f(a),
prefixovy.
Diikaz. Podobné jako Lemma 6.3. [

Zacneme s kody y, a f. Fixujme dva specialni znaky z abecedy B a oznaCme je
pro jednoduchost 0 a 1. Pak prefixovy kéd y, : N — B* je definovéan piedpisem

Yo(n) = 1"0.

Zvolme né&jaké usporadani na mnoZin€ B. Zobrazeni § : N, — B, definujeme
tak, Ze prvnich D kladnych pfirozenych Cisel zobrazime bijektivné na mnoZinu B
pfi zvoleném usporadani, dalsich D? &isel se zobrazi na B? v lexikografickém uspo-
radani, a tak dale. Nulu bychom takto pfirozené€ zobrazili na prazdné slovo, coZ mii-
Zeme vzhledem k tomu, Ze prazdné slovo jako kédové neptipoustime, chapat jako
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uzite¢nou dodatecnou konvenci: slovo s nulovou délkou je prizdné a nula se zobra-
zuje na prazdné slovo.

Zobrazeni f je nyni bijekce mezi N a B*. Pokud pismena B identifikujeme s
jejich pofadovymi Cisly, tedy pokud uvazujeme B = {1,2,..., D}, dostaneme pfi-
rozeny, byt malo pouzivany D-adicky numeracni systém, u kterého stejn€ jako u
standardniho D-arniho zépisu plati, Ze a,_,qa,_, -+ a,a, reprezentuje Cislo

k—1

Z a,D",
i=0
jak Ize snadno ovéfit indukci. V§Simnéme si, Ze zde pouzivame jiné oznaceni pismen
ciframi, nez byla vySe uvedend volba 0 a 1. To miZeme chapat jako pfipominku
rozdilné povahy kodt y a kodu S.
Posloupnost slov kladné délky k sefazena lexikograficky zac¢ind k jedni¢kami a
konéi k ciframi D. Tato slova tedy odpovidaji ¢isliim n splitujicim

k—1 k—1 k k
D'< YD =)D +1<n< Y D <D*'=D+(D-1)) D"
=0 i=1 i=1 i=1

D-adicky zépis je samoziejmé nejvyse tak dlouhy jako D-arni. Vidime napft., Ze Cislo
D**!, coz je v D-arnim zapisu prvni ¢&islo s délkou zapisu k + 2, ma v D-adickém
zapisu délku k+1, konkrétné k cifer D—1, nasledovanych jednim D (napf. 8 = 112).

Podle vySe uvedené fady nerovnosti tedy pro kladné nplati k—1 < log, n < k+1,
neboli

logp,n—1<|p(n)| <logpn+1,

kde druha nerovnost je neostra pouze pro n = 1.

Lemma 6.5. Kody y,,y, : N — B*, definované predpisem
r(n) = yy(|Bm) DB, 1) 1=y (I DB,

jsou prefixové,
70(0) =7,(0) =1,(0)=0
a pro kazdé kladné n plati

|r1(m)| < 2logpn+3, |72(n)| <logpn+2logy(log,n+ 1) +4.
Funkce |y,|, |7,| : N = N jsou neklesajici.

Diikaz. JelikoZ je y, prefixovy a f je na N_ prosty, je dle Lemmatu 6.4 y, prefixovy
kod na N, . Stejné argumenty dokazuji, Ze je y, prefixovy.
Hodnoty na nule plynou z konvence f(0) = €. Je také vidét, Ze hodnota v nule
neporusSuje prefixovost: nula je jediné kddové slovo zacinajici nulou.
Omezeni délek kodh vyplyvaji z konstrukce a z omezeni pro délku kédu g vyse.
]
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Véta 6.6. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery md entropii. Necht
f 1 At - B* je prefixovy kéd (nemusi byt blokovy). Potom

Hy(X) <[] -
Diikaz. Koéd f zGZeny na M = A" je opét prefixovy. Z Tvrzeni 5.10 plyne, Ze

[[f]]xlo,_n) > Hp (X[O..n)) .
Vydé€lenim obou stran rovnice ¢islem »n a prechodem k liminf dostadvame tvrzeni. [

Véta 6.7. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery ma entropii. Pak
existuje prefixovy kéd f . At — BT, takovy, Ze

[[f]]x =Hp(X) .

Diikaz. Aplikaci Tvrzeni 5.15 dostdvame, Ze pro kaZzdé n existuje prefixovy kéd f,
z A" do B* se stfedni délkou k6du mensi nez H (X [O..n)) + 1. Definujme

JF@) =y, (lul) fi, @), u€ A",
coz je podle Lemmatu 6.3 prefixovy kdd, pro ktery plati

[[f]]x[o“n) = [y (m)| + [[fn]]X[oun) <2logp,n+4+H, (X[OA.n))‘

Podélenim n a prechodem k limsup, dokon¢ime dtikaz.
]

Véta 6.8. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A. Necht' f : At — Bt je
prosty kod (nemusi byt blokovy). Potom existuje prefixovy kod, ktery md dolni i horni
kompresni pomér stejny jako f.

Specidlné, pokud ma [ kompresni pomér, existuje prefixovy kod se stejnym kom-
presnim pomérem jako f.
Diikaz. Definujme g(u) = y,(| f(w)|) f (u). Dle Lemmatu 6.4 je takovy kod prefixovy.

Zvolme libovolné 6 > 0 a k nému k takové, Ze Intml- 0, pro vSechna m > k.
Mnozina vSech slov délky nejvyse k nad abecedou B rjﬂe konecné a kod f je prosty,
proto existuje £ > 0 takové, Ze pro vSechna n > ¢, f(A") obsahuje jen slova délky
minimalné k + 1.

Z toho plyne,

|lf@| < |g@)| = |r,(If@DI + | f @] <ol f@] + | f@w].
Neboli
[[f]]x[oun) < [[g]]X[o.m <1 +9)- [[f]]X[oA.n)'

Dostavame, Ze [g] , je mezi [f]y a (1 + 6)[f] . Stejné nerovnosti plati i pro
dolni kompresni pomér. JelikoZ bylo 6 > 0 libovolné, jsou horni kompresni poméry
f a g stejné. TotéZ plati pro dolni kompresni poméry, a tedy i pro kompresni pomér,
pokud existuje. [

63



Stejné jako u kone¢né abecedy tedy pozadavek prefixovosti neznamena Zadnou
nevyhodu oproti poZadavku prostoty. Negativné to vyjadfuje nasledujici tvrzeni.

Dusledek 6.9. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery md entropii.
Necht' f : A* — B* je prosty kéd. Potom Hp (X) < [[f]]x'

Diikaz. Ptimo z Véty 6.6 a Véty 6.8. [

6.1 Bodovy kompresni pomér

V predchozi ¢asti jsme zkoumali limitu posloupnosti stiednich hodnot, tedy jak se
limitné chova primérny pomér délky vystupniho slova vici délce vstupu. V této
kapitole zesilime naSi pozornost a budeme se zabyvat tim, jak se chova dany pomeér
bodové.

Kokrétné definujeme bodovy dolni a horni kompresni pomér takového kédu pro
kéd f : A* — B* anahodny proces X v bod¢é w € Q predpisem

1f) (@) = liminf / (X[(;")(w)) ‘
__ |7 (X0.(@)]

(/) y(w) = limsup

n—-oo n

Bodovy kompresni pomér je limita (pokud existuje):

o g L)
X n .

n—-oo

Pokud zkouméme stfedni hodnotu bodového kompresniho poméru, mohli bychom
ocekavat, Ze se rovna kompresnimu pomeéru definovanému diive. Tak tomu bohuZzel
vzdy neni, nebot nelze vZdy prohodit potadi stfedni hodnoty a limitniho pfechodu,
aniZ by to mélo vliv na vyslednou hodnotu. Vzhledem k nezipornosti zkoumanych
funkci Ize alesponi fici, Ze stifedni hodnota dolniho bodového poméru je mensi nez
dolni kompresni pomér - jedna se o dusledek Fatouova lemmatu. My zde toto lemma
neuvadime a nebudeme ani nikde déle vyuzivat zminénou nerovnost.

Nejprve ukiZeme, Ze bodovy dolni kompresni pomér pro prosty kod je skoro
vSude vétsi nebo roven informa¢nimu obsahu a tedy 1 entropii, pokud existuje. Dolni
a horni informacni obsah procesu X v bodé o € Q definujeme predpisem

S (@)

X,
S (w) = liminf —22 |
—X n—oo n

— . SX[O n)(w)
S (@) = lim sup -

n—oo
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Informacni obsah procesu je limita (pokud existuje):

SX[O n)(a))
Sy (w) = lim -

n— 0o n

Zacneme dlilezitym lemmatem z teorie pravdépodobnosti.

Lemma 6.10 (Borel-Cantelliho lemma). Bud'V,, n € N, posloupnost mé¥itelnych
podmnoZin Q takovych, Ze z:ozo P (V) < 4o00. Pak pro skoro kazdy bod o €

n

plati, Ze ndleZi jen do konecného poctu téchto mnoZin, t.j.

P (ﬂ U Vk> =0.
neN k>n

Diikaz. Prunik zmenSujicich se sjednoceni popisuje pravé mnozinu bodd, které se

vyskytuji v nekone¢né¢ mnoha mnoZinich V,. Formulace slovni a pomoci formule

si tedy odpovida. Rovnost dokdZeme nasledovné: jelikoZ je suma pravdépodobnosti

konecnd, existuje pro kazdé e > 0 pfirozené &islo m takové, ze Y0 P (V) < e.

Déle plati
P<ﬂUVk>SP(UVk> <Y P(V)<e
neN k>n k>m k=m
Ovsem € > 0 bylo libovolné. [

Tvrzeni 6.11. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a bud’ f : AT — B*
prosty kod. Potom plati

timinf (|1 (Xi0.0)

n—»oco N

- Sy, ) 205,

Mimo jiné, L
i) 28, Nx2Sp  si

Diikaz. Uvazujme mnoZiny

y = {a) €5 (X) 1| (Xig.(@)] < S, (@) - 21ogn}, neNn,

tedy mnoZziny, na jejichZ obraz kéduje f prekvapivé dobfe, pficemz za prekvapivou
odchylku od o¢ekavané hodnoty (informacniho obsahu) volime 2 log n, z divodu,
ktery se brzy ukdze. Ozna¢me tyto obrazy, tedy pfisluSné mnoziny slov z A", jako
W, . Z definice informacniho obsahu dostavame, Ze u € W, pravé kdyz

PX () < 2~-Ifwl-2logn
[0..n)

Diky ptredpokladu, Ze kod f je prosty, pro néj, a tedy tim spiS 1 pro jeho ziZeni na
W,, plati Kraftova nerovnost. Dostavame tedy

1 1
P (Vn) = Z PX[oA.m(”) < Z D~ lfwi-2logn < > Z 2@l < =

uew, uew, uew,
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1 . Yz ~ P 21un 2 sz . v «
Suma Zf;] = Je konec¢na, coz vyplyva z integralniho kritéria, ptipadn€ ze srov-

nani s teleskopickou fadou Z:‘;z (ﬁ - i) Z Borelova-Cantelliho lemmatu nyni
plyne, Ze mnoZina
v=Uv
neN k>n

nekonec¢nych slov, na kterych bude nekonec¢né Casto dochazet k prekvapivé kratkému
kédovani, ma nulovou pravdépodobnost. Skoro pro vSechna slova se tedy kddovani
diive ¢i pozdéji zacne chovat ,,normalné*. Neboli, pro w € Q \ V plati, Ze patii jen
do kone¢né mnoha mnozin V,, a proto

2logn

mnmfl<P(Xmm) 0.

n—oo N

= Sy, (@) > liminf

n—oo n

Druhi ¢ast tvrzeni plyne z prvni skrze jednoduché pozorovani, Ze rozdil dvou
dolnich limit (taktéZ hornich limit a limit) je vétSi nebo roven dolni limité rozdilu.
]

Pokud informacni obsah konverguje skoro jisté k entropii, neboli pokud ma pro-
ces sAEP, dostavame okamzité nasledujici dilezity fakt.

Véta 6.12. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a entropii, ktery md silné
asymptoticky rovnomérné rozloZeni (napv. i.i.d. proces). Necht' f . AT — B* je
prosty kod. Potom

1f), 2 Hp(X) 5.

Kapitolu zakon¢ime pozitivnim tvrzenim, Ze pro rozumné se chovajici procesy
komprimuji kédy zkonstruované v tivodu optimalné skoro vSude i bodové.

Tvrzeni 6.13. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A. Potom existuje prefi-
xovy kéd f . AT — BT takovy, Ze

.1 .
lim — ()f (X[O..n))‘ - SX[OHH)> =0s,].

n—-oo N

Mimo jiné,

Diikaz. Pro kazdé n > 1 bud f, Shannoniiv kéd pro X, .. Definujme
f@=r(uDfi @,  u€A",

coZ je podle Lemmatu 6.3 prefixovy kod. Pro w € s (X, ) plati

|f (X[O._n)(a)))) . 2logpn+4+ 3y, (0)+1

n n
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Rozdil stran nerovnosti je tedy shora omezen vyrazem (2log, n + 5)/n, ktery kon-
verguje k nule. Tedy

lim sup 1 <‘(f(X[O..n))

n—>oo n

- SX[M> <0s,.

Z Tvrzeni 6.11 mame opacny omezeni pro dolni limitu, a proto existuje limita a je

rovna nule. Tim je dok4zana prvni ¢ast tvrzeni. Druha ¢4st je okamzitym dasledkem.
]

Opét miZeme formulovat silnéjsi verzi v pfipad€ siln€¢ asymptoticky rovnomér-
ného rozdéleni. Diikaz je pfimym disledkem vyse uvedeného tvrzeni a samotné de-
finice SAEP.

Véta 6.14. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a entropii, ktery md silné
asymptoticky rovnomeérné rozloZeni (napv. i.i.d. proces). Potom existuje prefixovy
kod f . A* — B takovy, Ze

(]fDX =Hp(X) s,
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7 Komprese - Univerzalni kody

V minulé ¢asti jsme ukazali, Ze prosté kody nejsou schopny komprimovat v rychlej-
$im poméru, nez je entropie procesu, a zarovenl jsme zkonstruovali prefixové kody,
které optimalni kompresni pomér dosahovaly. Nase vysledky (tykajici se primérné
délky kodu) platily pro vSechny procesy s entropii. Na druhou stranu, optimélni kéd
byl vZdy zkonstruovéan pro jeden ndhodny proces a pro jiné procesy optimalni nebyl.
V této kapitole ukaZeme, Ze lze zkonstruovat kdd, ¢i kody, ktery bude mit kom-
presni pomér roven entropii zarovein pro vSechny i.i.d. procesy. Poznamenejme bez
precizni formulace a dikazu, Ze takovy kéd bude optimalni asymptoticky, ale pro
omezenou délku zprav a konkrétni proces optimélni nebude. Diivodem je zvySujici
se divergence mezi jednotlivymi procesy.

7.1 Frekvenc¢ni kod

Nejjednodussi kod, ktery je asymptoticky optimalni pro vSechny i.i.d. procesy s hod-
notami v abecedé B velikosti D, je frekvencni kod, ktery popisuje dané slovo tak,
Ze uda pocty vyskytt jednotlivych pismen, spolu s poradim daného slova v mnoziné
vSech slov se stejnymi pocty vyskytu.

Ptredpokladejme, Ze se kodujici 1 dekddujici strana shodne na konkrétnim uspo-
radani vSech slov nad abecedou A. Miizeme napiiklad zvolit uspofadani na A a le-
xikograficky ho rozsifit na A*. Pokud potom posleme informaci o poétu vyskytt
pismen v dané zpravé a relativni pofadi této zpravy mezi slovy se stejnym poctem
vyskytl, neni problém pro dekédujiciho dohledat si v seznamu téchto slov danou
zpravu.

Necht tedy (a,, a,, ..., a,,) posloupnost je posloupnost pismen z A ve zvoleném
usporadani. Pro slovo u € A* aa € A, znaci |u|, pocet vyskyti pismene a ve slové
u. Zobrazeni p : AT - N",

p:uvw— (|u|a1 , |u|a1 e |”|a,,,) ,
pfifazuje kazdému slovu jeho Parikhuv vektor. Ozna¢me
T()={u€ A" | pw) =v},

mnoZinu slov, s danym Parikhovym vektorem v. Tato slova jsou tedy permutaci
jedno druhého. Prvky v T'(v) sefadime v danému uspofadani na A* a zapisem T'(v);,
0 <i < |T(v)|, budeme znacit i-ty prvek mnoziny 7'(v) v daném uspofadani. Sym-
bolem #(u) budeme znacit poradové ¢islo slova u mezi slovy se stejnym Parikhovym
vektorem, tedy

T(p(u))f(u) =u.

Zaroven oznacme jako P, empirické pravdépodobnosti rozdéleni na A dané zpravou
u, konkrétng P,(a) = e 4 € A.

lul >
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Frekvencni kéd § : A* — B* je nyni definovan piedpisem

fw) =y, (lul Dy, (luly) ... v, (ul,)r (€ W),
kde pro jednoduchost zapisu predpokladame, ze A = {1,2, ... m}.
Lemma 7.1. Frekvencni kod § : AY — B je prefixovy.
Diikaz. Nechf jsou (u) a §(v) prefixov€ srovnatelné. Pak jsou i y,(|ul,) a y,(|v|,)
prefixové srovnatelné a z prefixovosti y, plyne |u|, = |v|,. Tento spolecny prefix od-

stranime a opakovanim téhoZ postupu dostaneme, Ze slova u a v maji stejny Parikhtv
vektor a ze £(u) = £(v). Tedy u = v, coz jsme chtéli ukizat. [

Lemma 7.2. Prou € A" plati
IT(pw))] < D7),

Diikaz. Na A" uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni Q, které je definovano takto:

ul-1

|
0w) = [] P.w)-
i=0

(Rozd€leni Q je rozd€lenim nahodné veli¢iny Y|, ,, pro i.i.d. proces Y s jednoroz-
mérnym rozdélenim Py := P,.) Z definice je patrné, Ze Q(v) > 0 pro vSechna
v € T'(p(u)). Pro takové v navic plati, v; € s(P,) pro vSechna i < |u| a

Jlul—1

logprQ) = Y log, P,(w) = Y. [vl,log,((P,(@)

i=0 aes(P,)
—lul Y S logy(Py@) = -lul - Hy (P,).
aes(Pu)

kde druha rovnost vznikla seskupenim stejnych s¢itancti. VSechna slova z T'(p(u))
tedy majf stejnou pravdépodobnost D~1“I7p (), a proto jich nemuze byt vic nez tvrdi
lemma. 0

Lemma 7.3. Pro x € AN plati

, ’f (xo.m)|
lim sup —— < limsup H,, <Px ) .
neN n neN 0.

Diikaz. Oznatme u = x,_,. Plati

[ (¥i0.) | = Ira@@)l + 3 1, ()] < In(T@DI+ Y, 1)l
a€A a€A
< |A|Q2log,n+ 3) + log,, (D”Hﬂ(p“)> +2log,, (logD Do(P) 4 1) + 4.
< |A|Q2logy n + 3) + nH,, (wa_m) +2log, (nlogp(|Al) + 1) +4.
Podélenim cislem n a prechodem k limsup dostavame tvrzeni. [
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Nyni mizeme ukazat, Ze frekvencni kéd je (dokonce bodove€) optimalni pro
vSechny procesy, u kterych empiricka frekvence odpovida entropii.

Véta 7.4. Necht' proces X s hodnotami v abecedé A spliiuje

lim 7, (PX[M((U)> =H,(X) s

n—oo

Pak
(Flx =Hp(X)sj. a [flx=HpX).

Diikaz. 7 predchoziho lemmatu diky pfedpokladu dostavame

(7)< (F)x < Hp(X) sj.

—X

Z Véty 6.12 naopak plyne, Ze (]f[)X > H,, (X) skoro jisté. Tedy i (f)y = Hp (X)

skoro jisté. [

Které procesy jsou v tomto smyslu rozumné, zde nebudeme podrobnéji zkoumat.
Nebudeme ani zkoumat, zda je frekvencni kod optiméalni i za néjaké slabsi podminky

Lemma 7.5. Pro i.i.d. proces X plati, Ze

lim M, (pX[Qﬂ)) =Hy(X) s

Diikaz. Podle zékona velkych Eisel plati pro kazdé a € s (Py, ), Ze

}}Ln; PX[O__M = PXO S.]-
Ze spojitosti souctu a soucinu a spojitosti logaritmu pro kladné hodnoty tedy dosta-
vame

im Y Py (@) (—logD PXM(a)>

n—co
aes(PX[o“n)

= Z Py (a) (—logp, Py (@) = Hp (Py,) = Hp (X).
aES(PX0> D

Frekvencni kod je univerzalni v tom smyslu, Ze dosahuje optimélni kompresi
dat pro i.i.d. proces. Na rozdil od blokovych k6édii ma vSak jednu velkou nevyhodu.
Koédovaci i dekddovaci algoritmus mé exponencidlni vypoctovou sloZitost.

Navic ma velké dekédovaci zpoZzdéni: nemizeme dekédovat postupné, zpravu
muiZeme zacit dekddovat aZ poté, co je cela prenesena.

Zaroven tento algoritmus, tak jak jsme ho zde predstavili, nefunguje obecné pro

N

staciondrni procesy, ¢i souvislé Markovské procesy. Dal by se rozsifit tim, Ze bychom

zvazovali frekvence vystupu slov, nikoliv jen pismen, ale toto rozsifeni by vyzado-
valo jemnou praci s mnoha parametry. Rad¢ji predstavime jiny typ kodu.
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7.2 Lempeliav-Zivav rekurenc¢ni kod

Dalsi typ k6du je zaloZen na rekurenci. Podslovo kédovaného textu je uréeno adresou
svého predchazejiciho vyskytu. Tyto kédy jsou stejné jako frekvencni kdd univer-
zalni: dosahuji optimélni kompresi dat pro kazdy i.i.d. proces.

Casovi slozitost kédovaciho algoritmu je O(nlog n), kde n je délka komprimo-
vaného slova. Casovi sloZitost dekédovaciho algoritmu je dokonce line4rn.

Rekurencni kody 1ze konstruovat pro libovolnou abecedu. Dané slovo u € B*
rozloZime na bloky proménné délky tak, Ze zaCneme prazdnym slovem a pokracu-
jeme vzdy nejkratSim usekem, ktery se mezi predchazejicimi bloky nevyskytuje.
Pokud po ukonceni takového algoritmu zbude neprazdny koncovy blok z u pfidame
ho do souboru blokt, viz pseudokdd nizZe.

Vyslednému posloupnosti {y,,y;, ..., Y}, kde C zavisi na u, iikdme rozbor.
Plati y = y,y, - ycaprol <i < Cjey, tvaru y, c;, kde ¢; € A. Zvolme pevné
prefixovy kéd f : A — B*. Lempeluv-Zivav kod slova u pak definujeme jako:

v(u) = yy(a) f(er(a) f(cy) ... ralac) feo).
Priklad 7.6. Zakdédujme slovo
u =0000110011100110011011100

nad binarni abecedou A = {0, 1} opét do binarni abecedy B = {0, 1}, kde za f
volime identitu. Vystup algoritmu LZ-Rozbor je shrnut v nasledujici tabulce:

i (0123 (4] 5 6 7 8 9 |10
y? e |[0[00|01|1|001]|11]|0011 {00110 | 111 |00
a; O 110 2 |4 5 7 6 1
¢; 0o,0 1 1 1 1 1 0 1 0
ki 10|13 ]51]6] 9 |[11] 15 20 23 | 25

Pfipomefime, Ze naSe kodovani y, pouziva pro kodovani ¢isel nejprve unarni
z4apis Cisla zakonceny oddélovacim symbolem (to odpovida y,)) a poté dyadicky zapis
¢isel pomoci f. Symboly abecedy B tedy plni tfi rizné role. Pro y, (tam jsme se
rozhodli je znacit 1 a 0), poté pro f (kde jsme pouZzivali jména 1 a 2) a konecné
slouzi pro zakddovani abecedy A. Pro vétsi prehlednost zachovavame rtizna znaceni
pro prvky B i v nasledujicim zapisu.

(y)l.lgO = (¢,0,00,01,1,001,11,0011,00110, 111, 00)
(@;,¢),2, = ((0,0),(1,0),(1,1),(0,1),(2, 1),(4,1),(5,1),(7,0), (6, 1),(1,0))

0 1 1 0 2 4 5
(= 0 01011010111 0 110121102121102211
7 6 1

110111110102221 10110
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Algorithm 2: LZ Rozbor

Data: u € A*

Result: (yy, ¥, ....V0)s (kg ks ... ke); (ay, ...,a0); (¢q, ..., c0)

Yo < &,

Z « u;

Jj< L

ky < 0;

while z # € do

- {nejkrat§i prefix z nelezici v {y,, ..., Vi1 }, pokud existuje,
J

b

z jinak
(aj,c;) « ¢; €A a; < jtakové, Ze y, = Ya,Cj
kj « |y1 "'yj‘;
Z < yi'z;
C<CH+1;

end

Pokud tedy B = {0, 1}, pro symbol 2 dyadického zapisu pouZijeme O a pro 0, 1
postupné 0, 1, bude u ve vysledku zakddovano jako

v(u) = 001011010111011010110010110001111011111010000110110.
Lemma 7.7. Lempeliiv-Zivitv kéd je prosty.

Diikaz. Nechfv(u) = v(v). ProtoZe jsou obé€ slova zietézenim posloupnosti kédovych
slov prefixovych kédi, jsou tyto posloupnosti pro obé slova stejné. Posloupnost slov
definujicich Lempel-Ziviiv kéd jednoznacné definuje rozbor slov u a v. Rozbory
obou slov se tedy rovnaji, a proto i u = v. [

7.2.1 Optimalita Lempel-Zivova kodu (nepovinné)
Lemma 7.8. Délka Lempelova-Zivova kodu splituje omezeni

le()| < C(u) (logp, C(u) + 2logp(log, C(w) + 1) +4 + K),
kde K je konstanta, ktera dominuje délky kédovych slov kodu | f|.
Diikaz. Z konstrukce kédu vyplyva, Ze

Cu)
k@] =Y (In@)l +1£(l),
i=1
pro ¢isla C(u), a; a ¢; odvozené z rozkladu slova u. Z definice plyne, Ze a; < C(u).
Z monotonnosti logaritmu a z odhadu pro y, z lematu 6.5 pak ziskdvame pro kladna
a;:

]

ly,(a,)| <log, C(u) + 2log,(log, C(u) + 1) + 4.
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Ovsem platnost stejného odhadu pro piipad a; = 0 Ize ovéfit pouhym dosazenim.
Mame tedy uniformni odhad, ktery jiz zarucuje platnost tvrzeni. U

Dalsi lemma tika, Ze C(u) roste spolu s délkou u do nekonecna.

Lemma 7.9. Prou € A* plati C(u) > \/|u|.
Dikaz. Bud (y?),_._ cw Tozbor slova u. Z konstrukce rozboru plyne, Ze |y?| < i,
pro vSechna i < C(u). Tedy

C(u) Cu)

lul = ; e Z} i = C(”)(Cz(”) D < .

Z toho jiz dokazované tvrzeni plyne. 0

Lemma 7.10. Bud’ P pravdépodobnost na A, ¢ = max ., P(a), u € A*. Potom

acA
Cw) <logD C(u) - log,, (1og§) Cu) + Cu)q°H €™ 4 1)) < —log, P (u).

Diikaz. Vzhledem k vlastnostem rozboru, plati

C(u)

Pl ) = H Ply(")l(y(i)).
i=1

Oznacme m = C(u), n = |u|. Z konkavnosti logaritmu dostavame
m P m =P i=1 mia P

1 - i i — i i
<log, = Z PYI(0) = —log, m +log,, Z PPy,
i=1

i=1

Z toho plyne,

m <logD m —log,, Z P'y(i)'(y(i))> < —log, P"(u).
i=1

Pro odhad sumy v pfedchozim vyrazu je diileZité, Ze jsou slova z rozboru rizna,
az na to posledni. V nésledujicim odhadu jsou slova seskupena dle délky a spo-
le¢na pravdépodobnost slov stejné délky je odhadnuta shora pravdépodobnosti 1.
Oznacme R'(u) = {y®,1 <i < m — 1}. Pak plati

m 4
S PPI(0) = P Y S P+ Y P
i=1 k=1 yeR/'(u),|y|=k YER (u),|y|>¢

13

<14 ) 14mg™ <1+6+mg™.
k=1
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V aplikacich lemmatu budeme potfebovat, Ze logaritmus pravé strany bude zanedba-
telny vzhledem k logaritmu m. Vhodnou volbou je zde £ = llogi) mJ . P1i této volbé
vychazi z predchozich nerovnosti pozadovany odhad.

Predchozi dvé lemmata by se dala, pii zanedbani nékterych ¢lent, ¢ist jako ne-
rovnosti |v(u)| < C(u)log, C(u) < —log, P (u). V dal§im lemmatech ukdZeme,
Ze asymptoticky je toto zanedbani ¢leni v poradku.

Lemma 7.11. Plati
m (log, m+2log,, (logym+1) + 4+ K)

lim =1
m—oo mlog, m

Pokud 0 < g < 1, pak

m <logD m —log,, (log% m + mq'ogom + 1))
lim

=1.
m— oo mlogDm

Diikaz. Prvni limita je disledkem faktu, Ze log ,(log,, m) roste pomaleji nez log,, m

a
2log, (logpm+1)+4+K
lim =0
m—co log,, m

U druhé limity, nejprve analyzujme chovani posloupnosti (mql°g§m>

m=1
logs, m
log? m logp <mq b > log;, m+log? mlogp q
mqep"™ = D = D"%» D D4,

JelikoZ jde log,, m k nekone¢nu a log,(g) < 0, jde exponent u vyrazu vpravo k
—o0. Proto jde cely vyraz k nule. VySetfovana posloupnost je tedy omezena pomoci
konstanty, ktera zavisi jen na g. Ozna¢me tuto konstantu K’. Dostavame,

2 2 m
 logp (10gD m+ mq ™ + 1> . logp (loghm+ K’ +1)
lim = lim =0
m—co logD m m—co logD m
Z toho jiz plyne platnost hodnoty druhé limity z lemmatu. [

Uvédomme si, Ze v prvni limité je v Citateli horni odhad pro délku kodu. V
druhé limité& v ¢itateli zase vystupuje dolni odhad pro — log,, P™“I(u), kde P je vlastn&
libovolna. Pokud ptfiddme fakt, Ze pocet slov v rozboru jde do nekonecna, pokud do
nekonecna jde délka slova, které kddujeme, dostaneme nasledujici dusledek.

Dusledek 7.12. Pro libovolnou netrividlni pravdépodobnost P na abecedé A a pro
libovolnou posloupnost x € AN plati:

T { X[0..n -1 P
lim sup ([0 )) < lim sup %o (x[()..n)).

n—o0 n—oo n
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Diikaz. Bud' g = max,, P(a) <1, ¢, = C(x_,)- PouZijeme-li odhady

. [ (X0 ¢, (logp ¢, +2logpogyc, + 1) + 4+ K)
lim sup ——— < lim sup

n—oo n—co n

¢, (logp ¢, +2logpogyc, + 1) + 4+ K)

= lim
n— co c, lOgD c,
. c,logpc,
- lim -
e cn <logD cn - logD (10g% Cn + qulogD Cn + 1))
c, <logD . — logp <log§) ¢, + ¢,qi°e e + 1))
- lim sup
n—oo n

—log, P"(x )
<1-1-limsup L O

n—o0 n

Véta 7.13. Pro kazdy i.i.d. proces X s hodnotami v abecedé A plati

v (X[o..n)>)

lim

h—0o0

=H,(X) s
Tedy
L(X,v)=H,(X).

Ditkaz. 7 Tvrzeni 4.10 dostavame, Ze

—log, P" (X
lim —— 2P (X0 =M, (X) sj. .

n—oo n

Aplikaci predchoziho lemmatu dostavame, Ze

[e(X )l
lim sup — =~ < H, (X) s.j. .
n

n—o0

Ozna¢me g(w) = liminf,_ M, podobné g’(w) oznacuje limsup. Z pred-

chozich lemmat dostavame, Ze g < gn’ < H, (X) skoro jisté. Z Véty 6.12 naopak
plyne, Ze g(w) > H, (X) skoro jisté. Tedy g = g’ = H, (X) skoro jisté. 0

Podaftilo se ndm tedy dokézat, Zze podobné, jako v piipad¢€ frekvencni kodu, je i
Lempeltv-Ziviv kéd univerzalni v tom smyslu, Ze dosahuje optimalni kompresi dat
pro i.i.d. proces.

Univerzalita tohoto k6du jde ale mnohem déle. Tento kdd dosahuje, v priméru
i bodové, optimalniho kompresniho poméru také pro vSechny stacionarni procesy a
pro vSechny, i nestacionarni, Markovské procesy. A ani to neni definitivni omezeni.
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I to je divod pro jeho realné vyuziti v kompresnim formatu gzip, ale také v algorit-
mech pouZzitych pii ukladani soubort TIFF a PDF (zde je na uZivateli, zda kompresi
chce vyuzit).

Uved'me tato fakta presnéji, v podobé nasledujiciho tvrzeni a véty. Dikaz tvrzeni
spada do teorie markovskych procest, ditkkaz Véty pak do ergodické teorie. Oboje
vybocuje z ramce naseho pfedmétu, proto dikazy neuvadime. Nejprve tvrzeni, které
tika, Ze i nestacionarni markovské procesy maji dobfe definovanou entropii.

Tvrzeni 7.14. Kazdy homogenni markovsky proces X md entropii.

Véta 7.15. Pro kazdy proces X s hodnotami v abecedé A, ktery je staciondrni nebo
homogenni markovsky, je bodovy kompresni pomér roven skoro jiste bodovému in-
formacnimu obsahu na symbol, i.e.

. v (X[O--n)> . SX[O,.M) .
lim ——— = lim S.J-

n—oo n n—oo n

(obé limity skoro jisté existuji a jsou si rovny). Z toho plyne, Ze

L(X,v) = Hp (X).
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8 Komunikac¢ni kanal
Zakladni aplikaci teorie informace je komunikace, ktera pfitom obsahuje nékolik
fazi, ke kterym se vazou rizné pozadavky a s tim souvisejici rizné matematické

otazky.

Faze Matematicky popis

Zdroj Néhodny proces

o x

Koédovéani
zdroje

f Y
Kodovani

kanalu

o5

|

Sum Kapacita kanalu

]

?R

Dekoddovani
kanalu

[ .

t Y
Dekoédovani

zdroje

Komprese

Samoopravné kody

Maximalizace AP

L
IX

Piijemce

e Za zdroj informace v naSi pfednaSce povazujeme diskrétni nidhodny proces
(X));en- To je vyznamné zjednoduSeni. Mnohé informacni zdroje (napf. hu-
debni produkce) jsou spojité. U spojitych procesti je jejich prevod do diskrétni
podoby jiZ soucasti kddovani zdroje pro prenos.

e V piipadé diskrétniho procesu uz by Zadné kddovani zdroje byt nemuselo. Dti-
vodem pro n¢j miize byt prostd zména abecedy (napf. prevod pismen anglické
abecedy do binarnich symboli ASCII). Soucasti a hlavnim smyslem kédovani
zdroje je ovsem obvykle komprese, tedy optimalizace vyuziti kanalu.
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e Pokud mame na mysli kanal bez Sumu, je kompresi ,,pfenos‘ informace do-
koncen. Uvozovky naznacuji, Ze v takovém piipad€ Casto ani o pfenosu nemlu-
vime. Je ov§em pfirozené napt. digitalni medium, na které zpravu zapisujeme
(a pfedavame piijemci), za kanal povazovat. Komprese je pak snahou kapacitu
takového kanalu/media plné vyuzit.

e Vysledkem kodovéni zdroje je nahodny proces (Y,),oy. Komprese vede k pro-
cesu (co nejbliz§imu) uniformné rozloZenych nezéavislych veli¢in. Takovy pro-
ces ma totiZ maximalni entropii.

e Pokud uvaZujeme kanil se Sumem (napi. i pokud bereme v Gvahu moZnou
chybovost digitdlniho média), musime naopak pfidat , kontrolni bity““, neboli
zpravu prodlouZit tak, aby bylo mozné chyby opravit. To je téma samooprav-
nych koda.

e Cilem kddovani kandlu je opét maximalné vyuzit moZnosti kanalu. Je klico-
vym pfispévkem Shannonova ¢lanku z roku 1948, Ze definoval kapacitu ka-
nélu a ukézal, Ze je mozZné se ji kodovanim libovolné pfibliZit.

e Dekddovani poSkozené zpravy je Casto popisovano jako hledani nejblizsiho
kodového slova. Obecnéji ovSem plati, Ze dekodovani je hledanim odeslané

zpravy, ktera je pfi znalosti zpravy pfijaté nejpravdépodobné;jsi (tzv. maxima-
lizace aposteriorni pravdépodobnosti).

e Dekomprese a ptipadny pfevod do formatu zdroje uz je typicky matematicky
pfimocara.

8.1 Kanal a jeho kapacita

Diskrétni komunikaéni kanal ma reprezentovat situaci, kdy zprava v podobé ko-
ne¢né posloupnosti znaki ze vstupni abecedy A je prevedena do vystupni abecedy
B s tim, Ze miiZe byt poSkozena Sumem. Do deterministického procesu pfedani in-
formace tak vstupuje Sum v podobé jisté miry ndhody a nejistoty na vystupu. Na-
misto deterministické funkce z A* do B* tak mame kanal charakterizovany Cisly
(Fu,v)ue At peBt? kde I', , vyjadiuje pravd€épodobnost, Ze na vystupu uvidime zpravu
v za podminky, Ze byla vyslana zprava u. Na soubor téchto Cisel pak klademe pfiro-
zené podminky, Ze jsou nezdporna a pro kazdé u € A*je ), _,. T, =L

Takto obecné definovany pojem je ovSem téZké zkoumat, a proto se opét ome-
zime na opakovani na konkrétnim ¢asovém okamziku nezavislych udalosti a defi-
nujeme diskrétni komunikaéni kanal bez paméti. Ten kéduje postupné pismeno
z abecedy A na pismeno abecedy B a opét se zde vyskytuje Sum. Proto je takovy
kanal charakterizovany podminénymi pravdépodobnostmi (Fa,b)ae AbeB’ které jsou
jakymsi ,,pravdépodobnostnim zobrazenim* z A do B. Tento soubor Cisel tvoii sto-
chastickou matici, tedy hodnoty jsou nezaporné a pro kazdé a € A, ), _,T',, = 1.
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P11 posilani zpravy u € A" se postupné posilaji jednotliva pismena zpravy, ktera pod-
1éhaji stale stejnému Sumu vyjadienému matici (Fa,b)ae AbeB" Bezpamétovost pak
znamena, Ze vystupem bude zprava stejné délky a kazda takova zprava v € B” bude
mit podminénou pravdépodobnost danou predpisem

n—1

no_ I I
Fu’v = Fu[,u['

i=1

Diskrétni komunika¢ni kanal bez paméti budeme znacit symbolem I" a budeme
ho ztotoznovat se stochastickou matici (Fa,b)ae apep Kterd ho charakterizuje. Jeho
roz§ifeni na zpravy délky n, popsané vyse, budeme oznacovat jako n-tou mocninu
kanalu a budeme ji zapisovat jako I'". Mocninu I'” pak opét povaZujeme za kanal,
jehoz vstupnimi symboly jsou zpravy délky n nad abecedou A a vystupni abecedou
zpravy délky n nad abecedou B.

Poznamenejme, Ze kandl, ktery jsme definovali, je navic ¢asové invariantni,
tedy Sum nezavisi na Case. Obecné bychom v definici vySe mohli psat (I'), , a pak
by Casové invariance znamenala, Ze I, = I';, pro vSechna i, j. Pisobeni by pak bylo
stale bezpamé&tové, ale nikoli ¢asové invariantni. Rada tvrzeni i dikazii niZe plati bez
dalSiho analogicky i pro takové zobecnéni, ale pro jednoduchost budeme uvazovat
pouze Casove invariantni ptipad.

Jak uZ jsme fekli, kandl pfijima na vstupu zpravu a transformuje ji na zpravu
na vystupu. My budeme uvaZovat vstupni zpravu jako hodnotu ndhodné veli¢iny, a
kanél budeme vnimat jako zatizeni, které transformuje jednu ndhodnou veli¢inu na
druhou. Vstupni veli¢ina bude .S (sent) a vystupni R (received). Rekneme, Ze kanal
I" transformuje S na R pokud plati

P(R=b|S=a)=T,,, proviechnaa € A,b € B takova, ze P (S = a) > 0.

Tento fakt budeme zapisovat R = I'(.S), nebo také (R, S) ~ I'. Ekvivalentni pod-
minka, kterd nemusi testovat nenulovost P (S = a), je

P(R=bS=a)=T,,-P(S=a), a€AbEB.

Presné;ji feceno, kanél transformuje jedno pravdépodobnostni rozloZeni na jiné a
zaroven korektné specifikuje sdruzené rozloZeni vstupu a vystupu. Konkrétng, pokud
je vstupni rozloZeni Pg = (Pg(a)),c4» jsou vystupni rozdéleni (Pg(b)),cp a sdruZzené
rozdéleni

(P (@, b)) s pes
definovana predpisem
Pr(b) = Z Ps(a)- T, Pg r(a,b) = Pg(a) - T, ;.
a€A

Z teorie pravdépodobnosti plyne, Ze pro dané .S Ize najit veliCinu R tak, aby par
(R, S) mél predepsané rozdé€leni. Proto si dovolime vnimat kanal jako transformator
nidhodnych velicin.
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Smyslem komunikace je samozfejmée pienos informace. Proto naSim cilem je
poslat skrze komunikacni kanal takovou veli€inu .S, aby vystupni veli¢ina R méla s
vyslanou zpravou co nejvice spole¢ného. Toto trividlni neformalni konstatovani vede
matematicky k definici kapacity kanalu jako maximalni vzajemné entropie mezi vy-
slanym symbolem a pfijatym symbolem.

Definice 8.1. Kapacita kandlu T je

ch) = (gls%)fr I(R:S).

Vsimnéme si, Ze kapacita kandlu je definovana pro kddovani jednoho pismena.
Teorie komunikac¢niho kanélu se ale z velké Casti zajima o to, jak se daji kandlem
posilat delSi zpravy. Jingymi slovy, pro zvySujici se n nas bude zajimat, jak dobfe kanal
posila slova z A”. Budeme se tedy zabyvat n-tou mocninou kanalu I'”, ktery takovy
prenos popisuje. Pro rizna n tak dostavame sérii kanal pro posilani zpravy délky
n a miZeme se ptat, jaka je informacni hustota prenosu, neboli jakou maximalni
informaci sdili v priméru zaslany a obdrZeny symbol pfi posilani zpravy délky n,
neboli nis zajima

ca™m

n

U bezpamétového kanalu dokdzeme, Ze je tento pomér konstantni, tedy Ze je roven
kapacité¢ C(I').
Ukol kédovdni kandlu je tedy dvoji:

e Nalézt takové rozdéleni .S vstupnich symbolil, pii kterém bude vzdjemna in-
formace mezi R a S (jejichZ vztah je dan Sumem) maximalni. Uvédomme si
ovSem, Ze definice vzajemné entropie je netrivialni a nejen nedava zZadny na-
vod, jak informaci obsazenou v .S na zakladé R ziskat, ale ani nezarucuje, Ze
je to mozné. Uvidime, Ze to moZné je, ale podobné jako v pripadé kddovani
bez Sumu je k tomu nutné pfenos opakovat a nekddovat pravy po pismenech.
Prestoze je tedy chovani kanélu i jeho kapacita definovano na jednom pismeni,
dosaZeni kapacity bude vyzadovat kédovéani A” — B" pro dostate¢né velka n.

e Uvédomme si dale, Ze se primarné nechceme dozvédét (S)),c, ale (Y));en-
Cilem je tedy nalezeni kédovaciho a dekddovaciho postupu, tedy zptisobu,
jak zakddovat proces (Y)),cy tak, abychom ho mohli na zdklad€ (R;),cy re-
konstruovat. Jinak feceno, chtéli bychom, aby ,,obsahem* vzajemné entropie
(R));en a (S)),en bylo pravé (Y)),cy. Zde se ukazuje, pro¢ se nékdy vzajemna
entropie nazyva sugestivné ,,vzajemnd informace*. Mén¢ nazornym nazvem
»vzajemna entropie* ov§em naznacujeme, Ze proces kodovani a dekddovani
je netrividlni.

V pfipadé, Ze proces (Y;),cn produkuje uniformné rozloZené zpravy (coz po
kompresi do velké miry plati), to jednoduSe znamena, Ze chceme zakddovat
zpravy Yy, , takovymi zpravami Sy, ,, u kterych je mala pravdépodobnost
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zamény. Z toho je vidét, pro¢ se studium samoopravnych kédi zaméfuje na

maximalizaci vzdalenosti mezi kddovymi slovy. V tomto pfistupu je jiZ mimo

jiné skryt pfedpoklad kanalu bez paméti.
Hlavnim vysledkem teorie kanalu jsou Shannonovy véty, podle kterych pro kazdy
kanal existuje kddovani blizici se libovolné k jeho kapacité s libovolné malym nebez-
pecim chyby. Piesnéji, je-li kapacita kanalu C, 1ze libovolny proces (Y),y S entropii
M ((Y;),.,) < C pro libovolné £ > 0 zakédovat n&jakym procesem (S)) e tak, Ze
existuje dekodovaci strategie umoznujici z (R,),cy ziskat (Y)),c takové, Ze pravdé-
podobnost P (f/, * Y,.) < €. Naopak, kazdy pokus kapacitu kanélu prekrocit vede
k chybam s pravdépodobnosti, kterou nelze snizit pod fixni mez. Tento vysledek je
ekvivalentni vySe uvedenému tvrzeni, ze v pripadé diskrétniho kanalu bez paméti

nelze kapacitu zvysit tim, Ze budeme uvazovat vice pouZiti kanalu najednou.

Trividlnim pfipadem kandlu je kandl bez Sumu, tedy identita (I tento pfipad se
da zapsat pomoci matice podminénych pravdépodobnosti, konkrétné I', , = 1 pokud
a = b, jinak je I', , = 0). Takovy kanal bez Sumu je schopny pfenést D symboli za
jednotku Casu. Jak uz jsme poznamenali, v tomto piipad¢ ani o kanalu ¢i pfenosu ob-
vykle nehovofime. SpiSe bychom mluvili o prostorovych nez ¢asovych jednotkéch, a
spiSe o ukladani nez prenaseni informace, coZ ov§em na véci nic neméni. Kapacitou
takového kanalu je pak

C=m}§1X I(R:R)=logD,

kde maximum je dosaZzeno rovhomérnym rozdélenim. Chceme-li tuto kapacitu plné
vyuzit, potiebujeme zakédovat Y tak, aby jeden symbol obsahoval (v priméru)
log D informace o Y. Jinak fec¢eno, primérna délka kédu musi byt H,, (Y). Z toho
je vidét, Ze teorie komprese, kterou jsme se zabyvali v predchozich tfech kapitolach,
ukazuje, jak takovyto kanal optimalné vyuZit.

8.2 Kapacita opakovaného pouziti kanalu bez paméti

V predchozi kapitole jsme definovali kanél bez paméti neformélné jako opakované
pouziti t€hoz kandlu, tedy kanélu se ,,stejnym* Sumem, a také formalné¢ pomoci
vzorce pro prechodovou matici [. Nyni upfesnime, v jakém smyslu z forméalni de-
finice plyne neformalni ,,bezpamétovost*.

V nasledujicim tvrzeni je indexova mnozina J zbytecné obecnd, ale dikaz in-
dukci je snadny.

Lemma 8.2 (Pisobeni bezpaméfového kanalu na jednotlivé ¢asti vstupu). Bud' I
kanal bez paméti. Necht’ I transformuje Sy, ,, na Ry, . Potom pro jakoukoliv pod-
mnoZinu indexit J C {0, 1, ..., n}, jakdkoli pismena v; € B, j € J a jakékoli slovo
u € A" splitujici P (S = u) > 0 plati

P(Ri=vi,ieJ|Si=ui,i€J)=I]3>(R,.=U,.,i€J|S=u)=HFMPUI.

ieJ
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Plati tedy (S;, R,),c; ~ T

ieJ

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme indukci dle kardinality mnoZiny J. Budeme sestupovat
od |J| = nazk |J| = 1. Pokud |J| = n, je tvrzeni platné z definic. V indukc-
nim kroku mzeme predpokladat, Ze tvrzeni plati pro J U {j}, kde j & J. Nejprve
dok4Zeme druhou rovnost:

P(R=v,i€J|S=u)=) P(R=v.i€JAv,=b|S=u)

beB

-2((0e) )

=TITe - 2T =[] s - 1-

ieJ beB ieJ

Pro libovolné pevné u € A" mame tedy také

P(R=v.i€l.S=u)=]]r,, PE=uw,

ieJ

coZ vyuzijeme v nasledujicim vypocétu. Oznaéme U = {u’ € A" | u;. =u;, j€EJ}.
Prvni rovnost z tvrzeni pak dostavame takto:

P(Ri=v,8=u,i€t)= Y P(R=v,ic],S=u)

u'el

= S TIr., P (S=w)
wel ieJ

= Hru,-,v,- . Z P (S = u')
ieJ wel

=[IT0. P(Si=u.icJ).
icJ

Podélenim obou stran rovnice pravd&podobnosti P (.S; = u;,i € J) dostaneme pro
kazdé u spliujici pfedpoklad nenulovosti P (S = u) kyZenou rovnost. [

Tvrzeni 8.3 (Bezpamétovost mocnin kanalu). UvaZujme kandl T". Pro libovolnd
slovau € A", v € B", kde (u,v) € s(S, R), plati

(1)
P(R =v|S=u)=P(R=0v|S=u)=P (R, =v,|R;=v;,j#i,S=u) =T

]
u;,v;

(2)

n—1

P<R=U|S=u>=HIP<R,.=U,.|Si=ui>.
0

i=
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Diikaz. Plati
P(R=uv,S =u) P(R=v|S=u

P(R =v | R = ". ',S= — =
(Ri=vi| Ry =v;.j#1.5 =u) P(Ry=v,,j#i,S=u) P(R=v,j#i|lS=u)

Hje[O..n) Fuj,uj

v

u;,U;

Hje[O..n),j;éi Fuj,u-

J

kde druhy fadek pouzivd Lemma 8.2. Druhy bod plyne z prvniho a z definice [*. [

Vidime, Ze mocnina kanalu odpovida neformalni intuici bezpaméfovosti. Kanal

I se v Case i chova zcela nezéavisle na tom, co se stalo (a stane) jindy. Pozname-
nejme, Ze existuji i jiné kanily A” — B" nez I, které pro které plati

P(R =v;|S,=u)=T

LD
U;,U;

ale chovani v riiznych ¢asech nejsou nezavisla.

Nas$im cilem je nyni zkoumat kapacitu mocniny kanélu. V teorii kanalu hraje
centralni roli vzijemna informace dvou veli¢in S a R, proto nejprve bliZze rozebe-
reme jeji vlastnosti. UkdZeme, Ze podobné jako entropie je vzdjemna informace mo-
noténni, to znamend, Ze pridanim dalSich veli€in se vzdjemna entropie nezmensi.
Naopak, na rozdil od entropie, neni vzijemna informace obecné subadditivni. To
ukiZeme na prikladech, které mohou byt v rozporu s prvotni intuici.

Lemma 8.4 (Monotonie vzajemné entropie). Pro ndhodné veliciny S|, S,, R,, R,
plati
I(S,:R)<I(S :(R.R))<TI((S.S):(R,Ry)).

Diikaz. Dvoji aplikaci nerovnosti
IX:Y)=HX)-HX|Y)SHX)-HX|X,2)=1(X :(Y,2),
ktera plyne z Lemmatu 3.36(2), spolu se symetrii vzajemné entropie. 0

Znamy piipad po dvou nezavislych, ale po tfech zavislych veli¢in, dava piiklad
trochu podivného chovéani, konkrétné situace, kdy

0=I(S:R)+I(S:R)<I(S:(R,R))=1.

Konkrétn€ volime R; a R, jako nezavislé veli¢iny, rovnomérné rozdélené na mno-
ziné {0,1}, S je definovano pfedpisem S = (R, + R,) mod 2. Pokud bychom
nerovnost Cetli neformalnim zptsobem, dostali bychom, Ze .S nema nic spole¢ného
s R, ani s R,, pfesto ma néco spolecného s dvojici (R, R,) (dokonce se da z dvojice
jednoznac¢né zrekonstruovat). Pokud poloZime S; = S a S, = R,, dostaneme

0=T(S,:R)+I(S,:R,)<I((S.S):(R,Ry))=2.

Néco takového ov§em nemiZe nastat, pokud R, R, je vystupem bezpaméfového

kandlu pro vstup S,.S,. To plyne z obecngjsiho tvrzeni v nésledujicim lematu.
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Lemma 8.5. Necht'pro ndhodné veliciny Sy, ,) s hodnotamiv A a Ry, ,, s hodnotami
v B plati

n—1
P(Ro=0vlSo,=u)=]]P (R =018 =u),
0

i=
pro vSechnau € A", v € B" takovd, Ze P (S[O..n) = u) > 0. Potom

n—1

H (R | Som) = 2 H (R 1))

i=0

Ddle |
1 (S[O..n) : R[o_,n)) < ZI (S,. : Rl.) )

i=0

a rovnost nastane pravé tehdy kdyZ jsou veliciny R, i < n, vzdjemné nezdvislé.

Diikaz. Oznatme M = s (S, Ry_,)- Pro pevné i a a, b plati

P(S,=aR =b)= Y P (Sg.=uRp,=0).
(u,v)EM u;=a,v;=b
Z ptredpokladu plyne,
H (R[O..n) | Sio.m) == Z P (Sto.my = s Rig.y = U) logP (R[O..n) =0 Sy =)
(u,v)EM
n—1
== Y P(Sy,=wRg,=v)log[[P(R =015 =y
(u,v)eM i=0
n—1
== Z P (Sio.ny = ts Rpg.y = 0) Zlog[P’ (R =0,18;=u)
w0)EM i=0
n—1
= - Z Z P (S = R =0)logP (R, =0, | S, =u,)
i=0 (uv)EM

n—1
=-> > P (Sg.,=uRg,=v)logP (R =b|S, =a)

i=0 (a’b)ES(Psi,R,») (w,0)EM u;=a,v;=b

n—1
==Y > P(S=aR=b)logP (R =b|S,=a)

i=0 (a’b)es(PS,-,Ri)

|
—_

=) H(R/|S,).

i

Il
=
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Pro vzajemnou informaci dostavame,

1 (S[O--n) : R[O--n)) =H (R[O--n)) -H (R[O--n) | S[O--n)>

n

siH(Ri)—ZH(RilSi)=iI(Si P R;).

i=0

V predchozim vypoctu jsme sdruZenou entropii H (R[O..n)) odhadli pomoci souctu
entropii jednotlivych veli¢in R;, i < n. Rovnost nastane prave tehdy kdyZ jsou R,
vzajemné nezavislé. U

Lemma 8.6. Necht'pro nahodné veliciny Sy, , s hodnotamiv A a Ry, ) s hodnotami
v B plati

n—1
P (R[O..n) =] S[O..n) = “) = HP (Rl =vu | S = ”1) )
i=0
pro viechnau € A", v € B" takovd, Ze P (S[O..n) = u) > 0. Pokud jsou S, i < n,
nezavislé, pak jsou i (S;, R;), i < n, atedyi R, i < n, nezavislé.

Diikaz. Pokud P (S, = u) > 0, miZeme psat

P (S[o..m =u, Ry ) = U) =P (R[o..n) =v| S, = ”) P (S[o..n) = ”)
n—1

P(R=0v|8=u)[]P(S=u)

i=0

—_

n—

o

i=

—_

n—

P (R. =0, =ul.).

1

o

i=

Stejny vzorec plati v piipadé P (S 0. = u) = 0 trivialné&. Proto jsou vektory (S}, R,),
i < n, nezavislé a proto jsou nezavislé i samotné druhé slozky R;, i < n. 0

Nyni miizeme dokézat kyZenou vétu. Uved'me nejprve (jesté jednou) jeji nefor-
malni formulaci.

e Opakované pouziti kanilu chapané jako jeden velky kanal nema vétsi kapacitu
neZ chipané jako jednotliva pouZiti kanalu ptivodniho.

e Kapacita opakovaného pouZiti je dosaZena, pokud kazdé jeho pouziti dosa-
huje kapacitu a vstupy jsou navic nezavislé (tato podminka neni nutnd, pouze
postacujici).

Tvrzeni 8.7.
e Pro vsechna n plati, CI™) = nC(I").
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o Pokud I(S : I'(S)) = C("), pak pro i.i.d. posloupnost S,, i < n, kde S; md
stejné rozdéleni jako S, plati CI™) =1 <(S[O..n)) : F”(S[O”n))).

Diikaz. Bud (S > Ryo.y) ~ I'". Potom z Lemmatu 8.5 dostavame

I (S Row) < D I(S 1 R) <nC(D).
i=0

Hodnota nC(I') je tedy hornim odhadem pro kapacitu I"”. Zbyva si tedy v§Simnout, Ze
pro nezavislé veli¢iny maximalizujici kazdé jednotlivé pouZiti kanilu se tato hodnota
dosahuje, coz je pfedmétem druhé ¢asti tvrzeni.

Bud I(S :I'(S))=CT), bud S,, i < n, i.i.d. posloupnost, kde .S; ma stejné
rozd€leni jako S, abud Ry, ,, =T (S[O..n))' Z nezavislosti .S; dostdvame diky Lem-
matu 8.6 nezavislost R;, a Lemma 8.5 dava rovnost namisto prvni nerovnosti ve
vyrazu vySe. ProtoZe S, je pro kazdé i < n stejné rozdéleno jako .S, dostavame
I(R;: S;) = C(I). Tim je tvrzeni dokazané. O

8.3 Fanova nerovnost a véta o nepropustnosti kanalu

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, zda se da z daného kanélu odstranit Sum.
Zacnéme piikladem kanalu

05 05 0 O
0 05 05 O
0 0 05 05

05 0 0 05

I =

V tomto kanélu je obsaZzen Sum, ¢imZ mame na mysli, Ze pro néktera (v tomto
pripadé vSechna) pismena na vstupu jsou minimalné dvé moznosti, jaky bude vystup.
Proto se zda, Ze danym kanalem nelze posilat zpravy tak, aby se daly jednoznacné
dekoédovat. Presto existuje zpusob, jak Sum ,,odfiltrovat®. Staci neposilat v§echna
pismena, ale omezit se naptiklad jen na {a, c}. Ackoliv jsou u kazdého z nich na vy-
stupu mozné dvé varianty, mozné vystupy pro a se neprotinaji s moznymi vystupy
pro c. Proto funkce f, dana ptedpisem f(a) = f(b) = aa f(c) = f(d) = c, deko-
duje (s pravdépodobnosti jedna) spravné jakykoliv zdroj S, které vysila jen pismena
aac,tj.s(S) C {a,c}. Pokud bychom chtéli vyjadfit, jak velkou informaci dokaze
kanal pfenést bezchybné€, mohli bychom pro kvantifikaci pfirozené pouZit nejvetsi
moZnou entropii zdroje, ktery se da bezchybné pfenést. Vzhledem k tomu, Ze bez-
chybnost dostaneme vzdy pravé vhodnym vybérem pismen, které budeme posilat,
1ze pak pfi maximalizaci uvaZzovat pouze zdroj s uniformnim rozdélenim na takové
abecedé. Ten pak bude mit entropii rovnou velikosti mnoZiny vybranych pismen.
Da se tedy fict, Ze maximalizace entropie zdroje je totozna s maximalizaci velikosti
vybrané mnoZiny pismen, kde vybér garantuje bezchybné dekdédovani. Konkrétné
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hledame podmnozinu A" C A s maximalni velikosti takovou, aby rtizné vstupy z A’
nemohly mit stejny vystup, t.].

(T(a,b)>0&T(d,b)>0) = a=d

pro vSechna a,a’ € A’ ab € B. Velikosti pfenesené informace je pak logaritmus ve-
likosti takové mnoZziny, coZ odpovida entropii zdroje .S s rovhomérnym rozdélenim
na dané mnoZziné. Tato kvantita ma okamZitou souvislost se vzajemnou informaci
a také s kapacitou kanalu. Kapacita kanalu je obecné horni mezi pro bezchybny
pfenos. Zaroven ukaZzeme, Ze schopnost ,takika* bezchybného prenosu dlouhych
zprav se v limité blizi kapacité kandlu. Bohuzel zde ale budeme muset opustit kon-
cept zcela bezchybného pfenosu a budeme muset pripustit malou chybu. Problém
bezchybného pienosu je vidét na jakémkoliv kandlu, ktery pripousti véchny vystupy
pro kazdy vstup, napiiklad
r— (1 —e e ) .
e l—e

Kapacitu kanalu C(I') = 1 — H (e, 1 — e) realizuje uniformni zdroj .S na celé vstupni
abecedé&. Pro mala e je kapacita blizk4 jednicce. D4 se lehce nahlédnout, Ze je matice
I nenulova na vSech pozicich, a proto nelze najit ani dva rizné vstupy, zpravy z
A", jejichz mozné vystupy by se neprotinaly a daly se tak jednoznacné odlisit podle
vystupu. Pro dané n nelze bezchybné poslat dvé rizné zpravy, a proto je schopnost
bezchybného posilani zprav nulova. To je ale vzdalené kapacité kanalu, ktera roste
linearn€ do nekonec¢na dle Tvrzeni 8.7.

Jak jsme jiz fekli, ukdZeme, Ze pripusténi urcité chyby, libovolné malé, tedy
umozni prenos informace s asymptotickou efektivitou danou kapacitou kanalu C(I").
Zaroven ukazeme, Ze pokud budeme chtit velmi malou chybu pfenosu, nebude mozné
posilat informaci rychlejSim tempem neZ je kapacita kanalu. Kapacita kanalu se tak
opravdu stava vhodnou kvantifikaci schopnosti kanilu prenaset informace.

Pro piesné vysloveni a ditkazy vét nejprve uvedme presné definice toho, co jsme
jiz v tvodu zminili. V dalSim textu se budeme snaZzit odhadovat zdroj .S z vystupu
R pomoci funkce odhadu f : B — A. Definujme pravdépodobnost chyby odhadu
a € A a prumérnou pravdépodobnost chyby odhadu vzorci

PS R(av b)
Esrlfra) =P (f(R)#a|S =a)= Zs.xla.b)
o beB;(b);ea Pg(a)
Esir(f) =P (f(R) # 8) = Y Ega(f-0) - Ps(a) = 1 = 3 Ps x(f(5).b)
acA beB

Eqr =min{&Egr(f) 1 f 1 B— A}
Rikéme, 7e ndhodna veli¢ina .S : Q — A je uréena ndhodnou veli¢inou R : Q — B,

pokud &gz = 0. To je ekvivalentni tomu, Ze existuje takové f, pro kter€ f(R) =S
s pravdépodobnosti jedna — tedy spolehlivé, bezchybné dekddovani.
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Pro kanal I" = (F&b) definujme kapacitu pfenosu s chybou € predpisem

acA,beB
C.D) =max{H(S)| S : Q= A, Egres < €).

Rychlosti pFenosu rozumime H (.5, je to (v souladu s vyznamem entropie) primérné
mnoZstvi informace na jeden symbol.

Tvrzeni 8.8. Necht R, S . Q — A jsou ndhodné veliciny. Pak jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

1. S je urcena ndahodnou veli¢inou R,
2. H(S|R)=0,
3. I(S: R)=H(S).

Diikaz. Ekvivalence druhé a tfeti podminky plyne z fet€zového pravidlaZ (S : R) =
H (S)— H (S | R). Podle definice je H(S | R) = ), s H(S| R=b)-P (R = b).
Je-li H (S| R) = 0, musi byt kazdé H (S | R = b) nulové, takZe piislusny sloupec
matice podminénych pravdépodobnosti obsahuje jedinou jednotku. To znamena Ze
existujea = f(b)prokteré P (S = f(b) | R=>b) =1l atedytaké P (S = f(R)) = 1.
Naopak je-li P (S = f(R)) =1,je H(S | R =b) = 0 pro kazdé b € B a tedy také
H(S|R)=0. [

Diusledkem je, Ze kapacita kanalu je nejméné kapacita bezchybného pfenosu.
Dusledek 8.9. Pro kandl T plati Cy(I') < C(I).

Uz jsme konstatovali, Ze kapacita miZe byt ostie vétsi. Pak nemiiZe byt dosazena
bez pfipusténi (asymptoticky malé) chyby.
Pro x € [0, 1] poloZme

h(x)=H(x,1—-x)=—x-log(x)— (1 —x)-log(l — x),
kde v krajnich bodech definujeme (spojitym rozsitenim) A(0) = h(1) = 0.
10/
08/
06/

0.2
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Tvrzeni 8.10 (Fanova nerovnost). Necht'S, S’ : Q — A jsou ndahodné veli¢iny. Pak
H(S|S)<hP(S#S)+P(S#S")log(|Al - D).
Diikaz. Definujme
r@={ | bt 57 S0
Pro E jakoZto binarni veli¢inu plati
H(E)=h(P(S#5)).
Pokud fixujeme S = aa E = 1, pak se jist¢ .S nerovna a. Tedy pro S zbyva

na vyber z |A| — 1 hodnot. Z Tvrzeni 3.21 aplikovan€ho na rozdé€leni Pg,g/_, r_; na
A\ {a} tak dostavame

H(S|S" =a E=1) <log(|A| - 1).

(Pozor, H (S | 8’ = a, E = 1) muze byt vétsi nez H (S).)
Celkové tedy plati
H(S|S.E)= )Y P(S=aE=i)-H(S|(S.E)=(a0)
(a.yes(Pgr )
= ) P(S=a¢E=0)-H(S|(S.E)=(a0)
(a.0)es(Pyr )
+ ) P(S=aE=1)-H(S|(S.E)=(a1)
(a.hes(Pyr )
<0+ ) P(S'=aE=1) log(A|-1)
(@hes(Pyr )
=P(E=1)-log(|A|- D) =P (S #.5') -log(|A| - 1).
Zaroven plati H (E | S,S’) = 0, nebof E je urCena veli¢inou (S, S’). Proto
H(S,S")=H(E,S,5)a
H(S|S)=H(S,S')-H(S')=H(E,S.S')-H(S')=H(S|S.E)+H (S, E)-H(S) =
=H(S|S E)+H(E|S')<H(S|S",E)+H(E)<
<

]

Dusledek 8.11 (Fanova nerovnost pro odhad). Necht'S : Q - A, R : Q — B jsou
ndahodné veliciny, f . B — A. Pak

H(S | R) < (&g () + Egir(f) - log(JA] = 1).

Tedy
H(S|R < h(£S|R) +Egr - log(|A[ = 1).
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Diikaz. S vyuzitim pfedchoziho tvrzeni dostavame:

H (S| f(R) £ h(Egr(f)) + Esr(f) - log(|A] — D).

Navic
H(S|IR)=H(S,R)—H(R)=H(S,R, f(R)-H (R, f(R)) = H(S|R, f(R)) < H(S|f(R)).

Dokazali jsme tedy prvni ¢ast disledku. Druha ¢ast je jen aplikaci prvni ¢asti na
optimalni odhad f : B — A. U

Tvrzeni 8.12. Pro kandl (T, ) ae < 1/2 plati

a€A,beB

C.(I) < C(I) + h(e) + £ - log(|A| = 1).

Diikaz. Bud R, .S vstup a vystup pro kanal I', f(R) odhad pro S a to tak, aby platilo
C.(I) = H(S) a Egp(f) < e. Plati
CIOH=H)=Hl|R+I(S: R

< W(Egr()) + Espa(f) - log(IA] — 1) + C(T) < h(e) + € - log(|A] = 1) + C(D).

Podminka € < 1/2 je volena proto, abychom dostali nerovnost A(E sir(S)) < h(e),
nebot A(x) je rostouci pouze na [0, 1/2]. [

Véta 8.13 (Shannonova véta o nepropustnosti kanalu). UvaZujme kandl (Fa, b) veAbeB
a zvolme nezdporné € < 1/2. Pak pro viechna n € N plati ’

car h
o )SC(F)+E+£~log|A|.
n n

Diikaz. Plati
C.I")<he)+e-log(|A"|-D+CT") < h(e)+n-e-log|Al +n-CI).
]
Jinak se také da vyjadrit predchozi vysledek také takto:

Véta 8.14 (Shannonova véta o nepropustnosti kanalu, verze 2). Pro kandl (Fa, b)
a nahodné veliciny S, : Q — A", n € N plati

a€A,beB

<C@).

| o w(s,)
r}irglo Esms) =0 = lllglillp "

Zde je dobré si piipomenout, Ze (.S),) je posloupnost rozdéleni pro zpravy rostouci
délky, pticemz pro kazdou délku se snaZime vzdy znovu najit co nejlepsi rozdé€leni.
Nejde tedy jen o opakovani téZe veliciny S.
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Vyse uvedené véty jsou v literatufe obvykle oznaCovéany jako ,slaba inverzni
forma véty o kodovani kanalu* (weak converse of the Chanel Coding Theorem).
,Inverzni‘ proto, Ze mluvi o nemoZznosti prekrocit kapacitu. Zde tuto inverznost vy-
jadfujeme zaporem ve slové ,,nepropustnost®. ,,Slaba* proto, Ze nezkouma otazku,
co se stane, pokud néjakou malou chybu pfipustime. Zbyva totiz otazka, jaka je ka-
pacita kandlu, pokud asymptoticky pfipustime né€jakou malou chybu ¢, tedy pokud
uvazujeme

lim Eg sy — €-

n—oo

Lze za této podminky rychlost pfenosu asymptoticky zvysit? To by znamenalo najit
posloupnost veli¢in (S,) spliiyjicich tuto podminku tak, Ze

o H(S,)
limsuyp ——=C{I) +6
H—>o n

pro néjaké 6 > 0. Odpovéd na tuto otdzku je komplikovan€jsi. V jistém smyslu
takova moznost existuje. Pokud ale napt. pozZadujeme, aby k malé chybé dekédovani
dochézelo u vSech zprav (nejen v priméru), pak nelze kapacitu prekrocit vibec:
chyba pfi trvalém pouZiti kanalu nad jeho kapacitu roste u vétSiny zprav (prosté
vétsiny, nikoli pravdépodobnostni) k jedné. Podrobnostmi této silné konverzni véty
se v této prednasce nezabyvame.
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8.4 DosazZeni kapacity kanalu

Dosahnout kapacitu kanilu znamena najit kod, tedy rozloZeni vstupni posloupnosti
SW = (Sl.):'zl, ktery ma hustotu prenosu alespoit C (I') — 6 a primérnou chybu
dekodovéni nejvyse € pro predem zvolené parametry €,6 > 0. Shannonova véta o
kodovéni kanélu fika, Ze je to mozn€ pro libovolné €, 5 > 0, pokud je n vétSinez n, ;.
Hustota prenosu je pfitom H (S (”)) /n, tedy primérny pocet bitl na jeden symbol.
Takovému kodovani se fik4 obvykle ,,samoopravné* prave proto, Ze zatimco kanal
zpravu modifikuje, dekédovani je prakticky bezchybné.

Pro predstavu o tom, co takové kddovani znamen4, je vyhodné (a obvyklé) si
predstavovat vysilané zpravy jako mnozinu o velikosti m s rovhomérnym rozdéle-
nim, které jsou pfifazena slova z mnoZiny A", nebo rovnou jako tuto mnoZinu m
rovnomérné rozdélenych ,.kodovych slov* z A”. Informacni obsah jednoho slova je
pak samoziejmé log m a hustota prenosu je (log m) /n.

V kontextu nasi prednasky je dilezité pfipomenout souvislost tohoto pohledu
s obecnym pohledem pracujicim s entropii procesu S™. Tato souvislost je dana
,kodovanim zdroje*, tedy kompresi procesu S™ jehoZ vystupem je (opét asympto-
ticky), pravé mnoZina

m = ZH(S “)

rovnomérné rozlozenych ,,zprav*. To je mozné udé€lat vZdy. Skutecnost, Ze t€émto
zpravam poté jednoduse pfifazujeme delSi kodova slova (napf. pfidavanim kontrol-
nich bitit), ovSem jiz zavisi na predpokladu, Ze kapacita kanalu je dosaZena rovno-
mérnym rozdé€lenim vstupid. UkaZeme, Ze i tento predpoklad Ize ospravedlnit, totiZ
Ze kapacitu kanalu 1ze asymptoticky dosahnout pravé rovnomérné rozdélenymi ko-
dovymi slovy, a to i pro kandly, které nejsou symetrické, a pro které tedy teoretickd
kapacita jednoho pouZiti rovhomérnym rozdélenim dosaZena neni. Hledani vhod-
ného kodu je pak prosté hledanim vhodné mnoziny kédovych slov dané velikosti,
¢imz teorie samoopravnych kodl ziskava spiSe kombinatoricky charakter a teorie
informace v pozadi se pak Casto prehliZzi. MoZnost uvazovat rovnomérné rozdélené
kody, jak uvidime, opét tzce souvisi s vlastnostmi typické mnoZiny (a s vlastnosti
AEP).

[lustrujme nyni zadkladni myslenku samoopravnych k6dt pravé na jednoduchém
prikladu binarniho symetrického kandlu s pravdépodobnosti chyby e, tedy

1—e e
F_< e 1—e>'

Ochrana pted chybami spociva ve volbé kddovych slov, ktera jsou od sebe dostatecné
daleko tak, aby piijata zprava po pienosu byla ze vSech kédovych slov nejbliZe zpraveé
vyslané. To vede k pojmu diskrétni koule B, (s) se sttedem s, coZ je mnoZina slov,
které se od s 11§51 na méné nez d mistech. Stiedni hodnota poctu chyb pfi prenosu slova
délky n je en. Ze zakona velkych Cisel plyne, Ze pravdépodobnost vice neZ n (e + €)
chyb konverguje k nule pro n — oo. Malé pravdépodobnosti chyby pii prenosu m
zprav lze tedy doséhnout kédem K,, C A", pro ktery jsou mnoZiny { B, () :
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u € K, } navzijem disjunktni. Zakladni otdzkou samoopravnych kédi je v tomto
pfipadé€ nalezeni takové mnoZiny, tedy vméstnani m kouli do prostoru A”. Objem
prvki koule s polomérem ne lze aproximovat jako

Bne(s)=1+n+"'+< " > ~ ( " ) ~ 2mhE)
ne ne

Odtud m = |K, | ~ 2"/2""© = 2CD takze logm/n ~ C (R). Tento heuristicky
argument dava horni mez na rychlost pfenosu. Shannonova véta o kapacité kanalu
ik4, Ze pro velka n se lze této mezi libovolné pfibliZit.

%

V diikazu obecné podoby Shannonovy véty hraje klicovou roli typickd mnozina roz-
déleni P,, o které jiZ byla fe¢ v Kapitole 4. Je to mnoZina

n—1
n . 1
Mg(PA):{xeA : H(PA)+;loggPA(x,.) <£},

tedy mnoZina slov délky n, jejichZ informacni obsah na jeden symbol je e-blizko ent-

ropii rozdéleni. (Pfipomenime, Ze ¢ast této mnoZziny tvoii slova ,,frekvenéné typicka“,

tedy slova, ve kterych ma kazdé pismeno zhruba ocekavanou frekvenci. MnoZina ale

obsahuje i jind slova, jak jsme vid€li a jak ndzorné ilustruje i nasledujici priklad.)
Pojem typické mnoziny rozsitime na dvé rozdéleni néasledujici definici.

Definice 8.15. Spolecna typickd mnoZina rozloZeni P = (P (a,b)),c pep @ A X B
s margindlnimi rozloZenimi P, na A a Py na B je

3 (P) = (37 (By) X2 (By)) 0 202 (P).

Spolecna typickd mnoZina je ¢asti A" X B", pficemz kazdy jeji prvek (u, v) je typicky
ve trojim smyslu:

e u je typickou hodnotou rozdéleni P,,
e v je typickou hodnotou rozdéleni Py, a
e (u,v) je navic typickou kombinaci pro sdruZené rozdéleni P.

V ptipadé, ktery nés zajima, tedy pokud P = (5,1 (.5)), vyjadfuje spole¢né typicka
mnoZina typickou udalost pfenosu: je vybrana typicka zprava a ta je o¢ekdvanym
zpiisobem pfenesena na typické slovo vystupu. VSimnéme si, Ze netypické prenosy
zahrnuji i nasledujici situace:

e Je vyslana netypicka zprava (byf tfeba pfenos prob&hne typickym zplsobem);
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e Je vyslanai pfijata typicka zpréava, ale prenos probéhl netypicky. Piijata zprava
miZe byt napf. typicka pro jiné typické vyslané slovo.

e Je vyslana typicka zprava, je pfenesena typickym zptisobem, ale vysledna
zpréava je netypicka. Tato situace je nejméné intuitivni, ale pro zpravu i chybu,
které jsou na hranici typicnosti, se milize stat, Ze se netypické rysy zpravy i
prenosu zkombinuji tak, Ze je vysledek netypicky.

8.4.1 Priklad

Ze skript PK (str. 91n.) pfebirame nésledujici pfiklad. Uvazujme asymetricky kanél

1—r r
F_< s 1—s>'

Pror = 0.19 as = 0.21 je kapacita C (I') = 0.278, optimalni vstupni rozloZeni
P, = (0.503,0.497), cemuz odpovida Py = (0.512,0.488) (zaokrouhlené hodnoty,
pro analyzu kapacity viz PK, Ptiklad 20, str. 89). Zvolme kédovou mnoZinu

K = {00000,00111,11011, 11100},

pro kterou se libovolné dva prvky lisi na alespon tiech mistech. Koule B, (u),u € K,
jsou tedy disjunktni. Timto zptisobem budeme tedy kédovat dva bity informace do
péti symbolu a rychlost pfenosu bude 2/5. Chyba dekédovani je shora odhadnuta
pravdépodobnosti vyskytu dvou a vice chyb, coz je zhruba 0.26. Kapacita kanalu s
touto chybou je odhadnuta Fanovou nerovnosti jako 0.62 bitu na symbol.

Na Obrazku 8 jsou prvky spolecné typické mnozZiny M(S).OS vyznaceny ctverecky,
kde vodorovna osa obsahuje vyslanou posloupnost a svisla pfijatou posloupnost y.
Jedna se o vSechny dvojice (u, v), které se 1isi pravé na jednom misté. VSimnéme,
Ze vSechna slova v A% i B> jsou typickd (piestoZe samoziejm& mnoho slov neni
frekvencné typickych!), protoze informacni obsah obou pismen je velmi podobny.
Pravdépodobnost zmény pismene je 0.19 respektive 0.21. Neni proto piekvapivé (a
1ze snadno spoditat), Ze typické jsou pravé ty dvojice z A% x B, které se lisi o jedno
pismeno.

Obrazek také ukazuje dekddovaci funkci odhadu f, o které bude fe¢ v diikazu
Shannonovy véty. Dekddovani je zaloZeno na snaze najit k pfijatému y takové f (y) €
K, aby (f (), y) byla spole¢né typicka dvojice. Vidime, Ze pro kazdé piijaté y exis-
tuje nejvyse jedno takové f (y). Pro fadu piipadd v§ak Zadné takové f () neexistuje
a dekodovani v takovém pripadé selze. Pokud napt. pfijmeme 00111, pak existuje
celkem pét vzord, které predstavuji typicky ptrenos, ale Zadny z nich nelezi v K.
Prohlasime tedy, Ze neumime dekddovat. (Vystup miizeme v takovém piipadé zvolit
jinak, ale je ptehlednéjsi takové pfipady povaZovat rovnou za chybné dekédovani.)
Vime nicméné, Ze k takovym ,,netypickym* situacim nebude dochazet pfili§ Casto.
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11111 = L] »—==—— 11011
11110 - - = | —=—11100
11101 . . . ——=—11100
11100 [] [] [} L]

11011 [] [] (] []

11010 - . = 11011
11001 . = L] 11011
11000 - . L 11100
10111 00111
70110 . o .

10101 . . e . .

10100 - . L 11100
10011 . L ] 11011
10010 [ [] [] [] [

10001 [] [] [] [] []

10000 00000
01111 00111
01110 [] [] [] [} []

01101 [] [} [] [} []

01100 L] L] L] 11100
01011 . L ] 11011
01010 [} [] [] [] [}

01001 [] [] [] [ []

01000 00000
00111 [] [ ] [ [

00110 = = 00111
00101 | = - 00111
00100 00000
00011 | == 00111
00010 00000
00001 00000
00000 (] [] [] []
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Obrazek 8: Typicka mnoZina

8.4.2 Vlastnosti spolec¢né typické mnoziny

Pro ditkaz Shannonovy véty o propustnosti kanalu, budou klicové vlastnosti spolecné
typické mnozZiny, které kvantifikujeme v Tvrzeni 8.17. Nejprve uvedme dasledek
vlastnosti asymptoticky rovhomérného rozloZeni pro i.i.d proces.

Pfipomenime, Ze pro P € A (A) je P" € A (A") definovano jako soucin pravdé-
podobnosti pismen, a pro M C A" je P" (M) = Y, _,, P" (w).

Véta 8.16 (o typické mnozin€). Pro kazdé 6,& > 0 a pro kaZdé dosti velké n > n;,
plati

1-6)- on-(H(P)=¢) < |MZ (P)| < 2”‘(7"(1’)“), P" (MZ (P)) >1-6

Diikaz. Nechf X je i.i.d. proces s rozlozenim P. Z Tvrzeni 4.10 o rovhomérném
rozdéleni, v jeho slabsi verzi konvergence v pravdépodobnosti, bezprostiedné plyne
P (X0 €M"(P)) > 1 — 5 pro vSechna dosti velkd n. Déle

1> Z P (u) > |M: (P) | . 2—n(H(P)+6)
ueM’(P)

1=6< Y P"w< | (P)]- 270",
ueM”(P)
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Tvrzeni 8.17 (O spolecné typické mnoZin€). Necht

(X.Y)=((X,.Y;) : Q> AXB),_
Jje posloupnost nezavislych nahodnych velic¢in s rozloZenim P na A X B a margindl-

nimi rozloZenimi P, a Py a necht
(%.7)=((%.7): 0~ Ax5)

Jje posloupnost nezdvislych nahodnych velicin s rozloZenim

i<n

p (i,. —aY = b) = P, (@) Py (b).
Pak pro kaZdé €, 6 > O existuje ng, takové, Ze pro vSechna n > n; plati

(1) P <(X,Y) c W(P)) >1-5
(2) (1 =¢)-2n(HP¢) < ‘W;( P)‘ < on(H(Py+e)

(3) (1= 8)- 2705 < p ((R,7) €3 (P)) < 27 r)=50)

Diikaz.
(1) Podle Véty 8.16 o rovnomérném rozlozeni pro vSechna dosti velka n plati

P(X e (P))>1-3 P(Yem (P))>1-2 P(X,Y)eM (P)>1-2
P((XY) NI (P)) <P (X @00 (Py))+P (Y €2 (Py))+P (X, Y) g2 (P) < 6.

(2a) Podle Tvrzeni 8.16 je )W (P)‘ < |mr(P)| < pn(H(Py+e).
(2b) Naopak je-li P ((X, Y)e WQ(P)) >1-6,je

(I-9)< Z P"(x,y) < |RZ (P)) . ~n(H(P)=¢)
(x.y)EM(P)
3)
P((RY)edd®)= X PPy < pu|- 2 0ea o=z
(x.»)EM!(P)

< 2n(H(P)—H(X0)—H(Y0)+3e) — 2—n(I(PA:PB)—3£)

P((XF)exim)= 3 PPy 2 )| 2 Gt
(x.))EM!(P)
> (1 = §) - 2n(HPI=H(Xo)=H(Yy)=3¢)
— (1 _ 5) . 2—n(I(PA:PB)+3£).
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8.4.3 Shannonova véta o kapacité kanalu

Véta 8.18 (Shannon). Necht' T je informacni kandl s kladnou kapacitou, € > 0. Pak
existuje ny > 0, tak Ze pro kaZdé n > ny existuje ndhodnd veli¢ina S™ : Q — A"
takovd, Ze plati
H ( S("))
SS(n) <eg, T >C{)—€.

Ndéhodnou velicinu S™ Ize volit tak, Ze je rovnomérné rozloZend na néjaké pod-
mnoZiné K, C A", tedy Ze mdme |K,| zprdav délky n takovych, Ze kaZdou z nich lze
dekodovat s pravdépodobnosti chyby nejvySe € a zdroveri jejich pocet roste exponen-
cidalné s parametrem C (I'), konkrétné

log |K, |

>C{)—e.
Diikaz. Nechf S je ndhodna veli¢ina, ktera realizuje kapacitu kanalu, tedy
COH=I(5:TW)).

Pro dan€ € > 0 poloZme 6 = €/5, zvolme n > n; 5 z Tvrzeni 8.17, které navic
spliiuje
n>1/6 a 27" <§.

Vyznam téchto podminek se ukaZe v priibéhu diikazu.

Zvolme
m= [2n(C(r)—45)] .

MnoZina K, ktera bude oborem hodnot uniformné ndhodné rozdélené veliciny .S ),
bude mit velikost alespoti m /2 a obdrzime ji ve dvou krocich: nejprve zvolime (multi)mnoZinu
K’ o velikosti m a z ni poté vybereme nejméné polovinu nejvhodnéjsich slov. Mno-
Zinu K:l si miZeme predstavit jako matici S = S I 1<i<m,1<j<n pismenz
A. S, ; je tedy j-té pismeno i-t€ho kddového slova.

Kli¢ovou myslenkou dikazu je, Ze matici S budeme volit ndhodné v souladu s
rozdélenim .S, pfesnéji jako m - n nezavislych veli¢in s rozdélenim S. Je dilezité si
uvédomit, Ze tato nahodna volba S je nastrojem pro dikaz véty pomoci pravdépo-
dobnostniho argumentu. Chceme ukézat, Ze néjaky vhodny kéd existuje. Pro pienos
pak jiZ budeme pouZzivat vhodné zvoleny kod K, (vybranou polovinu vybraného S).
To je také naznaceno volbou znaceni: matici S vnimame jako ndhodnou veli¢inu,
zatimco K! € A™ je jedna z ji nabyvanych hodnot. V pribéhu dikazu budeme
ovSem nihodny jev volby kddu a ndhodny jev volby zpravy (a tedy kédového slova
z jiz zvoleného kddu) Sikovné kombinovat. To je mozné diky predpokladu, Ze volba
zpravy, jakozto volba z mnoziny indext {1, ... |K,|}, je na pouzivaném kédu neza-
visla. Volba slova, které budeme pienaset, je tedy kombinaci dvou nahodnych jevi:
volby kodu K, a (uniformné ndhodné) volby zpravy i z mnoziny {1, ..., |K,|}.

Pti volbé kédovych slov se miiZe stat, Ze totéZ slovo je zvoleno vicekrat. Aby
nédm tato moZnost nekomplikovala Givahy o velikosti mnoZiny K/ , budeme K’ chdpat
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jako multimnoZinu, tedy jako zobrazeni {1, ...,m} — A", které nemusi byt prosté, a
K (i) znali i-t€ kodové slovo. Dv€ stejnd kodova slova pak znamenajf, Ze dvé riizné
zpravy jsou kddovany stejnym slovem. Tato moZnost bude v nésledujicich tvahich
specidlnim pripadem nedspéSného prenosu.

Podivejme se nyni na pravdépodobnost chyb dekédovani ndmi zvoleného kodu.
K tomu je nejprve nutné urcit dekddovaci funkci odhadu f : B" — A”". Pfijaté
slovo y € B" budeme dekodovat takto: Pokud existuje pravé jeden index i splitujici
spliujici

(K, (i), y) €M} (S,T(S)) ,

pak polozime f (y) = K] (i). Pokud takovy index neexistuje nebo je jich vic, vy-
hlasime selhani. (Pfipadné néjaké vhodné f (y) zvolime, ale pro tcely nasledujiciho
odhadu pocitame takovou situaci pro jednoduchost mezi chybna dekédovani.) Nefor-
malnég feceno, dekddovani vychazi z predpokladu, Ze dochazi pouze k jednoznacné
uréenym typickym situacim.

Necht je vysléana i-td zprava, tedy slovo u = K (i), kter€ je hodnotou ndhodné
veli¢iny S, = (Sl.,l, ...+ S;,)- Podle definice dekédovani miZe dojit ke dvéma (vza-
jemné se nevylucujicim) udalostem vedoucim k chybé:

o (K!'(i),I"(w) & M (S,I'(S)) nebo

o (K'(j),I"(u)) €M:(S,T(S)) pro n&jakeé j # i.
Pro pravdépodobnost P, chyby pfi pienosu i-té zpravy tedy dostdvame nasledujici
odhad (posledni nerovnost vyuziva druhy dodate¢ny poZadavek na volbu n).

B <P((S.17(S)) 3G ST S))+ X P((S.17(S) €M (S.T(S))
J#i
<6+ (m— 1) 2 ISTE3) = 5 4 (g — 1) . 21CO-3)
S S+ 2n(C(F)—45) . 2—n(C(F)—35) =5+ 2—n5 <265,

Vsimnéme si, Ze vySe zminénym zpiisobem kombinujeme dva ndhodné jevy: volbu
zpravy a (pfedchozi) volbu kédu. Vzhledem k nezavislosti obou udalosti miZeme
jejich potadi v Givaze zaménit. Nejprve zvolime zpravu, zakddujeme ji a pieneseme,
pricemz sledujeme pravdépodobnost, Ze ziskana dvojice nebude typicka (prvni sc¢i-
tanec). Potom volime kédova slova pro ostatnich (m — 1) zprav, prenaSime je a po-
¢itdime pravdépodobnost, Ze se dostaneme do kolize s pfenesenou dvojici zvolené
zpravy (suma tvorici druhy s¢itanec). Jadrem odhadu je Tvrzeni 8.17 pouZité pro
P = (S5,T°(8)). Pro prvni sCitanec jsme pouZili bod (1) tohoto tvrzeni. Pro druhy
s¢itanec jsme pouZili bod (3) s vyuZitim pfedpokladu, Ze S; a I’ (5 j) jsou pro i # j
nezavislé. Tento piedpoklad plyne jednak z nezavislosti volby S, ;, jednak z predpo-
kladu, Ze kanal je bezpamétovy, viz posledni ¢4st Lemmatu 8.6.

Dostali jsme odhad chyby pro konkrétni zvolenou zpravu pfes v§echny mozné

kédy. Odhad ovSem plati i pro primérnou chybu P, pies vSechny zpravy:

P,=) p- P <25,

i<m
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kde p; = 1/m je pravdépodobnost volby i-té zpravy. To je tedy odhad oc¢ekavané
hodnoty (pfes vSechny mozZzné kédy) primérné chyby (daného kédu). Zjistili jsme
tedy, Ze takto dvojité primérna chyba je mensi nez 26. To ale znameni, Ze pri-
meérné chyba &€ (f) musi byt takto mala i pro n¢jakou hodnotu ndhodné veli¢iny S,
tedy pro néjaky pevny kéd K. Pravé provedend dvaha je jadrem toho, co se nazyva
pravdépodobnostnim argumentem. Ve skutecnosti to znamend, Ze takovych vhod-
nych kodu je hodné. Na druhou stranu je argument zcela nekonstruktivni, nedava
Zadny névod, jak konkrétni vhodny kod najit.

,,Nasli“ jsme kdod s dobrou primérnou chybou. Véta ov§em pozaduje, aby chyba
byla mala pro vSechna kédova slova. Z kédu proto odstranime slova s nejhorsi chy-
bou. Konkrétné vybereme jen ty zpravy, jejichz pravdépodobnost chyby nepresahuje
2 - £ (f). Podle Markovovy nerovnosti je takovych slov nejvyse m/2, jinak feceno,
nemuze byt vic neZ polovina slov s vice neZ dvojnisobnou chybou nez je priameér.
Tak dostaneme kyzeny kod K, : {1,...,p} — A", p > m/2. VSimnéme si, Ze
jsme zejména odstranili vSechna slova, ktera se v kddu opakovala, protoZe pro n¢ je
pravdépodobnost chyby jedna. Vznikly kod uz tedy miizeme chipat jako mnozZinu.
Je snadné uvazit, Ze pravdépodobnost chyby slov z K|, se pfi stejném dekdédovacim
postupu odstranénim nékterych slov z K/ nezvysila (naopak se sniZila).

Pro (novy) odhad f : B" — K,, a rovnomé&rné rozloZeni S na K, tedy mame
pozadované

g(s(n),r(s(m)) < 46 < €.

Vzhledem k tomu, Ze S™ je uniformni rozdéleni na mnoZing velikosti alespofi m /2,
dostavame i poZadovanou rychlost pfenosu nasledujicim vypoctem (ve kterém pou-
Zijeme i pfedpoklad n > 1/6):

H(S™) logm—1
( )z M. cM-45-L s> cm-ss=Cc@)-e
n

n
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9 MAP a ML dekodovani

V ptfedchozim oddilu jsme ukézali, Ze pro dany kanal I, je moZné posilat zpravy z
mnoZziny kédovych slov K, C A" s malou chybou pfi dekédovani. V dekddovani
bylo definovano pomoci typickych mnoZin. Pro potieby diikazu to byl nejvhodné;si
postup, ovSem zastiel fakt, Ze pokud jiZ mdme vybranou mnoZinu koédovych slov
K,, a tim 1 pravdépodobnostni rozloZeni zdroje (uvaZujeme rovnomérné rozdéleni
na vybrané mnoZziné), pak ziskame nejlepSi dekédovani (s minimalni moZnou chy-
bou) pomoci tzv. MAP-dekddovani, z anglického Maximum Aposteriori Probability
(,,nejvetsi aposteriorni pravdépodobnost®, ¢i snad ,,nejvétsi pravdépodobnost podle
dostupnych vysledki ).

Tato metoda funguje pro obecny kanél a zdroj, nikoliv jen pro situaci popsanou v
predchozim odstavci. Uvazujeme tedy obecny kandl I' a obecny zdroj .S. Pfedpokla-
dejme, Ze jsme pri prenosu kdédové zpravy kandlem obdrzeli vystup b. Na zakladé
tohoto vystupu chceme urcit, jaka kédova zprava a byla vyslana. Protoze hodnota
b je zavisla jak na kddové zpravé, tak na Sumu kanalu, nemtizeme a urdit s jisto-
tou. Zajima nés ale, jak4 kodova zprava byla na zilad€ dostupné informace vyslana
s nejvetsi pravdépodobnosti. Vystup b tedy opravime na predpoklddanou kédovou
zpravu a, ktera je definovana jako

Smap(d) = a 1= argmax P (S =a| R=b).
a€A
Takové dekédovani nemusi byt urceno jednoznacné. Pokud je maximum naby-
vano pro vice moznych a € A, vybereme libovolné jedno z nich. Dekdédovani mi-

nimalizuje celkovou chybu pfenosu. To je vidét z nasledujictho vypoctu chyby pro
obecné dekédovani f:

P (S # f(R) = Z P #f(RIR=bP(R=b)= Z P (S # finap(®)) Pr(b)
bES(PR) bES(PR)
= ) (1-P(S=fMR=b)P(R=b).
bES(PR)

Abychom minimalizovali chybu pomoci volby f : B — A, je tieba maxima-
lizovat aposteriorni pravdépodobnost P (S = f(r)|R = b), tedy pouZzit dekédovani
Jmap- Takovy pfistup zarovenn minimalizuje chybu pro dekodovani kazdé konkrétni
pfijaté zpravy b € B. (Pozor, neni pravda, Ze by minimalizoval chybu dekddovani
kazdé vyslané zpravy a € A).

Uvedme jesté jeden dilezity vzorec pro MAP-dekédovani, ktery ukazuje, Ze
jde soucasné€ o maximalizaci sdruzené pravdépodobnosti. Jelikoz je P (R = r) neza-
porné, plati

fmap(b) =argmax(P (S =a| R=b)P(R=0b)) =argmaxP (S =a, R=0b).

aceA acA
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Z definice se zda Ze pro urCeni f,,, potiebujeme znat matici podminénych prav-
dépodobnosti P (S = a | R = b). Predchozi vzorec ale ukazuje, Ze sta¢i sdruZené
pravdépodobnosti P (S = a, R = b), které se z rozloZeni zdroje P a z matice I" daji
ziskat rychleji.

Podivejme se nyni na dva priklady, kde je matice kanalu stejnd, ale méni se zdroj.

Priklad 1: Pro binarni symetricky kanal s chybovosti 0.1, uvazujme zdroj .S, kde
pravdépodobnost vyslani 0 je 0.99 a 1 je vysilana s pravdépodobnosti (frekvenci)
0.01. Jde tedy o velmi asymetricky zdroj, kde 1 reprezentuje n¢jakou velmi vzicnou
udélost (napfiklad hlaseni o néjaké poruse, ¢i katastrofé). Matice pravdépodobnosti
vypadaji nasledovné:

R\S ‘ 0 1 R\S ‘ 0 1
Pps=0: 0109 01, Prg: 0 [0.891 0.099, Pgr=1":
1 0.1 09 1 10.001 0.009

MAP-dekddovani 1ze vycist z druhé a tfeti matice. V obou pifipadech pro dané
b € B hleddme maximum v daném sloupci. Tomu odpovidajici fadek je pak nasim
dekdédovanim. Napiiklad pfi ptijeti zpravy 1 je pravdépodobnost 0.01 - 0.9 = 0.009,
Ze bylo zamySlenou zpravou skute¢né 1 (a nedoSlo k chybé¢), a pravdépodobnost
0.99 - 0.1 = 0.099, Ze byla vyslana nula (jako obvykle) a k chybé doslo. Je tedy

Yev s

fup@® =0,  i=0,1

V tomto piipadé je prevaha vysilané zpravy O tak velika, Ze se projevi i v dekddovani
a to naprostou absenci ambice detekovat, kdy byla vyslana zprava 1. Pfenos signilu
se v takovém momentu stane bezcennym. Zajimav¢jsi dekddovani by se objevilo az
pro n-nasobné pouZziti kanalu pro velka n.

Priklad 2: Pro binarni symetricky kanal s chybovosti 0.1, uvazujme zdroj .S s

rovnomérnym rozdélenim. Matice pravdépodobnosti vypadaji nasledovné:

R\S ‘ 0 1 R\S ‘ 0 1 R\S ‘ 0 1
Pps=T1: 0109 01, Prg: 0 045 005, Pgr=0I: 0 (09 0.1.
1 10.1 09 1 10.05 045 1 0.1 09

Zde vychazi dekédovaci funkce takto

Smap(D) = 1, i=0,1.
Vidime, Ze pfii jiném zdroji, se dekdédovani 1isi.

Priklady ukazuji, Ze f,,,, siln€ zavisi na zdroji a nelze ho vycist pouze z matice
I', kterd obsahuje opa¢né€ podminéné pravdépodobnosti, nez které maximalizujeme.
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Pokud ov§em mame rovnomérné rozdéleny zdroj, pak se 1ze opfit pfimo o matici I'.
Pro rovnomérny zdroj plati

fmap(b):argmax[P’(S:a,R:b):argmax[P’(R:b|S:a)IP(S:a)

a€A a€A
=argmaxP (R=b| S = a) = argmaxT,,.
acA a€A

kde ptedposledni rovnost plyne z konstantnosti P (S = a).

Obecnd metoda, ktera maximalizuje P (R = b | S = a) se nazyva ML-dekdédovani
z anglického Maximum Likelihood (,,nejvétsi (pravdé)podobnost ‘). Dekddovaci funkce
je v tomto pripadé

f(D) :=argmaxP(R=0b| S =a).

acA

Pro tuto metodu je dilezité, které z kddovych slov je vystupu ,,nejpodobné&jsi*,
vystup. Z pfedchoziho vypoctu je pak vidét, Ze se v obecném piipadé€ tyto metody
lisi, ale v ptipadé rovnomérné rozdéleného zdroje tyto metody splyvaji.

V tvodu jsme zminili potfebu dekddovat idedlni kéd (zdroj) pro obecny kandl,
ktery ziskame diky Shannonové vété. Takovy kdd muize byt volen tak, Ze je rovno-
mérny na né€jaké podmnoziné K, C A”". V tomto piipad¢ tedy miZeme dekddovat
obéma zpusoby, metodou MAP i metodou ML a ziskame stejnou dek6dovaci funkci.
Jen je tieba, pii hledani maxima, omezit se pouze na fadky, které odpovidaji zpravam
zK,.
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10 Pouziti kanalu pro konkrétni zdroj

V predchozich kapitolach, tykajicich se kapacity kandlu, jsme dokéazali, Ze Zadny
zdroj o entropii vyssi, nez je kapacita kanalu, se ned4 pfenaset ,,bez chyby*, 1épe
feceno s chybou, kterou Ize v limit€ zmensit na nulu. Pozitivni ¢ast teorie ukazala
mozZnosti pfenosu ve smyslu maxima pres vSechny mozné zdroje. Pro kazdé n jsme
nasli dostatecné bohaty (entropie blizka kapacité kanilu) rovnomérny zdroj na mno-
zin€ slov délky n, ktery 1ze pirenést s malou chybou. V tomto smyslu jsme tedy byli
schopni dosédhnout kapacity kanalu.

OvSem toto dosazeni kapacity nijak netik4, jak mame kanalem posilat konkrétni
zdroj s konkrétnim rozdélenim, abychom byli schopni takovy prenos dobie deko-
dovat. Zdrojem myslime posloupnost nahodnych veli¢in X = (X,),cy s hodnotami
v abecedé A’, kterd miiZe a Casto je odliSna od vstupni abecedy kanalu I', kterym
chceme prenéset. Jednoduchy piiklad miiZe byt pfenos pfedem neznamého textu v
anglickém ¢i jiném jazyce skrze ,digitalni* kanal. Abeceda A’ je tedy klasickou
abecedou daného jazyka, vstupni i vystupni abeceda kanélu je dvouprvkovad mno-
Zina {0, 1}.

Pfenos daného zdroje se pak sklada ze tf{ ¢asti:

1. ,,pfedzpracovani‘ zdroje, t.j. zobrazeni g : (A")" — A*,
2. ptenos kanalem I', konkrétn€ jeho pfisluSnou mocninou,
3. dekodovani prijaté zpravy f, : Bt — (A')".

Pro jednoduchost pfedpokladame, Ze je predem znama délka vyslané zpravy, a je
tedy zndmo, jakou dekodovaci funkci f, pouZit.

Obrazim g(u), u € (A’)*, budeme fikat kédovd slova. Otazkou bude, jak dlouha
musi byt, aby byl pfenos takika bezchybny. Delsi slova umoziiuji ur¢itou vnitini au-
tokontrolu, pro jednoduchost si miiZzeme piedstavovat kontrolni bity. Tim snizujeme
chybovost. Na druhou stranu je takovy pfenos pfirozené casové ¢i datové naroc-
néjsi. Radi bychom ukazali, jak tuto ndrocnost maximalné snizit. Cilit budeme na
asymptotické vysledky.

Zavedme nezbytné pojmy. Ve zbyvajici textu této Casti skript budeme uvazo-
vat zdroj (X,,),ey S hodnotami v abecedé A’ a pouZiti bezpaméfového kanalu I se
vstupni abecedou A a vystupni B.

Pro kédovaci funkci g : (A’)* — A* a dekédovaci funkce f, : B — (A")*
definujeme chybu dekodovani £, ,(n) predpisem

E (M) =P (f,TEeXg Xys.o, X, ) # Xo Xoou X, )
Abychom mohli pouZit pfedchozi vysledky, budeme predpokladat, Ze pti predzpra-

covani zdroje zobrazujeme slova stejné délky na slova stejné délky. Neboli slova
délky n zobrazime na slova délky m,. Ukazeme, zZe pokud chceme udrzet malou
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chybu pfenosu a zéaroven byt efektivni, mél by pomér mezi m, a n byt blizko po-
dilu H (X) /C(I'). Tento podil lze nejlépe pochopit v terminech rychlosti prenosu.
V redlném svéte by jednotkou rychlosti prenosu byl bit/s (pocet bitl za sekundu). V
pfipadé digitalniho kanilu ov§em cas nebereme v tivahu a pfirozenou jednotkou je
pocet bitli na jeden symbol, tedy na jednu instanci (¢i ,,pouziti) zdroje ¢i kanélu.
Entropie H (X)) vyjadfuje primérny pocet bitl obsaZeny v jednom takovém pouZiti.
Kanal tedy musi pfenaset pravé H (X) bitl na jedno pouZiti zdroje. Soucasné vyja-
dfuje kapacita C(I') pocet bitli, které je mozno spolehlivé prenést jednim pouZitim
kanalu. Na jedno pouZiti zdroje tedy skute¢né potfeba zhruba H (X) /C(I") pouziti
kanalu.

Tuto Gvahu miZeme s pomoci vlastnosti AEP pfelozit do poctu slov. Zdroj X
vygeneruje pfiblizné 2" pfiblizn& uniformné rozdélenych slov délky n, pficemz
zbyla slova miiZzeme v rdmci epsilonové tolerance ignorovat (jejich souhrnna pravdé-
podobnost — nikoli jejich pocet! — je mensi nez €). Pro m-tou mocninu kanélu zase ze
Shannonovy véty o propustnosti existuje mnoZzina kodovych slov o velikosti zhruba

26Mm g jejichz pomoci dosdhneme tolerovanou chybu. Rovnost
M (X)
m,=n-——,
n D)

tedy znamena, Ze mame stejny pocet slov, které potfebujeme zakddovat, a slov,
kterd mtizeme poslat kanidlem. Pak staci obé mnoZiny, typicka slova vygenerovani
zdrojem ,,namapovat* vzijemné jednoznac¢né na mnoZinu slov vhodnou pro pie-
nos kanalem. Takto bude definované zobrazeni g. Dekddovani pak bude sestavat z
odhadu poslaného slova, na néZ pak aplikujeme g~!. To je hlavni mySlenka nésle-
dujici véty. Jak je vidét, kli€ovou roli zde opét hraje vlastnost AEP. Pfipomenime,
7e AEP jsme v kapitole 4 zformulovali pro i.i.d. procesy a nékteré markovské pro-
cesy, a nezabyvali jsme se podrobnéji obecnéjSim kritériem pro to, aby pro dany
proces takova véta platila. Poznamenejme zde jen, Ze takova véta plati pro fadu
Lrozumnych“ procest (napf. pro tzv. ergodické staciondrni procesy — tento vysledek
se nazyva Shannonova-McMillanova-Breimanova véta). V nasledujici vété budeme
prosté predpokladat, Ze zdroj vlastnost AEP ma. Cely vysledek je rozdélen do dvou
tvrzeni. Prvni obsahuje jadro dikazu, druhé je reformulace do vysledného asympto-
tického tvaru pomoci standardniho néstroje, tzv. diagonalniho argumentu.

Tvrzeni 10.1. Necht X je zdroj s entropii H (X) = h splitujici AEP a necht’T je bez-
pamétovy kandl s nenulovou kapacitou. Bud’ ddle € > 0, m, posloupnost prirozenych
Cisel, kterd spliiuje podminku

Potom existuje kodovani zdroje g . (A")t — A*, které zobrazuje slova délky n
na slova délky m, a soubor dekodovacich funkci f, © B™ — (A')", n € N, takovych,
ze

lim P (£, (" (X 0,1-1))) # Xig1)) = 0.
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Diikaz. Bud vse dle pfedpokladii tvrzeni. Volme €’ < £/2 takové, Ze

h+¢ < h L
chH-¢ c '

Vlastnost AEP fika, Ze existuje n,, takové, Ze pro n > n;, ma typickd mnoZzina slov

Tn = {L{ (S (A,)n | [p) (X[O,n—l) — u) c (2_”(h+5/)’2—n(h—g’))}

pravdépodobnost vyssinez 1 — g'.
v . 2 v . . 12 sz~ v 12 ’
Z véty o propustnosti kanalu plyne, Ze existuje n; takovle, Ze pro kazdé n > ny,
existuje mnoZina K, € A™ mohutnosti alesponi 2™(€®~¢) 3 dekddovaci funkce
f r: : B™ — A™ takova, Ze pro vSechna v € K|,

P (f/(T"(v)) #v) <€
Bud nyni nj > max(n, ny) takové, Ze pro vSechna n > ny plati m, > nj a také

m, S h , h+¢€
n ~ CO) CD—¢"

Mohutnost mnoZiny T,, je mensi nebo rovna 2"+ a z pfedchozi nerovnosti
plyne, Ze pro kazdé n > n] je tato mohutnost mensi neZ mohutnost mnoZziny K,. V
takové situaci fixujme né€jakou bijekci g, z T, do podmnoZiny K/ C K,. Zobrazeni g
potom definujeme jako takové zobrazeni z (A’)* do A*, které zobrazuje slova délky
n na slova délky m, a g(u) = g,(u) pro vSechna n > nf/, u € T,. Dekddovaci funkce
/., pak je definovana takto:

f,() =u, pokudu € T, A g(u) = f(v),

jinak dekédujeme libovolné (takové dekddovani nekontrolujeme a spadne do chyby).
Chyba dekodovani tedy nastava, pokud proces X vygeneruje netypickou zpravu
nebo pokud selZe pfenos néjakého slova z K, . Soucasné predpokladame, Ze proces
prenosu je nezavisly na procesu vybéru zpravy. Plati tedy

P (f(rm"(g(X[o_.n)))) = X[o,.n)) =P (X[o_,n) €T, A f,;(rm"(g(X[o._n)))) = g(X[o._n)) =
= 2 P (/10" (X)) = 8Xo.) | Xy = u) - P (X, = 1)

ueT,
> (1-&)P (Xg, =u)=(1-€P>1-2¢
ueT,
Neboli chyba pfenosu je menSi nez €. [

Tvrzeni 10.2. Pro zdroj X s entropii h, ktery splituje AEP, a bezpamétovy kandl T
s nenulovou kapacitou, existuje kodovani zdroje g . (A")* — A*, které zobrazuje
slova délky n na slova délky m, a dekodovaci funkce f, : B™ — (A’)" takové, Ze

. m . mn h
,}Lrgo P (fn(r "(&(X(0.0-1))) # X[O,n—l)) =0, r}gglo o = ﬁ
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Diikaz. Tvrzeni dostaneme z ptedchoziho diagonilnim argumentem. Zvolme si né-
jakou klesajici posloupnost €, jdouci k nule. Zaroven poloZme

Pro pevné k spliiuje posloupnost (m, ), pfedpoklad pfedchoziho tvrzeni, a existuje
tedy kédovaci funkce g, : (A")* — A* asoubor dekédovacich funkci £, : B™ —
(A", n € N, takovy, Ze

r}gg P (fn,k(rm"‘k(gk(X[(),n_D))) #* X[O,n—l)) =0.

Lze tedy najit n, takové, Ze pro vSechna n > n, plati

P (fn,k(rmn’k (gk(X[O.,n)))) # X[O.‘n)) < Eps

Zarovenl 1ze volit n, tak, aby tvofily rostouci posloupnost, jdouci k nekone¢nu. Na-
konec definujeme

m, =m, ., gu) =g W, f,)=f,,(v),

pron, <n<n.,u€ (A), ve B" Pron < n,definujeme vse libovolné, na
asymptotické chovani to nema vliv. Pro n, < n < n,, zéroven plati

m, h

P (fn(an(g(X[o,,n)))) ?é X[O..n)) < ) n C(F)

Pokud nyni jde n do nekonecna, jde také k do nekonecna a dostadvame poZado-
vané limity. [
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