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1 Informace a entropie

1.1 Shannonova formule

Uvažujme hru, ve které si partner mysĺı prvek nějaké konečné abecedy A a máme tento prvek
určit řadou otázek, na které lze odpovědět ano či ne. Má-li např́ıklad abeceda A = {a, b, c, d}
4 prvky, lze myšlený prvek zjistit dvěma otázkami. Ptáme se nejprve, zda prvek patř́ı do
množiny {a, b}. Pokud ano, ptáme se zda je to a. Pokud ne, ptáme se zda je to c. Alternativně
lze tento princip vyjádřit kódováńım. Sled odpověd́ı, které dostaneme, určuj́ı jednoznačně
prvek dané abecedy. Existuje tedy kód, tj. prosté zobrazeńı f : A→ B2 do binárńı abecedy
B = {0, 1} daný předpisem

x a b c d
f(x) 00 01 10 11

Má-li abeceda A 2p prvk̊u, lze každé jej́ı ṕısmeno zjistit p binárńımi otázkami, neboli lze ho
kódovat binárńım slovem délky p. Ř́ıkáme že entropie abecedy A je H(A) = p = log |A|
bit̊u. Zde log = log2 je logaritmus při základu 2 a bit je jednotka informace odpov́ıdaj́ıćı
ṕısmenu binárńı abecedy.

Neńı-li počet prvk̊u |A| mocnina dvou, tj. plat́ı-li 2p−1 < |A| ≤ 2p, potřebujeme pro
kódováńı abecedy A také p bit̊u. Předpokládejme však, že mı́sto jediného ṕısmene máme
určit celou zprávu v abecedě A, tj. slovo (posloupnost ṕısmen) u = u0u1u2 . . . un−1 ∈ A∗.
Kódujeme-li mı́sto ṕısmen celé bloky ṕısmen, může být délka kódu kratš́ı, než kdybychom
kódovali každé ṕısmeno zvlášt’. Předpokládejme, že zprávu kódujeme po bloćıch délky m.
Takových blok̊u je |A|m, takže pro každý blok potřebujeme pm bit̊u, kde 2pm−1 < |A|m ≤
2pm . Odtud po logaritmováńı

pm − 1

m
< log |A| ≤ pm

m
=⇒ lim

m→∞
pm
m

= log |A|

Tento vztah je znám jako Heartleyho formule.

Definice 1 (Heartleyho formule) Entropie konečné abecedy A je

H(A) = log |A|.

Jestliže se v kódované zprávě r̊uzná ṕısmena vyskytuj́ı s r̊uznou pravděpodobnost́ı,
lze délku kódu sńıžit tak, že ṕısmen̊um s větš́ı pravděpodobnost́ı přǐrad́ıme kratš́ı kódy
a ṕısmen̊um s menš́ı pravděpodobnost́ı přǐrad́ıme deľśı kódy. Pro danou abecedu A označme
A∗ množinu konečných slov a A+ množinu neprázdných slov. Ř́ıkáme, že slovo u ∈ A∗ je
prefix (počátečńı úsek) slova v ∈ A∗, pokud existuje w ∈ A∗ takové že v = uw. To zahrnuje
i př́ıpad u = v, kdy w = λ je prázdné slovo nulové délky. Je-li u prefix v, ṕı̌seme u vp v.

Uvažujme abecedu A = {a, b, c, d}, jej́ıž ṕısmena se vyskytuj́ı s pravděpodobnostmi
P = ( 1

2 ,
1
4 ,

1
8 ,

1
8 ). Představme si, že mı́sto ṕısmene a se ve zprávě vyskytuje jedno z ṕısmen

a0, a1, a2, a3, která mezi sebou nedokážeme rozlǐsit, a podobně ṕısmeno b zastupuje některé
z ṕısmen b0, b1. Mı́sto abecedy A pak máme abecedu A′ = {a0, a1, a2, a3, b0, b1, c, d} s osmi
prvky, které maj́ı všechny stejnou pravděpodobnost 1/8 a můžeme je kódovat binárńım
kódem f ′ : A′ → B3

x a0 a1 a2 a3 b0 b1 c d
f ′(x) 000 001 010 011 100 101 110 111

Přejdeme-li nyńı zpět k abecedě A, vid́ıme že ṕısmeno a je určeno společným prefixem 0 kód̊u
ṕısmen ai a podobně b je určeno společným prefixem 10 kód̊u ṕısmen bi. Tak dostáváme
kód f : A→ B∗

x a b c d
f(x) 0 10 110 111
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Obrázek 1: Binárńı strom a prefixový kód

Přestože kódy ṕısmen maj́ı r̊uznou délku, určuje kód f(u) = f(u0)f(u1) . . . f(un−1) jedno-
značně slovo u = u0 · · ·un−1 ∈ A∗. Kód f je totiž prefixový: jsou-li x, y ∈ A r̊uzná ṕısmena,
neńı f(x) prefix f(y). Prefixový kód lze popsat strukturou binárńıho stromu. Binárńı strom
je každá množina T ⊆ B∗, která pro každé u ∈ T obsahuje také každý prefix v vp u. List
binárńıho stromu je jeho prvek, který neńı vlastńım prefixem žádného jiného prvku T .
Např́ıklad T = {λ, 0, 1, 10, 11, 110, 111} je binárńı strom s listy L(T ) = {0, 10, 110, 111} (viz
obrázek 1). Binárńı strom určuje orientovaný graf jehož vrcholy jsou prvky T a označené

hrany jsou u
a→ ua, kde a ∈ A. Je-li T binárńı strom, pak každé prosté zobrazeńı f : A →

L(T ) je prefixový kód.
Je-li nyńı x = x0 . . . xm−1 zpráva délkym v abeceděA = {a, b, c, d} s pravděpodobnostńım

rozděleńım P = ( 1
2 ,

1
4 ,

1
8 ,

1
8 ), je v ńı přibližně m/2 ṕısmen a s kódem délky 1, m/4 ṕısmen b

s kódem délky 2, atd. Očekávaná délka kódu je tedy

m

2
· 1 +

m

4
· 2 +

m

8
· 3 +

m

8
· 3 =

7m

4

To je méně než 2m, což je délka kódu při standardńım kódováńı slovy délky 2. Obecněji
předpokládejme, že abeceda A = Zk = {0, 1, . . . , k− 1} má k prvk̊u, a že pravděpodobnosti
výskytu ṕısmen jsou záporné mocniny dvou P = (2−d0 , . . . , 2−dk−1). Stejným postupem
jako v předcházej́ıćım př́ıpadě lze sestrojit prefixový kód f : A→ B∗ takový, že délka kódu
ṕısmene a ∈ A je |f(a)| = da = − logP (a). Ř́ıkáme že informačńı obsah ṕısmene a je
I(a) = − logP (a). Délka kódu je pak

L(P, f) =
∑

a∈A
2−da · da =

∑

a∈A
P (a) · I(a) =

∑

i∈A
P (a) · log

1

P (a)
.

Tuto hodnotu nazýváme entropíı rozděleńı P . Pro obecné pravděpodobnostńı rozděleńı
dokážeme existenci kódu splňuj́ıćı podobný vztah ve Větě 54.

Definice 2 (Shannonova formule) Pravděpodobnostńı rozděleńı nad abecedou A je
vektor P = (P (a))a∈A nezáporných č́ısel, jejichž součet je 1. Pravděpodobnostńı rozděleńı
tvoř́ı simplex

∆(A) = {P ∈ [0, 1]A :
∑

a∈A
P (a) = 1}

Informačńı obsah ṕısmene a ∈ A a entropie rozděleńı P ∈ ∆(A) je

IP (a) = log
1

P (a)
, H(P ) = −

∑

a∈A
P (a) · logP (a)

V př́ıpadě, že pravděpodobnost P (a) = 0 některého ṕısmene je nulová, klademe IP (a) =∞
a 0 · log 0 = 0, protože limx→0+ x log(x) = 0. Je-li rozděleńı P rovnoměrné, tj. P (a) = 1/|A|,

4



je IP (a) = H(P ) = log |A|. V tomto smyslu Shannonova formule zobecňuje Heartleyho
formuli. Na obrázku 2 vlevo je entropie rozděleńı P = (x, 1− x) binárńı abecedy:

h(x) = H(x, 1− x) = −x · log x− (1− x) · log(1− x)

Vid́ıme, že maximálńı entropii log 2 = 1 má rovnoměrné rozděleńı P = ( 1
2 ,

1
2 ). Na obrázku

2 vpravo je entropie pravděpodobnostńıch rozděleńı tř́ıprvkové abecedy. Maximálńı entropii
log 3 ≈ 1.585 má opět rovnoměrné rozděleńı P = ( 1

3 ,
1
3 ,

1
3 ).

je IP (a) = H(P ) = log |A|. V tomto smyslu Shannonova formule zobecňuje Heartleyho
formuli. Na obrázku 2 vlevo je entropie rozděleńı P = (x, 1− x) binárńı abecedy:

h(x) = H(x, 1− x) = −x · log x− (1− x) · log(1− x)

Vid́ıme, že maximálńı entropii log 2 = 1 má rovnoměrné rozděleńı P = (12 ,
1
2 ). Na obrázku

2 vpravo je entropie pravděpodobnostńıch rozděleńı tř́ıprvkové abecedy. Maximálńı entropii
log 3 ≈ 1.585 má opět rovnoměrné rozděleńı P = (13 ,

1
3 ,

1
3 ).

1

1
2

1

x

h(x) = H(x, 1− x)

0 1 0

0

1 1

log 3

H(x, y, 1− x− y)

Obrázek 2: Entropie pravděpodobnostńıho rozděleńı

Závislost délky kódu na frekvenci se uplatňuje i v přirozeném jazyce. Po vzniku pohyb-
livých obrázk̊u před sto lety lidé nejprve chodili do kinematoskopu nebo do biografu. Po
rozš́ı̌reńı této zábavy se začalo chodit do bia nebo do kina. Mı́sto často se vyskytuj́ıćıch sou-
slov́ı se použ́ıvaj́ı zkratky. Dlouhé názvy jako např́ıklad ”Spojené královstv́ı Velké Británie
a Severńıho Irska”jsou ve zprávách většinou zastoupeny zkráceným názvem.

1.2 Kombinačńı č́ısla

Shannonovu formuli lze odvodit ještě jiným zp̊usobem. Necht’ abeceda A = {0, 1, . . . , k− 1}
má k prvk̊u a necht’ ve zprávě u ∈ Am délky m se vyskytuje právě mi ṕısmen i. Takové
zprávy tvoř́ı kombinačńı množinu

C(m0, . . . ,mk−1) = {u ∈ Am : ∀i < k, |u|i = mi}, kde m = m0 + · · ·+mk−1.

Počet takových zpráv je zobecněné kombinačńı č́ıslo. Např́ıklad pro binárńı abecedu je

C(2, 2) = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100}, |C(2, 2)| = 4!

2! · 2! = 6

Tvrzeńı 1

|C(m0, . . . ,mk−1)| =
(
m0 + · · ·+mk−1

m0, . . . ,mk−1

)
=

(m0 + · · ·+mk−1)!

m0! · · ·mk−1!

Důkaz: Položme m = m0 + · · · + mk−1 a označme P(m) grupu permutaćı množiny Zm.
Zvolme pevné π ∈ C(m0, . . . ,mk−1) a definujme zobrazeńı F : P(m) → C(m0, . . . ,mk−1)
předpisem F (f) = πf (viz obrázek 3). Pro každé u ∈ C(m0, . . . ,mk−1) plat́ı

F−1(u) = {f ∈ P(m) : f [u−1(0)] = π−1(0), . . . , f [u−1(k − 1)] = π−1(k − 1)}
|F−1(u)| = m0! · · ·mk−1!
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1.2 Kombinačńı č́ısla
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Počet takových zpráv je zobecněné kombinačńı č́ıslo. Např́ıklad pro binárńı abecedu je

C(2, 2) = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100}, |C(2, 2)| = 4!

2! · 2!
= 6

Tvrzeńı 1

|C(m0, . . . ,mk−1)| =
(
m0 + · · ·+mk−1

m0, . . . ,mk−1

)
=

(m0 + · · ·+mk−1)!

m0! · · ·mk−1!

Důkaz: Položme m = m0 + · · · + mk−1 a označme P(m) grupu permutaćı množiny Zm.
Zvolme pevné π ∈ C(m0, . . . ,mk−1) a definujme zobrazeńı F : P(m) → C(m0, . . . ,mk−1)
předpisem F (f) = πf (viz obrázek 3). Pro každé u ∈ C(m0, . . . ,mk−1) plat́ı

F−1(u) = {f ∈ P(m) : f [u−1(0)] = π−1(0), . . . , f [u−1(k − 1)] = π−1(k − 1)}
|F−1(u)| = m0! · · ·mk−1!

5



❄
u

❄
π

f

0

u−1(0)

k − 1

u−1(k − 1)

0

π−1(0)

k − 1

π−1(k − 1)

· · · · · ·

Obrázek 3: Kombinačńı č́ısla

Odtud |C(m0, . . . ,mk−1)| = |P(m)|/|F−1(u)| = m!/m0! · · ·mk−1!

Velikost kombinačńı množiny odhadneme pomoćı Stirlingovy formule n! ≈ (n/e)n
√
2πn.

Lemma 2

lim
n→∞

n!(
n
e

)n√
2πn

= 1, lim
n→∞

(
logn!

n
− log

n

e

)
= 0.

Důkaz: Stirlingova formule se dokazuje pomoćı aproximace integrálu přirozeného logaritmu.
Důkaz prvńı formule vyžaduje dosti jemné aproximačńı metody (Wallis̊uv součin). Ukážeme
si d̊ukaz druhé formule, jej́ıž d̊ukaz je jednodušš́ı (viz obrázek 4):

ln(2) + · · ·+ ln(n− 1) <
∫ n

1
ln(x) dx < ln(2) + · · ·+ ln(n)

ln(n!)− ln(n) < [x ln(x) − x]n1 < ln(n!)

n ln(n)− n+ 1 < ln(n!) < (n+ 1) ln(n)− n+ 1

Po vyděleńı n dostáváme limn→∞(ln(n!)/n− ln(n)+1) = 0. Odtud převedeńım na dvojkový
logaritmus limn→∞(log(n!)/n− log(n/e)) = 0.

0 1 n 0 1 n

Obrázek 4: Integrace logaritmu

Věta 3 Necht’ mn(0), . . . ,mn(k − 1) jsou celoč́ıselné posloupnosti a předpokládejme že pro

Mn = mn(0) + · · ·+mn(k − 1) plat́ı limn→∞Mn =∞, limn→∞
mn(i)
Mn

= P (i). Pak

lim
n→∞

log |C(mn(0), . . . ,mn(k − 1))|
Mn

= −
k−1∑

i=0

P (i) · logP (i) = H(P )

Důkaz: Podle Stirlingova vzorce plat́ı

lim
n→∞

log |C(mn(0), . . . ,mn(k − 1))|
Mn

= lim
n→∞

1

Mn

(
log(Mn!)−

∑

i<k

log(mn(i)!)

)

= lim
n→∞

(
log(Mn!)

Mn
−
∑

i<k

mn(i)

Mn
· log(mn(i)!)

mn(i)

)

6
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Obrázek 4: Integrace logaritmu
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= lim
n→∞

(
log

Mn

e
−
∑

i<k

P (i) · log
mn(i)

e

)

= lim
n→∞

∑

i<k

P (i) · (log(Mn)− log(mn(i)))

= −
∑

i<k

P (i) · logP (i).

Pojem entropie v teorii informace souviśı s pojmem entropie v termodynamice. Termo-
dynamické systémy jsou charakterizovány makroskopickými stavovými veličinami jako je
tlak, teplota, objem, energie a také entropie. Prvńı termodynamický zákon ř́ıká, že energie
izolovaného termodynamického systému z̊ustává konstantńı. Druhý termodynamický zákon
ř́ıká, že entropie izolovaného termodynamického systému nemůže klesat. Ve statistické ter-
modynamice se rozlǐsuje makrostav systému od jeho mikrostavu, který je dán pozicemi
a rychlostmi všech jeho částic (molekul). V kvantové mechanice danému makrostavu od-
pov́ıdá velký ale konečný počet mikrostav̊u a entropie makrostavu se definuje (v souladu
s Heartleyho formuĺı) jako logaritmus tohoto počtu mikrostav̊u (násobený Boltzmannovou
konstantou). Pro entropii ideálńıho plynu se odvozuje přibližný vzorec

S(T, V,N) = kN

(
3

2
lnT + lnV − lnN + C

)

Zde T je absolutńı teplota, V je objem, N je počet molekul, k je Boltzmannova konstanta
a C je plynová konstanta.

T, V T, V T, 2V

N0 N1 N0 +N1

(P0, P1) ( 1
2 ,

1
2 )

=⇒

Obrázek 5: Růst entropie: Pi = kNiT/V , E = 3
2kNT .

Uvažujme nyńı dvě nádoby o stejném objemu, ve kterých je r̊uzné množstv́ı téhož
ideálńıho plynu při stejné teplotě a tedy r̊uzných tlaćıch. Stavy těchto systémů jsou tedy
(T, V,N0), (T, V,N1) (obrázek 5) a plyn je mezi těmito nádobami rozdělen pravděpodobnostńım
vektorem

P = (P0, P1) =

(
N0

N0 +N1
,

N1

N0 +N1

)

Spoj́ıme-li tyto dva systémy do jednoho, bude výsledný stav (T, 2V,N0+N1). Změna entropie
po tomto spojeńı je

S − S0 − S1 = k(N0 +N1)( 3
2 lnT + ln 2 + lnV − ln(N0 +N1) + C)

− kN0( 3
2 lnT + lnV − lnN0 + C)− kN1( 3

2 lnT + lnV − lnN1 + C)

= k(N0 +N1)(ln 2− ln(N0 +N1)) + kN0 lnN0 + kN1 lnN1

= k(N0 +N1)(ln 2 + P0 lnP0 + P1 lnP1)

= k(N0 +N1)
(
H( 1

2 ,
1
2 )−H(P0, P1)

)

Změna entropie je tedy rozd́ıl (informačně-teoretických) entropíı koncového rozděleńı ( 1
2 ,

1
2 )

a počátečńıho rozděleńı (P0, P1) násobený celkovým množstv́ım látky.

7



1.3 Divergence entropie

Uvažujme nyńı situaci, kdy rozděleńı P ∈ ∆(A) neznáme, a předpokládáme, že ṕısmena
zprávy maj́ı rozděleńı Q ∈ ∆(A). Kódujeme-li zprávu s t́ımto předpokladem, potřebujeme
− logQ(a) bit̊u na ṕısmeno a, takže celkové množstv́ı informace (délka kódu) je

∑

a∈A
P (a) · log

1

Q(a)
.

Ukážeme si (Tvrzeńı 6), že tato hodnota je vždy větš́ı nebo rovna entropii H(P ). Rozd́ıl
mezi těmito dvěma hodnotami nazýváme divergenci entropie.

Definice 3 Divergence entropie rozděleńı P ∈ ∆(A) vzhledem k rozděleńı Q ∈ ∆(A)
(nad stejnou abecedou A) je definována vzorcem

D(P ||Q) =
∑

a∈A
P (a) · log

1

Q(a)
−H(P ) =

∑

a∈A
P (a) · log

P (a)

Q(a)
.
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x
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1
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y=0.50

x
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1

2

y=0.75

x
1

1

2

Obrázek 6: Divergence entropie

Na obrázku 6 je divergence entropie pravděpodobnostńıch rozděleńı dvouprvkové abecedy

d(x, y) = x · log x
y
+ (1− x) · log 1− x

1− y .

Plat́ı d(x, 12 ) = 1− h(x), d(0, y) = − log(1− y), d(1, y) = − log y. Vlastnosti funkce entropie
a divergence entropie odvozujeme z vlastnost́ı funkce přirozeného logaritmu.

Definice 4 Reálná funkce f : I → R je konvexńı na intervalu I, pokud jej́ı graf lež́ı pod
každou jej́ı sečnou, tj, pokud pokud pro každé x, y ∈ I a každé a ∈ (0, 1) plat́ı

f(ax+ (1− a)y) ≤ a · f(x) + (1− a) · f(y)

Funkce f je striktně konvexńı, pokud pro každé x 6= y ∈ I plat́ı ostrá nerovnost

f(ax+ (1− a)y) < a · f(x) + (1− a) · f(y)

Funkce f je (striktně) konkávńı, je-li funkce −f (striktně) konvexńı.
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Tvrzeńı 4 (Jensenova nerovnost) Necht’ f : I → R je konvexńı funkce, x1, . . . , xn ∈ I
a necht’ t1, . . . , tn jsou nezáporná č́ısla, jejichž součet je 1. Pak

f


∑

i≤n
tixi


 ≤

n∑

i=1

ti · f(xi)

Důkaz: Podle předpokladu tvrzeńı plat́ı pro n = 2. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
n− 1 a dokažme ho pro n:

f


∑

i≤n
tixi


 = f

(
(1− tn)

∑
i<n tixi

1− tn
+ tnxn

)
≤ (1− tn) · f

(∑
i<n tixi

1− tn

)
+ tn · f(xn)

≤ (1− tn)
∑

i<n

ti
1− tn

f(xi) + tn · f(xn) =

n∑

i=1

ti · f(xi).

Tvrzeńı 4 (Jensenova nerovnost) Necht’ f : I → R je konvexńı funkce, x1, . . . , xn ∈ I
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1/e 1

-1/e

lnx x ln(x)

Obrázek 7: Funkce ln(x) a x ln(x)

Je-li f ′′(x) > 0 na otevřeném intervalu I, pak f je konvexńı na I. Např́ıklad funkce
ln(x) je konkávńı na (0,∞) a funkce x · ln(x) je konvexńı na (0,∞). Jej́ı limita v nule je
nulová a minimum −1/e nabývá v bodě 1/e (viz obrázek 7). Z konkávnosti logaritmu plyne
nerovnost, kterou budeme opakovaně použ́ıvat:

Lemma 5 Pro každé kladé x plat́ı ln(x) ≤ x− 1 a rovnost nastává pouze pro x = 1.

Tvrzeńı 6 Necht’ P,Q ∈ ∆(A) jsou pravděpodobnostńı rozděleńı nad stejnou abecedou A.
Pak D(P ||Q) ≥ 0 a rovnost nastává právě když P = Q.

Důkaz: Z Tvrzeńı 5 plyne

∑

a∈A

P (a) · ln P (a)
Q(a)

= −
∑

a∈A

P (a) · ln Q(a)

P (a)
≥ −

∑

a∈A

P (a) ·
(
Q(a)

P (a)
− 1

)
= 0

Odtud D(P ||Q) =
∑

a∈A P (a) · ln
P (a)
Q(a)/ ln 2 ≥ 0.

Speciálně pro rovnoměrné rozděleńı Q = ( 1n , . . . ,
1
n ) je entropie maximálńı. Pro každé P ∈

∆(Zn) je

H(P ) ≤
n−1∑

i=0

P (i) · log n = logn = H(Q).
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Obrázek 7: Funkce ln(x) a x ln(x)
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Vlastnost konvexity lze uvažovat nejen pro reálné funkce ale i pro funkci entropie na
simplexu ∆(A). Pro P,Q ∈ ∆(A) a 0 ≤ t ≤ 1, položme R(a) = tP (a) + (1 − t)Q(a). Pak
R ∈ ∆(A) je rozděleńı, které nazýváme konvexńı kombinaci rozděleńı P,Q. Obecněji jsou-li
P1, . . . , Pn ∈ ∆(A) a t1, . . . , tn nezáporná č́ısla jejichž součet je 1, je konvexńı kombinace
Q =

∑n
i=1 tiPi (tj. Q(a) =

∑n
i=1 tiPi(a) pro každé a ∈ A) pravděpodobnostńı rozděleńı na

A.

Tvrzeńı 7 Entropie je konkávńı funkce na ∆(A), tj.

H
(

n∑

i=1

tiPi

)
≥

n∑

i=1

ti · H(Pi).

Důkaz: Pro funkci g(x) = −x lnx plat́ı g′(x) = − lnx − 1, g′′(x) = −1/x < 0, takže g
je konkávńı. To znamená že pro každá kladná x1, . . . , xn a jejich konvexńı kombinaci plat́ı
g(t1x1 + · · · tnxn) ≥ t1 · g(x1) + · · · tn · g(xn). Odtud

H
(∑

i

tiPi

)
=

∑

a∈A
g

(∑

i

tiPi(a)

)
≥
∑

a∈A

∑

i

ti · g(Pi(a)) =
∑

i

ti · H(Pi)

Relativńı entropie D(P ||Q) je naopak konvexńı funkce (obou rozděleńı P a Q). Nejprve si
dokážeme pomocnou nerovnost.

Lemma 8 Necht’ a1 . . . , an, b1, . . . , bn jsou nezáporná reálná č́ısla. Pak

n∑

i=1

ai · log
ai
bi
≥
(

n∑

i=1

ai

)
· log

(∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

)

Důkaz: Položme ti = bi/
∑n
j=1 bj , xi = ai/bi. Funkce f(x) = x log(x) je striktně konvexńı.

takže

n∑

i=1

ai∑n
j=1 bj

log
ai
bi

=

n∑

i=1

tif(xi) ≥ f(

n∑

i=1

tixi) =

n∑

i=1

ai∑
j bj
· log

(
n∑

i=1

ai∑
j bj

)

a to už je Jensenova nerovnost.

Tvrzeńı 9 D(P ||Q) je konvexńı funkce na ∆(A)×∆(A), tj.

D
(∑

i

tiPi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∑

i

tiQi

)
≤
∑

i

ti · D(Pi||Qi)

Důkaz: Pro každé a ∈ A plat́ı podle Tvrzeńı 8
(∑

i

tiPi(a)

)
log

∑
i tiPi(a)∑
i tiQi(a)

≤
∑

i

tiPi(a) log
tiPi(a)

tiQi(a)

Sečteme-li tyto nerovnosti pro všechna a ∈ A, dostaneme požadovanou nerovnost.

1.4 Spočetná pravděpodobnostńı rozděleńı

Pravděpodobnostńı rozděleńı existuj́ı i na spočetných abecedách. Středńı hodnotu a entropii
spočetného pravděpodobnostńıho rozděleńı P = (P (n))n∈N ∈ ∆(N) definujeme vzorcem

E(P ) =
∑

i∈N
i · P (i), H(P ) = −

∑

i∈N
P (i) · logP (i).
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Př́ıklad 1 Entropie spočetného rozděleńı m̊uže být nekonečná.

Položme

a =

∞∑

n=3

1

n ln2 n
<

∫ ∞

2

dx

x ln2 x
=

[
− 1

lnx

]∞

2

=
1

ln 2

Pro P (n) = 1/an ln2 n, kde n ≥ 3 je

H(P ) =
1

ln 2

∞∑

n=3

ln a+ lnn+ 2 ln lnn

an ln2 n
>

1

ln 2

∫ ∞

3

dx

ax lnx
=

1

a ln 2
[ln lnx]∞3 =∞

Středńı hodnota tohoto rozděleńı je také nekonečná:

E(P ) =

∞∑

n=3

1

a ln2 n
>

∞∑

n=3

1

an
=∞.

Př́ıklad 2 Pro geometrické rozděleńı Pr(n) = (1− r)rn, kde 0 < r < 1, je

E(Pr) =
r

1− r , H(Pr) = log
1

1− r +
r

1− r log
1

r
=
H(r, 1− r)

1− r .

Důkaz:

E(Pr) = (1− r)
∞∑

n=0

nrn = (1− r)
( ∞∑

n=1

rn +

∞∑

n=2

rn + · · ·
)

= r + r2 + · · · = r

1− r

H(Pr) = −
∞∑

n=0

(1− r)rn(log(1− r) + n log r) = − log(1− r)− r

1− r log r.

Speciálně pro r = 1
2 je P 1

2
(n) = 2−n−1, E(Pr) = 1 a H(Pr) = 2. Závislost entropie na středńı

hodnotě je na obrázku 8. Pro velká E, kdy r je bĺızko jedné, je H(Pr) ≈ log((E(Pr) + 1)e).
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Obrázek 8: Entropie geometrického rozděleńı

Věta 10 Je-li Q ∈ ∆(N) pravděpodobnostńı rozděleńı se středńı hodnotou E = E(Q) < ∞
a Pr ∈ ∆(N) geometrické rozděleńı se stejnou středńı hodnotou E(Pr) = E, pak

H(Q) = H(Pr)−D(Q||Pr) ≤ H(Pr) ≤ log((E + 1)e).
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Důkaz: Středńı hodnota je E = E(Q) =
∑∞
n=0 n · Q(n). Pro r = E/(E + 1) je Pr(n) =

(1− r)rn geometrické rozděleńı se středńı hodnotou E a plat́ı

∑

n∈N
Q(n) · logPr(n) =

∑

n∈N
Q(n) · (log(1− r) + n · log r) = log(1− r) + E · log r

=
∑

n∈N
Pr(n) · (log(1− r) + n · log r) =

∑

n∈N
Pr(n) logPr(n)

takže

H(Q) = −
∑

n∈N
Q(n)

(
logPr(n) + log

Q(n)

Pr(n)

)
= H(Pr)−D(Q||Pr).

Po dosazeńı r = E/(E + 1) dostáváme

H(Pr) = log(E + 1) + E · log
E + 1

E
≤ log(E + 1) + E ·

(
E + 1

E
− 1

)
/ ln 2

= log(E + 1) + log e.

Věta 10 je speciálńı př́ıpad principu, který se použ́ıvá ve statistické mechanice, kde se
hledá maximálńı entropie rozděleńı, které splňuj́ı jistá omezeńı. Uvažujme matici nezáporných
č́ısel M = (Mij)i∈N,j=0,...,r, kde Mi0 = 1. Pro kladná č́ısla α0 = 1, α1, . . . , αr položme

W (α1, . . . , αr) = {Q ∈ RN
+ : ∀j ≤ r,

∑

i∈N
Q(i)Mij = αj}

Pro j = 0 dostáváme
∑
i∈NQ(i) = 1, takže každé Q ∈W (α1, . . . , αr) je pravděpodobnostńı

rozděleńı.

Tvrzeńı 11 Předpokládejme, že existuj́ı λ0, λ1, . . . , λr, taková že pro P (i) = 2
−
∑∞

j=0
Mijλj

plat́ı P ∈W (α1, . . . , αr). Pak pro každé Q ∈W (α1, . . . , αr) plat́ı

H(Q) = H(P )−D(Q||P ) ≤ H(P ).

Důkaz:

H(Q) = −
∑

i∈N
Q(i)

(
logP (i) + log

Q(i)

P (i)

)
=
∑

i∈N
Q(i)

r∑

j=0

Mijλj −D(Q||P )

=

r∑

j=0

αjλj −D(Q||P ) =
∑

i∈N
P (i)

r∑

j=1

Mijλj −D(Q||P )

= H(P )−D(Q||P )

1.5 Entropie náhodných veličin

Teorie informace se systematicky rozv́ıj́ı v rámci teorie pravděpodobnosti. Zavád́ı se po-
jem informačńıho obsahu pravděpodobnostńıho jevu a náhodné veličiny. Entropie náhodné
veličiny je středńı hodnota jej́ıho informačńıho obsahu. Teorie informace pojednává zejména
o informačńıch vztaźıch mezi dvěma a v́ıce náhodnými veličinami.

Pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,A,P), kde Ω je množina elementárńıch jev̊u,
A ⊆ P(Ω) je σ-algebra a P : Ω → [0, 1] je pravděpodobnostńı mı́ra na Ω. Náhodná
veličina je měřitelné zobrazeńı X : Ω → A, kde A je konečná nebo spočetná abeceda. To
znamená, že vzor každého ṕısmene a ∈ A

X−1(a) = {ω ∈ Ω : X(ω) = a} = [X = a] ∈ A

12



je měřitelná množina, protože na abecedě A implicitně předpokládáme σ-algebru P(A) všech
jej́ıch podmnožin. Rozděleńı PX ∈ ∆(A) náhodné veličiny X je dáno vzorcem PX(a) =
P[X = a] = P(X−1(a)). Ř́ıkáme, že náhodná veličina X : Ω → A je reálná, pokud A ⊂ R
je (nejvýše spočetná) množina reálných č́ısel. Např́ıklad charakteristická funkce χM : Ω →
{0, 1} náhodného jevu M ∈ A je definována vzorcem

χ
M (ω) =

{
0 pro ω ∈ Ω \M
1 pro ω ∈M

Středńı hodnota a rozptyl reálné náhodné veličiny X : Ω→ A ⊂ R je

E(X) =
∑

a∈A
PX(a) · a, V(X) = E(X − E(X))2 = E(X2)− E(X)2

Např́ıklad středńı hodnota a rozptyl charakteristické funkce je E(χM ) = P(M), V(χM ) =
P(M) · (1− P(M)).

Definice 5

(1) Informačńı obsah náhodného jevu M ∈ A je I(M) = − logP(M).

(2) Informačńı obsah náhodné veličiny X : Ω → A je náhodná veličina IX : Ω → [0,∞]
daná předpisem IX(ω) = − logPX(X(ω)), tj.

IX = −
∑

a∈A
logPX(a) · χX−1(a)

(3) Entropie náhodné veličiny X je

H(X) = E(IX) = H(PX) = −
∑

a∈A
PX(a) · logPX(a).

Informačńı obsah náhodné veličiny X je tedy složeńı zobrazeńı

IX : Ω
X−→ A

PX−→ [0, 1]
− log−→ [0,∞]

Jsou-li M,N ∈ A nezávislé jevy, tj. je-li P(M ∩N) = P(M) · P(N), je

I(M ∩N) = I(M) + I(N).

Uvažujme náhodné veličiny X : Ω→ A a Y : Ω→ B. Jejich dvojice je náhodná veličina
(X,Y ) : (Ω,A,P)→ A×B. Rozděleńı těchto náhodných veličin je

PX,Y (a, b) = P[X = a, Y = b],

PX(a) =
∑

b∈B
PXY (a, b) = P[X = a],

PY (b) =
∑

a∈A
PXY (a, b) = P[Y = b].

Náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé právě když PXY (a, b) = PX(a) · PY (b).

Tvrzeńı 12 Jsou-li X,Y nezávislé náhodné veličiny, pak IX,Y = IX + IY .

Důkaz:

IX,Y (ω) = − logPX,Y (X(ω), Y (ω)) = − log(PX(X(ω)) · PY (Y (ω)))

= IX(ω) + IY (ω).

Jsou-li X a Y závislé, neńı mezi IX,Y a IX + IY žádný vztah.
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Př́ıklad 3 Uvažujme pravděpodobnostńı rozděleńı na abecedách A = {a0, a1}, B = {b0, b1}:

PXY :
b0 b1

a0 1/3 0
a1 1/2 1/6

, IX,Y :
b0 b1

a0 1.58 ∞
a1 1.00 2.58

, IX+IY :
b0 b1

a0 1.58 + 0.26 1.58 + 2.58
a1 0.58 + 0.26 0.58 + 2.58

Je totiž PX = [ 1
3 ,

2
3 ]T (transpozice), PY = [ 5

6 ,
1
6 ], IX = [1.58, 0.58]T , IY = [0.26, 2.58]. Pro

entropii, tj. středńı hodnotu informačńıho obsahu však plat́ı nerovnost:

Tvrzeńı 13 Pro náhodné veličiny X,Y plat́ı

max{H(X),H(Y )} ≤ H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ),

a H(X,Y ) = H(X) +H(Y ) plat́ı právě když X a Y jsou nezávislé.

Důkaz: Pro rozděleńı Q(a, b) = PX(a) · PY (b) na A×B plat́ı podle Tvrzeńı 6

H(X,Y ) = −
∑

a∈A

∑

b∈B
PX,Y (a, b) · logPXY (a, b)

≤ −
∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · (logPX(a) · PY (b))

= −
∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · logPX(a)−

∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · logPY (b)

= H(X) +H(Y ).

Rovnost zde plat́ı právě když PXY (a, b) = PX(a) ·PY (b), tj. když X,Y jsou nezávislé. Druhá
část tvrzeńı plyne z nerovnosti PXY (a, b) ≤ PX(a):

H(X,Y ) = −
∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · logPXY (a, b) ≥ −

∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · logPX(a) = H(X).

a obdobně H(X,Y ) ≥ H(Y ), takže H(X,Y ) ≥ max{H(X),H(Y )}.

Definice 6 Vzájemná informace dvou náhodných proměnných je

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ).

Podle Tvrzeńı 13 je 0 ≤ I(X : Y ) ≤ min{H(X),H(Y )} a I(X : Y ) = 0 plat́ı právě když X
a Y jsou nezávislé.

1.6 Podmı́něná informace a entropie

Je-li pravděpodobnostńı rozděleńı PX kladné, existuj́ı podmı́něné pravděpodobnosti

PY |X(a, b) = P[Y = b|X = a] = PXY (a, b)/PX(a).

Pro každé pevné a ∈ A je (PY |X(a, b))b∈B pravděpodobnostńı rozděleńı na B. Jeho entropii
označujeme H(Y |X = a).

H(Y |X = a) =
∑

b∈B

PXY (a, b)

PX(a)
· log

PX(a)

PXY (a, b)

Podmı́něná entropieH(Y |X = a) může být k entropiiH(Y ) v libovolném vztahu. Dozv́ıme-li
se hodnotu náhodné proměnné X může se naše nejistota o Y jak zvýšit tak sńıžit.
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Př́ıklad 4 Uvažujme pravděpodobnostńı rozděleńı

PXY =

[
1/2 0
1/4 1/4

]
, PY |X =

[
1 0

1/2 1/2

]
, PX|Y =

[
2/3 0
1/3 1

]

Pak PX = [ 1
2 ,

1
2 ]T , PY = [ 3

4 ,
1
4 ], H(X) = 1, H(Y ) = 0.811, H(X,Y ) = 3

2 , H(X : Y ) = 0.311.
Pro podmı́něné entropie dostáváme

0 = H(Y |X = 0) < H(Y ) < H(Y |X = 1) = 1.

Podmı́něná entropieH(Y |X) = 1
2 je již menš́ı nežH(Y ). PodobněH(X|Y ) = 0.689 < H(X).

Definice 7 Informačńı obsah a entropie náhodné veličiny X za podmı́nky Y je

IY |X = −
∑

a∈A

∑

b∈B
logP[Y = b|X = a] · χX−1(a)∩Y −1(b)

H(Y |X) = E(IY |X) =
∑

a∈A
PX(a) · H(Y |X = a) =

∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · log

PX(a)

PXY (a, b)

Je tedy IY |X(ω) = − logPY |X(X(ω), Y (ω)). Podmı́něná informace je pr̊uměrné množstv́ı
informace nutné k určeńı Y , pokud již známe X.

Tvrzeńı 14 Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny. Pak

(1) IY |X = IX,Y − IX

(2) H(Y |X) = H(X,Y )−H(X)

(3) H(Y |X) = H(Y )− I(X : Y ) ≤ H(Y )

(4) H(X,Y ) = H(Y |X) + I(X : Y ) +H(X|Y )
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Tvrzeńı 14 Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny. Pak
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Obrázek 9: Podmı́něná a vzájemná entropie

Důkaz: S použit́ım Definice 6 dostáváme

IY |X(ω) = − logPY |X(X(ω), Y (ω)) = logPX(X(ω))− logPX,Y (X(ω), Y (ω))

= −IX(ω) + IX,Y (ω)

H(Y |X) =
∑

a∈A

∑

b∈B

PXY (a, b) · logPX(a)−
∑

a∈A

∑

b∈B

PXY (a, b) · logPXY (a, b)

= −H(X) +H(X,Y ) = H(Y )− I(X : Y ) ≤ H(Y )

H(X,Y ) = H(Y ) +H(X |Y ) = H(Y |X) + I(X : Y ) +H(X |Y )
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= −IX(ω) + IX,Y (ω)

H(Y |X) =
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∑

b∈B
PXY (a, b) · logPX(a)−

∑

a∈A

∑

b∈B
PXY (a, b) · logPXY (a, b)

= −H(X) +H(X,Y ) = H(Y )− I(X : Y ) ≤ H(Y )

H(X,Y ) = H(Y ) +H(X|Y ) = H(Y |X) + I(X : Y ) +H(X|Y )

Náhodné veličiny X : Ω → A, Y : Ω → B a Z : Ω → C jsou nezávislé, jesliže pro každé
a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C plat́ı PXY Z(a, b, c) = PX(a)PY (b)PZ(c). V tomto př́ıpadě plat́ı

IX,Y,Z = IX + IY + IZ , H(X,Y, Z) = H(X) +H(Y ) +H(Z)
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Př́ıklad 5 Necht’ X,Y : Ω → B jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım ( 1
2 ,

1
2 ) a

Z = (X + Y ) mod 2.

Pak X,Z jsou nezávislé, Y,Z jsou nezávislé, ale X,Y, Z nezávislé nejsou. Pro entropii plat́ı

H(X,Y, Z) = H(X,Y ) +H(Z|X,Y ) = H(X,Y ) = 2H(X) = 2, I(X : Y : Z) = −1

kde

I(X : Y : Z) = H(XY Z)−H(X)−H(Y )−H(Z) + I(X : Y ) + I(X : Z) + I(Y : Z).

Tvrzeńı 15 Necht’ X,Y, Z jsou náhodné veličiny. Pak

(1) IX,Y,Z = IX + IY |X + IZ|X,Y

(2) IY,Z|X = IY |X + IZ|X,Y

(3) H(X,Y, Z) = H(X) +H(Y |X) +H(Z|X,Y )

(4) H(Y,Z|X) = H(Y |X) +H(Z|X,Y )

(5) H(Z|X,Y ) ≤ H(Z|Y )

Důkaz: Informaci tř́ı náhodných veličin můžeme poč́ıtat dvoj́ım zp̊usobem:

IX + IY,Z|X = IX,Y,Z = IX,Y + IZ|X,Y = IX + IY |X + IZ|X,Y

a odtud plyne (1) a (2). Přechodem ke středńı hodnotě dostáváme (3) a (4). Pro d̊ukaz (5)
uvažujme pro pevné b ∈ B náhodné veličiny Xb, Zb s rozděleńım

P[Xb = a, Zb = c] = P[X = a, Z = c|Y = b] = PXY Z(a, b, c)/PY (b)

P[Zb = c|Xb = a] = P[Z = c|X = a, Y = b] = PXY Z(a, b, c)/PXY (a, b)

Pak H(Zb|Xb) ≤ H(Zb) a tedy

H(Z|X,Y ) =
∑

a,b,c

PXY Z(a, b, c) · log
PXY (a, b)

PXY Z(a, b, c)

=
∑

a,b,c

PY (b) · P[Xb = a, Zb = c] · log
1

P[Zb = c|Xb = a]

=
∑

b∈B
PY (b) · H(Zb|Xb) ≤

∑

b∈B
PY (b)H(Zb) = H(Z|X)

Ř́ıkáme že náhodné veličiny X,Y, Z tvoř́ı markovský proces X → Y → Z, pokud plat́ı

P[Z = c|X = a, Y = b] = P[Z = c|Y = b]

Tvrzeńı 16 Jestlǐze X,Y, Z tvoř́ı markovský proces, pak H(Z|X,Y ) = H(Z|Y ).

Důkaz:

H(Z|X,Y ) = −
∑

a∈A

∑

b∈B
PX,Y (a, b)

∑

c∈C
P[Z = c|X = a, Y = b] logP[Z = c|X = a, Y = b]

= −
∑

a∈A

∑

b∈B
PX,Y (a, b)

∑

c∈C
P[Z = c|Y = b] logP[Z = c|Y = b]

= H(Z|Y )

Tvrzeńı 17 Pro posloupnost náhodných veličin X0, . . . Xn−1 plat́ı

H(X[0,n)) =

n−1∑

i=0

H(Xi|X[0,i))

= H(X0) +H(X1|X0) +H(X2|X[0,1]) + · · ·+H(Xn−1|X[0,n−1))
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2 Náhodné procesy

Text psaný bud’ v přirozeném nebo programovaćım jazyce modelujeme jako náhodný proces,
tj. posloupnost náhodných veličin. Tyto náhodné veličiny nejsou nezávislé. Pravděpodobnoast
výskytu ṕısmene je značně ovlivněna kontextem v jakém se nacháźı. Tato závislost snižuje
entropii textu a umožňuje jeho kompresi.

Definice 8 Náhodný proces nad abecedou A je nekonečná posloupnost náhodných veličin
X = (Xn : Ω→ A)n∈N. Rozděleńı procesu je zobrazeńı PX : A∗ → [0, 1]

PX(u) = P[X[0,|u|) = u[0,|u|)] = P[X0 = u0, . . . , X|u|−1 = u|u|−1], u ∈ A∗

Proces X je stacionárńı, pokud má stejné rozděleńı jako posunutý proces (Xi)i≥1.

Pro zobrazeńı PX plat́ı Kolmogorovy podmı́nky kompatibility

∑

a∈A
PX(ua) =

∑

a∈A
P[X[0,|u|) = u,X|u| = a] = P[X[0,|u|) = u] = PX(u), u ∈ A∗

a PX(λ) = P(Ω) = 1. Je-li proces X stacionárńı, plat́ı nav́ıc

∑

a∈A
PX(au) =

∑

a∈A
P[X0 = a,X[1,|u|] = u] = P[X[1,|u|] = u] = P[X[0,|u|) = u] = PX(u).

Definice 9 Symbolická mı́ra je zobrazeńı µ : A∗ → [0, 1], které splňuje podmı́nky kom-
patibility

µ(λ) = 1,
∑

a∈A
µ(ua) = µ(u), u ∈ A∗

Stacionárńı symbolická mı́ra je zobrazeńı µ : A∗ → [0, 1], které splňuje oboustranné
podmı́nky kompatibility

µ(λ) = 1,
∑

a∈A
µ(au) =

∑

a∈A
µ(ua) = µ(u), u ∈ A∗

Tvrzeńı 18 Je-li X náhodný proces, je PX symbolická mı́ra. Proces X je stacionárńı právě
když PX je stacionárńı mı́ra. Je-li µ : A∗ → [0, 1], symbolická mı́ra, existuje náhodný proces
X takový že PX = µ.

Důkaz: Položme Ω = AN, kde AN je množina nekonečných slov x = x0x1x2 . . . v abecedě
A. Necht’ B je σ-algebra borelovských množin. Ta je definována jako nejmenš́ı σ-algebra,
která obsahuje všechny cylindry, tj. množiny tvaru

[u] = {x ∈ AN : x[0,|u|) = u}, u ∈ A∗

Symbolickou mı́ru µ lze definovat na cylindrech jako µ([u]) = µ(u) a jednoznačně rozš́ı̌rit
na pravděpodobnostńı mı́ru, tj. na spočetně-aditivńı zobrazeńı µ : B → [0, 1]. Náhodnou
veličinu Xi : AN → A definujeme jako projekci Xi(x) = xi. Pak X = (Xi : AN → A)i≥0 je
náhodný proces s rozděleńım PX = µ. .

Je-li µ symbolická mı́ra, je jej́ı restrikce na An rozděleńı které znač́ıme µ|An ∈ ∆(An).
Je-li P ∈ ∆(A) rozděleńı, označme Pn ∈ ∆(An) rozděleńı

Pn(u) = P (u0) · · ·P (un−1), u ∈ An

Pro M ⊆ An znač́ıme
Pn(M) =

∑

u∈M
Pn(u)
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Pro dané P ∈ ∆(A) položme
µ(u) = P |u|(u), u ∈ A∗

Pak µ je stacionárńı mı́ra, která se nazývá bernoulliovská. Bernoulliovské mı́ry jsou právě
rozložeńı proces̊u tvořených stejně rozdělenými navzájem nezávislými náhodnými veličinami.

Definice 10 Dolńı a horńı entropie náhodného procesu je

H(X) = lim inf
n→∞

H(X[0,n))/n, H(X) = lim sup
n→∞

H(X[0,n))/n.

Pokud dolńı a horńı entropie splývá, ř́ıkáme že proces má entropii H(X) = H(X) = H(X).

Věta 19 Stacionárńı proces X má entropii

H(X) = lim
n→∞

H(Xn|X[0,n)) = lim
n→∞

1

n
H(X[0,n)).

Důkaz: Označme a0 = H(X0), an = H(Xn|X[0,n)). Podle Tvrzeńı 17

an ≤ H(Xn|X[1,n)) = H(Xn−1|X[0,n−1)) = an−1

takže an je nerostoućı posloupnost a jej́ı limita a = limn→∞ an existuje. Podle Tvrzeńı 17 je

bn =
H(X[0,n))

n
=

1

n

n−1∑

i=0

H(Xi|X0, . . . , Xi−1) =
1

n

n−1∑

i=0

ai

Pro každé ε > 0 existuje m takové že pro všechna n ≥ m je |an − a| < ε a tedy

|bn − a| ≤
1

n

(
m−1∑

i=0

|ai − a|+
n−1∑

i=m

|ai − a|
)
≤ 1

n

m−1∑

i=0

|ai − a|+ ε

takže lim supn→∞ |bn − a| ≤ ε. Protože to plat́ı pro každé ε > 0, je limn→∞ bn = a.

Je-li X stacionárńı proces s rozděleńım PX , pak P(u0 . . . un−1) = PX(un−1 . . . u0) splňuje
oboustranné podmı́nky kompatibility a tedy určuje stacionárńı proces. Ř́ıkáme že proces Y je
inverzńı k X, pokud maj́ı navzájem inverzńı rozděleńı. Operace inverze reprezentuje obráceńı
směru času.

Tvrzeńı 20 Je-li X stacionárńı, je

H(X0|X(0,n]) = H(Xn|X[0,n)), H(X0|Xn) = H(Xn|X0)

Důkaz: H(X0|X(0,n]) = H(X[0,n]) − H(X(0,n]) = H(X[0,n]) − H(X[0,n)) = H(Xn|X[0,n)).
Podobně plat́ı H(X0|Xn) = H(X0, Xn)−H(Xn) = H(X0, Xn)−H(X0) = H(Xn|X0).

Tvrzeńı 21 Navzájem inverzńı stacionárńı procesy maj́ı stejnou entropii.

Důkaz: Necht’ Y je proces inverzńı k X.

H(Y ) = lim
n→∞

1

n
H(Y[0,n)) = lim

n→∞
1

n
H(X[0,n)) = H(X)
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2.1 Markovské procesy

Definice 11 Markovský proces řádu k ≥ 0 je náhodný proces pro který plat́ı

P[Xn = un|X[0,n) = u[0,n)] = P[Xn = un|X[n−k,n) = u[n−k,n)], n > k

Pro k = 0 má markovská podmı́nka tvar

P[Xn = un|X[0,n−1) = u[0,n−1)] = P[Xn = un],

takže markovský proces řádu 0 je posloupnost nezávislých náhodných veličin. Tyto náhodné
veličiny nemuśı mı́t nutně stejné rozděleńı, v tomto př́ıpadě však proces neńı stacionárńı. Sta-
cionárńı markovský proces řádu 0 je posloupnost stejně rozdělených nezávislých náhodných
veličin, tedy bernoulliovský proces. Markovský proces řádu k ≥ 2 lze ekvivalentně popsat
jako markovský proces prvńıho řádu:

Tvrzeńı 22 Je-li X = (Xn : Ω → A)n≥0 markovský proces v abecedě A řádu k ≥ 2, je
Y = (X[kn,kn+k))n≥0 markovský proces řádu 1 v abecedě Ak.

Důkaz: S použit́ım vzorce P[Y, Z|X] = P[Y |X] · P[Z|X,Y ] dostáváme

P[Yn = u[kn,kn+k)|Y[0,n) = u[0,kn)]

= P[X[kn,kn+k) = u[kn,kn+k)|X[0,kn) = u[0,kn)]

=

k−1∏

i=0

P[Xkn+i = ukn+i|X[0,kn+i) = u[0,kn+i)]

=

k−1∏

i=0

P[Xkn+i = ukn+i|X[kn+i−k,kn+i) = u[kn+i−k,kn+i)]

= P[X[kn,kn+k) = u[kn,kn+k)|X[kn−k,kn) = u[kn−k,kn)]

= P[Yn = u[kn,kn+k)|Yn−1 = u[kn−k,kn)]

Stacionárńı markovský proces prvńıho řádu lze popsat matićı přechodových pravděpodobnost́ı.

Definice 12 Stochastická matice nad abecedou A je čtvercová matice R = (R(a, b))a,b∈A
nezáporných č́ısel, která pro každé a ∈ A splňuje

∑
b∈AR(a, b) = 1.

Pro stacionárńı markovský proces X prvńıho řádu definujme jeho stacionárńı vektor
P ∈ ∆(A) a přechodovou matici R předpisem

P (a) = PX(a), R(a, b) = P[X1 = b|X0 = a] =
PX(ab)

PX(a)

Pak R je stochastická matice a plat́ı P ·R = P , tj.
∑

a∈A
P (a) ·R(a, b) = P (b)

Naopak je-li P ∈ ∆(A) pravděpodobnostńı rozděleńı, a R stochastická matice splňuj́ıćı
P ·R = P , existuje stacionárńı markovský proces prvńıho řádu se stacionárńım rozděleńım
P a přechodovou matićı R. Rozložeńı procesu je dáno vzorcem

µ(u) = P (u0) ·R(u0, u1) · · ·R(u|u|−2, u|u|−1).

Podmı́něné pravděpodobnosti P[Xn = b|X0 = a] = Rn(a, b) jsou určeny mocninami přechodové
matice. Je totiž

P[X2 = c|X0 = a] =
∑

b∈A
P[X1 = b|X0 = a] · P[X2 = c|X0 = a,X1 = b]

=
∑

b∈B
R(a, b) ·R(b, c) = R2(a, c)
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Věta 23 Entropie stacionárńıho markovského procesu X prvńıho řádu se stacionárńım
rozděleńım P a přechodovou matićı R je

H(X) = H(X1|X0) = −
∑

a∈A
P (a)

∑

b∈A
R(a, b) · logR(a, b).

Důkaz: H(Xn|X[0,n)) = H(Xn|Xn−1) = H(X1|X0).

Tvrzeńı 24 Je-li X stacionárńı markovský proces řádu 1 s primitivńı přechodovou matićı
R a stacionárńım vektorem P , je proces k němu inversńı také stacionárńı markovský proces
řádu 1 se stejným stacionárńım vektorem P a přechodovou matićı

R(b, a) = P (a) ·R(a, b)/P (b)

Důkaz:

P[X0 = u0|X[1,n] = u[1,n]] =
P (u0)R(u0, u1) · · ·R(un−1, un)

P (u1)R(u1, u2) · · ·R(un−1, un)
=
P (u0)R(u0, u1)

P (u1)

= R(u1, u0) = P[X0 = u0|X1 = u1]

Tvrzeńı 25 Je-li X stacionárńı markovský proces řádu 1, pak

(1) H(Xi+1|X[0,i]) = H(Xi+1|Xi).

(2) I(X0 : Xn) ≤ I(X0 : Xn−1).

(3) H(Xn|X[0,n)∪(n,2n]) = H(X1|X0, X2) = 2H(X1|X0)−H(X2|X0)

Důkaz: (1) plyne bezprostředně z definice. Pro podmı́něné pravděpodobnosti snadno od-
vod́ıme

P[Xn = un|X0 = u0, X1 = u1] = P[Xn = un|X1 = u1]

Takže H(Xn|X0, X1) = H(Xn|X1) a tedy

I(X0 : Xn−1) = I(X1 : Xn) = H(Xn)−H(Xn|X1) = H(Xn)−H(Xn|X0, X1)

≥ H(Xn)−H(Xn|X0) = I(X0 : Xn).

H(X[0,n)∪(n,2n]) = H(X0) +H(X1|X0) + . . .+H(Xn−1|Xn−2) +

H(Xn+1|Xn−1) +H(Xn+2|Xn+1) + . . .+H(X2n|X2n−1)

= H(X0) + 2(n− 1)H(X1|X0) +H(X2|X0)

H(Xn|X[0,n)∪(n,2n]) = H(X[0,2n])−H(X[0,n)∪(n,2n]) = 2H(X1|X0)−H(X2|X0)

Bod (3) Tvrzeńı 25 se vztahuje k situaci, kdy neznáme jedno ṕısmeno textu a snaž́ıme se ho
určit z celého kontextu, tj. z ṕısmen předcházej́ıćıch i následuj́ıćıch.

Tvrzeńı 26 Pro každou stochastickou matici R existuje stacionárńı vektor P , pro který
P ·R = P .

Důkaz: Prostor pravděpodobnostńıch vektor̊u ∆(A) ⊂ [0, 1]A s eukleidovskou metrikou je
kompaktńı. Zvolme libovolné Q ∈ ∆A a položme Qn = (Q+Q ·R+ · · ·+Q ·Rn−1)/n. Pak
Qn ∈ ∆(A) a existuje vybraná konvergentńı posloupnost limi→∞Qni = P . Plat́ı

P ·R− P = lim
i→∞

(Qni ·R−Qni) = lim
i→∞

1

ni
(Q ·Rni −Q) = 0.

Př́ıklad 6 Necht’ 0 < p, q < 1 a položme

R =

[
1− p p
q 1− q

]
, P =

[
q

p+ q
,

p

p+ q

]
.
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Pak P je jediné stacionárńı rozděleńı R. Entropie př́ıslušného stacionárńıho procesu je

H(X) =
q · H(p, 1− p) + p · H(q, 1− q)

p+ q
.

Stochastické matice zadáváme grafem jehož vrcholy jsou ṕısmena abecedy a jehož hrany
jsou označeny pravděpodobnostmi.

Př́ıklad 7 Necht’ p = (pa, pb, pc, pd) je kladné pravděpodobnostńı rozděleńı. Stochastická
matice R na obrázku 10 má stacionárńı rozděleńı tvaru P = [0, q2 ,

q
2 , 1− q], kde 0 ≤ q ≤ 1.

Pak P je jediné stacionárńı rozděleńı R. Entropie př́ıslušného stacionárńıho procesu je

H(X) =
q · H(p, 1− p) + p · H(q, 1− q)

p+ q
.

Stochastické matice zadáváme grafem jehož vrcholy jsou ṕısmena abecedy a jehož hrany
jsou označeny pravděpodobnostmi.

Př́ıklad 7 Necht’ p = (pa, pb, pc, pd) je kladné pravděpodobnostńı rozděleńı. Stochastická
matice R na obrázku 10 má stacionárńı rozděleńı tvaru P = [0, q2 ,

q
2 , 1− q], kde 0 ≤ q ≤ 1.

a

b c

d

R =

a b c d
a pa pb pc pd
b 0 1/2 1/2 0
c 0 1/2 1/2 0
d 0 0 0 1 0.5

0.5

0.5
0.5

pa

pb pc

pd
1

Obrázek 10: Markovský proces s přechodným stavem

V tomto procesu je stav a přechodný: Je-li X0 = a, proces po konečném počtu krok̊u
přecháźı bud’ do stavu d s pravděpodobnost́ı pd/(1−pa) a zde již z̊ustává, nebo do množiny
stav̊u {b, c} s pravděpodobnost́ı (pb + pc)/(1− pa). Je totiž

P[∃n,Xn ∈ {b, c}|X0 = a] =

∞∑

n=1

pn−1
a (pb + pc) = (pb + pc)/(1− pa)

P[∃n,Xn = d|X0 = a] =
∞∑

n=1

pn−1
a pd = pd/(1− pa)

Rovnice P ·R = P pro stacionárńı rozděleńı dává P (a) = 0, P (b) = P (c) a obecný tvar sta-
cionárńıho rozděleńı je P = [0, q2 ,

q
2 , 1−q]. Entropie př́ıslušného procesu záviśı na parametru

q:
H(X) = q · H(0, 12 , 12 , 0) + (1− q) · H(0, 0, 0, 1) = q.

Podmı́nku jednoznačnosti stacionárńıho rozděleńı dává Perron-Frobeniova teorie nezápor-
ných matic. Všimněme si že stacionárńı rozděleńı P které splňuje P · R = P je levý vlastńı
vektor matice A, který př́ısluš́ı jej́ı vlastńı hodnotě 1. Každá stochastická matice R má
vlastńı hodnotu 1 protože má jednotkový pravý vlastńı vektor e = [1, . . . , 1], tj. R · eT = eT ,
kde eT je sloupcový vektor transponovaný k řádkovému vektoru e.

2.2 Nezáporné matice

Řı́káme že matice M = (Mab)a,b∈A je nezáporná (M ≥ 0), jestliže Mab ≥ 0 pro všechna
a, b ∈ A, a že je kladná (M > 0), pokud Mab > 0 pro všechna a, b ∈ A. Podobně mluv́ıme
o nezáporných a kladných vektorech u = (ua)a∈A. Na vektor se d́ıváme jako na řádkový
vektor tj. na matici typu 1 × A. Př́ıslušný sloupcový vektor, tj. matici typu A × 1 znač́ıme
uT . Skalárńı součin vektor̊u u, v ∈ RA je uvT =

∑
a∈A uava. Naopak u

T v je matice typu
A×A a (uT v)ab = uavb.

Definice 13 Necht’ (Mab)a,b∈A je nezáporná čtvercová matice.

(1) M je ireducibilńı, pokud pro každé a, b ∈ A existuje n > 0 pro které (Mn)ab > 0.
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Obrázek 10: Markovský proces s přechodným stavem
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n=1

pn−1
a (pb + pc) = (pb + pc)/(1− pa)
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∞∑

n=1

pn−1
a pd = pd/(1− pa)

Rovnice P ·R = P pro stacionárńı rozděleńı dává P (a) = 0, P (b) = P (c) a obecný tvar sta-
cionárńıho rozděleńı je P = [0, q2 ,

q
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2 ,
1
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Podmı́nku jednoznačnosti stacionárńıho rozděleńı dává Perron-Frobeniova teorie nezápor-
ných matic. Všimněme si že stacionárńı rozděleńı P které splňuje P ·R = P je levý vlastńı
vektor matice A, který př́ısluš́ı jej́ı vlastńı hodnotě 1. Každá stochastická matice R má
vlastńı hodnotu 1 protože má jednotkový pravý vlastńı vektor e = [1, . . . , 1], tj. R · eT = eT ,
kde eT je sloupcový vektor transponovaný k řádkovému vektoru e.

2.2 Nezáporné matice

Ř́ıkáme že matice M = (Mab)a,b∈A je nezáporná (M ≥ 0), jestliže Mab ≥ 0 pro všechna
a, b ∈ A, a že je kladná (M > 0), pokud Mab > 0 pro všechna a, b ∈ A. Podobně mluv́ıme
o nezáporných a kladných vektorech u = (ua)a∈A. Na vektor se d́ıváme jako na řádkový
vektor tj. na matici typu 1× A. Př́ıslušný sloupcový vektor, tj. matici typu A× 1 znač́ıme
uT . Skalárńı součin vektor̊u u, v ∈ RA je uvT =

∑
a∈A uava. Naopak uT v je matice typu

A×A a (uT v)ab = uavb.

Definice 13 Necht’ (Mab)a,b∈A je nezáporná čtvercová matice.

(1) M je ireducibilńı, pokud pro každé a, b ∈ A existuje n > 0 pro které (Mn)ab > 0.
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(2) M je primitivńı, pokud existuje n > 0 takové že Mn > 0

Př́ıklad 8 Necht’ 0 < p, q < 1. Stochastická matice R na obrázku 11 je ireducibilńı ale neńı
primitivńı. Má jediné stacionárńı rozděleńı

P =

[
q

2(p+ q)
,

p

2(p+ q)
,

q

2(p+ q)
,

p

2(p+ q)

]
.

(2) M je primitivńı, pokud existuje n > 0 takové že Mn > 0

Př́ıklad 8 Necht’ 0 < p, q < 1. Stochastická matice R na obrázku 11 je ireducibilńı ale neńı
primitivńı. Má jediné stacionárńı rozděleńı

P =

[
q

2(p+ q)
,

p

2(p+ q)
,

q

2(p+ q)
,

p

2(p+ q)

]
.

a b

c d

1 1-p 1-q 1

p q

R =

a b c d
a 0 0 1− p p
b 0 0 q 1− q
c 1 0 0 0
d 0 1 0 0

Obrázek 11: Ireducibilńı stochastická matice

Komplexńı č́ıslo ̺ je vlastńı hodnota M = (Mab)a,b∈A, pokud existuje nenulový kom-
plexńı (levý) vlastńı vektor v = (va)a∈A takový že vM = ̺v tj.

∑
a∈A vaMab = ̺vb pro

každé b ∈ A. Je-li ̺ vlastńı hodnota M a v levý vlastńı vektor pak v(M − ̺I) = 0, kde
I je jednotková matice, takže ̺ je řešeńı algebraické rovnice det(M − ̺I) = 0 stupně |A|.
Existuje nejvýše |A| vlastńıch hodnot M . Vlastńı hodnota ̺ má také pravý vlastńı vektor
u takový že MuT = ̺uT . Pro vektor x ∈ RA necht’ |x| ∈ RA je vektor jeho absolutńıch
hodnot, |x|a = |xa| a ||x|| =

√∑
a∈A x

2
a jeho norma

Věta 27 (Perron-Frobeniova věta) Necht’M je primitivńı matice. Existuje ̺ = ̺(M) >
0 které nazýváme spektrálńı poloměr M , a kladné vektory u, v pro které plat́ı

(1) vM = ̺v (̺ je vlastńı hodnota M a v je jej́ı levý vlastńı vektor).

(2) Každý levý vlastńı vektor ̺ je (komplexńı) násobek v.

(3) Je-li µ vlastńı hodnota M a µ 6= ̺, pak |µ| < ̺.

(4) Je-li u pravý vlastńı vektor ̺ a v · uT =
∑

a∈A uava = 1, pak

lim
n→∞

Mn

̺n
= uT · v, lim

n→∞
Mn(a, b)

̺n
= ua · vb.

Důkaz: (1) Položme ̺ = sup{a > 0 : ∃x ∈ RA, x ≥ 0, ax ≤ xM}. Pro x = (1, . . . , 1)
plat́ı xM > 0, takže ̺ > 0. Existuje posloupnost (an)n≥0, která konverguje k ̺ a nezáporné
vektory x(n) ∈ RA pro které anx

(n) ≤ xnM a ||x(n)|| = 1. V kompaktńım prostoru {x ∈
RA : x ≥ 0, ||x|| = 1} existuje konvergentńı podposloupnost limi→∞ x(ni) = v a ̺v ≤ vM .
Předpokládejme že w = vM − ̺v ≥ 0 je nenulové. Existuje p > 0 pro které Mp > 0 a

(vM)Mp − (̺v)Mp = wMp > 0,

takže existuje ̺′ > ̺ pro které ̺′(vMp) ≤ (vMp)M a to je spor. Je tedy ̺v = vM a v je
levý vlastńı vektor. Protože ̺pv = vMp > 0, v je kladný.

(2) Předpokládejme že wM = ̺w a w je nezávislý s v. Můžeme předpokládat že w je
reálný. Existuje lineárńı kombinace z = cv + dw která je nezáporná ale ne kladná. Pak
̺pz = zMp > 0, takže z > 0 a to je spor.

(3) Necht’ µ je vlastńı hodnota M a w jej́ı levý vlastńı vektor tj. wM = µw. Jak µ tak
w mohou být komplexńı. Dostáváme

|µ| · |wb| =
∣∣∣∣∣
∑

a∈A

waMab

∣∣∣∣∣ ≤
∑

a∈A

|wa|Mab.
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Obrázek 11: Ireducibilńı stochastická matice

Komplexńı č́ıslo % je vlastńı hodnota M = (Mab)a,b∈A, pokud existuje nenulový kom-
plexńı (levý) vlastńı vektor v = (va)a∈A takový že vM = %v tj.

∑
a∈A vaMab = %vb pro

každé b ∈ A. Je-li % vlastńı hodnota M a v levý vlastńı vektor pak v(M − %I) = 0, kde
I je jednotková matice, takže % je řešeńı algebraické rovnice det(M − %I) = 0 stupně |A|.
Existuje nejvýše |A| vlastńıch hodnot M . Vlastńı hodnota % má také pravý vlastńı vektor
u takový že MuT = %uT . Pro vektor x ∈ RA necht’ |x| ∈ RA je vektor jeho absolutńıch
hodnot, |x|a = |xa| a ||x|| =

√∑
a∈A x

2
a jeho norma

Věta 27 (Perron-Frobeniova věta) Necht’ M je primitivńı matice. Existuje % = %(M) >
0 které nazýváme spektrálńı poloměr M , a kladné vektory u, v pro které plat́ı

(1) vM = %v (% je vlastńı hodnota M a v je jej́ı levý vlastńı vektor).

(2) Každý levý vlastńı vektor % je (komplexńı) násobek v.

(3) Je-li µ vlastńı hodnota M a µ 6= %, pak |µ| < %.

(4) Je-li u pravý vlastńı vektor % a v · uT =
∑
a∈A uava = 1, pak

lim
n→∞

Mn

%n
= uT · v, lim

n→∞
Mn(a, b)

%n
= ua · vb.

Důkaz: (1) Položme % = sup{a > 0 : ∃x ∈ RA, x ≥ 0, ax ≤ xM}. Pro x = (1, . . . , 1)
plat́ı xM > 0, takže % > 0. Existuje posloupnost (an)n≥0, která konverguje k % a nezáporné
vektory x(n) ∈ RA pro které anx

(n) ≤ xnM a ||x(n)|| = 1. V kompaktńım prostoru {x ∈
RA : x ≥ 0, ||x|| = 1} existuje konvergentńı podposloupnost limi→∞ x(ni) = v a %v ≤ vM .
Předpokládejme že w = vM − %v ≥ 0 je nenulové. Existuje p > 0 pro které Mp > 0 a

(vM)Mp − (%v)Mp = wMp > 0,

takže existuje %′ > % pro které %′(vMp) ≤ (vMp)M a to je spor. Je tedy %v = vM a v je
levý vlastńı vektor. Protože %pv = vMp > 0, v je kladný.

(2) Předpokládejme že wM = %w a w je nezávislý s v. Můžeme předpokládat že w je
reálný. Existuje lineárńı kombinace z = cv + dw která je nezáporná ale ne kladná. Pak
%pz = zMp > 0, takže z > 0 a to je spor.

(3) Necht’ µ je vlastńı hodnota M a w jej́ı levý vlastńı vektor tj. wM = µw. Jak µ tak
w mohou být komplexńı. Dostáváme

|µ| · |wb| =
∣∣∣∣∣
∑

a∈A
waMab

∣∣∣∣∣ ≤
∑

a∈A
|wa|Mab.
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Z definice % plyne |µ| ≤ %. Předpokládejme že |µ| = %. Pak %|w| ≤ |w|M a stejně jako v
d̊ukazu (1) dostáváme %|w| = |w|M , takže |w| je vlastńı vektor a tedy násobek v. Je tedy

∑

a∈A
|wa|(Mp)ab = %p|wb| =

∣∣∣∣∣
∑

a∈A
wa(Mp)ab

∣∣∣∣∣ .

Indukćı podle velikosti A lze dokázat že to je možné pouze pokud w lze źıskat z v násobeńım
komplexńı jednotkou, tj. wa = |va| · eiα. Je tedy %v = vM = µv takže µ = % a to je spor.

(4) Pro nezáporný vektor x položme

r0(x) = min

{
xa
va

: a ∈ A
}
, r1(x) = max

{
xa
va

: a ∈ A
}
.

Pro každé a ∈ A dostáváme

(xM)b
%vb

=
∑

a∈A

xa
va
· vaMab

%vb
≥ r0(x) ·

∑

a∈A

vaMab

%vb
= r0(x).

Podobně pro r1(x), takže

r0(x) ≤ r0

(
xM

%

)
≤ r1

(
xM

%

)
≤ r1(x).

Existuj́ı limity monotóńıch posloupnost́ı

s0(x) = lim
n→∞

r0

(
xMn

%n

)
, s1(x) = lim

n→∞
r1

(
xMn

%n

)
,

a s0(x) ≤ s1(x). Ukážeme s0(x) = s1(x). Existuje p, pro které Mp > 0. Položme

m = min

{
va(Mp)ab

vb
: a, b ∈ A

}
> 0

Necht’ x je nezáporný vektor a c ∈ A je takové, že xc
vc

= r1(x). Pak

(xMp)b
%pvb

=
∑

a 6=c

xa
va
· va(Mp)ab

%pvb
+
xc
vc
· vc(M

p)cb
%pvb

≥
∑

a 6=c

va(Mp)ab
%pvb

· r0(x) +
vc(M

p)ab
%pvb

· (r0(x) + r1(x)− r0(x))

≥ r0(x) +m(r1(x)− r0(x))

Je tedy

r0

(
xMp

%p

)
≥ (1−m)r0(x) +mr1(x)

Podobně dostáváme

r1

(
xMp

%p

)
≤ (1−m)r1(x) +mr0(x)

r1

(
xMp

%p

)
− r0

(
xMp

%p

)
≤ (1− 2m)(r1(x)− r0(x))
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Existuj́ı tedy limity

lim
n→∞

(xMn)b
%nvb

= s(x), neboli lim
n→∞

xMn

%n
= vs(x).

Protože transponovaná matice MT je také primitivńı, má stejný spektrálńı poloměr %, a
kladný levý vlastńı vektor u, který je pravým vlastńım vektorem M . Je tedy MuT = %M
a u můžeme normovat tak aby v · uT = 1. Pro a ∈ A, necht’ ea je jednotkový vektor tj.
(ea)a = 1, (ea)b = 0 pro b 6= a. Pro a, b ∈ A dostáváme

lim
n→∞

(Mn)ab
%n

= lim
n→∞

(eaM
n)b

%n
= s(ea)vb

lim
n→∞

(Mn)ab
%n

= lim
n→∞

(Mneb)a
%n

= s′(eb)ua

Existuje tedy l > 0 takové že pro všechna a, b ∈ A plat́ı s(ea)/ua = s′(eb)/vb = l. Protože
stopa tr(M) =

∑
a∈AMaa matice je součet jej́ıch vlastńıch hodnot, dostáváme

1 = lim
n→∞

∑

a∈A

(Mn)aa
%n

=
∑

a∈A
s(ea)va = l

∑

a∈A
vaua.

Je tedy l = 1 a z toho plyne výsledek.
Pro ireducibilńı matice plat́ı slabš́ı verze Perron-Frobeniovy věty.

Věta 28 Necht’ M je ireducibilńı matice. Existuje spektrálńı poloměr % = %(M) > 0 a
kladný vektor v takový že

(1) vM = %v (% je vlastńı hodnota M a v je jej́ı vlastńı levý vlastńı vektor).

(2) Každý levý vlastńı vektor % je násobek v.

(3) Je-li µ vlastńı hodnota M , pak |µ| ≤ %.

(4) Existuj́ı 0 < c0 ≤ 1 ≤ c1 taková že pro každé n > 0 a a ∈ A,

c0%
n ≤

∑

b∈A
(Mn)ab ≤ c1%n.

Důkaz: (1) Pro každé ε > 0 je M + εI primitivńı matice. Pokud (Mn)ab > 0, pak (M +
εI)n+m

ab > 0 pro každé m ≥ 0, protože M + εI má kladnou diagonálu. Plat́ı

vMu = %v ⇐⇒ v(M + εI) = (%+ ε)v.

Pro w = (1, . . . , 1) je w(M + εI) > εw, takže spektrálńı poloměr %ε matice M + εI je větš́ı
než ε. Dále % = %ε − ε je kladná vlastńı hodnota M a v je jej́ı kladný levý vlastńı vektor.
(2) Je-li w levý vlastńı vektor % pro M pak je také vlastńı vektor %+ε matice M +εI, takže
je násobkem v.
(3) Je-li µ vlastńı hodnota M , pak µ+ ε je vlastńı hodnota M + εI, takže |µ+ ε| < %+ ε.
Protože to plat́ı pro každé ε > 0, je |µ| ≤ %.
(4) Položme

d0 = min{ua : a ∈ A}, d1 = max{ua : a ∈ A}.
Pro každé a ∈ A,

d0

d1
%n ≤ %nua

d1
=
∑

b∈A

(Mn)abub
d1

≤
∑

b∈A
(Mn)ab ≤

∑

b∈A

(Mn)abub
d0

=
%nua
d0
≤ d1

d0
%n.
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Věta 29 Necht’ M je ireducibilńı matice která neńı primitivńı. Pak existuje perioda p > 1
a disjunktńı rozklad abecedy A = A0 ∪ · · · ∪Ap−1 takový že

a ∈ Ai & Mab > 0 =⇒ b ∈ A(i+1) mod p

Pro každé k < p je matice Mp omezená na Ak primitivńı.

Důkaz: Pro a ∈ A položme Pa = {n > 0 : (Mn)aa > 0} a pa = gcdPa (největš́ı společný
dělitel). Množina Pa je uzavřená na sč́ıtáńı a existuje k > 0 takové že pro každé n > k je
npa ∈ Pa. Protože M je ireducibilńı, pro každé a, b ∈ A existuje k,m taková že pro všechna
n > k je m + npa ∈ Pb. Z toho plyne pa = pb. Periodu M definujeme tedy jako p = pa
nejmenš́ı společný dělitel libovolné Pa. Na A definujeme relaci

a ≈ b ⇐⇒ ∃k > 0, (Mkp)ab > 0

Pak ≈ je ekvivalence. Zvolme jako A0 jednu tř́ıdu ekvivalence a pro i < p položme

Ai = {b ∈ A : ∃a ∈ A0,∃k > 0, (Mkp+i)ab > 0}

Pak Ai je také tř́ıda ekvivalence a A = A0 ∪ · · · ∪ Ap−1 je disjunktńı rozklad A. Z definice
plyne že každá matice (Mp)a,b∈Ai je primitivńı.

Věta 30 Necht’ M je ireducibilńı nezáporná matice, % jej́ı spektrálńı poloměr a v, u př́ıslušný
levý a pravý vlastńı vektor. Pak

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

Mk

%k
= uT · v

Důkaz: Necht’ p je perioda M , % je jej́ı spektrálńı poloměr a v, u jej́ı levý a pravý vlastńı
vektor. Protože vMp = %pv, MpuT = %puT , je %p vlastńı hodnota Mp a v, u jej́ı levý a vlastńı
vektor (matice Mp neńı ireducibilńı). Necht’ C je tř́ıda ekvivalence ≈. Pak Mp omezená na
C je primitivńı a vektory v, u omezené na C jsou jej́ı levý a pravý vlastńı vektor. Z toho
plyne limq→∞Mqp · %−qp = uT · v. Pro dané n pǐsme n = qp+ r, kde r < p. Pak

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

Mk

%k
= lim

n→∞
1

n


∑

i<p

∑

j<q

M i+pj

%i+pj
+
∑

m<r

Mm+pq

%m+pq




=
∑

i<p

M i

%i
lim
q→∞

1

qp

∑

j<q

Mpj

%pj
=

1

p

∑

i<p

M i

%i
uT · v

=
1

p

∑

i<p

uT · v = uT · v

Necht’ M = (Mab)a,b∈A je nezáporná matice. Relace dosažitelnosti P ⊆ A×A je

(a, b) ∈ P ⇔ ∃n > 0, (Mn)ab > 0

Relace P je tranzitivńı. Relace P∩P−1 je tranzitivńı a symetrická, neńı však nutně reflexivńı.
Označme |P| = {a ∈ A : (a, a) ∈ P}. Prvky |P| se nazývaj́ı rekurentńı a prvky A \ |P|
se nazývaj́ı tranzientńı. Relace P ∩ P−1 omezená na |P| je relace ekvivalence. Tř́ıdy této
ekvivalence se nazývaj́ı souvislé komponenty. Je-li C ⊆ A souvislá komponenta, je matice
(Mab)a,b∈C ireducibilńı.
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Definice 14 Spektrálńı poloměr nezáporné matice M = (Mab)a,b∈A je maximum spektrálńıch
poloměr̊u matic jej́ıch souvislých komponent

%(M) = max{%((Mab)a,b∈C) : C ⊆ A je souvislá komponenta}.

Pokud M žádnou souvislou komponentu nemá, klademe %(M) = 0.

Tvrzeńı 31 Vlastńı hodnoty nezáporné matice sestávaj́ı z vlastńıch hodnot jej́ıch souvislých
komponent a (př́ıpadně) z nuly, jej́ı̌z násobnost je počet tranzientńıch stav̊u.

Důkaz: Necht’ M = (Mab)a,b∈A je nezáporná matice. Abecedu A lze disjunktně rozložit na
A = A0 ∪ · · · ∪Am−1, kde každé Ai je bud’ souvislá komponenta nebo jednobodová množina
sestávaj́ıćı z tranzientńıho stavu. Definujme orientovaný graf, jehož vrcholy jsou Ai a

Ai → Aj ⇐⇒ ∃a ∈ Ai,∃b ∈ Aj ,Mab > 0

Tento graf nemá cykly a množiny Ai lze uspořádat tak že pokud Ai → Aj , pak i < j. Necht’

π : A→ A je permutace taková že
∏
a∈A(M − %I)a,π(a) 6= 0. Pak π(Am−1) ⊆ Am−1 a tedy

π(Am−1) = Am−1. Protože π(Am−2) ⊆ Am−2 ∪ Am−1, je π(Am−2) = Am−2 a podobně
π(Ai) = Ai pro každé i < m. Z toho plyne

det(M − %I) =
∏

i<m

det(M(i)− %I(i))

kde M(i), I(i) jsou matice M, I omezené na Ai. Je-li a tranzientńı stav, je Maa = 0 a z toho
již plyne tvrzeńı.

Má-li matice A vlastńı hodnotu % násobnosti m > 1, označme L(%) čtvercovou matici
typu m×m

L(%) =




% 1 0 . . . 0
0 % 1 . . . 0
0 0 % . . . 0

. . .

0 0 0 . . . %



, tj. L(%)ij =





% pro i = j
1 pro j = i+ 1
0 pro j < i nebo j > i+ 1

Necht’ A má vlastńı hodnoty %i s násobnostmi mi, kde 1 ≤ i ≤ r a m1 + · · · + mr = n.
V tomto př́ıpadě lze matici A rozložit na kanonický Jordan̊uv tvar A = V ΛU , kde U, V jsou
navzájem inverzńı matice, a Λ je sestavena z matic L(%i) na diagonále

Λm1+...+mk−1+i,m1+...+mk−1+j = L(%k)ij , Λij = 0 jinak

Indukćı lze dokázat, že mocniny matice L(%) jsou

L(%)kij =

{ (
k
j−i
)
%k+i−j pro i ≤ j ≤ i+ k

0 pro j < i nebo j > i+ k

Např́ıklad pro m = 3 tyto mocniny jsou


% 1 0
0 % 1
0 0 %


 ,



%2 2% 1
0 %2 2%
0 0 %2


 ,



%3 3%2 3%
0 %3 3%2

0 0 %3


 , . . .

Věta 32 Necht’ M je nezáporná matice se spektrálńım poloměrem % > 0 a necht’ m je počet
souvislých komponent, jejichž spektrálńı poloměr je %. Pak existuje konstanta c > 0 taková
že pro každé a, b ∈ A a n > 0 plat́ı Mn

ab ≤ c · nm−1 · %n.
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Důkaz: Spektrálńı poloměr % má násobnost m. Každý člen matice L(%)n je nejvýše nm−1%n.
Pro každou jinou vlastńı hodnotu µ je |µ| < % a každý člen matice L(µ)n je v absolutńı
hodnotě asymptoticky menš́ı než %n.

Tvrzeńı 33 Každá primitivńı stochastická matice R má spektrálńı poloměr 1 a jediné sta-
cionárńı rozděleńı P . Pro každé a, b ∈ A plat́ı limn→∞Rn(a, b) = P (b).

Důkaz: Necht’ % je spektrálńı poloměr R. Protože 1 je vlastńı hodnota př́ıslušná jednot-
kovému pravému vlastńımu vektoru u = (1, . . . , 1), je % ≥ 1. Předpokládejme, že % > 1 a v
je jej́ı kladný levý vlastńı vektor. Pak v · uT > 0 a %v · uT = v ·R · uT = v · uT a to je spor,
takže % = 1. Existuje tedy jediný levý kladný vlastńı vektor v = P , pro který P · eT = 1 a

lim
n→∞

Rn(a, b) = u(a)v(b) = P (b).

Věta 34 Ireducibilńı stochastická matice R má jediné stacionárńı rozděleńı P . Pro každé
a, b ∈ A plat́ı

lim
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

Ri(a, b) = P (b).

Důkaz plyne z Věty 30.

Necht’R = (Rab)a,b∈A je nyńı libovolná stochastická matice a P je jej́ı relace dosažitelnosti,
tj. (a, b) ∈ P právě když Rnab > 0 pro nějaké n > 0. Ř́ıkáme že tř́ıda ekvivalence C ⊆ |P|
je terminálńı, jestliže z ńı (v grafu souvislých komponent) nevede žádá hrana. C je tedy
terminálńı množina právě když plat́ı

(∀a, b ∈ C, ∃n > 0, Rnab > 0) & (a ∈ C & Rab > 0 =⇒ b ∈ C)

Je-li C terminálńı komponenta, pak R omezená na C je stochastická matice. Označme C
množinu terminálńıch komponent. Necht’ Xi je (nestacionárńı) markovský proces prvńıho
řádu s matićı přechodových pravděpodobnost́ı R s rovnoměrným rozděleńım na A v čase 0.
Pro a ∈ A, C ∈ C položme

P (C, a) = lim
n→∞

1

n

∑

k<n

P[Xk = a|X0 ∈ C]

Q(a,C) = P[∃n > 0, Xn ∈ C|X0 = a]

Matici P typu C × A nazýváme stacionárńı a matici Q typu A × C nazýváme absorpčńı.
Plat́ı P (C, a) = 0 pro a 6∈ C a (P (C, a))a∈C je stacionárńı rozložeńı R na C. Pro a ∈ C ′ 6= C
plat́ı Q(a,C) = 0.

Věta 35 Necht’ R je libovolná stochastická matice a P,Q jej́ı stacionárńı a absorpčńı ma-
tice. Pak P,Q jsou obě stochastické matice, P ·R = P , R ·Q = Q a

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

Rk = Q · P

Důkaz: Protože (P (C, a))a∈C je stacionárńı rozložeńı na C, je
∑
a∈A P (C, a) = 1, takže P

je stochastická matice a plat́ı P · R = P . Necht’ A = A0 ∪ · · · ∪ Am−1 je rozklad abecedy
A takový že každé Ai je bud’ souvislá komponenta nabo jednobodová množina sestávaj́ıćı
z tranzientńıho stavu. Předpokládejme dále že pro Ai → Aj je i < j a že terminálńı kom-
ponenty jsou na konci seznamu, tj Aq, · · · , Am−1, kde q < m. Je-li Ai neterminálńı souvislá
komponenta, pak jej́ı spektrálńı poloměr je ostře menš́ı než 1. Položme B = A0∪ · · ·∪Aq−1.
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Pak R omezená na B má spektrálńı poloměr % < 1. Zvolme % < δ < 1. Existuje c > 0 takové
že pro každé a ∈ B a každé n > 0 plat́ı

P[∀m,Xm ∈ B|X0 = a] ≤
∑

m≥n
P[Xn ∈ B|X0 = a] ≤

∑

m≥n
Cδm =

Cδm

1− δ

To znamená že
∑
C∈C Q(a,C) = 1, takže Q je stochastická. Z definice Q plyne R · Q = Q.

Uvažujme nyńı pro danou primitivńı stochastickou matici R nad A a libovolné počátečńı
rozděleńı Q ∈ ∆(A), nestacionárńı markovský proces Y s rozděleńım

PY (u) = Q(u0) ·R(u0, u1) · · ·R(u|u|−2, u|u|−1)

Dostáváme posloupnost rozděleńı PYn(a) = P[Yn = a] a podle Tvrzeńı 33, PYn = Q · Rn
konverguje ke stacionárńımu rozděleńı P , které splňuje P ·R = P . Ukážeme si, že divergence
D(PYn ||P ) je nerostoućı funkce.

Věta 36 Necht’ R je primitivńı stochastická matice nad A, P,Q ∈ ∆(A) a X,Y odpov́ıdaj́ıćı
markovské procesy s počátečńım rozděleńımi PX0 = P , PY0 = Q. Pak D(PYn ||PXn) je ne-
rostoućı funkce. Speciálně pokud P je stacionárńı rozděleńı př́ıslušné k R, pak D(PYn ||P ) je
nerostoućı posloupnost, která konverguje k nule.

Důkaz: Podle Lemma 8 plat́ı

D(PYn+1
||PXn+1

) =
∑

b∈A

(∑

a∈A
PYn(a) ·R(a, b)

)
· log

∑
a∈A PYn(a) ·R(a, b)∑
a∈A PXn(a) ·R(a, b)

≤
∑

b∈A

∑

a∈A
PYn(a) ·R(a, b) · log

PYn(a) ·R(a, b)

PXn(a) ·R(a, b)
= D(PYn ||PXn)

2.3 Markovské aproximace

Definice 15 Pro stacionárńı markovský proces řádu k ≥ 1 definujme stacionárńı rozděleńı
P ∈ ∆(Ak) a přechodovou matici R : Ak ×A→ [0, 1]:

P (u) = PX(u), R(u, a) = PX(ua)/PX(u), u ∈ Ak, a ∈ A

Přechodová matice R je typu Ak ×A a stacionárńı rozděleńı je vektor typu 1×Ak. Plat́ı
∑

a∈A
R(u, a) = 1, u ∈ Ak

∑

a∈A
P (au) ·R(au, b) = P (ub), u ∈ Ak−1, b ∈ A

Naopak každý vektor P a matice R která splňuje tyto podmı́nky určuje stacionárńı mar-
kovský proces řádu k předpisem

PX(u) =





∑
v∈Ak−|u| P (uv) pro |u| < k

P (u) pro |u| = k
P (u[0,k)) ·R(u[0,k), uk) · · ·R(u[n−k−1,n−1), un−1) pro |u| > k

Tvrzeńı 37 Entropie stacionárńıho markovského procesu řádu k je

H(X) = H(Xk|X[0,k)) = H(X[0,k])−H(X[0,k))

= −
∑

u∈Ak
P (u)

∑

a∈A
R(u, a) · logR(u, a)
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Důkaz: Pro n > k je H(Xn|X[0,n)) = H(Xn|X[n−k,n)) = H(Xk|X[0,k)), takže

H(X) = H(Xk|X[0,k)) =
∑

u∈Ak

∑

a∈A
PX(ua) · log

PX(u)

PX(ua)

= −
∑

u∈Ak

∑

a∈A
P (u) ·R(u, a) · logR(u, a).

Definice 16 Necht’ X je stacionárńı proces. Jeho k-tá markovská aproximace X(k) je
stacionárńı markovský proces řádu k se stacionárńım rozděleńım a přechodovou matićı

P (u) = PX(u), R(u, a) = PX(ua)/PX(u), u ∈ Ak, a ∈ A

Entropie stacionárńıho procesu je tedy limita entropíı jeho markovských aproximaćı

H(X) = lim
k→∞

H(X(k)).

Markovskou aproximaci lze odhadnout z dat. Je-li x ∈ AN text jehož entropii chceme od-
hadnout a k < N , urč́ıme frekvence výskytu slov u ∈ Ak+1 v x vzorcem

Q(u) = |{i < N − k : x[i,i+k] = u}|/(N − k), u ∈ Ak+1.

Podmı́něné pravděpodobnosti pak jsouR(u, a) = Q(ua)/
∑
b∈AQ(ub). K těmto podmı́něným

pravděpodobnostem pak lze naj́ıt stacionárńı vektor P . Aby tato aproximace byla statisticky
spolehlivá, je třeba aby text x byl deľśı než počet Ak+1 slov délky k, nebo alespoň deľśı než
počet slov délky k + 1, které se v něm vyskytuj́ı. Tento počet znač́ıme N(k).

Pro anglickou abecedu s 27 ṕısmeny (včetně mezery) je entropie rovnoměrného rozděleńı
log 27 ≈ 4.755. Entropie markovských aproximaćı anglického textu postupně klesá až k hod-
notě asi 1.5. Náhodně generované texty s těmito rozděleńımi jsou uvedeny ńıže. Při k ≥ 5
začnou v textech převládat anglická slova. Délka zkušebńıho textu [3] zde je |x| = 196236

k = 0, N(0) = 27, H(X(0)) = 4.07
oi re urslrho een iwl tueahueas ia dooaeigehwmis ehtdie yshf rnost taasattnsgitxnece uhiw
ed tus ceiiw sro erflranesnangtaa t eaurh r nop eaaeneemhre hotom encnobertag sd h ertgh
dg ss phs si egelsf sluh bumwnataesteehdowisulk onehmttvlo edhtehbyaaancd

k = 1, N(1) = 430, H(X(1)) = 3.64
te igatofofr e rind tin theco ordeconguchino ocliroutorer in buge arourde s cthe e abeisonche
ndethedloug ico ke insivalle ct oreid y iot tongnif iorere ts wopr anatot cersur thy initre on
an ngive stis peingigstitheme assunll wie goneve bl gn wher deveremathe

k = 2, N(2) = 3033, H(X(2)) = 3.23
lons againd be whatession th posemon mulatetessibleaducce noted iderectimand of towere
bable are pect of rely beiver to causper whinevid laireatur emsenerelse ansights and be the
emay inact the thiscreffe ther cander ever been the it whicurety withe it frowered

k = 3, N(3) = 10510, H(X(3)) = 2.87
thoughout about besistence ope advance ourself is notwithmeter perable natural perstance
familinded in conce ideasure or body that the words mar cleas arguing sumstand particater
an the can as it with thered that whence of lain esteneral substractivery whence

k = 4, N(4) = 24807, H(X(4)) = 2.57
at all have being sect from him which is any reasoning perceive it is neither this i answer
of fined to disagrees the affectly how they accounts frame and see sensible and that their
sufficulty them were are yet the spokens of the leased laws we have in to impossibility
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k = 5, N(5) = 44237, H(X(5)) = 2.33
ion of part of ordinary help of whence to this opinion the cause of difference of a mean
particular and and that solidity and cleared to what any parts in the colours arising our
view and irreconcile confusion so high an infinitely and lastly in there is a positions

k = 6, N(6) = 66144, H(X(6)) = 2.12
ame time apple others are of sensible qualities or is a received opinion that god i answer to
be the reasonings should go before are strong lively or abstract ideas that the colour figure
merely for the sense and objects of them dependency towards omniscience

k = 7, N(7) = 88421, H(X(7)) = 1.94
signify and study there be some difficult and defective in the mind is extension is the school-
men thought strange because they are delivered let him but rather than reason can indifferent
from its being by anomalous but only of what kind soever arguments and less

k = 8, N(8) = 108940, H(X(8)) = 1.79
ttle attentive though we indulgent methods of providence which seems no less plain that
without the mind then complaint is grounded on the operating or strictly speaking to be
uncreated anew the objected that a couple of children or the yet unexercised mind as

k = 9, N(9) = 126610, H(X(9)) = 1.65
but all things in terms borrowed from the embarras and delusion of nature whoever con-
sidered that i have in view the universal ideas i come now to make some observation and
consider them prescinded as well from the ideas of number of parts so great a stress on

k = 10, N(10) = 141125, H(X(10)) = 1.52
philosophers to employ their thoughts nor passions of virtue and the like arise immediate
signification of thought is an idea is evident from what i do i intreat the reader for the
existence of matter which argues both the wisdom and goodness in their creator

k = 11, N(11) = 152723, H(X(11)) = 1.41
eaning you may put them together with the exact harmony and contrivances of the mind
perceiving substance it remains therefore to be wondered at if it run into another and more
enlightened parts which really they do not excite in us proper sentiments or disagreeable

k = 12, N(12) = 161826, H(X(12)) = 1.32
e common use of language as is commonly supposed that the particular qualities which
combined together and so far is that gravitation towards the moon which to him doth not
appear odd or anomalous but only a particular colour wherein all men partake so likewise

Entropii textu můžeme odhadnout ještě jiným zp̊usobem. Uvažujme hru kdy máme po-
stupně odkrývat neznámý text x ∈ AN . Známe-li ji jeho prefix x[0,n), smı́me se ptát zda

x[n,n+k) ∈ M . Přitom voĺıme k > 0 a množinu M ⊆ Ak. Partner, který text zná, nám
na tyto otázky odpov́ıdá. Daľśı úsek x[n+k) zjist́ıme, pokud na otázku x[n,n+k) ∈ {u}, kde

u ∈ Ak, dostaneme kladnou odpověd’. Je-li yi ∈ B odpověd’ na i-tou otázku, lze y ∈ B∗

považovat za kód textu x ∈ A∗, a jeho délku za entropii textu x. Hraje-li totiž tuto hru
poč́ıtačový program, lze ze znalosti tohoto programu a ze znalosti y rekonstruovat neznámý
text x. Experimenty s touto hrou (s lidskými subjekty) ukazuj́ı, že entropie anglického textu
se pohybuje okolo hodnoty 1.5. Entropie textu se však může značně lǐsit v r̊uzných jazyćıch
i u r̊uzných autor̊u jak ukazuje srovnáńı nápis̊u v tramvaj́ıch:

Des chocs imprévisible pouvant se produire, les passagers debout sont priés
de se tenir aux mains courants - Brusel 1985

Přidržujte se zadržovaćıch tyč́ı - Praha 1985

Bitte festhalten - Berlin 1985
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2.4 Zákony velkých č́ısel

Mnohé zákonitosti teorie informace se vyjadřuj́ı v termı́nech konvergence náhodných veličin
a odvozuj́ı se z limitńıch vět teorie pravděpodobnosti. Slabý zákon velkých č́ısel je založen
na konvergenci v pravděpodobnosti. Pro posloupnost reálných náhodných veličin (Xn)n≥0

a reálnou náhodnou veličinu X ṕı̌seme

lim
n→∞

Xn = X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[|Xn −X| < ε] = 1

lim
n→∞

Xn ≤ X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[Xn −X < ε] = 1

lim
n→∞

Xn ≥ X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[Xn −X > −ε] = 1

Je-li limn→∞Xn = X i.p. , ř́ıkáme, že Xn konverguj́ı k X v pravděpodobnosti. Zřejmě

lim
n→∞

Xn = X i.p. ⇐⇒ lim
n→∞

Xn ≤ X i.p. a lim
n→∞

Xn ≥ X i.p.

Slabý zákon velkých č́ısel plyne z Čebyševovy nerovnosti.

Tvrzeńı 38 (Čebyševova nerovnost) Necht’ X je reálná náhodná veličina s konečnou
středńı hodnotou E = E(X) a konečným rozptylem D = V(X). Pak pro každé ε > 0 plat́ı

P[|X − E| ≥ ε] ≤ D/ε2.

Důkaz: Položme A1 = {a ∈ A : |a− E| ≥ ε}. Pak

D ≥
∑

a∈A1

PX(a) · |a− E|2 ≥
∑

a∈A1

PX(a) · ε2 = ε2 · P[X ∈ A1]

Pro násobek náhodné veličiny plat́ı E(aX) = a · E(X) a V(aX) = a2 · V(X). Pro součet
Zn = X0 + · · ·+Xn−1 náhodných veličin plat́ı E(Zn) = E(X0) + · · ·+ E(Xn−1). Jsou-li Xi

nezávislé, je V(Zn) = V(X0) + · · ·+ V(Xn−1).

Věta 39 (Slabý zákon velkých č́ısel) Necht’ Xn je posloupnost nezávislých reálných ná-
hodných veličin se stejnou středńı hodnotou E(Xn) = E <∞ a stejným rozptylem V(Xn) <
∞. Pak

lim
n→∞

X0 + · · ·+Xn−1

n
= E i.p.

Důkaz: Označme Zn = (X0 + · · · + Xn−1)/n. Pak E(Zn) = E, V(Zn) = D/n. Podle
Čebyševovy nerovnosti plat́ı P[|Zn − E| ≥ ε] ≤ D/nε2.

Ř́ıkáme že k pravděpodobnostńı jev M ⊆ Ω je skoro jistý, pokud jeho pravděpodobnost
je 1. Ř́ıkáme že posloupnost náhodných veličin (Xn)n∈N konverguje k náhodné veličině X
skoro jistě, a ṕı̌seme limn→∞Xn = X s.j. pokud P[ω ∈ Ω : limn→∞Xi(ω) = X(ω)] = 1. Z
konvergence skoro jistě vyplývá konvergence v pravděpodobnosti, naopak to však neplat́ı.

2.4 Zákony velkých č́ısel

Mnohé zákonitosti teorie informace se vyjadřuj́ı v termı́nech konvergence náhodných veličin
a odvozuj́ı se z limitńıch vět teorie pravděpodobnosti. Slabý zákon velkých č́ısel je založen
na konvergenci v pravděpodobnosti. Pro posloupnost reálných náhodných veličin (Xn)n≥0

a reálnou náhodnou veličinu X ṕı̌seme

lim
n→∞

Xn = X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[|Xn −X | < ε] = 1

lim
n→∞

Xn ≤ X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[Xn −X < ε] = 1

lim
n→∞

Xn ≥ X i.p. ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

P[Xn −X > −ε] = 1

Je-li limn→∞Xn = X i.p. , ř́ıkáme, že Xn konverguj́ı k X v pravděpodobnosti. Zřejmě

lim
n→∞

Xn = X i.p. ⇐⇒ lim
n→∞

Xn ≤ X i.p. a lim
n→∞

Xn ≥ X i.p.

Slabý zákon velkých č́ısel plyne z Čebyševovy nerovnosti.

Tvrzeńı 38 (Čebyševova nerovnost) Necht’ X je reálná náhodná veličina s konečnou
středńı hodnotou E = E(X) a konečným rozptylem D = V(X). Pak pro každé ε > 0 plat́ı

P[|X − E| ≥ ε] ≤ D/ε2.

Důkaz: Položme A1 = {a ∈ A : |a− E| ≥ ε}. Pak

D ≥
∑

a∈A1

PX(a) · |a− E|2 ≥
∑

a∈A1

PX(a) · ε2 = ε2 · P[X ∈ A1]

Pro násobek náhodné veličiny plat́ı E(aX) = a · E(X) a V(aX) = a2 · V(X). Pro součet
Zn = X0 + · · ·+Xn−1 náhodných veličin plat́ı E(Zn) = E(X0) + · · ·+ E(Xn−1). Jsou-li Xi

nezávislé, je V(Zn) = V(X0) + · · ·+ V(Xn−1).

Věta 39 (Slabý zákon velkých č́ısel) Necht’ Xn je posloupnost nezávislých reálných ná-
hodných veličin se stejnou středńı hodnotou E(Xn) = E <∞ a stejným rozptylem V(Xn) <
∞. Pak

lim
n→∞

X0 + · · ·+Xn−1

n
= E i.p.

Důkaz: Označme Zn = (X0 + · · · + Xn−1)/n. Pak E(Zn) = E, V(Zn) = D/n. Podle
Čebyševovy nerovnosti plat́ı P[|Zn − E| ≥ ε] ≤ D/nε2.

Řı́káme že k pravděpodobnostńı jev M ⊆ Ω je skoro jistý, pokud jeho pravděpodobnost
je 1. Řı́káme že posloupnost náhodných veličin (Xn)n∈N konverguje k náhodné veličině X
skoro jistě, a ṕı̌seme limn→∞Xn = X s.j. pokud P[ω ∈ Ω : limn→∞Xi(ω) = X(ω)] = 1. Z
konvergence skoro jistě vyplývá konvergence v pravděpodobnosti, naopak to však neplat́ı.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

Obrázek 12: Konvergence v pravděpodobnosti a skoro jistě
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Př́ıklad 9 Existuje posloupnost náhodných veličin (Xi : Ω→ [0, 1])i≥0 taková, že limi→∞Xi =
0 i.p. ale neplat́ı limi→∞Xi = 0 s.j.

Důkaz: Na pravděpodobnostńım prostoru Ω = [0, 1] s lebesgueovskou pravděpodobnostńı
mı́rou uvažujme náhodné veličiny Xn : Ω→ {0, 1} (viz obrázek 12) definované předpisem

Xn(ω) =

{
1 pokud n+1−2p

2p ≤ ω < n+2−2p

2p , kde p = blog(n+ 1)c
0 jinak

Pak P[Xn 6= 0] = 2−p, takže limn→∞Xn = 0 i.p. Na druhé straně pro každé ω ∈ Ω plat́ı
lim supn→∞Xn(ω) = 1, takže neplat́ı limn→∞Xn = 0 s.j.

Konvergenci skoro jistě lze však přesto charakterizovat konvergenćı v pravděpodobnosti po-
moćı suprema:

Tvrzeńı 40 Necht’ X a (Xn)n≥0 jsou reálné náhodné veličiny.

lim
n→∞

sup
m≥n

Xm ≤ X i.p. ⇐⇒ lim sup
n→∞

Xn ≤ X s.j.

lim
n→∞

inf
m≥n

Xm ≥ X i.p. ⇐⇒ lim inf
n→∞

Xn ≥ X s.j.

lim
n→∞

sup
m≥n
|Xm −X| = 0 i.p. ⇐⇒ lim

n→∞
Xn = X s.j.

Důkaz: Stač́ı dokázat prvńı ekvivalenci, druhé dvě z ńı plynou. Pro ε > 0 a n ∈ N položme

Mε,n = {ω ∈ Ω : sup
m≥n

Xm(ω) < X(ω) + ε}, Mε =
⋃

n∈N
Mε,n, M =

⋂

k>0

M 1
k

Necht’ limn→∞ supm≥nXm ≤ X i.p. Pak pro každé ε > 0 a každé δ > 0 existuje n > 0 takové
že P(Mε,n) ≥ 1−δ, takže P(Mε) > 1−δ. To znamená že P(Mε) = 1 a P(M) = 1. Je-li ω ∈M ,
pak pro každé k je lim supn→∞Xn(ω) ≤ X(ω) + 1

k , takže lim supn→∞Xn(ω) ≤ X(ω). To
znamená lim supn→∞Xn ≤ X s.j.

Naopak předpokládejme že lim supn→∞Xn ≤ X s.j. Je-li lim supn→∞Xn(ω) ≤ X(ω), a
ε > 0, je ω ∈ Mε, takže P(Mε) = 1. Protože Mε,n ⊆ Mε,n+1, pro každé δ > 0 existuje n
takové, že P(Mε,n) > 1− δ. Z toho plyne limn→∞ supm≥nXm ≤ X i.p.

Z Tvrzeńı 40 bezprostředně plyne

Tvrzeńı 41 Necht’ X a (Xn)n≥0 jsou reálné náhodné veličiny. Pak

lim sup
n→∞

Xn ≤ X s.j. =⇒ lim
n→∞

Xn ≤ X i.p.

lim inf
n→∞

Xn ≥ X s.j. =⇒ lim
n→∞

Xn ≥ X i.p.

lim
n→∞

Xn = X s.j. =⇒ lim
n→∞

Xn = X i.p.

Věta 42 (Silný zákon velkých č́ısel) Necht’ (Xi)i≥0 je posloupnost nezávislých reálných
náhodných veličin se stejným rozděleńım se středńı hodnotou E(Xi) = E < ∞ a konečným
rozptylem. Pak

lim
n→∞

X0 + · · ·+Xn−1

n
→ E s.j.

Důkaz viz Rényi [26].

Definice 17 Frekvenčńı rozděleńı Pu ∈ ∆(A) slova u ∈ A∗ je

Pu(a) = |u|a/|u|, kde |u|a = {i < |u| : ui = a}
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Věta 43 Necht’ (Xi : Ω→ A)i∈N je bernoulliovský proces s rozděleńım P ∈ ∆(A). Pak

lim
n→∞

H(PX[0,n)
) = H(P ) s.j.

Důkaz: Plat́ı |X[0,n)|a =
∑
i<n |Xi|a/n. Protože E(|Xi|a) = P (a), podle silného zákonu

velkých č́ısel PX[0,n)
(a) = |X[0,n)|a/n konverguje skoro jistě k P (u). Z toho plyne žeH(PX[0,n)

)

konverguje skoro jistě k H(P ).

Věta 44 (Shannon) Necht’ (Xi : Ω → A)i∈N je bernoulliovský proces s rozděleńım P ∈
∆(A). Pak

lim
n→∞

IX[0,n)

n
= H(P ) s.j.

Důkaz: Položme Yn = IX[0,n)
/n =

∑
i<n IXi/n. Protože IXi jsou navzájem nezávislé stejně

rozdělené veličiny se středńı hodnotou E(IXi) = H(Xi) = H(P ), je limn→∞ Yn = E(IX0
) =

H(P ) s.j.

Věta 45 (o rovnoměrném rozděleńı) Necht’ (Xi : Ω→ A)i∈N je bernoulliovský proces s
rozděleńım P ∈ ∆(A). Pak limn→∞ IX[0,n)

/n = H(P ) i.p. , tj. pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P

[∣∣∣∣∣H(P ) +
1

n
log

n−1∏

i=0

P (Xi)

∣∣∣∣∣ < ε

]
= 1

Důkaz bezprostředně plyne z Věty 44. Odhadneme pravděpodobnost ”typické množiny”nejpravděpodobněǰśıch
slov. Připomeňme, že pro P ∈ ∆(A) je Pn ∈ ∆(An) definováno jako součin pravděpodobnost́ı
ṕısmen, a pro M ⊆ An je Pn(M) =

∑
u∈M Pn(u).

Definice 18 Pro rozděleńı P ∈ ∆(A), ε > 0 a n > 0 je typická množina Mn
ε (P ) defi-

nována vzorcem

Mn
ε (P ) =

{
u ∈ An :

∣∣∣∣∣H(P ) +
1

n
log

n−1∏

i=0

P (ui)

∣∣∣∣∣ < ε

}

=
{
u ∈ An : 2−n(H(P )+ε) < Pn(u) < 2−n(H(P )−ε)

}

Do typicke množiny frekvenčńıho rozděleńı Pu patř́ı speciálně samo slovo u:

Tvrzeńı 46 Pro u ∈ A∗ je P|u|u (u) = 2−n·H(Pu).

Důkaz:
∏

i<|u|
Pu(ui) =

∏

a∈A
Pu(a)|u|a =

∏

a∈A
2|u|·Pu(a)·logPu(a) = 2−|u|·H(Pu)

Věta 47 (o typické množině) Pro každé δ, ε > 0 a pro každé dosti velké n > nδ,ε plat́ı

(1− δ) · 2n·(H(P )−ε) ≤ |Mn
ε (P )| ≤ 2n·(H(P )+ε), Pn(Mn

ε (P )) > 1− δ

Důkaz: Necht’ X je bernoulliovský proces s rozložeńım P . Z Věty 45 o rovnoměrném
rozděleńı bezprostředně plyne P[X[0,n) ∈Mn

ε (P )] > 1− δ pro všechna dosti velká n. Dále

1 ≥
∑

u∈Mn
ε (P )

Pn(u) ≥ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(P )+ε)

1− δ ≤
∑

u∈Mn
ε (P )

Pn(u) ≤ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(P )−ε).
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2.5 Teorie typ̊u

Frekvenčńı vektor Pu sestává z racionálńıch č́ısel Pu(a) = |u|a/|u|, jejichž jmenovatel je |u|.
Prostor takových vektor̊u znač́ıme

∆n(A) = {P ∈ ∆(A) : ∀a ∈ A, n · P (a) ∈ N}
Pro P ∈ ∆n(A) položme

Cn(P ) = {u ∈ An : Pu = P}, takže |Cn(P )| = n!/
∏

a∈A
(n · P (a))!

Podobně pro u ∈ A∗ položme

C(u) = {v ∈ A|u| : Pv = Pu}, takže |C(u)| = |u|!/
∏

a∈A
|u|a!

Zobecńıme nyńı Tvrzeńı 46.

Věta 48 Necht’ Q ∈ ∆(A) a u ∈ An. Pak IQn(u) = |u| · (H(Pu) +D(Pu||Q)).

Důkaz:

Qn(u) =
∏

i<|u|
Q(ui) =

∏

a∈A
Q(a)|u|a =

∏

a∈A
2|u|·Pu(a)·logQ(a) = 2−|u|·(H(Pu)+D(Pu||Q)),

takže IQn(u) = − logQn(u) = |u| · (H(Pu) +D(Pu||Q)).

Tvrzeńı 49 |∆n(A)| ≤ (n+ 1)|A|−1.

Důkaz: Pro každé P (a) ∈ {0, 1
n , . . . ,

n−1
n , 1} máme nejvýše n+ 1 možnost́ı, přitom posledńı

složka je určena předcházej́ıćımi.

Věta 50 Necht’ P ∈ ∆n(A), u ∈ An. Pak

2n·H(P )

(n+ 1)|A|−1
≤ |Cn(P )| ≤ 2n·H(P ),

2n·H(Pu)

(n+ 1)|A|−1
≤ |C(u)| ≤ 2n·H(Pu)

Důkaz: Podle Tvrzeńı 48

1 ≥ Pn(Cn(P )) =
∑

u∈Cn(P )

Pn(u) =
∑

u∈Cn(P )

2−n·H(P ) = |Cn(P )| · 2−n·H(P )

takže |Cn(P )| ≤ 2n·H(P ). Pro opačnou nerovnost použijeme vztah m! ≥ n! · nm−n, který lze
dokázat rozborem př́ıpad̊u m ≥ n a m < n. Pro P,Q ∈ ∆n(A) plat́ı

Pn(Cn(P ))

Pn(Cn(Q))
=
|Cn(P )| ·∏a∈A P (a)nP (a)

|Cn(Q)| ·∏a∈A P (a)nQ(a)
=
∏

a∈A

(nQ(a))!

(nP (a))!
P (a)nP (a)−nQ(a)

≥
∏

a∈A
(nP (a))nQ(a)−nP (a) · P (a)nP (a)−nQ(a) =

∏

a∈A
nn(Q(a)−P (a))

= n
n·
∑

a∈A(Q(a)−P (a))
= n0 = 1

Odtud z Tvrzeńı 49 a 48 plyne

1 =
∑

Q∈∆n(A)

Pn(Cn(Q)) ≤
∑

Q∈∆n(A)

Pn(Cn(P )) ≤ (n+ 1)|A|−1 · Pn(Cn(P ))

= (n+ 1)|A|−1 · 2−n·H(P ) · |Cn(P )|
Pro binárńı abecedu lze tvrzeńı ześılit
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Tvrzeńı 51 Pro k ≤ n/2 plat́ı

k∑

j=0

(
n
j

)
≤ 2n·H( kn ,

n−k
n )

Důkaz:

1 ≥
k∑

j=0

(
n
j

)
·
(
k

n

)j
·
(
n− k
n

)n−j
≥

k∑

j=0

(
n
j

)
·
(
k

n

)k
·
(
n− k
n

)n−k

≥
k∑

j=0

(
n
j

)
· 2−n·H( kn ,

n−k
n )

Věta 52 Pro každé P ∈ ∆n(A) a Q ∈ ∆(A) plat́ı

1

(n+ 1)|A|−1
2−n·D(P ||Q) ≤ Qn(Cn(P )) ≤ 2−n·D(P ||Q)

a tedy

lim
k→∞

− logQnk(Cnk(P ))

nk
= D(P ||Q)

Důkaz: Podle Tvrzeńı 48 plat́ı

Qn(Cn(P )) =
∑

u∈Cn(P )

Qn(u) =
∑

u∈Cn(P )

2−n·(D(P ||Q)+H(P )) = |Cn(P )| · 2−n·(D(P ||Q)+H(P ))

Věta plyne dosazeńım tohoto vztahu do nerovnosti z Tvrzeńı 50.

Speciálně pro P = Q dostáváme limk→∞− logPn(Cn(P ))/n = D(P ||P ) = 0. Ze Stirlingovy
formule dostáváme přesněǰśı odhad. Pro každé k které je dělitelné n plat́ı

P k(Ck(P )) = k! ·
∏

a∈A

P (a)kP (a)

(kP (a))!
≈ k− |A|−1

2

Tato pravděpodobnost sice konverguje k nule, konvergence je však polynomiálńı a nikoliv
exponenciálńı.
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3 Komprese dat

3.1 Blokové kódy

Blokový kód abecedy A v binárńı abecedě B = {0, 1} je každé zobrazeńı f : A→ B+. Blo-
kový kód rozšǐrujeme na zobrazeńı f : A∗ → B∗ a f : AN → BN konkatenaćı f(u0u1u2 . . .) =
f(u0)f(u1)f(u2) . . ..

Definice 19 Necht’ f : A→ B+ je blokový kód.

(1) Kód f je prefixový, pokud pro žádná a 6= a′ ∈ A neplat́ı f(a) vp f(a′).

(2) Kód f je jednoznačný, pokud f : A∗ → B∗ je prosté zobrazeńı.

(3) Kód f je úplný, pokud f : AN → BN je surjektivńı zobrazeńı.

Kód a 7→ 0, b 7→ 10, c 7→ 110, d 7→ 111 je prefixový, jednoznačný a úplný. Omeźıme-li ho
na abecedu {a, b, c}, dostaneme prefixový a jednoznačný kód, který neńı úplný. Kód a 7→ 0,
b 7→ 01, c 7→ 011, d 7→ 111 je jednoznačný (sufixový) kód který neńı ani prefixový ani úplný.

Tvrzeńı 53 Každý prefixový kód je jednoznačný.

Důkaz: Pokud f(u) = f(v), pak bud’ f(u0) je prefix f(v0) nebo naopak. V každém př́ıpadě
je u0 = v0 a indukćı dostaneme u = v.

Věta 54 (Kraftova nerovnost) Necht’ přirozená č́ısla d0, . . . , dk−1 splňuj́ı nerovnost

2−d0 + · · ·+ 2−dk−1 ≤ 1.

Pak existuje prefixový kód f : Zk → B+ s délkami |f(i)| = di.

Důkaz: Seřad́ıme délky podle velikosti 1 ≤ d0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dk−1. Zvolme libovolně kód
f(0) ∈ Bd0 s délkou d0. Pak pro množinu slov délky d1, jejich prefix je f(0) plat́ı

|{u ∈ Bd1 : f(0) vp u}| = 2d1−d0 < 2d1−d0 + 1 = 2d1(2−d0 + 2−d1) ≤ 2d1 = |Bd1 |

Existuje tedy slovo f(1) ∈ Bd1 jehož prefix neńı f(0). Déle postupujeme indukćı. Předpoklá-
dejme, že jsme již sestrojili f(0), . . . , f(i − 1), které tvoř́ı prefixový kód. Pak množina slov
délky di, jejichž prefix je nějaké f(j), kde j < i je disjunktńı sjednoceńı

{u ∈ Bdi : f(0) vp u ∨ · · · ∨ f(i− 1) vp u} =
⋃

j<i

{u ∈ Bdi : f(j) vp u}

|{u ∈ Bdi : f(0) vp u ∨ · · · ∨ f(i− 1) vp u}| = 2di−d0 + · · ·+ 2di−di−1

< 2di(2−d0 + · · ·+ 2−di−1 + 2−di) ≤ 2di

takže existuje f(i) ∈ Bdi jehož prefixem neńı žádné f(j), kde j < i.

Věta 55 (MacMillan) Necht’ f : Zk → B+ je jednoznačný kód, a di = |f(i)|. Pak

2−d0 + · · ·+ 2−dk−1 ≤ 1.

Důkaz: Předpokládejme opět 1 ≤ d0 ≤ · · · ≤ dk−1 a položme c =
∑k−1
i=0 2−di . Pak c2 =∑k−1

i=0

∑k−1
j=0 2−di · 2−dj a pro p ≥ 2 přirozené je

cp =

k−1∑

i0=0

· · ·
k−1∑

ip−1=0

2−(di0+···+dip−1
) =

∑

u∈Ap
2−|f(u)|

=

pdk−1∑

j=1

|{u ∈ Ap : |f(u)| = j}| · 2−j =

pdk−1∑

j=1

cj2
−j .
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Pro koeficienty cj plat́ı

cj = |{(i0, . . . , ip−1) ∈ Ap : di0 + · · ·+ dip−1 = j}|
= |{(i0, . . . , ip−1) ∈ Ap : |f(i0, . . . , ip−1)| = j}|.

Slova i = (i0, . . . , ip−1) ∈ Ap jsou zprávy v abecedě A a cj je počet všech zpráv jejichž
kódy maj́ı délku právě j. Protože počet všech možných kód̊u délky j je 2j a protože f je
jednoznačný, plat́ı cj ≤ 2j . Odtud dostáváme

cp ≤
pdk−1∑

j=1

2j · 2−j = pdk−1 =⇒ cp

p
≤ dk−1.

To je možné pouze pokud c ≤ 1.

3.2 Délka kódu

Definice 20 Délka blokového kódu f : A→ B+ při rozděleńı P ∈ ∆(A) je

L(P, f) =
∑

a∈A
P (a) · |f(a)|.

Délka rozděleńı P ∈ ∆(A) je L(P ) = min{L(P, f) : f : A → B+ je jednoznačný kód}.
Jednoznačný kód f : A→ 2+ je minimálńı kód pro P , pokud L(P, f) = L(P ).

Tvrzeńı 56 Necht’ X je bernoulliovský proces nad A a f : A→ B+ je blokový kód. Pak

lim
n→∞

|f(X[0,n))|
n

= L(P, f) s.j.

Důkaz: Plat́ı |f(X[0,n))| =
∑
i<n |f(Xi)| a E|f(Xi)| =

∑
a∈A P (a) · |f(a)| = L(P, f).

Věta 57 (Shannon̊uv kód) Pro každé rozděleńı P ∈ ∆(A) plat́ı

H(P ) ≤ L(P ) < H(P ) + 1.

Důkaz: Pro dané P sestroj́ıme kód f . Položme da = d− logP (a)e, takže

log
1

P (a)
≤ da < log

1

P (a)
+ 1

Odtud 2−da ≤ P (a) takže č́ısla da splňuj́ı Kraftovu nerovnost. Existuje tedy prefixový kód
f : A→ B+ pro který |f(a)| = da. Odtud

L(P, f) =
∑

a∈A
P (a) · da <

∑

a∈A
P (a)

(
log

1

P (a)
+ 1

)
= H(P ) + 1.

Ukázali jsme tedy L(P ) ≤ L(P, f) ≤ H(P ) + 1. Pro d̊ukaz opačné nerovnosti potřebujeme
nerovnost lnx ≤ x − 1 z Lemma 5. Předpokládejme tedy že f : A → B+ je jednoznačný
kód, takže da = |f(a)| splňuj́ı Kraftovu nerovnost. Odtud dostáváme

H(P )− L(P, f) =
∑

a∈A
P (a)

(
log

1

P (a)
− log 2da

)
=

1

ln 2

∑

a∈A
P (a) ln

2−da

P (a)

≤ 1

ln 2

∑

a∈A
P (a)

(
2−da

P (a)
− 1

)
≤ 0
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Pro každý jednoznačný kód je tedy H(P ) ≤ L(P, f), takže H(P ) ≤ L(P ).

Z d̊ukazu věty plyne, že pro rozděleńı P ∈ ∆(P ), jehož hodnoty jsou záporné mocniny
dvou, tj. P (a) = 2−da existuje prefixový kód f , jehož délka L(P, f) = H(P ) je přesně
jeho entropie. Pokud pravděpodobnosti nejsou mocniny dvou, lze efektivitu kódováńı zvýšit,
kódujeme-li zprávy po bloćıch. Pro dané rozděleńı P ∈ ∆(A) a jeho m-tou mocninu Pm ∈
∆(Am) plat́ı H(Pm) = m ·H(P ). Podle Věty 57 je tedy m ·H(P ) ≤ L(Pm) ≤ m ·H(P ) + 1,
takže limm→∞ L(Pm)/m = H(P ). Při kódováńı po bloćıch připadá asymptoticky H(P ) bit̊u
na jedno ṕısmeno. V odstavci 3.5 tento výsledek ještě zobecńıme.

3.3 Huffmann̊uv kód

Věty 54 a 57 (přesněji řečeno jejich d̊ukazy) dávaj́ı algoritmus jak k danému rozděleńı P ∈
∆(A) sestrojit binárńı prefixový kód f : A→ B+ pro který L(P, f) < H(P ) + 1. Tento kód
ale nemuśı být minimálńı kód pro P .

f(a) = 00

f(b) = 01

f(c) = 10

f(d) = 11

a : 1
3

b : 1
3

c : 1
6

d : 1
6

1

0

cd : 1
3

b : 1
3

a : 1
3

1

0

ab : 2
3

cd : 1
3

1

0

abcd : 1

Obrázek 13: Huffmann̊uv kód

Př́ıklad 10 Rozděleńı P = ( 1
3 ,

1
3 ,

1
6 ,

1
6 ) má entropii H(P ) = log(3) + 1

3 ≈ 1.918.

Záporné logaritmy pravděpodobnost́ı jsou − logP = (1.58, 1.58, 2.58, 2.58), takže délky jsou
d = (2, 2, 3, 3). Tomu odpov́ıdá např́ıklad prefixový kód g = (00, 01, 100, 101) s délkou
L(P, g) = 7

3 ≈ 2.333. Minimálńı kód pro P je ale např́ıklad f = (00, 01, 10, 11) s délkou
L(P, f) = 2 < L(P, g). Minimálńı prefixový kód daného rozděleńı lze źıskat Huffmannovým
algoritmem. Algoritmus slouč́ı dvě ṕısmena s nejmenš́ı pravděpodobnost́ı do jediného nového
ṕısmene a źıská tak rozděleńı na menš́ı abecedě. Potom sestroj́ı minimálńı kód pro tuto menš́ı
abecedu a z kódu složeného ṕısmene źıská kódy jeho dvou ṕısmen tak že k němu přidáme
jeden rozlǐsovaćı bit. Postup je znázorněn na obrázku 13. Minimálńı kód neńı určen jed-
noznačně. V př́ıpadě že v pr̊uběhu algoritmu dojde k situaci že dvojice ṕısmen s nejmenš́ı
pravděpodobnost́ı neńı určena jednoznačně, vedou obě alternativy k minimálńımu kódu. K
této situaci docháźı v př́ıkladě 10. Alternativńı minimálńı kód (se stejnou délkou L(P, f) = 2)
je sestrojen na obrázku 14.

f(a) = 1

f(b) = 00

f(c) = 010

f(d) = 011

a : 1
3

b : 1
3

c : 1
6

d : 1
6

1

0

cd : 1
3

b : 1
3

a : 1
3

0

1
bcd : 2

3

a : 1
3

0

1

abcd : 1

Obrázek 14: Alternativńı Huffmann̊uv kód
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Definice 21

(1) Binárńı strom je množina T ⊆ B∗ pro kterou plat́ı u ∈ T & v vp u =⇒ v ∈ T .

(2) Listy binárńıho stromu T tvoř́ı množinu L(T ) = {u ∈ T : u0 6∈ T & u1 6∈ T}.
(3) Binárńı strom T je úplný, pokud plat́ı u ∈ T =⇒ (u0 ∈ T ⇐⇒ u1 ∈ T ).

(4) Binárńı strom prefixového kódu f : A→ B+ je Tf = {u ∈ B∗ : ∃a ∈ A, u vp f(a)}.
Tvrzeńı 58 Je-li T binárńı strom a f : A → L(T ) prosté zobrazeńı, je f prefixový kód.
Přitom f je úplný kód právě když T je úplný binárńı strom a f : A → L(T ) je bijektivńı
zobrazeńı.

Důkaz: Je-li f : A→ L(T ) prosté a f(a) vlastńı prefix f(b), pak f(a) nemůže být list a to
je spor. Necht’ f je úplný kód. Jestliže f neńı bijektivńı nebo T neńı úplný, existuje a ∈ A
takové že bud’ f(a) = u0 a u1 6∈ f [A], nebo f(a) = u1 a u0 6∈ f [A]. Pak bud’ u0∞ nebo
u1∞ nenálež́ı do f [AN], takže f neńı úplný kód. Naopak předpokládejme, že f je bijekce a
T je úplný strom. Je-li u nejdeľśı prefix y ∈ BN který nálež́ı do T , pak u ∈ L(T ). Pokud
by totiž u nenáleželo do L(T ), pak by obě slova u0 a u1 náležela do T a jedno z nich by
bylo prefixem y. existuje tedy x0 ∈ A a z ∈ BN takové že y = f(x0)z. Opakováńım tohoto
postupu sestroj́ıme x ∈ AN pro které y = f(x).

Tvrzeńı 59 Pro každý P ∈ ∆(A) existuje minimálńı prefixový kód. Je-li f : A → B+

minimálńı prefixový kód pro P , je Tf úplný binárńı strom a plat́ı

P (a) < P (b) =⇒ |f(a)| ≥ |f(b)|.
Dále existuj́ı a 6= b ∈ A takové, že pro každé c ∈ A plat́ı |f(c)| ≤ |f(a)| = |f(b)| a f(a) se od
f(b) lǐśı jen posledńım bitem.

Důkaz: Množina kód̊u g : A→ B+ takových že L(P, g) ≤ dlog |A|e je konečná a neprázdná,
takže existuje minimálńı kód g. Podle Věty 55, délky |g(a)| splňuj́ı Kraftovu nerovnost a
podle Věty 54 existuje prefixový kód f se stejnými délkami. |f(a)| = |g(a)|, takže f je také
minimálńı. Předpokládejme sporem, že Tf neńı minimálńı strom. Pak existuje u ∈ Tf takový
že u0 ∈ Tf a u1 6∈ Tf (nebo naopak). Sestrojme kód

g(v) =

{
f(v) pokud u 6vp f(v)
uw pokud f(v) = u0w

Pak g je prefixový kód kratš́ı než f a to je spor, takže Tf je minimálńı strom. Kdyby pro
P (a) < P (b) platilo |f(a)| < |f(b)|, pak by záměnou f(a) a f(b) vznikl kratš́ı kód. Nakonec
dokažme, že dvě nejdeľśı kódová slova se lǐśı jen posledńım bitem. Necht’ f(a) je nejdeľśı
slovo kódu, tj. |f(c)| ≤ |f(a)| pro každé c ∈ A. Položme f(a) = ud, kde d ∈ B a uvažujme
kód g : A → B∗ definovaný předpisem g(a) = u, g(c) = f(c) pro c 6= a. Protože f je
minimálńı, g neńı prefixový a existuje b 6= a pro které u vp f(b) nebo f(b) vp u. Protože
f je prefixový kód, neńı f(b) v u, a tedy speciálně u 6= f(b), takže u je vlastńı prefix f(b).
Protože |u|+ 1 ≥ |f(b)| > |u|, je f(b) = ud′, kde d′ = 1− d ∈ B.

Tvrzeńı 60 Necht’ P ∈ ∆(A) a necht’ pro a, b ∈ A plat́ı ∀c ∈ A\{a, b}, P (c) ≥ P (a) ≥ P (b).
Uvažujme abecedu C = A\{a, b}∪{c}, kde c 6∈ A a sestrojme rozděleńı Q ∈ ∆(C) předpisem

Q(x) =

{
P (x) pro x ∈ A \ {a, b}
P (a) + P (b) pro x = c

Necht’ g : C → B+ je minimálńı prefixový kód pro Q a sestrojme kód f : A→ B+ předpisem

f(x) =





g(x) pro x ∈ A \ {a, b}
g(c)0 pro x = a
g(c)1 pro x = b

Pak f je minimálńı prefixový kód pro P .
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Důkaz: Předpokládejme sporem že minimálńı prefixový kód f ′ : A → B+ je kratš́ı než
f . Vhodnou záměnou ṕısmen lze kód modifikovat tak že jeho délka se nezměńı a přitom
f ′(a), f ′(b) jsou kódy s nejmenš́ı délkou, které se lǐśı jen posledńım bitem, tj. f ′(a) = u0,
f ′(b) = u1. Sestrojme kód g′ : C → B+ předpisem g′(c) = u a g′(x) = f ′(x) pro x ∈ C \{c}.
Pak

L(Q, g′) =
∑

x∈C
Q(x) · |g′(x)| =

∑

x∈C\{c}
P (x) · |f ′(x)|+ (P (a) + P (b)) · |u|

≤ L(P, f ′)− P (a)− P (b) < L(P, f)− P (a)− P (b) = L(Q, g)

a to je spor.

Důkaz: Předpokládejme sporem že minimálńı prefixový kód f ′ : A → B+ je kratš́ı než
f . Vhodnou záměnou ṕısmen lze kód modifikovat tak že jeho délka se nezměńı a přitom
f ′(a), f ′(b) jsou kódy s nejmenš́ı délkou, které se lǐśı jen posledńım bitem, tj. f ′(a) = u0,
f ′(b) = u1. Sestrojme kód g′ : C → B+ předpisem g′(c) = u a g′(x) = f ′(x) pro x ∈ C \ {c}.
Pak

L(Q, g′) =
∑

x∈C

Q(x) · |g′(x)| =
∑

x∈C\{c}
P (x) · |f ′(x)|+ (P (a) + P (b)) · |u|

≤ L(P, f ′)− P (a)− P (b) < L(P, f)− P (a)− P (b) = L(Q, g)

a to je spor.
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Obrázek 15: Ohodnocené binárńı stromy

Huffmann̊uv algoritmus použ́ıvá datovou strukturu ohodnoceného binárńıho stromu. Pro
Huffmannovy kódy z obrázku 13 a 14 jsou př́ıslušné ohodnocené stromy na obrázku 15.
Ohodnoceńı vrchol̊u je zapsáno ve tvaru ℓ(u) : f(u), µ(u), kde ℓ(u) = |{v ∈ T : v < u}|
je pořad́ı u v lexikografickém uspořádáńı T , f : T → P(A) přǐrazuje vrchol̊um podmnožiny
abecedy A, a µ : T → [0, 1] přǐrazuje vrchol̊um jejich pravděpodobnosti (vyjádřené v pro-
centech).

Definice 22

(1) Ohodnocený strom nad A je trojice T = (T, f, µ), kde T ⊆ B+ je úplný binárńı
strom, µ : T → [0,∞) je váhová funkce splňuj́ıćı µ(u) = µ(u0)+µ(u1), a f : A→ L(T )
je bijektivńı zobrazeńı.

(2) Ohodnocený strom T je uspořádaný, pokud plat́ı u < v =⇒ µ(u) ≥ µ(v).
(3) Spojeńı ohodnocených strom̊u T0 = (T0, f0, µ0) a T1 = (T1, f1, µ1) nad disjunktńımi

abecedami A0, A1 je ohodnocený strom T = (T, f, µ) = T0∨T1 nad abecedou A = A0∪A1,
kde

(a) T = 0T0 ∪ 1T1 ∪ {λ} = {0u : u ∈ T0} ∪ {1u : u ∈ T1} ∪ {λ},
(b) µ(0u) = µ0(u), µ(1u) = µ1(u), µ(λ) = µ0(λ) + µ1(λ)

(c) f(a) =

{
0f0(a) pro a ∈ A0

1f1(a) pro a ∈ A1.

Ohodnocený strom (T, f, µ) určuje ohodnoceńı f : T → P(A) vrchol̊u stromu podmnožinami
abecedy A předpisem

f(f(a)) = {a}, f(u) = f(u0) ∪ f(u1).
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Ohodnocený strom (T, f, µ) určuje ohodnoceńı f : T → P(A) vrchol̊u stromu podmnožinami
abecedy A předpisem

f(f(a)) = {a}, f(u) = f(u0) ∪ f(u1).

Definice 23 Huffmann̊uv algoritmus na základě vstupu P ∈ ∆(A) vytvoř́ı ohodnocený
binárńı strom následuj́ıćım postupem:

(1) Inicializace: Vytvoř seznamu ohodnocených strom̊u (Ta = (Ta, fa, µa))a∈A nad jedno-
prvkovými abecedami {a}. Zde Ta = {λ}, µa(λ) = P (a), fa(λ) = a.

(2) V seznamu ohodnocených strom̊u nad disjunktńımi abecedami (jejichž sjednoceńı je A)
najdi dvojici strom̊u T0, T1 s nejmenš́ımi váhami kořen̊u µ0(λ) ≥ µ1(λ) a nahrad’ je
jejich spojeńım T0 ∨ T1.

(3) Opakuj krok (2) dokud nez̊ustane jediný strom (nad abecedou A)

Konstrukce kódu rozděleńı P = ( 1
3 ,

1
3 ,

1
6 ,

1
6 ) na obrázku 14 prob́ıhá v následuj́ıćıch kroćıch:

1. [(λ, a, 1
3 )], [(λ, b, 1

3 )], [(λ, c, 1
6 )], [(λ, d, 1

6 )]

2. [(λ, a, 1
3 )], [(λ, b, 1

3 )], [(λ, cd, 1
3 ), (0, c, 1

6 ), (1, d, 1
6 )]

3. [(λ, ab, 2
3 ), (0, a, 1

3 ), (1, b, 1
3 )], [(λ, cd, 1

3 ), (0, c, 1
6 ), (1, d, 1

6 )]

4. [(λ, abcd, 1), (0, ab, 2
3 ), (00, a, 1

3 ), (01, b, 1
3 ), (1, cd, 1

3 ), (10, c, 1
6 ), (11, d, 1

6 )]

Alternativńı konstrukce na obrázku 15 prob́ıhá v následuj́ıćıch kroćıchsmallskip
1. [(λ, a, 1

3 )], [(λ, b, 1
3 )], [(λ, c, 1

6 )], [(λ, d, 1
6 )]

2. [(λ, a, 1
3 )], [(λ, b, 1

3 )], [(λ, cd, 1
3 ), (0, c, 1

6 ), (1, d, 1
6 )]

3. [(λ, a, 1
3 )], [(λ, bcd, 2

3 ), (0, b, 1
3 ), (1, cd, 1

3 ), (10, c, 1
6 ), (11, d, 1

6 )]

4. [(λ, abcd, 1), (1, a, 1
3 ), (0, bcd, 2

3 ), (01, b, 1
3 ), (11, cd, 1

3 ), (110, c, 1
6 ), (111, d, 1

6 )]

Věta 61 Huffmann̊uv algoritmus z Definice 23 sestroj́ı uspořádaný strom a jeho kód je
minimálńı.

Důkaz: Stejně jako v Tvrzeńı 60 zvoĺıme ṕısmena a, b ∈ A s nejmenš́ımi pravděpodobnostmi,
tj. taková, že pro každé c ∈ A\{a, b} plat́ı P (c) ≥ P (a) ≥ P (b). Pro abecedu C = A\{a, b}∪
{c} a rozděleńı Q Huffmann̊uv algoritmus sestroj́ı ohodnocený strom TC . Pro ohodnocený
strom TA rozděleńı P plat́ı

TA = TC ∪ {u0, u1}, µA(u0) = P (a), µA(u1) = P (b),

kde u = fC(c). Podle indukčńıho předpokladu TC je uspořádaný a jeho kód je minimálńı.
Podle Tvrzeńı 60 je kód TA také minimálńı. Ukážeme, že TA je uspořádaný. Pro dva nové
vrcholy u0, u1 plat́ı u0 < u1 a µA(u0) = P (a) ≥ P (b) = µA(u1). Předpokládejme sporem
že µ(ui) < µ(vj) a přitom ui < vj pro nějaké i ∈ B, v ∈ B∗ \ {u}, j ∈ B. Pak |u| ≤ |v| a
tedy u < v. Protože µ(u0) ≥ µ(u1), µ(v0) ≥ µ(v1), dostáváme µ(u1) < µ(v0). Protože také
µ(u0) ≤ µ(v1), dostáváme odtud µ(u) < µ(v) a to je spor.

Věta 62 Je-li T = (T, µ, f) uspořádaný strom a µ(λ) = 1, je f minimálńı kód pro rozděleńı
P (a) = µ(f(a)).

Důkaz: Necht’ u0, u1 ∈ T jsou dva největš́ı prvky T . Protože T je uspořádaný, maj́ı u0 a u1
nejmenš́ı pravděpodobnosti a strom T ′ který źıskáme z T odstraněńım u0, u1 má rozděleńı
Q. Podle indukčńıho předpokladu je T ′ minimálńı kód a podle Tvrzeńı 14 je T minimálńı
kód.

41



3.4 Kódováńı spočetných abeced

Teorii kód̊u lze rozš́ı̌rit i na spočetné abecedy. Blokový kód spočetné abecedy A je zobrazeńı
f : A→ B+, kde B je binárńı abeceda. Množina slov nad A je

A∗ =
⋃

k≥0

Ak = {λ} ∪A ∪A2 ∪ · · ·

Kód f : A → B∗ lze rozš́ı̌rit na zobrazeńı f∗ : A∗ → B∗. Definice prostého, prefixového a
jednoznačného kódu z̊ustávaj́ı v platnosti. I pro nekonečné kódy plat́ı Věty 54, 55 a 57.

Věta 63 Je-li f : N→ B+ jednoznačný kód, pak plat́ı Kraftova nerovnost
∑
i∈N 2−|f(i)| ≤ 1.

Naopak je-li d = (di)i∈N posloupnost přirozených č́ısel, která splňuje Kraftovu nerovnost∑
i∈N 2−di ≤ 1, pak existuje prefixový kód f : N→ B∗ pro který |f(i)| = di.

Důkaz: Necht’ f : N→ B+ je jednoznačný kód. Pak jeho restrikce f : Zn → B+ je také jed-
noznačný kód a tedy

∑
i<n 2−di ≤ 1. Z toho plyne

∑
i∈N 2−di ≤ 1. Naopak předpokládejme

že
∑
i∈N 2−di ≤ 1. Pak každá množina Ak = {i ∈ N : di ≤ k} je konečná. Necht’ k0 je

nejmenš́ı č́ıslo pro které je Ak0 neprázdná. Podle d̊ukazu Věty 54 existuje prefixový kód
f : Ak0 → B+ s délkami |f(i)| = di. Je-li již definován prefixový kód f : Ak → B+, existuje
jeho rozš́ı̌reńı na prefixový kód f : Ak+1 → B+. Společné rozš́ı̌reńı všech těchto kód̊u je
prefixový kód f : N→ B+.

Věta 64 Necht’ P ∈ ∆(N) je rozděleńı s konečnou entropíı. Pak H(P ) ≤ L(P ) ≤ H(P )+1.

Tvrzeńı 65 Existuje prostý kód b : N → B∗ pro který |b(n)| = blog(n + 1)c ≤ log(n + 1)
(obrázek 16). Dále existuj́ı prefixové kódy bk : N→ B∗ takové, že

|bk(n)| =
⌊
n+ k

2k−1

⌋
, k ≥ 1

n b(n) b1(n) b2(n) b3(n) b0(n) bN(n) l1(n) l2(n)
0 λ 0 00 000 0 0 0 00
1 0 10 01 001 100 1000 1 01
2 1 110 100 010 101 1001 10
3 00 130 101 011 11000 10100 11
4 01 140 1100 1000 11001 10101
5 10 150 1101 1001 11010 10110
6 11 160 1300 1010 11011 10111
7 000 170 1301 1011 130000 11000000
8 001 180 1400 11000 130001 11000001
...

...
...

...
...

...
...

14 111 1140 1700 13010 130111 11000111
15 0000 1150 1701 13011 1400000 110010000
16 0001 1160 1800 14000 1400001 110010001

Obrázek 16: Kódováńı přirozených č́ısel

Důkaz: Definujme b(n) jako n-tý prvek v lexikografickém uspořádáńı binárńıch slov

B∗ = {λ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, . . .}.
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Pro b : N→ B∗ a inverzńı zobrazeńı b−1 : B∗ → N plat́ı vzorce

b(n)i =

⌊
n− blog(n+ 1)c

2i

⌋
mod 2, i < blog(n+ 1)c

b−1(u) = −1 + 2|u| + 2|u|−1u0 + 2|u|−2u1 + · · ·+ u|u|−1, u ∈ B∗

Kód b je prostý ale neńı ani prefixový ani jednoznačný. Necht’ lk(n) je n-tý prvek v lexiko-
grafickém uspořádáńı Bk (obrázek 16). Kódy bk jsou definovány vzorci b1(n) = 1n0,

bk(n) = 1bn/2
k−1clk(n− bn/2k−1c).

5 10

5

E

r = E/(E + 1)

H(Pr)

L(Pr, b1) L(Pr, b2) L(Pr, b3)

L(Pr, b4)

L(Pr, b5)

Obrázek 17: Kódy pro geometrické rozděleńı

Kódy bk jsou vhodné pro geometrické rozděleńı (Př́ıklad 2) Pr(n) = (1 − r)rn, kde
0 < r < 1 se středńı hodnotou a entropíı

E(P ) =
r

1− r , H(P ) = log
1

1− r +
r

1− r log
1

r
.

Délky těchto kód̊u jsou na obrázku 17.

Tvrzeńı 66 Pro prefixový kód bk a geometrické rozděleńı Pr je

L(Pr, bk) = k − 1 +
1

1− r2k−1

Důkaz: Položme j = 2k−1

L(P, bk) = (1− r)
(
k · (1 + · · ·+ rj−1) + (k + 1) · rj · (1 + · · ·+ rj−1) + · · ·

)

= (1− rj) ·
(
k + (k + 1)rj + (k + 1)r2j + · · ·

)

= k + rj + r2j + r3j + · · · = k − 1 +
1

1− rj

Speciálně pro rk = 2−21−k

je − logPrk(n) = − log(1 − 2−21−k

) + n
2k−1 , L(Prk , bk) = k + 1.

S použit́ım přibližného vzorce rk ≈ 1 − 21−k · ln(2) dostáváme H(Prk) ≈ k + 0.972− 21−k,
takže délka kódu je velmi bĺızká entropii.

Ukážeme nyńı konstrukci prefixového kódu bN, který má stejnou asymptotickou délku
jako (nweprefixový) kód b.

Tvrzeńı 67 Existuj́ı prefixové kódy b0,bN : N→ B+ takové, že

|b0(n)| ≤ 2 log(n+ 1) + 1

|bN(n)| ≤ log(n+ 1) + 2 log(log(n+ 1) + 1) + 1, lim
n→∞

|bN(n)|
log(n)

= 1.

Důkaz: Pro kód b0(n) = b1(|b(n)|)b(n) = 1|b(n)|0b(n) je

|b0(n)| = 2|b(n)|+ 1 = 2⌊log(n+ 1)⌋+ 1 ≤ 2 log(n+ 1) + 1

Pro bN(n) = b0(|b(n)|)b(n) pak plat́ı

|bN(n)| ≤ 2 log(|b(n)|+ 1) + 1 + |b(n)| ≤ log(n+ 1) + 2 log(log(n+ 1) + 1) + 1.

Obecně pro libovolnou abeceduA lze sestrojit prefixový kód s asymptotickou délkou |u| log |A|.
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Tvrzeńı 67 Existuj́ı prefixové kódy b0,bN : N→ B+ takové, že

|b0(n)| ≤ 2 log(n+ 1) + 1

|bN(n)| ≤ log(n+ 1) + 2 log(log(n+ 1) + 1) + 1, lim
n→∞

|bN(n)|
log(n)

= 1.

Důkaz: Pro kód b0(n) = b1(|b(n)|)b(n) = 1|b(n)|0b(n) je

|b0(n)| = 2|b(n)|+ 1 = 2blog(n+ 1)c+ 1 ≤ 2 log(n+ 1) + 1

Pro bN(n) = b0(|b(n)|)b(n) pak plat́ı

|bN(n)| ≤ 2 log(|b(n)|+ 1) + 1 + |b(n)| ≤ log(n+ 1) + 2 log(log(n+ 1) + 1) + 1.

Obecně pro libovolnou abeceduA lze sestrojit prefixový kód s asymptotickou délkou |u| log |A|.

Tvrzeńı 68 Pro každou konečnou abecedu A existuje prefixový kód bA : A∗ → B+ pro který
plat́ı

|bA(u)| ≤ |u| · log |A|+ 4 log(|u|+ 1) + 2 log log |A|+ 2, lim
|u|→∞

|bA(u)|
|u| = log |A|

Speciálně pro binárńı abecedu plat́ı |bB(u)| ≤ |u|+ 4 log(|u|+ 1) + 2.

Důkaz: Označ́ıme prvky abecedy A přirozenými č́ısly, takže A = {0, 1, . . . ,m − 1}. Pro
u ∈ Ak necht’ `(u) = u0 · |A|k−1 + · · · + uk−1 je pořad́ı u v lexikografickém uspořádáńı
množiny Ak. Položme bA(u) = b0(|u|)bN(`(u)). Protože `(u) + 1 ≤ |A||u|, je

|bA(u)| ≤ 2 log(|u|+ 1) + 1 + log(|`(u)|+ 1) + 2 log(log(|`(u)|+ 1) + 1) + 1

≤ 2 log(|u|+ 1) + |u| · log |A|+ 2 log(|u| log |A|+ 1) + 2

≤ |u| · log |A|+ 2 log(|u|+ 1) + 2 log((|u|+ 1) log |A|) + 2

≤ |u| · log |A|+ 4 log(|u|+ 1) + 2 log log |A|+ 2.

u λ 0 1 00 01 10 11 000
`(u) 0 0 1 0 1 2 3 0
bB(u) 00 1000 1001000 1010 1011000 1011001 10110100 110000

Pro d > 0 definujeme lexikografický kód ld : [0, 2d)→ Bd. Pro n < 2d je ld(n) n-tý prvek
Bd v lexikografickém uspořádáńı (obrázek 16).

3.5 Kódy pro stacionárńı procesy

Definice 24 Necht’ µ : A∗ → [0, 1] je symbolická mı́ra nad abecedou A a f : A∗ → B∗ je
zobrazeńı do množiny binárńıch slov. Horńı a dolńı délka f při µ je

L(µ, f) = lim inf
n→∞

1

n

∑

u∈An
µ(u) · |f(u)|, L(µ, f) = lim sup

n→∞

1

n

∑

u∈An
µ(u) · |f(u)|

Př́ıklad 11 Pro prefixový kód bA : A∗ → B+ a každou symbolickou mı́ru µ plat́ı

L(µ,bA) = L(µ,bA) = log |A|.

Také pro symbolické mı́ry plat́ı Shannonova věta 57, ale v silněǰśım tvaru: Délka kódu je
zdola omezená entropíı nejen pro blokové kódy ale pro každé prosté zobrazeńı f : A∗ → B∗

(Věta 69). K entropii se lze délkou blokového kódu libovolně přibĺıžit (Věta 74). Dokonce
existuje prefixový kód f : A∗ → B+, jehož délka je přesně entropie symbolické mı́ry (Věta
75).
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Věta 69 Necht’ A je konečná abeceda, f : A∗ → B∗ je prosté zobrazeńı a necht’ µ : A∗ →
[0, 1] je stacionárńı mı́ra nad A. Pak H(µ) ≤ L(µ, f).

Důkaz: Pro prefixový kód bB : B∗ → B∗ sestrojený v Tvrzeńı 68 plat́ı

|bB(u)| ≤ |u|+ 4 log(|u|+ 1) + 2.

Pro dané ε > 0 existuje nε takové že pro všechna n > nε je |bB(u)| ≤ (1 + ε)|u|. Pro u ∈ An
položme gn(u) = bB(f(u)). Pak kód gn : An → B∗ je prefixový. Podle Shannonovy Věty 57
plat́ı

H(µ|An) ≤ L(µ|An , gn) =
∑

u∈An
µ(u) · |gn(u)| ≤ (1 + ε)

∑

u∈An
µ(u) · |f(u)|

Po vyděleńı n dostáváme v limitě H(µ) = limn→∞H(µ|An)/n ≤ (1 + ε) · L(µ, f) a tato
nerovnost plat́ı pro každé ε > 0.

Věta 70 Necht’ f : A∗ → B∗ je prosté zobrazeńı, P ∈ ∆(A) a (Xn)n≥0 bernoulliovský
proces s rozděleńım P . Pak

lim
n→∞

|f(X[0,n))|
n

≥ H(P ) i.p.

Důkaz: Pro každé n plat́ı |{u ∈ A∗ : |f(u)| ≤ n}| ≤ |{u ∈ B∗ : |u| ≤ n}| < 2n+1. Pro dané
kladné ε, δ zvolme kladné η < ε. Podle Věty 47 o typické množině existuje nδ,η takové, že
pro všechna n > nδ,η plat́ı

P[|f(X[0,n))|/n < H(P )− ε] ≤
≤ P[X[0,n) 6∈Mn

η (P )] + P[X[0,n) ∈Mn
η (P ) & |f(X[0,n))| < n(H(P )− ε)]

≤ δ + 2−n·(H(P )−η) · |{u ∈ An : |f(u)| < n(H(P )− ε)}|
≤ δ + 2−n·(H(P )−η) · 2n·(H(P )−ε)+1 = δ + 2−n(ε−η)+1

a tedy lim supn→∞ P[|f(X[0,n))|/n < H(P ) − ε] ≤ δ. Protože to plat́ı pro každé δ > 0, je
limn→∞ P[|f(X[0,n))|/n > H(P )− ε] = 0.

Pro konvergenci skoro jistě potřebujeme ześıleńı Čebyševovy nerovnosti (viz Rényi [26]).

Věta 71 (Bernsteinova nerovnost) Necht’ (Xi)i≥0 jsou nezávislé, omezené reálné náhodné
veličiny s stejnou středńı hodnotou E(Xi) = E a rozptylem V(Xi) = D pro které existuje
K > 0 takové že |Xi − E| ≤ K pro každé i. Pak pro každé ε < D/K plat́ı

P

[∣∣∣∣
X0 + · · ·Xn−1

n
− E

∣∣∣∣ ≥ ε
]
≤ 2 · e−2nε2D/(2D+εk)2 ≤ 2 · e−2nε2/9D.

Z Bernsteinovy nerovnosti dostáváme ześıleńı odhadu pravděpodobnosti typické množiny

Mn
ε (P ) =

{
u ∈ An :

∣∣∣∣H(P ) +
1

n
logPn(u)

∣∣∣∣ < ε

}

=
{
u ∈ An : 2−n(H(P )+ε) < Pn(u) < 2−n(H(P )−ε)

}

Tvrzeńı 72 Necht’ (Xi)i≥0 je bernoulliovský proces s rozděleńım P ∈ ∆(A) a položme

D = V(IXi) = −
∑

a∈A
P (a) log2 P (a)−H(P )2, K = max{− logP (a) : a ∈ A}

Pak pro ε < D/K plat́ı

P[X[0,n) ∈Mn
ε (P )] > 1− 2 · e−nε2/9D.
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Důkaz: ProtožeH(P ) ≤∑a∈A P (a)·K = K, je |IXi−H(P )| ≤ K. Protože E(IXi) = H(P ),
tvrzeńı plyne z Bernsteinovy nerovnosti.

Věta 73 Necht’ (Xi)i∈N je bernoulliovský proces s rozděleńım P ∈ ∆(A) a f : A∗ → B+

prosté zobrazeńı. Pak

lim inf
n→∞

|f(X[0,n))|
n

≥ H(P ) s.j.

Důkaz: Podle Věty 40 stač́ı ukázat konvergenci suprem v pravděpodobnosti. Pro dané
ε, δ > 0 zvolme kladné η < ε a n > nδ,η. Pak

P[ inf
m≥n
|f(X[0,m))|/m < H(P )− ε] ≤

≤
∑

m≥n
P[|f(X[0,m))|/m < H(P )− ε]

≤
∑

m≥n
P[X[0,m) 6∈Mm

η (P )] + P[X[0,m) ∈Mm
η (P ) & |f(X[0,m))| < m(H(P )− ε)]

≤
∑

m≥n
2e−nη

2/9D + 2−n·(H(P )−η) · |{u ∈ An : |f(u)| < n(H(P )− ε)}|

≤ c0 · c−n +
∑

m≥n
2−n·(H(P )−η) · 2n·(H(P )−ε)+1 = c0 · c−n + c1 · 2−n(ε−δ)+1

kde c, c0, c1 jsou kladné konstanty, takže limn→∞ P[supm≥n |f(X[0,m))|/m > H(P )− ε] = 0.
Podle Věty 40 je

lim inf
n→∞

|f(X[0,n))|
n

≥ H(P ) s.j.

Věta 74 Pro každou stacionárńı mı́ru µ nad A a pro každé ε > 0 existuje n ∈ N a blokový
kód fn : An → B+ takový že

L(µ|An , fn)

n
≤ H(µ) + ε

Důkaz: Existuje n takové že 1
n <

ε
2 a H(µ|An)/n < H(µ) + ε

2 . Pro µ|An existuje prefixový
kód fn : An → B+ pro který L(µ|An , fn) ≤ H(µ|An) + 1, takže

L(µ|An , fn)

n
<
H(µ|An) + 1

n
< H(µ) + ε.

Věta 75 Pro každou stacionárńı mı́ru µ nad A existuje prefixový kód bµ : A∗ → B∗, takový
že H(µ) = L(µ,bµ) = L(µ,bµ).

Důkaz: Podle Věty 57 pro každé n existuje blokový prefixový kód fn : An → B∗ takový že∑
u∈An µ(u) · |fn(u)| ≤ H(µ|An) + 1. Pro u ∈ An položme bµ(u) = b0(n)fn(u), kde b0 je

prefixový kód z Tvrzeńı 67. Pak bµ : A∗ → B∗ je prefixový kód a plat́ı

∑

u∈An
µ(u) · |bµ(u)| ≤

∑

u∈An
µ(u) · (|fn(u)|+ 2 log(n+ 1) + 1)

≤ H(µ|An) + 2 log(n+ 1) + 2

lim sup
n→∞

1

n

∑

u∈An
|bµ(u)| · µ(u) ≤ H(µ)

takže L(µ, f) ≤ H(µ). Podle Věty 69 je H(µ) ≤ L(µ, f).
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4 Univerzálńı kódy

4.1 Frekvenčńı kód

Optimálńı kódy, které jsme dosud sestrojovali, byly vždy určeny pro dané pravděpodobnostńı
rozděleńı - bud’ pro P ∈ ∆(A), nebo pro symbolickou mı́ru µ. Existuj́ı však také ”uni-
verzálńı”kódy, které dobře komprimuj́ı celé tř́ıdy stacionárńıch proces̊u, např́ıklad všechny
bernoulliovské procesy. Nejjednodušš́ı kód tohoto typu je frekvenčńı kód, který popisuje
dané slovo tak, že udá počty výskyt̊u jednotlivých ṕısmen, spolu s pořad́ım daného slova v
množině všech slov se stejnými počty výskyt̊u. Připomeňme, že frekvenčńı rozděleńı slova
u ∈ A∗ je Pu(a) = |u|a/|u|. Uvažujme lineárńı uspořádáńı na A a jemu př́ıslušné lexikogra-
fické uspořádáńı na A∗.

u < v ⇐⇒ |u| < |v| nebo |u| = |v| a ∃i < |u|, u[0,i) = v[0,i), ui < vi

Pro binárńı abecedu je λ < 0 < 1 < 00 < 01 < 10 < 11 < 000 < · · ·

Tvrzeńı 76 Pro každou abecedu A existuje frekvenčńı prefixový kód fA : A∗ → B∗ takový
že pro všechna u ∈ A∗ plat́ı

|fA(u)| ≤ |u| · H(Pu) + 2(|A|+ 1) log(|u|+ 1) + |A|+ log log |A|.

Důkaz: Předpokládejme že abeceda A je uspořádaná a uvažujme lexikografické uspořádáńı
na A∗. Známe-li počty ṕısmen |u|a ve slově u ∈ A∗, je slovo u jednoznačně určeno svým
pořad́ım

`(u) = |{v ∈ A|u| : v < u & ∀a ∈ A, |v|a = |u|a}|

v množině slov se stejnými frekvencemi jako u. Plat́ı `(u) < |C(u)| ≤ 2|u|·H(Pu) ≤ |A||u|.
Položme

fA(u) = b0(|u|0) . . .b0(|u||A|−1)bN(`(u))

Zřejmě fA je prefixový kód a plat́ı

|fA(u)| ≤ |A| · (2 log(|u|+ 1) + 1) + log(|`(u)|+ 1) + 2 log(log(|`(u)|+ 1) + 1) + 1

≤ |A| · (2 log(|u|+ 1) + 1) + |u| · H(Pu) + 2 log(|u| log |A|+ 1) + 1

≤ |u| · H(Pu) + |A|(2 log(|u|+ 1) + 1) + 2 log((|u|+ 1) · log |A|)
≤ |u| · H(Pu) + |A|(2 log(|u|+ 1) + 1) + 2 log((|u|+ 1) · log |A|)
≤ |u| · H(Pu) + 2(|A|+ 1) log(|u|+ 1) + |A|+ log log |A|.

Věta 77 Necht’ fA : A∗ → B∗ je frekvenčńı kód z Tvrzeńı 76. Pak pro každý bernoulliovský
proces X plat́ı

lim
n→∞

1

n
|fA(X[0,n))| = H(X) s.j.

Důkaz: Podle Tvrzeńı 76 plat́ı lim supn→∞
|fA(X[0,n))|

n ≤ lim supn→∞H(PX[0,n)
). Podle

Věty 43 plat́ı limn→∞H(PX[0,n)
) = H(P ) s.j. takže

lim sup
n→∞

|fA(X[0,n))|
n

≤ H(P ) s.j.

Opačnou nerovnost dává Věta 73.

Frekvenčńı kód je univerzálńı v tom smyslu, že dosahuje optimálńı kompresi dat pro každý
bernoulliovský proces. Na rozd́ıl od blokových kód̊u má však jednu velkou nevýhodu. Kódovaćı
i dekódovaćı algoritmus má exponenciálńı výpočtovou složitost.
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4.2 Adaptivńı Huffmann̊uv kód

Daľśı možnost́ı jak efektivně kódovat zprávu u ∈ A∗ s libovolným rozděleńım je nejprve určit
jej́ı rozděleńı Pu, sestrojit pro Pu minimálńı kód, odeslat nejprve (v nějakém standardńım
kódováńı) tento kód a potom kódovanou zprávu. Existuje ale efektivněǰśı algoritmus, který
je pouze jednopr̊uchodový. Tento algoritmus měńı minimálńı kód dynamicky podle počt̊u
ṕısmen v dosud přečtené zprávě. Dekódovaćı algoritmus měńı minimálńı kód přesně stejným
zp̊usobem, takže je schopen zprávu správně dekódovat. Pro implementaci této metody je
třeba odstranit nejednoznačnost konstrukce Huffmannova kódu, která nastává při stejných
pravděpodobnostech.

Uvažujme lineárně uspořádanou abeceduA. Toto uspořádáńı určuje lexikografické uspořá-
dáńı na A∗. Zavedeme ještě uspořádáńı množiny P(A) všech podmnožin A. Pro množinu
x ⊆ A označme x ∈ A∗ konkatenaci prvk̊u množiny x ve vzestupném pořad́ı. Toto vnořeńı
přenáš́ı lexikografické uspořádáńı na P(A): x < y pokud x < y.

Definice 25 Uspořádaný ohodnocený strom T = (T, f, w) je A uspořádaný, pokud pro každé
u < v ∈ T plat́ı f(u) < f(v).

Huffmann̊uv algortimus z Definice 23 modifikujeme tak, že v př́ıpadě µ0(λ) = µ1(λ)
požadujeme f i(λ) < f0(λ) < f1(λ) pro i > 1. T́ımto zp̊usobem je Huffmann̊uv strom daného
rozděleńı P na uspořádané abecedě A určen jednoznačně. Dynamický Huffmann̊uv algorit-
mus použ́ıvá mı́sto reálných vah (pravděpodobnost́ı) celoč́ıselné váhy, které maj́ı význam
počt̊u ṕısmen v dosud přečteném úseku vstupńıho slova.

4.2 Adaptivńı Huffmann̊uv kód

Daľśı možnost́ı jak efektivně kódovat zprávu u ∈ A∗ s libovolným rozděleńım je nejprve určit
jej́ı rozděleńı Pu, sestrojit pro Pu minimálńı kód, odeslat nejprve (v nějakém standardńım
kódováńı) tento kód a potom kódovanou zprávu. Existuje ale efektivněǰśı algoritmus, který
je pouze jednopr̊uchodový. Tento algoritmus měńı minimálńı kód dynamicky podle počt̊u
ṕısmen v dosud přečtené zprávě. Dekódovaćı algoritmus měńı minimálńı kód přesně stejným
zp̊usobem, takže je schopen zprávu správně dekódovat. Pro implementaci této metody je
třeba odstranit nejednoznačnost konstrukce Huffmannova kódu, která nastává při stejných
pravděpodobnostech.

Uvažujme lineárně uspořádanou abeceduA. Toto uspořádáńı určuje lexikografické uspořá-
dáńı na A∗. Zavedeme ještě uspořádáńı množiny P(A) všech podmnožin A. Pro množinu
x ⊆ A označme x ∈ A∗ konkatenaci prvk̊u množiny x ve vzestupném pořad́ı. Toto vnořeńı
přenáš́ı lexikografické uspořádáńı na P(A): x < y pokud x < y.

Definice 25 Uspořádaný ohodnocený strom T = (T, f, w) je A uspořádaný, pokud pro každé
u < v ∈ T plat́ı f(u) < f(v).

Huffmann̊uv algortimus z Definice 23 modifikujeme tak, že v př́ıpadě µ0(λ) = µ1(λ)
požadujeme f i(λ) < f0(λ) < f1(λ) pro i > 1. Tı́mto zp̊usobem je Huffmann̊uv strom daného
rozděleńı P na uspořádané abecedě A určen jednoznačně. Dynamický Huffmann̊uv algorit-
mus použ́ıvá mı́sto reálných vah (pravděpodobnost́ı) celoč́ıselné váhy, které maj́ı význam
počt̊u ṕısmen v dosud přečteném úseku vstupńıho slova.
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abcd:0

ab:0 cd:0

a:0 b:0 c:0 d:0

a->10
abcd:1

c:1 abd:0

a:0 bd:0

b:0 d:0

b->110
abcd:2

c:1 abd:1

a:1 bd:0

b:0 d:0

a->1
abcd:3

bcd:2 a:1

b:1 cd:1

c:1 d:0

b->00
abcd:4

bcd:2 a:2

b:1 cd:1

c:1 d:0

a->1
abcd:5

bcd:3 a:2

b:2 cd:1

c:1 d:0

a->1
abcd:6

bcd:3 a:3

b:2 cd:1

c:1 d:0

c->110
abcd:7

a:4 bcd:3

b:2 cd:1

c:1 d:0

Obrázek 18: Adaptivńı Huffmann̊uv kód

Př́ıklad konstrukce kódu je na obrázku 18. Algoritmus převád́ı vstupńı slovo cababaac
na 10, 10, 110, 1, 00, 1, 1, 110 (čárky jsou doplněny pouze pro přehlednost). Na začátku jsou
všechny váhy nulové, a všechny kódy jsou stejně dlouhé. Prvńı ṕısmeno c je kódováno
slovem 10. Po jeho přečteńı se uprav́ı váha tohoto vrcholu na µ(10) = 1. Aby z̊ustala
zachována vlastnost aditivity vah, je třeba upravit µ(1) = 1 a µ(λ) = 1. Po tomto upraveńı
zkontrolujeme, zda je strom uspořádaný, tj. zda pro u > v plat́ı µ(u) < µ(v). V našem
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zkontrolujeme, zda je strom uspořádaný, tj. zda pro u > v plat́ı µ(u) < µ(v). V našem
př́ıpadě tato podmı́nka neplat́ı, takže je třeba vytvořit nový Huffmann̊uv kód. Daľśı vstupńı
ṕısmeno a má pak kód 10, a po úpravě vah dostaneme µ(10) = 1, µ(1) = 1 a µ(λ) =
µ(0) + µ(1) = 2 (ostatńı váhy jsou nulové). Ověř́ıme, že tento strom je uspořádaný, takže
můžeme pokračovat daľśım ṕısmenem b, které má kód 110. Po tomto kroku je opět třeba
přepoč́ıtat Huffmann̊uv kód.

Definice 26 Adaptivńı Huffmann̊uv algoritmus uspořádané abecedy A vytvoř́ı na základě
vstupu u ∈ A∗ kód h(u) ∈ B∗.
(1) Inicializace: Vytvoř jediný A-uspořádaný strom s váhami µ(u) = 0.

(2) Pro daný A-uspořádaný strom T = (T, µ, f) a vstupńı ṕısmeno a ∈ A vypǐs na výstup
jeho kód f(a).

(3) Zvěťsi váhu listu f(a) a všech jeho prefix̊u o jednotku.

(4) Ověř zda upravený strom je uspořádaný, tj. zda splňuje u > v =⇒ µ(u) ≤ µ(v). Pokud
je podmı́nka splněna přejdi na (2)

(5) Pokud podmı́nka splňena neńı, vytvoř jediný A-uspořádaný strom s váhami list̊u µ(f(a))
a přejdi na (2)

Huffmann̊uv adaptivńı algoritmus určuje prosté zobrazeńı hA : A∗ → B∗. Vyhrad́ıme-li v
abecedě A jeden speciálńı znak ”eof”, který použijeme na ukončeńı zprávy, stane se z hA
prefixový kód.

Věta 78 Pro bernoulliovský proces (Xi)i≥0 s rozděleńım P ∈ ∆(A), adaptivńı Huffmann̊uv
kód skoro jistě konverguje k minimálńımu kódu rozděleńı P . Délka |hA(X[0,n))|/n skoro jistě
konverguje k H(P ).

Důkaz plyne z Věty 43 podle které frekvence PX[0,n)
konverguj́ı skoro jistě k P . Při implemen-

taci Huffmannova adaptivńıho algoritmu lze zvýšit výpočetńı rychlost tak, že se podmı́nka
uspořádanosti nekontroluje v každém kroku, takže se přepoč́ıtáváńı minimálńıho kód provád́ı
méně často.

4.3 Ziv-Lempel̊uv rekurenčńı kód

Daľśı typ kód̊u je založen na rekurenci. Podslovo kódovaného textu je určeno adresou svého
předcházej́ıćıho výskytu. Tyto kódy jsou stejně jako frekvenčńı a adaptivńı Huffmann̊uv
kód univerzálńı: Dosahuj́ı optimálńı kompresi dat pro každý bernoulliovský proces. Časová
složitost kódovaćıho algoritmu je cn log n, kde c je konstanta a n je délka vstupńıho slova.
Časová složitost dekódovaćıho algoritmu je dokonce lineárńı. Rekurenčńı kódy lze konstruo-
vat pro libovolnou abecedu. Ukážeme si konstrukci rekurenčńıho kódu pro binárńı abecedu,
pro kterou je d̊ukaz optimality jednodušš́ı. Dané slovo x ∈ B∗ rozlož́ıme na bloky proměnné
délky tak, že začneme prázdným slovem a pokračujme vždy nejkratš́ım úsekem, který se mezi
předcházej́ıćımi bloky nevyskytuje. Této reprezentaci ř́ıkáme rozbor. Např́ıklad rozbor slova
x = 0000110011100110011011100 je R(x) = y = λ, 0, 00, 01, 1, 001, 11, 0011, 00110, 111, 00.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y(i) λ 0 00 01 1 001 11 0011 00110 111 00
ai 0 1 1 0 2 4 5 7 6 1
ci 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0
ki 0 1 3 5 6 9 11 15 20 23 25
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Definice 27 Rozbor slova x ∈ B∗ je posloupnost binárńıch slov y = (y(i))i≤C(x), kde y(0) =

λ, a y(i) = x[ki−1,ki) pro i > 0. Zde k0 = 0 a

ki+1 = min{j ∈ (ki, |u|] : ∀m ≤ i, x[ki,j) 6= y(m)}.

Je-li množina {j ∈ (ki, |u|] : ∀m ≤ i, x[ki,j) 6= y(m)} prázdná, je ki+1 = |u| a C(x) = i− 1.

Označme ci posledńı bit slova y(i). Jeho prefix délky ki−ki−1−1 je nějaké y(ai), kde ai < i,
takže y(i) = y(ai)ci. Kódujeme-li každé ai jako binárńı slovo délky d = dlog(C(x) + 1)e,
dostáváme rekurenčńı kód

r(x) = ld(a1)c1ld(a2)c2 . . . ld(aC(x))cC(x)

kde ld(n) je n-té slovo abecedy Bd v lexikografickém uspořádáńı (viz obrázek 16). Např́ıklad
pro uvažované slovo x dostáváme C(x) = 10 a d = 4, takže

x = 0, 00, 01, 1, 001, 11, 0011, 00110, 111, 00

(ai, ci)i≤10 = (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), (2, 1), (4, 1), (5, 1), (7, 0), (6, 1), (1, 0)

r(x) =

0︷︸︸︷
0000 0

1︷︸︸︷
0001 0

1︷︸︸︷
0001 1

0︷︸︸︷
0000 1

2︷︸︸︷
0010 1

4︷︸︸︷
0100 1

5︷︸︸︷
0101 1

7︷︸︸︷
0111 0

6︷︸︸︷
0110 1

1︷︸︸︷
0001 0

Všimněme si, že rekurenčńı kód je nejefektivněǰśı pro Champernownovu sekvenci, která
vznikne jako konkatenace všech slov B+ v lexikografickém pořad́ı:

R(x) = λ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, . . .

(ai, ci) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (3, 0), (3, 1), (4, 0), . . .

Pro délku rekurenčńıho kódu slova x ∈ B∗ plat́ı

|r(x)| = C(x)(dlog(C(x) + 1)e+ 1) < C(x) logC(x) + 3)

Ukážeme, že pro každý bernoulliovský proces X s rozděleńım P ∈ ∆(B), |r(X[0,n))|/n
konverguje skoro jistě k entropii H(X) = H(P ).

Lemma 79 Necht’ x ∈ B∗. Za předpokladu, že jmenovatel zlomku je kladný plat́ı

C(x) <
|x|

log |x| − log log |x| − 3
=⇒ lim

|x|→∞
C(x)

|x| = 0

Důkaz: Předpokládejme nejprve že |x| = nk =
∑k
j=1 j · 2j = (k − 1)2k+1 + 2. Pak C(x)

nabývá svou největš́ı hodnotu pokud se v rozboru x vyskytuj́ı všechna slova délky nejvýše
k (Champernownova sekvence), takže

|x| = nk =⇒ C(x) ≤
k∑

j=1

2j < 2k+1 <
nk
k − 1

Je-li nk ≤ |x| < nk+1, je 2k+1 < nk ≤ |x|, takže k + 1 ≤ log |x| a

|x| < k2k+2 + 2 < (k + 1)2k+2 ≤ log |x| · 2k+2

takže k + 2 > log |x| − log log |x|. Délka rozboru C(x) nabývá svou největš́ı hodnotu pokud
se v rozboru vyskytuj́ı všechna slova délky nejvýše k a žádné slovo délky k + 2. Plat́ı tedy

C(x) ≤ nk
k − 1

+
|x| − nk
k + 1

≤ |x|
k − 1

≤ |x|
log |x| − log log |x| − 3

.
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Pro l > 0 položme

Cx(l) = {i ≤ C(x) : |y(i)| = l}, Qx(l) = |Cx(l)|/C(x)

Pak Qx ∈ ∆(N) je rozděleńı na kladných přirozených č́ıslech, které má jen konečně mnoho
nenulových hodnot.

Lemma 80 Necht’ P ∈ ∆(B). Pak

logP (x) ≤ −
∞∑

l=1

|Cx(l)| · log |Cx(l)|.

Důkaz: Protože log je konkávńı funkce, plat́ı
∑n−1
i=0 qi log xi ≤ log(

∑n−1
i=0 qixi) kdykoliv q je

pravděpodobnostńı vektor. Pro rozbor y plat́ı

logP (x) =

C(x)∑

i=1

logP (y(i)) =

∞∑

l=1

|Cx(l)|
∑

i∈Cx(l)

1

|Cx(l)| logP (y(i))

≤
∞∑

l=1

|Cx(l)| log


 ∑

i∈Cx(l)

P (y(i))

|Cx(l)|


 ≤

∞∑

l=1

|Cx(l)| · log
1

|Cx(l)|

Pokud totiž i, j ∈ Cx(l), pak bud’ i = j nebo y(i) 6= y(j) takže
∑
i∈Cx(l) P (y(i)) ≤ 1.

Lemma 81

− logP (x)

|x| ≥ C(x) logC(x)

|x| +
C(x)

|x| log
C(x)

|x| −
(

1 +
C(x)

|x|

)
log

(
1 +

C(x)

|x|

)

Důkaz: Středńı hodnota rozděleńı Qx je E =
∑
i≥1 l · |Cx(l)|/C(x) = |x|/C(x). Podle Věty

10 dostáváme

logC(x)−
∞∑

l=1

|Cx(l)|
C(x)

log |Cx(l)| = H(Qx) ≤ (E + 1) log
E + 1

E
+ logE

Po vynásobeńı C(x)/|x| dostáváme

C(x) · logC(x)

|x| − C(x)

|x|
∞∑

l=1

|Cx(l)|
C(x)

· log |Cx(l)| ≤ E + 1

E
log

E + 1

E
+

logE

E

Podle Lemma 80 je

− logP (x)

|x| ≥ C(x)

|x|
∞∑

l=1

C(x)l
C(x)

logC(x)l

≥ C(x) logC(x)

|x| − E + 1

E
log

E + 1

E
+

1

E
log

1

E

Po dosazeńı E = |x|/C(x) dostaneme požadovanou nerovnost.

Věta 82 Necht’ X = (Xi)i≥0 je bernoulliovský proces s rozděleńım P ∈ ∆(B). Pak

lim
n→∞

|r(X[0,n))|
n

= H(X) s.j.
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Důkaz: Protože C(x)/|x| = 1/E se bĺıž́ı k nule pro |x| jdoućı k nekonečnu, plyne z Lemma
81

lim sup
|x|→∞

(
C(x) logC(x)

|x| +
logP (x)

|x|

)
≤ 0, lim sup

|x|→∞

|r(x)|+ logP (x)

|x| ≤ 0

Protože − logP (X[0,n))/n konverguje skoro jistě k H(X), dostáváme

lim sup
n→∞

|r(X[0,n))|
n

≤ H(X) s.j.

Protože r : B∗ → B∗ je prosté zobrazeńı, plyne z Věty 73

lim
n→∞

|r(X[0,n))|
n

= H(X) s.j.

Kódovaćı algoritmus kódu r potřebuje dva pr̊uchody vstupńıho slova. Po prvńım pr̊uchodu
urč́ı délku kódu d = dC(x)e a při druhém konstruuje vlastńı kód. Kódujeme-li doby návratu
pomoćı prefixového kódu bN, stač́ı pouze jeden pr̊uchod. Přitom je efektivněǰśı kódovat
relativńı adresy, tj. i − ai mı́sto ai. Protože i − ai > 0, lze nulu využ́ıt pro označeńı konce
kódu. Dostáváme tak prefixový kód

r′(x) = bN(1− a1)c1bN(2− a2) · · ·bN(C(x)− aC(x))cC(x)bN(0).

Rekurenčńı kód je optimálńı nejen pro každý bernoulliovský proces, ale obecněji pro každý
stacionárńı ergodický proces. Symbolická mı́ra se nazývá ergodická, pokud neńı vlastńı
konvexńı kombinaćı žádných dvou jiných symbolických měr. Např́ıklad markovský proces
s přechodovou matićı R je ergodický právě když R je ireducibilńı matice, to znamená,
že pro každé a, b ∈ A existuje n > 0 takové, že Rn(a, b) > 0. (Každá primitivńı matice je
ireducibilńı, naopak to však neplat́ı.). Pro každý ergodický stacionárńı proces nyńı plat́ı, že
|r(X[0,n))|/n konverguje skoro jistě k H(X).

4.4 Algoritmická složitost

Algoritmická složitost slova je délka nejkratš́ıho programu, který toto slovo vypoč́ıtá. Slovo
je algoritmicky složité, je-li samo svým nejkratš́ım popisem. Slova dané abecedy A tedy
kódujeme pomoćı programů, což jsou slova v abecedě B daného programovaćıho jazyka.
Ne každé slovo abecedy B ale určuje slovo abecedy A, protože výpočet se může zacyklit.
Kódováńı slov pomoćı programů je částečně rekursivńı funkce M : B∗ → A∗, jej́ıž definičńı
obor D(M) je algoritmicky nerozhodnutelná podmnožina B∗. To znamená, že neexistuje al-
goritmus, který by rozhodoval zda dané slovo nálež́ı do D(M). Podstatným principem teorie
algoritmické složitosti je to, že program určuje sám sv̊uj konec, ř́ıkáme že je sebeomezuj́ıćı.
Žádné prodloužeńı korektńıho programu (tj, slova v D(M)) neńı korektńı program. To zna-
mená že množina D(M) je (nekonečný) prefixový kód a lze na ńı použ́ıt Kraftovu nerovnost.
Sebeomezuj́ıćı podmı́nku lze zaručit tak, že uvažujeme Turing̊uv automat se vstupńı páskou,
po které se automat nemůže vracet (Obrázek 19).

Pro abecedu A označme A = A ∪ {λ} jej́ı rozš́ı̌reńı o prázdné slovo. i-té ṕısmeno slova
u ∈ A∗ znač́ıme ui. Je-li i > |u|, klademe ui = λ. Zobrazeńı σ : A∗ → A∗ je definováno
předpisem σ(u)i = ui+1, takže |σ(u)| = |σ(u)| − 1 pro |u| > 0 a σ(λ) = λ. Označme
B = {0, 1} binárńı abecedu ve které jsou zapsány programy na vstupńı pásce, a abecedu
A ⊇ B kterou použ́ıvá pracovńı páska.

Definice 28 Turing̊uv automat M nad abecedou A je dán konečnou množinou Q vnitřńıch
stav̊u, počátečńım stavem q0 ∈ Q a částečnou přechodovou funkćı

δ : Q×A×B → Q×A× {−1, 0, 1}
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?

p ∈ B∗

· · ·p0 pn−1

←− vstupńı páska

q pn pn+1 pn+2 · · ·

v2 v1 v0 u0 u1 u2· · · · · · v, u ∈ A∗
pracovńı páska

Obrázek 19: Turing̊uv automat

s definičńım oborem D(δ) ⊂ Q×A×B takovou, že pro každé (q, a) ∈ Q×A plat́ı

(q, a, λ) ∈ D(δ) =⇒ (q, a, 0) 6∈ D(δ) a (q, a, 1) 6∈ D(δ)

Pro daný vnitřńı stav q ∈ Q a ṕısmeno a ∈ A pracovńı pásky automat bud’ přečte
ṕısmeno ze vstupńı pásky, takže (q, a, 0) nebo (q, a, 1) nálež́ı do D(δ) a (q, a, λ) nikoliv, nebo
automat žádné vstupńı ṕısmeno nečte, takže (q, a, λ) ∈ D(δ). Automat se zastav́ı pokud
dojde do nulového stavu λ ∈ Q\Q, nebo pokud nemůže pokračovat, tj. neńı-li žádné pravidlo
použitelné. Konfigurace automatu je trojice (q, v, u), kde q ∈ Q je vnitřńı stav a v, u ∈ A∗
je obsah pracovńı pásky nalevo a napravo od čtećı hlavy. Čtené ṕısmeno pracovńı pásky je
u0, což může být také λ pokud u = λ. Přechodová funkce určuje nekonečný označený graf,
jehož vrcholy jsou konfigurace a hrany jsou označeny prvky A. Je-li (q, v, u) konfigurace a
δ(q, u0, b) = (q′, a, z), pak existuje označená hrana

(q, v, u)
b−→ (q′, σ(v), v0aσ(u)) pokud z = −1

(q, v, u)
b−→ (q′, v, aσ(u)) pokud z = 0

(q, v, u)
b−→ (q′, av, σ(u)) pokud z = 1

Je-li tedy (q, u0, λ) ∈ D(δ), vede z konfigurace (q, v, u) jediná hrana označená λ, v opačném
př́ıpadě z ńı vedou nejvýše dvě hrany označené 0 nebo 1. Každá cesta v konfiguračńım grafu
je označená slovem p ∈ B∗, které je konkatenaćı označeńı jednotlivých hran cesty.

Pro každé u ∈ A∗ definujme částečnou funkci Mu : B∗ → A∗ předpisem

Mu(p) = x ⇐⇒ ∃v ∈ A∗, (q0, λ, u)
p−→ (λ, v, x).

To znamená že Mu(p) = x právě když existuje cesta z počátečńı konfigurace (q0, λ, u) do
terminálńı konfigurace, ve které je stav hlavy λ ∈ Q a na pracovńı pásce napravo od čtećı
hlavy je slovo x. Funkce Mu je částečně rekursivńı a jej́ı definičńı obor je (nekonečný)
prefixový kód. Je-li p ∈ D(Mu) a q vp p (prefix), pak q 6∈ D(Mu).

Př́ıklad 12 Existuje Turing̊uv automat pro který Mλ(b1(n)) = b(n)−1

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
b1(n) 0 10 110 1110 11110 150 160 170 180
b(n)−1 λ 0 1 00 10 01 11 000 100

Zde b1(n) = 1n0 je prefixový kód č́ısla n a b(n) je inversńı slovo k n-tému slovu v
lexikografickém uspořádáńı. Stavová množina automatu je Q = {q0, q1, q2} a abeceda je
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A = {0, 1, 2}. Ṕısmeno 2 je pomocné a označuje začátek binárńıho slova. Přechodová funkce
je

δ(q0, λ, 0) : (λ, 2, 1) δ(q0, 0, 0) : (λ, 0, 0) δ(q0, 1, 0) : (λ, 1, 0)
δ(q0, λ, 1) : (q2, 2, 1) δ(q0, 0, 1) : (q2, 1, 0) δ(q0, 1, 1) : (q1, 0, 1)
δ(q1, λ, λ) : (q2, 0, 0) δ(q1, 0, λ) : (q2, 1, 0) δ(q1, 1, λ) : (q1, 0, 1) δ(q1, 2, λ) : (q0, 0, 0)
δ(q2, λ, λ) : (q0, 0, 0) δ(q2, 0, λ) : (q2, 0,−1) δ(q2, 1, λ) : (q2, 1,−1) δ(q2, 2, λ) : (q0, 2, 1)

Dostáváme konfiguračńı graf

(q0, .)
���
0

(λ, 2.)

-1 (q2, 2.)-
λ

(q0, 2.0)
���
0

(λ, 2.0)

-1 (q2, 2.1)-λ (q2, .21)-λ (q0, 2.1)
���
0

(λ, 2.1)

-1 (q1, 20.)-λ (q2, 20.0)

?

λ

(q2, 2.00) -λ (q2, .200)-λ (q0, 2.00)
���
0

(λ, 2.00)

-1 (q2, 2.10)-λ (q2, .210)-1 (q0, 2.10)-1
���
0

(λ, 2.10)

(q1, 20.0)

a označené cesty

(q0, .)
0−→ (λ, 2.), Mλ(0) = λ

(q0, .)
10−→ (λ, 2.0), Mλ(10) = 0

(q0, .)
110−→ (λ, 2.1), Mλ(110) = 1

(q0, .)
1110−→ (λ, 2.00), Mλ(1110) = 00

(q0, .)
1110−→ (λ, 2.10), Mλ(11110) = 10

Teorii algoritmické složitosti lze rozv́ıjet abstraktně, v rámci teorie částečně rekursivńıch
funkćı. Turing̊uv automat nad abecedou A určuje pro každé u ∈ A∗ sebeomezuj́ıćı částečně
rekursivńı funkci Mu : D(Mu)→ A∗, kde D(Mu) ⊆ B∗, pro kterou plat́ı

p, q ∈ D(Mu) =⇒ p 6vp q

O abecedách A,B předpokládáme, že jsou lineárně uspořádáné a tato uspořádáńı rozšǐrujeme
na lexikografické uspořádáńı na celém A∗, při kterém kratš́ı slova předcháźı deľśı slova.

Definice 29 Necht’ M je Turing̊uv automat nad A. Kanonický program slova u ∈ A∗ a jeho
složitost je

PM (u) = min{p ∈ B∗ : Mλ(p) = u}, KM (u) = |PM (u)|.
Pro n ∈ N je PM (n) a KM (n) kanonický program a složitost binárńıho zápisu b(n) č́ısla n.

Kanonický program je tedy prvńı program který u generuje a složitost u je délka to-
hoto kanonického programu. Pokud takový program neexistuje, neńı PM (u) definováno a
KM (u) =∞. Přechodovou funkci δ Turingova automatu lze kódovat binárńım slovem D(M)
tak, že množina všech D(M) tvoř́ı prefixový kód. Popis automatu M s přechodovou funkćı
δ můžeme definovat jako seznam

D(M) = q1a1b1q
′
1a
′
1z1, . . . , qmambmq

′
ma
′
mzm.

kde δ(qi, ai, bi) = (q′i, a
′
i, zi). Prvky abeced A, B, Q a {−1, 0, 1} jsou kódovány binárně.

Tyto binárńı kódy jsou odděleny čárkami a celý seznam je ukončen tečkou. Takový seznam
je tedy slovo čtyřprvkové abecedy {0, 1, , , .}. Kódujeme-li ṕısmena této abecedy binárńımi
slovy délky 2, dostáváme popis D(M) jako slovo binárńı abecedy.
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Definice 30 Řı́káme, že automat U je univerzálńı nad abecedou A, pokud existuje funkce
popisu D, která každému automatu M nad A přiřazuje slovo D(M) ∈ B∗ a plat́ı

(1) Pokud M 6= M ′, pak D(M) 6vp D(M ′)

(2) Pro každé p ∈ B∗, u ∈ A∗ a každý automat M plat́ı Mu(p) = Uu(D(M)p), kde levá
strana je definována právě když je definována pravá strana.

V teorii automat̊u se dokazuje, že pro každou abecedu A existuje funkce popisu a univerzálńı
automat nad A.

Tvrzeńı 83 Je-li U univerzálńı automat, pak pro každý automat M existuje konstanta CM
taková, že pro každé x ∈ A∗ plat́ı KU (x) ≤ KM (x) +CM . Je-li V také univerzálńı automat,
pak existuje konstanta CUV taková, že

∀x ∈ A∗, |KU (x)−KV (x)| < CUV .

Důkaz: Zřejmě CM = |D(M)|.

Je-li U univerzálńı, je PU : A∗ → B∗ definováno pro každé x ∈ A∗ a je to prefixový kód.
Pokud PU (x) vp PU (y), pak x = y. Funkce PU ovšem neńı rekursivńı. Ukážeme nyńı že
existuj́ı algoritmicky složitá slova, která jsou sama svým nejkratš́ım popisem. Algoritmicky
jednoduchých slov totiž nemůže být př́ılǐs mnoho, protože je málo krátkých slov.

Tvrzeńı 84 Necht’ U je univerzálńı automat nad abecedou A.

(1) |{x ∈ A∗ : KU (x) ≤ n}| ≤ 2n pro každé n ∈ N.

(2) |{x ∈ A∗ : KU (x) < a}| < 2a pro každé a ≥ 0 reálné.

(3) Pro každé n ≥ 0 existuje x ∈ An, pro které KU (x) ≥ n · log |A|.

Důkaz: . (1) Zobrazeńı x 7→ PU (x)0n−|PU (x)| z množiny {x ∈ A∗ : KU (x) ≤ n} do Bn je
prosté, protože žádný prefix programu neńı program.
(2) Pro a = 0 je 0 = |{x ∈ A∗ : KU (x) < 0}| < 1 = 2a. Pro a > 0 existuje jediné n ∈ N pro
které a− 1 ≤ n < a a plat́ı

|{x ∈ A∗ : KU (x) < a}| = |{x ∈ A∗ : KU (x) ≤ n}| ≤ 2n < 2a

(3) Podle (1) plat́ı |{x ∈ A∗ : KU (x) < n · log |A|}| < 2n log |A| = |An|, takže množina
An \ {x ∈ A∗ : KU (x) < n · |A|} je neprázdná.

Tvrzeńı 85 Necht’ U je univerzálńı automat nad abecedou A. Pak existuje C takové že

(1) ∀n ∈ N,KU (n) ≤ log(n+ 1) + 2 log log(n+ 2) + C.

(2) ∀u ∈ A∗,KU (u) ≤ |u| log |A|+ 4 log(|u|+ 1) + C.

(3) ∀u ∈ A∗,KU (u) ≤ |u| · H(Pu) + 2(|A|+ 1)(log(|u|+ 1) + C.

Důkaz plyne z Tvrzeńı 67, 68 a Věty 77, nebot’ př́ıslušné kódy zde sestrojené jsou zřejmě
rekursivńı. Z Věty 73 pak bezprostředně plyne

Věta 86 Necht’ U je univerzálńı automat nad A a X = (Xi)i≥0 bernoulliovský proces nad
A s rozděleńım P ∈ ∆(A). Pak

lim
n→∞

KU (X[0,n))

n
= H(P ) s.j.
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4.5 Pravděpodobnost zastaveńı

Představme si, že na vstupńı pásce univerzálńıho Turingova automatu je náhodný program.
S jakou pravděpodobnost́ı takový program vypoč́ıtá dané slovo výstupńı abecedy a s jakou
pravděpodobost́ı v̊ubec něco vypoč́ıtá?

Definice 31 Necht’ U je univerzálńı Turing̊uv automat nad A. Absolutńı pravděpodobnost
ω(u) slova u ∈ A∗ a pravděpodobnost zastaveńı Ω (Chaitinovo č́ıslo) je

ωU (u) =
∑

p∈U−1
λ

(u)

2−|p|, ΩU =
∑

u∈A∗
ωU (u) =

∑

p∈D(Uλ)

2−|p|

Každá konečná množina M ⊆ D(U) je prefixový kód, takže podle Kraftovy nerovnosti plat́ı∑
p∈M 2−|p| ≤ 1. Je tedy také 0 < ωU (x) < ΩU ≤ 1.

Věta 87 Existuje C takové že pro všechna u ∈ A∗

KU (u)− C ≤ − logωU (u) ≤ KU (u)

Důkaz: Z definice ωU (u) bezprostředně plyne 2−KU (u) ≤ ωU (u), tedy − logωU (u) ≤ KU (u).
Pro d̊ukaz opačné nerovnosti sestroj́ıme Turing̊uv automat M pro který plat́ı ωU (u) ≤
2−KM (u)+2. Existuje prostá rekursivńı posloupnost dvojic (ui, ni)i∈N která obsahuje všechny
dvojice (u, n) ∈ B∗ × N takové, že ωU (u) > 2−n+1. Tuto posloupnost lze źıskat tak že
postupně (a současně) poč́ıtáme všechny hodnoty ωU (u): Simulujeme kroky všech programů
p ∈ B+ a pokud se p zastav́ı s výsledkem Uλ(p) = u, připoč́ıtáme k ωU (u) č́ıslo 2−|p|. Pro
pevné u ∈ B∗ položme Nu = min{ni : ui = u}, Iu = {i ∈ N : ui = u}. Pak

∑

i∈Iu
2−ni ≤ 2−Nu + 2−Nu−1 + · · · ≤ 2−Nu+1 < ωU (u) < 1

takže existuje prefixový kód {pi ∈ B+ : i ∈ Iu}, pro který |pi| = ni. Existuje tedy
rekursivńı posloupnost dvojic (ui, pi), kde pi ∈ B+, |pi| = ni a pro každé u je {pi : i ∈ Iu}
prefixový kód. Automat M při vstupu p procháźı toto posloupnost dokud nenajde prvńı
index i pro který plat́ı pi = p. V tomto př́ıpadě vyṕı̌se ui a zastav́ı se. Je-li tedy Nu = ni,
je Mλ(pi) = ui a KM (u) = |pi| = Nu, takže ωU (u) ≤ 2−Nu+2 = 2−KM (u)+2. Odtud
− logωU (u) ≥ KM (u)− 2 ≥ KU (u)− 2− CM .

Pravděpodobnost zastaveńı má několik pozoruhodných vlastnost́ı. Vyjádř́ıme-li ji v binárńım
tvaru, má každý jej́ı počátečńı úsek délky n algoritmickou složitost nejméně n−C a všechna
binárńı slova se v ńı vyskytuj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı. Pǐsme Ω v binárńım tvaru jako

Ω =

∞∑

n=0

Ωi · 2−i−1, ∀i ∈ N,∃j ≥ i,Ωj = 0

Tvrzeńı 88 Existuje Turing̊uv automat, který na základě vstupu bN(n)Ω[0,n) vyṕı̌se seznam
všech slov složitosti nejvýše n, tedy právě prvky množiny {x ∈ A∗ : KU (x) ≤ n}.
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Důkaz: Uvažujme automat

Omega(x:real; n:integer);
y := 0; list := (q0, λ, λ, λ);
while y ≤ x do begin

for all (q, v, u, p) in list do begin

for all (q, v, u)
b→ (q′, v′, u′) add (q′, v′, u′, pb) to list;

remove (q, v, u, p) from list;
end;

for all (q, v, u, p) in list with q = λ do begin
y := y + 2−|p|;
if |p| ≤ n then write(u,’,’);
remove (q, v, u, p) from list;
end;

end;
write(’.’);
end;

Automat současně poč́ıtá všechny programy a přitom sč́ıtá pravděpodobnosti těch, které se
zastav́ı. Současně na výstup zaṕı̌se slovo, který takový program vypoč́ıtal. Automat se za-
stav́ı pokud součet těchto pravděpodobnost́ı v proměnné y překroč́ı danou mez x. Proměnná
list obsahuje seznam konfiguraćı všech poč́ıtaných programů. Pokud je na vstupu x = 1 a
n = ∞, program se nikdy nezastav́ı a hodnota proměnné y přitom konverguje k Ω. Pokud
je na vstupu n <∞ a x = Ω[0,n), program se po konečném počtu krok̊u zastav́ı a hodnota y
pak splňuje Ω[0,n) < y ≤ Ω. Protože Ω−Ω[0,n) ≤ 2−n, je také Ω− y < 2−n a žádný program
délky nejvýše n (kromě těch které byly nalezeny) se již nezastav́ı.

Věta 89 Existuje C > 0 takové, že K(Ω[0,n)) > n− C pro všechna n ∈ N.

Důkaz: Existuje Turing̊uv automat M , který na základě kanonického programu PU (Ω[0,n))
vypoč́ıtá prvńı slovo u ∈ A∗ složitosti větš́ı než n. Automat nejprve vypoč́ıtá n a Ω[0,n) a
spust́ı program z Tvrzeńı 88. Nakonec nalezne prvńı slovo, které se nenalézá na pracovńı
pásce. To je prvńı slovo složitosti větš́ı než n. Je tedy

M(PU (Ω[0,n))) = min{x ∈ A∗ : KU (x) > n} = x(n) ∈ A∗

KU (Ω[0,n)) = |PU (Ω[0,n))| ≥ KM (x(n)) ≥ KU (x(n))− CM > n− CM

Věta 90 Binárńı rozvoj Ω obsahuje všechna binárńı slova se stejnou frekvenćı, tj.

∀u ∈ B∗, lim
n→∞

|{i < n : Ω[i,i+|u|) = u}|/n = 2−|u|

Důkaz: Pro dané k > 0 označme Ω[k] = (Ω[ki,ki+k))i≥0 nekonečné slovo v abecedě Bk a

Ω
[k]
[0,n) jeho prefix délky n (který odpov́ıdá prefixu Ω délky kn). Podle Věty 90 plat́ı

kn− C ≤ K(Ω
[k]
[0,n)) ≤ n · H(P

Ω
[k]

[0,n)

) + 2(|Ak|+ 1) log(n+ 1)

k ≤ lim inf
n→∞

1

n
H(P

Ω
[k]

[0,n)

) ≤ lim sup
n→∞

1

n
H(P

Ω
[k]

[0,n)

) ≤ k

Je tedy limn→∞H(P
Ω

[k]

[0,n)

) = k, takže limn→∞P
Ω

[k]

[0,n)

(u) = 2−k. Stejný argument použijeme

na posunutá nekonečná binárńı slova σj(Ω) = (Ωi+j)i≥0 pro 0 ≤ j < k a z kombinaćı těchto
výsledk̊u již plyne požadovaná rovnost.
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Pokud se nějaký program p ∈ B∗ nezastav́ı, tj. pokud p 6∈ D(U), můžeme se pokusit
dokázat tento fakt matematickými prostředky. Takové d̊ukazy lze formalizovat v nějaké te-
orii prvńıho řádu, např́ıklad v Peanově aritmetice, nebo v nějakém jej́ım rozš́ı̌reńı. Důkaz je
posloupnost formuĺı, ϕ0ϕ1 . . . ϕn, kde každá formule je bud’ axiom, nebo vyplývá z předcháze-
j́ıćıch formuĺı podle dedukčńıch pravidel. Existuje algoritmus, který ověřuje zda daná po-
sloupnost formuĺı je či neńı axiom. Uvažujme r̊uzné teorie T s r̊uzně silnými axiomatikami
(ale se stejným jazykem). Předpokládáme, že tyto teorie jsou rekursivně axiomatizovatelné,
tj. existuje algoritmus, který pro každou formuli rozhodne, zda je či neńı axiom. Pak můžeme
sestrojit obecný algoritmus, který na základě popisu axiomatického systému α = D(T ) ∈ B∗
teorie T procháźı v nekonečném cyklu postupně všechny konečné posloupnosti formuĺı,
ověřuje zda to jsou d̊ukazy a pokud ano, vyṕı̌se na výstup jejich posledńı člen. Takový
algoritmus tedy postupně vypisuje celou (rekursivně spočetnou) množinu dokazatelných for-
muĺı. Při studiu problému zastaveńı se omeźıme na formule tvaru Ωi = 0 a Ωi = 1. Zaj́ımá-li
nás počátečńı úsek Ω[0,n), necháme algoritmus vypisovat jen dokazatelné formule Ωi = ci
pro i < n.

Tvrzeńı 91 Existuje automat M , který na základě vstupu n ∈ N a popisu axiomatického
systému α = D(T ) vypisuje postupně tvrzeńı tvaru Ωi = ci, která jsou dokazatelná v teorii
T . Automat se zastav́ı právě když pro každé i < n najde jednu z vět Ωi = 0 nebo Ωi = 1.

Tato konstrukce vede na alternativńı d̊ukaz Gödelovy věty o neúplnosti o existenci ne-
rozhodnutelných vět:

Věta 92 V každém bezesporném rekursivně axiomatizovatelném rozš́ıřeńı Peanovy aritme-
tiky existuje tvrzeńı, které v ńı neńı ani dokazatelné ani vyvratitelné.

Důkaz: Pokud se program M z Tvrzeńı 91 zastav́ı při vstupu α = D(M) a n ∈ N, pak plat́ı

n− C1 ≤ KU (Ω[0,n)) ≤ |D(M)|+ |α|+ 2 log n+ C2

Při pevném α je tato nerovnost splněna jen pro konečný počet č́ısel, takže existuje n, pro
které se program M nezastav́ı. To znamená že existuje i < n, pro které tvrzeńı Ωi = 0 neńı
rozhodnutelné v teorii T .
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5 Ergodické procesy

Na základě zákonu velkých č́ısel jsme odvodili limitńı věty teorie informace pro bernoul-
liovské procesy. Tyto věty lze zobecnit na širš́ı tř́ıdu ergodických proces̊u, neplat́ı však
obecně pro všechny stacionárńı procesy. To si ukážeme na př́ıkladu konvexńı kombinace
bernoulliovských proces̊u.

Př́ıklad 13 Necht’ (Xi : Ω→ B)i≥0, (Yi : Ω→ B)i≥0 jsou bernoulliovské procesy v binárńı
abecedě s rozděleńımi P = (p, 1− p), Q = (q, 1− q), a necht’ V : Ω→ B je náhodná veličina
s rozděleńım PV = (a, 1 − a). Předpokládejme dále, že všechny náhodné veličiny Xi, Yj , V
jsou navzájem nezávislé a 0 < p, q, a < 1. Definujme proces (Zi : Ω→ B)i≥0 předpisem

Zi(ω) =

{
Xi(ω) pro V (ω) = 0
Yi(ω) pro V (ω) = 1

Pak rozděleńı procesu Z je konvexńı kombinace rozděleńı procesu X a Y :

PZ = a · PX + (1− a) · PY

Pro středńı hodnotu výskytu ṕısmene 0 ∈ B plat́ı

E(|Zi|0) = a · E(|Xi|0) + (1− a) · E(|Yi|0) = ap+ (1− a)q

Dále plat́ı

V (ω) = 0 =⇒ lim
n→∞

∑

i<n

|Zi(ω)|0/n = p

V (ω) = 1 =⇒ lim
n→∞

∑

i<n

|Zi(ω)|0/n = q

To znamená

lim
n→∞

1

n

∑

i<n

|Zi|0 = p(1− V ) + qV s.j.

Náhodná veličina |Z[0,n)|0/n nekonverguje skoro jistě ke ke konstantě ale k náhodné veličině
p+ (q − p)V . Středńı hodnota této náhodné veličiny je ovšem

E(p+ (q − p)V ) = pa+ q(1− a) = E(|Zi|0)

Ergodická věta se zabývá konvergenćı funkćı stacionárńıch proces̊u. Tyto procesy je výhodné
chápat jako dynamické systémy. Náhodný procesX můžeme chápat jako proces na pravděpodobnostńım
prostoru (AN,B, µ), kde B je σ-algebra borelovských množin, a µ = PX je symbolická mı́ra.
Zobrazeńı posunu σ : AN → AN zapomı́ná nultý člen sekvence x:

σ(x)i = xi+1

Tvrzeńı 93 Symbolická mı́ra je stacionárńı právě když je invariantńı v̊uči σ, tj.

∀V ∈ B, µ(σ−1(V )) = µ(V )

Důkaz: Symbolická mı́ra ν definovaná jako ν(V ) = µ(σ−1(V )) je rozložeńım posunutého
procesu (Xi)i≥1.

Zákon velkých č́ısel ř́ıká, že pro bernoulliovský proces X pro každé u ∈ A∗ plat́ı

lim
n→∞

1

n
|{i < n : X[i,i+|u|) = u}| = PX(u) s.j.
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Označ́ıme-li χ[u] charakteristickou funkci cylindru [u], můžeme to psát ve tvaru

lim
n→∞

1

n

n−1∑

i=1

χ
[u](σ

i(x)) = PX(u)

Ergodická věta se zabývá existenćı limit tohoto tvaru. Přitom mı́sto charakteristických funkćı
uvažuje obecněji integrovatelné funkce.

5.1 Integrace

Uvažujme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, µ). Funkce f : Ω → R je měřitelná, jestliže
f−1[a, b) ∈ A pro každý interval [a, b) ⊆ R. Měřitelná funkce je schodovitá, pokud jej́ı obor
hodnot je konečný. V takovém př́ıpadě je f lineárńı kombinace charakteristických funkćı:
Existuje konečný soubor disjunktńıch měřitelných množin (Vi)i∈I a reálných č́ısel (ci)i∈I
takových že f =

∑
i∈I ci · χVi . Integrál schodovité funkce je

∫
f dµ =

∑

i∈I
ci · µ(Vi)

Integrál měřitelné nezáporné funkce f : AN → [0,∞) definujeme jako supremum integrál̊u
všech schodovitých funkćı menš́ıch než daná funkce:

E(f) =

∫
f dµ = sup

{∫
s dµ : s je schodovitá funkce a s ≤ f

}

Integrál E(f) ∈ [0,∞] může být nekonečný. Pro měřitelnou funkci f : AN → R definujeme
jej́ı kladnou a zápornou komponentu

f+(x) = max{0, f(x)}, f−(x) = max{0,−f(x)}

takže f+ a f− jsou nezáporné měřitelné funkce a f = f+ − f−. Funkce f je integrovatelná,
jestliže oba integrály

∫
f+dµ a

∫
f−dµ jsou konečné. V tomto př́ıpadě klademe

E(f) =

∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ

Množinu všech integrovatelných funkćı znač́ıme L(Ω,A, µ) nebo kratčeji L(µ). Integrál
funkce f přes měřitelnou množinu V ∈ A definujeme

EV (f) =

∫

V

f dµ =

∫
f · χV dµ

Př́ıklad 14 Necht’ µ je bernoulliovská mı́ra. Funkce R(x) = inf{n > 0 : xn = x0} je
integrovatelná na AN, E[a](R) = 1 a E(R) = |A|.

Důkaz: Funkce je konstantńı na cylindrech [u] takových že u0 = u|u|−1 a ui 6= u0 pro
0 < i < |u| − 1. Pro x ∈ [u] je f(x) = |u| − 1. Odtud

E[a](R) =

∞∑

n=0

∑

u∈(B\{a})n
(n+ 1) · µ(aua) =

∞∑

n=0

(n+ 1)P (a)2(1− P (a))n

= P (a)2(
∑

n≥0

(1− P (a))n +
∑

n≥1

(1− P (a))n + · · ·)

= P (a)(1 + (1− P (a) + (1− P (a))2 + · · ·) = 1

E(R) =
∑

a∈A
E[a](R) = |A|
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5.2 Ergodická věta

Definice 32 Dynamický systém je trojice (Ω,A, T ), kde (Ω,A) je měřitelný prostor a T :
Ω → Ω je měřitelné zobrazeńı. Pravděpodobnostńı mı́ra µ : A → [0, 1] je T -invariantńı,
pokud Tµ = µ, tj. µ(T−1(V )) = µ(V ) pro každou V ∈ A.

Pro dynamický systém (Ω,A, T ), T -invariantńı mı́ru µ a f ∈ L(µ) položme

sn(f, x) =

n−1∑

k=0

f(T k(x)), n ≥ 1, x ∈ Ω

V (f) = {x ∈ Ω : sup
n>0

sn(f, x) > 0}

Lemma 94 Necht’ µ je T -invariantńı mı́ra a f : Ω→ R µ-integrovatelná funkce. Pak
∫

V (f)

f(x) dµ ≥ 0.

Důkaz: : Položme

ϕn(x) = max{0, s1(f, x), . . . , sn(f, x)}, Vn = {x ∈ Ω ϕn(x) > 0}

Protože f(x) + sn(f, T (x)) = sn+1(f, x),

f(x) + ϕn(T (x)) = max{s1(f, x), s2(f, x), . . . , sn(f, x), sn+1(f, x)}
≥ max{s1(f, x), s2(f, x), . . . , sn(f, x)}

Pro x ∈ Vn tedy plat́ı f(x)+ϕn(T (x)) ≥ ϕn(x). Protože ϕn(x) ≥ 0, a ϕn(x) = 0 pro x 6∈ Vn,
dostáváme

∫

Vn

ϕn(T (x)) dµ ≤
∫

Ω

ϕn(T (x)) dµ,

∫

Vn

ϕn(x) dµ =

∫

Ω

ϕn(x) dµ

Odtud integraćı nerovnosti f(x) ≥ ϕn(x)− ϕn(Tx)
∫

Vn

f(x) dµ ≥
∫

Vn

ϕn(x) dµ−
∫

Vn

ϕn(T (x)) dµ ≥
∫

Ω

ϕn(x) dµ−
∫

Ω

ϕn(T (x)) dµ = 0

Protože Vn ⊆ Vn+1 a V (f) =
⋃
n>0 Vn, plat́ı

∫
V (f)

f(x) dµ ≥ 0.

Věta 95 (Birkhoffova ergodická věta) Necht’ (Ω,A, T ) je dynamický systém, µ je T -
invariantńı mı́ra a f : Ω→ R µ-integrovatelná funkce. Pak existuje µ-integrovatelná funkce
f∗ : Ω→ R taková že f∗(T (x)) = f∗(x) s.j. a plat́ı

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f(T k(x)) = f∗(x) s.j. ,

∫
f∗(x) dµ =

∫
f(x) dµ.

Důkaz: : Pro reálná a < b označme

E =

{
x ∈ Ω : lim inf

n→∞
sn(f, x)

n
< a < b < lim sup

n→∞

sn(f, x)

n

}

Protože sn(f, T (x))−sn(f, x) = f(Tn(x))−f(x), je množina E T -invariantńı, tj. T−1(E) =
E. Definujme integrovatelné funkci g, h : X → R předpisem

g(x) =

{
f(x)− b pro x ∈ E
0 pro x 6∈ E , h(x) =

{
a− f(x) pro x ∈ E
0 pro x 6∈ E
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Ukážeme že V (g) = E = V (h). Pokud x ∈ E, pak Tn(x) ∈ E pro všechna n, takže

lim sup
n→∞

sn(g, x)

n
= lim sup

n→∞

sn(f, x)

n
− b > 0

lim sup
n→∞

sn(h, x)

n
= a− lim inf

n→∞
sn(f, x)

n
> 0

Odtud supn>0 sn(g, x) > 0 takže x ∈ V (g), a podobně infn>0 sn(h, x) > 0, takže x ∈ V (h).
Pokud x 6∈ E, pak pro každé n, Tn(x) 6∈ E, takže g(Tnx) = h(Tnx) = 0. Odtud sn(g, x) =
sn(h, x) = 0, a tedy x 6∈ V (g) a x 6∈ V (h). Je tedy V (g) = E = V (h). Podle Lemma 94

bµ(E) ≤
∫

V (g)

g dµ+ bµ(E) =

∫

E

g dµ+

∫

E

b dµ =

∫

E

f dµ

=

∫

E

a dµ−
∫

E

h dµ = aµ(E)−
∫

V (h)

h dµ ≤ aµ(E)

takže µ(E) = 0. Protože to plat́ı pro všechna a < b existuje f∗(x) = limn→∞ sn(f, x)/n
skoro všude. Pokud f∗(x) existuje, existuje i f∗(T (x)) = f∗(x), takže f∗ je skoro všude
invariantńı. Pro každé n > 0 je
∫ ∣∣∣∣

sn(f, x)

n

∣∣∣∣ dµ ≤
1

n

∫ ∑

k<n

|f(T kx)| dµ =
1

n

∑

k<n

∫
|f(T k(x))| dµ =

∫
|f(x)| dµ <∞

takže f∗ je integrovatelná. Pro pevné q > 0 a p ∈ Z označme

Cp =

{
x ∈ Ω;

p

q
< lim inf

n→∞
sn(f, x)

n
& lim sup

n→∞

sn(f, x)

n
<
p+ 1

q

}

gp(x) =

{
f(x)− p

q pro x ∈ Cp
0 pro x 6∈ Cp

, hp(x) =

{ p+1
q − f(x) pro x ∈ Cp

0 pro x 6∈ Cp
takže V (gp) = Cp = V (hp) a podle Lemma 94 plat́ı

p

q
· µ(Cp) ≤

∫

Cp

f dµ ≤ p+ 1

q
· µ(Cp)

Zřejmě také
p

q
· µ(Cp) ≤

∫

Cp

f∗ dµ ≤ p+ 1

q
· µ(Cp)

takže
∣∣∣∣
∫
f∗(x) dµ−

∫
f(x) dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

p=−∞

∫

Cp

f∗ dµ−
∫

Cp

f dµ

∣∣∣∣∣

≤
+∞∑

p=−∞

∣∣∣∣∣

∫

Cp

(f∗(x)− f(x)) dµ

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑

p=−∞

µ(Cp)

q
≤ 1

q

Protože to plat́ı pro každé q, tyto dva integrály se rovnaj́ı.

Ergodická věta ř́ıká že funkce f∗ je invariantńı, tj. f = f ◦ T s.j. . V př́ıpadě že f∗ je
skoro jistě konstantńı, ř́ıkáme že dynamický systém je ergodický.

Definice 33 Necht’ (Ω,A, T ) je dynamický systém. T -invariantńı mı́ra µ je ergodická,
pokud každá skoro všude invariantńı funkce je skoro všude konstantńı, tj.

f ∈ L(µ), f ◦ T = f s.j. =⇒ ∃c ∈ R, f = c s.j.
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Tvrzeńı 96 Necht’ (Ω,A, T ) je dynamický systém a µ je T -invariantńı mı́ra. Následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) µ je ergodická.

(2) Každá invariantńı množina má mı́ru nula nebo jedna, tj.

U ∈ A & T−1(U) = U =⇒ µ(U) ∈ {0, 1}

(3) Každá subinvariantńı množina má mı́ru nula nebo jedna, tj.

U ∈ A & T−1(U) ⊆ U =⇒ µ(U) ∈ {0, 1}

(4) Každá superinvariantńı množina má mı́ru nula nebo jedna, tj.

U ∈ A & U ⊆ T−1(U) =⇒ µ(U) ∈ {0, 1}

(5) Každá skoro invariantńı množina má mı́ru nula nebo jedna, tj.

U ∈ A & µ(T−1(U)4U) = 0 =⇒ µ(U) ∈ {0, 1}]

(6) Každá subinvariantńı integrovatelná funkce je skoro jistě konstantńı

f ∈ L(µ) & f ◦ T ≤ f s.j. =⇒ ∃c ∈ R, f = c s.j.

Důkaz: (1) ⇒ (2) : Je-li T−1(U) = U , je χU invariantńı a tedy skoro jistě konstantńı. To
znamená že bud’ χU = 0 s.j. nebo χU = 1 s.j. a tedy µ(U) ∈ {0, 1}.
(2) ⇒ (3). Položme V =

⋂
n≥0 T

−n(U). Pak V ∈ A a T−1(V ) = V , takže µ(V ) ∈ {0, 1}.
Protože µ(V ) = limn→∞ µ(T−n(U)) = µ(U), je µ(U) ∈ {0, 1}.
(3) ⇔ (4) : Plat́ı U ⊆ T−1(U) právě když T−1(Ω \ U) ⊆ Ω \ U a µ(Ω \ U) ∈ {0, 1} právě
když µ(U) ∈ {0, 1}.
(3) & (4) ⇒ (5) : Položme U0 =

⋂
n≥0 T

−n(U), U1 =
⋃
n≥0 T

−n(U). Pak U0 ⊆ T−1(U0) a

T−1(U1) ⊆ U1, takže obě tyto množiny maj́ı mı́ru nula nebo jedna. Dále plat́ı

µ(U4T−2(U)) ≤ µ(U4T−1(U)) + µ(T−1(U4T−1(U)) = 0,

a podobně odvod́ıme µ(T−n(U)4T−k(U)) = 0 pro každé n, k. Odtud

µ(U1 \ U0) = µ


⋃

n≥0

⋃

k≥0

T−n(U) \ T−k(U)


 ≤

∑

n≥0

∑

k≥0

µ(T−n(U) \ T−k(U)) = 0

takže µ(U0) = µ(U) = µ(U1) ∈ {0, 1}.
(5) ⇒ (1) : Pro každé a < b je množina Va,b = f−1(a, b) skoro invariantńı, takže má mı́ru
nula nebo jedna. Existuje n ∈ Z takové že µ(Vn,n+1) = 1 a děleńım intervalu na intervaly
polovičńı délky dospějeme ke konstantě c ∈ [n, n+ 1] takové že f = c s.j. .
(3) ⇒ (6) : Pro d ∈ R položme Vd = {x ∈ Ω : f(x) ≥ d}. Pak T−1(Vd) ≤ Vd, takže
µ(Vd) ∈ {0, 1}. Položme c = inf{d ∈ R : µ(Vd) = 1}. Pak f = c s.j.

(6)⇒ (1) plyne z definice.

Shrnut́ı 97 Je-li (Ω,A, T ) dynamický systém a µ T -ergodická mı́ra, pak pro každou f ∈
L(µ) plat́ı

lim
n→∞

1

n

∑

i<n

f(Tn(ω)) = E(f) s.j.

Věta 98 Necht’ (Ω,A, T ) je dynamický systém a µ je T -invariantńı mı́ra. Následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:
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(1) µ je ergodická.

(2) Množinu kladné mı́ry navšt́ıv́ı skoro každý bod, tj.

U ∈ A & µ(U) > 0 =⇒ µ


⋃

n≥0

T−n(U)


 = 1

(3) Pro každé U, V ∈ A plat́ı

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

µ(T−k(U) ∩ V ) = µ(U) · µ(V )

(4) µ je extremálńı, tj. neńı vlastńı konvexńı kombinaćı žádných dvou jiných měr.

Důkaz: (1)⇔ (2) plyne bezprostředně z Tvrzeńı 96
(1)⇒ (3) :

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

µ(T−k(U) ∩ V ) = lim
n→∞

1

n

∑

k<n

∫
χ
T−k(U)(x) · χV (x) dµ

=

∫ (
lim
n→∞

1

n

∑

k<n

χ
U (T k(x))

)
· χV (x) dµ

=

∫
µ(U) · χV (x) dµ = µ(U) · µ(V )

(3)⇒ (1) : Necht’ U je invariantńı množina tj. T−1(U) = U . Pak

µ(U)2 = lim
n→∞

1

n

∑

k<n

µ(T−k(U) ∩ U) = µ(U)

takže µ(U) ∈ {0, 1}.
(1) ⇒ (4) : Předpokládejme sporem, že T -ergodická mı́ra µ je vlastńı lineárńı kombinaćı
µ = a0ν0 + a1ν1, kde 0 < a0, a1 < 1 a a0 + a1 = 1. Protože ν0 6= ν1, existuje U ∈ A
taková že ν0(U) 6= ν1(U). Předpokládejme bez újmy na obecnosti ν0(U) < ν1(U). Označme
V množinu těch x ∈ Ω, pro které existuje limita

f(x) = lim
n→∞

1

n

∑

k<n

χ
U (T k(x))

Podle Ergodické věty je ν0(V ) = ν1(V ) = 1 a plat́ı
∫
f(x) dν0 = ν0(U),

∫
f(x) dν1 = ν1(U)

Zvolme b takové že ν0(U) < b < ν1(U). Množina W = {x ∈ V : f(x) > b} je µ-skoro
invariantńı. Předpokládejme že µ(W ) ∈ {0, 1}:

µ(W ) = 0 ⇒ ν1(W ) = 0 ⇒ ν1(U) =

∫
f dν1 ≤ b

µ(W ) = 1 ⇒ ν0(W ) = 1 ⇒ ν0(U) =

∫
f dν0 ≥ b

a v obou př́ıpadech dostáváme spor. Mı́ra µ tedy neńı ergodická.
¬(1)⇒ ¬(4) : Necht’ U je T -invariantńı množina (tj. T−1(U) = U), pro kterou 0 < µ(U) < 1.
Definujme mı́ry ν0, ν1 předpisem

ν0(V ) = µ(V ∩ U)/µ(U), ν1(V ) = µ(V \ U)/µ(Ω \ U)

Pak µ = µ(U) · ν0 + (1− µ(U)) · ν1.
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Tvrzeńı 99 Symbolická stacionárńı mı́ra µ : A∗ → [0, 1] je ergodická právě když pro každá
slova u, v ∈ A∗ plat́ı

lim
n→∞

1

n

∑

k<n

∑

w∈Ak
µ(uwv) = µ(u) · µ(v)

Každá bernoulliovská mı́ra je ergodická. Markovská mı́ra stochastické matice R je ergo-
dická právě když R je ireducibilńı. Ergodická věta umožňuje zobecnit některé limitńı věty
teorie informace.

5.3 Entropická věta

Horńı a dolńı limita posloupnosti množin (Vn ⊆ Ω)n≥0 je

lim inf
n→∞

Vn =
⋃

k≥0

⋂

n≥k
Vn = {x ∈ Ω : ∃k, ∀n ≥ k, x ∈ Vn}

lim sup
n→∞

Vn =
⋂

k≥0

⋃

n≥k
Vn = {x ∈ Ω : ∀k, ∃n ≥ k, x ∈ Vn}

Zřejmě plat́ı lim infn→∞ Vn ⊆ lim supn→∞ Vn a Ω \ lim infn→∞ Vn = lim supn→∞(Ω \ Vn).
Pro monotónńı posloupnosti množin plat́ı

Vn ⊆ Vn+1 =⇒ lim inf
n→∞

Vn = lim sup
n→∞

Vn =
⋃

n≥0

Vn

Vn+1 ⊆ Vn =⇒ lim inf
n→∞

Vn = lim sup
n→∞

Vn =
⋂

n≥0

Vn

Tvrzeńı 100 (Borel-Cantelliho lemma) Necht’ Un, Vn jsou posloupnosti měřitelných množin.
Pak

∑

n≥0

µ(Vn) <∞ =⇒ µ(lim sup
n→∞

Vn) = 0

µ(lim inf
n→∞

Un) = 1 & µ(lim sup
n→∞

(Un ∩ Vn)) = 0 =⇒ µ(lim sup
n→∞

Vn) = 0

Důkaz: (1) Pro každé ε > 0 existuje k takové že
∑
n≥k µ(Vn) < ε, takže

µ(lim sup
n→∞

Vk) ≤ µ


⋃

n≥k
Vn


 ≤

∑

n≥k
µ(Vn) < ε

(2) Plat́ı (lim infn→∞ Un)∩ (lim infn→∞(Ω\ (Un∩Vn))) ⊆ lim infn→∞(Ω\Vn). Obě množiny
na levé straně maj́ı mı́ru 1, takže také jejich pr̊unik má mı́ru 1 a množina na pravé straně
má také mı́ru 1.

Shrnut́ı 101 Pro ergodickou mı́ru µ a měřitelnou funkci f položme

Vn(ε) =

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∣
1

n

∑

i<n

f(Tn(x))− E(f)

∣∣∣∣∣ < ε

}

Pak µ(lim infn→∞ Vn(ε)) = 1.

Definice 34 Posloupnost interval̊u S = ([ni,mi))i<`(S) je δ-rozklad intervalu [0, k), pokud
intervaly [ni,mi) ⊆ [0, k) jsou navzájem disjunktńı a

∑
i<`(S)mi − ni ≥ (1− δ)k.

Slovo u ∈ A∗ je δ-pokryto množinou T ⊆ A∗, pokud existuje δ-rozklad S intervalu [0, |u|)
takový že u[ni,mi) ∈ T pro každé i < `(S).
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Lemma 102 Necht’ h > 0, necht’ M ⊆ A∗ je množina slov taková že |M ∩ An| ≤ 2nh a
necht’ Dn(δ) je množina slov u ∈ An, která jsou δ-pokryta množinou M , tj.

Dn(δ) = {u ∈ An : ∃([ni,mi))i<`,mi ≤ ni+1, u[ni,mi) ∈M,
∑

i<`

mi − ni > (1− δ)n}

Pak |Dn(δ)| ≤ 2n·h · 2n·H(δ,1−δ) · |A|nδ. Jestlǐze n > 2L/δ, pak
{
u ∈ An : |{i < n− L : ∃j < L, u[i,i+j) ∈M}| > (1− δ

2 )(n− L)
}
⊆ Dn(δ)

Důkaz: δ-rozklad S = ([ni,mi))i<` je jednoznačně určen množinou [0, n) \ ⋃i<`[ni,mi),
která má nejvýše δn prvk̊u. Počet takových množin je

∑

i<δ·n

(
n
i

)
≤ 2n·H(δ,1−δ).

Pro pevný rozklad S = ([ni,mi))i<`, počet všech slov u takových že u[ni,mi) ∈M je nejvýše

|A|δ·n ·
∏

i<`

|M ∩Ami−ni | ≤ |A|δ·n · 2h·n

Předpokládejme že |{i < n−L : ∃j < L, u[i,i+j) ∈M}| > (1− δ
2 )(n−L) a sestrojme rozklad

S. Položme m−1 = 0,

ni = min{k ≥ mi−1 : ∃j < L, u[k,k+j) ∈M}, mi = min{j < L : u[ni,j) ∈M},

a `(S) je prvńı index i, pro který ni neńı definováno. Pak

[0, n) \
⋃

i<`

[ni,mi) ⊆ {i < n− L : ∀j < L, u[i,i+j) 6∈M} ∪ (n− L,L)

∣∣∣∣∣[0, n) \
⋃

i<`

[ni,mi)

∣∣∣∣∣ ≤
δ

2
(n− L) + L ≤ δ · n

Věta 103 (Entropická Věta - Shannon,McMillan,Breiman) Necht’ (Xi : Ω→ A)i≥0

je ergodický proces. Pak

lim
n→∞

IX[0,n)
(x)

n
= H(PX) s.j.

Důkaz: Označme µ = PX . Pro x ∈ AN položme

hn(x) =
− logµ(x[0,n))

n
, h(x) = lim inf

n→∞
hn(x).

Pak h(σ(x)) ≤ h(x) a podle Věty 98 existuje konstanta h, taková že h(x) = h s.j. Ukážeme že
lim supn→∞ hn(x) = h s.j. Pro dané ε > 0 zvolme δ > 0 takové že δ+δ ·log |A|+H(δ, 1−δ) <
ε. Pro skoro všechna x plat́ı hn(x) < h+δ a tedy µ(x[0,n)) ≥ 2−n(h+δ) pro nekonečně mnoho
n. Položme

M = {u ∈ A∗ : µ(u) > 2−|u|·(h+δ)}
a necht’ Dn(δ) je množina u ∈ An, která jsou δ-pokryta M . Pak |M ∩An| < 2n(h+δ) a

|Dn(δ)| ≤ 2n·(h+δ) · 2n·H(δ,1−δ) · |A|nδ ≤ 2n(h+ε)

Protože µ{x ∈ AN : ∃i, x[0,i) ∈M} = 1, existuje L > 0 takové že

µ{x ∈ AN : ∃i < L, x[0,i) ∈M} > 1− δ

4
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Položme

Wn = {x ∈ AN : |{i < n− L : ∃j < L, x[i,i+j) ∈M}| > (1− δ
2 )(n− L)}

Podle Shrnut́ı 101 je µ(lim infn→∞Wn)) = 1 a podle Lemma 102 je Wn ⊆ [Dn(δ)]. Položme

Cn = {u ∈ An : µ(u) < 2−n(h+2ε)}

Pak µ(Cn ∩Dn(δ)) ≤ |Dn(δ)| · 2−n(h+2ε) ≤ 2−nε. Podle Borel-Cantelliho lemma je

µ(lim sup
n→∞

[Cn ∩Dn(δ)]) = 0, takže µ(lim sup
n→∞

[Cn]) = 0.

Pro x ∈ AN\lim supn→∞[Cn] plat́ı lim supn→∞ hn(x) ≤ h+2ε. Dokázali jsme tedy limn→∞ hn(x) =
h s.j. Protože limn→∞ E(hn) = H(µ), je h = H(µ).

5.4 Kódováńı ergodických proces̊u

Pro n > k, m = dn/ke, u ∈ An, v ∈ Ak položme

|u|v = |{i < m : (uu)[ik,ik+k) = v}|, Pk
u(v) = |u|v/m

Pak Pk
u ∈ ∆(Ak).

Tvrzeńı 104 Pro každý ergodický proces plat́ı

lim
n→∞

H(Pk
X[0,n

) = H(X[0,k)) s.j.

Důkaz: Proces Yi = X[ki,ki+k) je ergodický a Pk
X[0,nk)

= PY[0,n)
.

Věta 105 Je-li X ergodický proces s rozděleńım PX = µ, pak existuje prefixový kód bµ :
A∗ → B∗ takový že

lim
n→∞

|bµ(X[0,n))|
n

= H(X) s.j.

Důkaz: Kód bµ byl sestrojen v d̊ukazu Věty 75 jako bµ(u) = b0(|u|)f|u|(u), kde fn : An →
B∗ je prefixový kód splňuj́ıćı − logµ(u) ≤ |fn(u)| ≤ − logµ(u) + 1. Pro dané ε > 0 položme

Vn(ε) = {x ∈ AN : n(H(µ)− ε) ≤ − logµ(x[0,n)) ≤ n(H(µ) + ε)}, V (ε) = lim inf
n→∞

Vn(ε)

Podle Entropické věty plat́ı µ(V (ε)) = 1. Pro x ∈ Vn(ε) plat́ı

n(H(µ)− ε) ≤ |bµ(x[0,n))| ≤ n(H(µ) + ε) + 2 log(n+ 1) + 2

To znamená, že pro x ∈ V (ε) plat́ı

H(µ)− ε ≤ lim inf
n→∞

|bµ(x[0,n))|
n

≤ lim sup
n→∞

|bµ(x[0,n))|
n

≤ H(µ) + ε

Pro x ∈ ⋂k>0 V (1/k) je tedy limn→∞ |bµ(x[0,n)|/n = H(µ) a tato množina má mı́ru 1.

Věta 106 Pro každé prosté zobrazeńı f : A∗ → B∗ a každý ergodický proces plat́ı

lim inf
n→∞

|f(X[0,n))|
n

≥ H(X) s.j.
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Důkaz: Položme Necht’ bB : B∗ → B∗ je prefixový kód sestrojený v Tvrzeńı 68. Pro každé ε
existuje nε takové že pro všechna n > nε plat́ı |bB(u)| ≤ (1+ε)|u|. Položme g(u) = bB(f(u)),
takže g : A∗ → B∗ je prefixový kód. Položme

Vn = {u ∈ An : |g(u)| ≤ − logµ(u)− 2 log n}, V = lim sup
n→∞

[Vn]

Pro g plat́ı Kraftova nerovnost, tedy speciálně
∑
u∈An 2−|g(u)| ≤ 1, takže

µ(Vn) ≤
∑

u∈Vn
2−|g(u)|2−2 logn ≤ 1

n2

Je tedy
∑
n>0 µ(Vn) < ∞ a µ(V ) = 0 podle Borel-Cantelliho lemma. Necht’ W ⊆ AN je

množina sekvenćı, pro které plat́ı Entropická věta. Pak µ(W \V ) = 1 a pro x ∈W \V plat́ı

lim inf
n→∞

|f(x[0,n))|
n

≥ lim inf
n→∞

|g(x[0,n))|
n(1 + ε)

≥ lim inf
n→∞

− logµ(x[0,n))− 2 log n

n(1 + ε)
≥ H(X)

1 + ε

takže lim infn→∞ |f(x[0,n))|/n ≥ H(X).

Věta 107 Existuje univerzálńı frekvenčńı prefixový kód f : A∗ → B∗ takový že pro každý
ergodický proces plat́ı

lim
n→∞

|f(X[0,n))|
n

= H(X) s.j.

Důkaz: Pro danou abecedu A uvažujme funkce

kn = blog|A|(
√
n− 1)c =

⌊
log(
√
n− 1)

log |A|

⌋
, mn = dn/kne.

Pro k = kn, m = mn, u ∈ An, v ∈ Ak položme

|u|v = |{i < m : (uu)[ik,ik+k) = v}|, Pk
u(v) = |u|v/m

Dále označme Ck(u) = {w ∈ A|u| : Pk
w = Pk

u}, `(u) = {w ∈ Cku : w < u}. Pak plat́ı

`(u) < |Ck(u)| ≤ 2m·H(Pku) ≤ |A|mk. Pro dané u ∈ An, položme

f(u) = b0(|u|)(b0(|u|v))v∈AkbN(`(u))

Protože |A|k ≤ √n− 1, je

|f(u)| ≤ 2 log(|u|+ 1) + 1 + |Ak| · (2 log(m+ 1) + 1)

+m · H(Pk
u) + 2 log(m · k log |A|+ 1) + 1

≤ (2 log(n+ 1) + 1) · √n+m · H(Pk
u) + 2 logm · k + 2 log log |A|+ 3

Protože limn→∞
√
n · log(n+ 1)/n = 0 a limn→∞mn/nkn = 1, je

lim sup
n→∞

|f(x[0,n))|
n

≤ lim sup
n→∞

H(Pkn
X[0,n)

)

kn

Pro dané ε > 0 existuje kε takové že H(X[0,k)) < k(H(mu)+ε). Pro skoro všechna x existuje

N(x, ε) takové že pro každé n > N(x, ε) je H(Pk
X[0,n)

) < n(H(µ) + ε). Pro dosti velká n je

kn > kε takže

lim sup
n→∞

H(Pkn
X[0,n)

)

kn
≤ H(µ) + ε

a tedy lim supn→∞ |f(x[0,n))|/n ≤ H(µ) s.j.
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5.5 Rekurenčńı kód

Posloupnost slov y = (yi)i<`(y) je rozklad slova u ∈ A∗ jestliže u je konkatenace u =
y0 · · · y`(y)−1 a yi 6= yj pro i 6= j. Označme R(u) množinu všech rozklad̊u slova u.

Lemma 108 Pro a > 1 plat́ı

mk(a) =

k∑

j=1

aj =
ak+1 − a
a− 1

, nk(a) =

k∑

j=1

j · aj =
k · ak+2 − (k + 1)ak+1 + a

(a− 1)2

ak < mk(a) <
ak+1

a− 1
, k · ak < nk(a) <

k · ak+1

a− 1

Důkaz: mk(a) je součet geometrické posloupnosti. Pro nk(a) plat́ı odhad nk(a) ≤∑k
j=1 k ·

aj ≤ k·ak+1

a−1 a přesný vzorec

nk(a) =

k∑

j=1

aj +

k∑

j=2

aj + · · ·+
k∑

j=k

aj = a · a
k − 1

a− 1
+ · · ·+ ak · a− 1

a− 1

=
1

a− 1

(
k · ak+1 − ak+1 − a

a− 1

)
=
k · ak+2 − (k + 1)ak+1 + a

(a− 1)2

Lemma 109 ∀δ > 0,∀k > 0,∃Nk,δ,∀n > Nk,δ,∀u ∈ An,∀y ∈ R(u)

∑
{|yi| : i < `(y), |yi| ≤ k} < nδ

Důkaz: Položme a = |A|, Nk,δ = k · ak+1/δ(a− 1). Pak

∑
{|yi| : i < `(y), |yi| ≤ k} <

k∑

j=1

j · aj < kak+1

a− 1
< δ ·Nk,δ < nδ

Tvrzeńı 110 Necht’ L(n) je nejkraťśı délka rozkladu slova délky n (v abecedě A). Pak

lim inf
n→∞

n

L(n) · log n
≥ |A| − 1

|A|2 · log |A|

Důkaz: Necht’ y = (yi)i<`(y) je rozklad slova x ∈ An. V posloupnosti y nahrad’me deľśı slova
kratš́ımi tak aby výsledná posloupnost y′ byla opět rozkladem (nějakého jiného slova x′),
přitom ale aby platilo že pokud 1 ≤ |u| < y′i, pak u = y′j pro nějaké j < `(y′). Pak `(y′) =
`(y) a |x′| ≤ |x|. Existuje k takové že mk(|A|) ≤ `(y′) < mk+1(|A|), a n ≥ |x′| ≥ nk(|A|).
Protože n/ log n je rostoućı,

n

L(n) · log n
≥ k · ak

(k · log a+ log k)ak+2/(a− 1)
=

k(a− 1)

a2(k · log a+ log k)

Odtud již plyne tvrzeńı.

Lemma 111 Necht’ µ je ergodická mı́ra, h = H(µ) a ε > 0. Pak existuje V ⊆ A∗ taková že
plat́ı |V ∩Ak| ≤ 2k(h+ε), a pro posloupnost množin

Wn(ε) =
{
x ∈ AN : ∀y ∈ R(x[0,n)),

∑
{|yi| : i < `(y) & yi ∈ V } ≥ (1− ε)n

}

plat́ı µ(lim infn→∞Wn(ε)) = 1.
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Důkaz: Existuje δ < ε/2 takové že δ + H(δ, 1 − δ) + δ · log |A| < ε. Podle Entropické
věty existuje d > 0 takové, že pro množinu M = {u ∈ Ad : µ(u) ≥ 2−d(h+δ)} plat́ı
µ(M) > 1− δ2/8. Pro K = d2d/δe+ 1 podle Lemma 109 existuje NK takové, že pro každé
n > NK , u ∈ An a každý rozklad (yi)i<`(y) slova u plat́ı

∑
{|yi| : i < `(y) & |yi| < K} < nδ/2.

Označme Vn = Vn(δ) množinu všech slov, která jsou δ-pokrývána množinou M a V =
⋃
n Vn.

Protože |M | ≤ 2d(h+ε), je podle Lemma 102 |Vn| ≤ 2n(h+ε). Podle Ergodické věty existuje
množina U mı́ry 1 taková, že pro každé x ∈ U existuje N(x) ≥ NK takové, že pro všechna
n > N(x) plat́ı

|{i < n : σi(x) ∈M}| ≥ n(1− δ2/4).

Necht’ x ∈ U , n > N(x) a necht’ (yi)i<`(y) je rozklad slova x[0,n). Označme yi = x[qi,qi+1),

P = {j < `(y) : |yj | > K & |{i < |yj | − d : σqj+i(x) ∈M}| < (|yj | − d)(1− δ
2 )}

a Q = [0, `) \ P . Předpokládejme sporem že plat́ı
∑
j∈P |yj | > nδ. Protože |P | ≤ n/K, je

n(1− δ2

4 ) ≤ |{i < n : T i(x) ∈M}| ≤
∑

j∈P
(|yj | − d)(1− δ

2 ) + d · |P |+
∑

j∈Q
|yj |

≤ n−
∑

j∈P
(|yj | − d)

δ

2
= n+ d|P |δ

2
− δ

2

∑

j∈P
|yj | < n+

ndδ

2K
− nδ2

2

< n+
nδ2

4
− nδ2

2
= n− nδ2

4

a to je spor. Je tedy
∑
j∈P |yj | ≤ nδ. Podle Lemma 102, pokud yj 6∈ V , pak bud’ yj ∈ P

nebo |yj | ≤ 2d/δ < K. Odtud
∑
{|yj | : j < ` & yj 6∈ V } =

∑
{|yj | : j < ` & |yj | < K}+

∑
{|yj | : j ∈ P}

≤ nδ + nδ ≤ nε

takže x ∈Wn(ε). Ukázali jsme tedy U ⊆ lim infn→∞Wn(ε) takže µ(lim infn→∞Wn(ε)) = 1.

Tvrzeńı 112 Pro ergodickou mı́ru µ s entropíı h = H(µ) položme

Un(ε) =
{
x ∈ AN : ∀y ∈ R(x[0,n)),

∑
{|yi| : |yi| < logn

h+ε } ≤ ε · n
}

Pak µ(lim infn→∞ Un(ε)) = 1.

Důkaz: Pro δ > 0 existuje podle Lemma 111 V ⊆ A∗ takové že |V ∩ Ak| ≤ 2k(h+δ), a
W (δ) = lim infn→∞Wn(δ) má mı́ru 1. Pro x ∈W (δ) tedy existuje N(x) takové že pro každé
n > N(x) je x[0,n) ∈ Wn(δ). Necht’ y ∈ R(x[0,n)) takže

∑{|yi| : yi ∈ V } > (1 − δ)n. S

použit́ım nerovnosti
∑
j≤k j · aj ≤ k a

a−1a
k, která plat́ı pro a > 1 dostáváme

∑{
|yi| : i < `(y) & |yi| <

(1− δ) log n

h+ δ

}

≤
∑
{|yi| : i < `(y) & yi 6∈ V }+

∑{
k · |V ∩Ak| : k < (1− δ) log n

h+ δ

}

≤ δ · n+
∑{

k · 2(h+δ)k : k <
(1− δ) log n

h+ δ

}

≤ δ · n+
2h+δ

2h+δ − 1
· (1− δ) log n

h+ δ
· n1−δ = ϕδ(n)
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Pro dané ε zvolme nyńı δ takové že 1
h+ε <

1−δ
h+δ a pro všechna dosti velká n plat́ı ϕδ(n) < ε·n.

Pak x ∈ Un(ε), takže W (δ) ⊆ lim infn→∞ Un(ε), takže µ(lim infn→∞ Un(ε)) = 1

Lemma 113 Pro y > 1/ε2 a 3 ≤ x ≤ ε · y plat́ı
x

log x
≤ 2ε · y

log y
.

Věta 114 Pro rekurenčńı kód r a každý ergodický proces X plat́ı

lim
n→∞

|r(X[0,n))|
n

= H(X) s.j.

Důkaz: Je-li y = (yi)i≤` rozbor slova X[0,n), jsou slova yi navzájem r̊uzná, s možnou
vyj́ımkou posledńıho slova y`. Toto slovo se však shoduje s nějakým předcházej́ıćım yi,
takže |y`| ≤ n/2. Použijeme Tvrzeńı 112 na rozklad y′ = (yi)i<` délky m ≥ n/2. Pro dané
ε > 0 zvolme δ < ε takové že δ + 2δ|A|2 log |A| < ε. Necht’ x ∈ U(δ) = lim infn→∞ Un(δ) a
N(x) takové že x ∈ Un(δ) pro všechna n > N(x). Pro dané ε > 0 zvolme δ < ε takové že
δ + 2δ|A| log |A| < ε. Označme

L0 =

{
i < ` : |yi| <

logm

h+ δ

}
, L1 =

{
i < ` : |yi| ≥

logm

h+ δ

}

M0 =
∑
i∈L0
|yi|, M1 =

∑
i∈L1
|yi|. Pak M1 ≥ |L1| logm/(h + δ) a podle Tvrzeńı 112 pro

n > N(x) plat́ı M0 ≤ δ ·m. Podle Tvrzeńı 110 je M0/|L0| logM0 ≥ 1/|A|2 log |A|, takže

` = |L0|+ |L1| ≤
2M0|A|2 log |A|

logM0
+
M1(h+ δ)

logm

≤ m · 2δ|A|2 log |A|+m(h+ δ)

logm
≤ n(h+ ε)

log n− 1

Pro délku rekurenčńıho kódu plat́ı

|r(x[0,n))| ≤ (`+ 1)(log n+ 1) ≤ n(h+ ε) · log n+ 1

log n− 1
+ log n+ 1

takže lim supn→∞ |r(X[0,n))|/n ≤ h+ ε skoro jistě.

5.6 Doba návratu

Definice 35 Doba vstupu bodu x ∈ AN do množiny V ⊆ AN je

RV (x) = inf{k > 0 : σk(x) ∈ V }

Doba návratu bodu x ∈ AN do cylindru [x[0,n)] je

Rn(x) = inf{i > 0 : x[i,i+n) = x[0,n)}

Infimum prázdné množiny definujeme jako ∞.

Věta 115 (Poincaré) Je-li µ stacionárńı mı́ra, a µ(V ) > 0, je doba návratu do V skoro
jistě konečná

µ{x ∈ V : RV (x) =∞} = 0

Důkaz: Předpokládejme, že množina V∞ = {x ∈ V : RV (x) = ∞} má kladnou mı́ru.
Množiny σ−k(V∞) jsou navzájem disjunktńı. Pokud by totiž bylo x ∈ σ−j(V∞) ∩ σ−k(V∞)
pro j < k, bylo by σj(x) ∈ V∞ ∩ σ−(k−j)(V∞) a to je spor. Protože množiny σ−k(V∞) maj́ı
všechny stejnou mı́ru, muśı být tato mı́ra nulová.
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Obrázek 20: Pr̊uměrná doba návratu

Věta 116 (Kac) Necht’ µ je ergodická mı́ra, µ(V ) > 0, a necht’ µV (U) = µ(U)/µ(V ) je
podmı́něná mı́ra na V . Pak

Eµ(RV · χV ) =

∫

V

RV (x) dµ = 1, EµV (RV ) =

∫

V

RV dµV =
1

µ(V )

Důkaz: Položme V1 = σ−1(V ) ∩ V = {x ∈ V : τV (x) = 1},

Vn = (σ−n(V ) ∩ V ) \
⋃

k<n

σ−k(V ) = {x ∈ V : τV (x) = n}

Množiny Vn jsou navzájem disjunktńı a podle Věty 115 je µ(V∞) = 0, takže
∑∞
n=1 µ(Vn) =

µ(V ). Pro 0 ≤ k < n položme Vnk = σ−k(Vn). Pak množiny (Vnk)0≤k<n jsou navzájem
disjunktńı (obrázek 20) a jejich sjednoceńı je

⋃
n≥0 σ

−n(V \V∞) a σ(V ) ⊆ V10∪V21∪V32∪· · ·.
Protože µ je ergodická, je

1 = µ


⋃

n≥0

σ−n(V )


 ≥

∞∑

n=1

n−1∑

k=0

µ(Vnk) =

∞∑

n=1

n · µ(Vn) =

∫

V

τV (x) dµ.

Je-li µ ergodická mı́ra, u ∈ An a µ(u) > 0, je

∫
Rn(x) dµ =

∑{∫

[u]

Rn dµ : u ∈ An, µ(u) > 0

}
= |{u ∈ An : µ(u) > 0}|

Věta 117 (Ornstein-Weiss) Je-li X ergodický proces, je

lim
n→∞

logRn(x)

n
= H(X) s.j.

Důkaz: Pro x ∈ AN definujme funkce

R(x) = lim inf
n→∞

logRn(x)

n
, R(x) = lim sup

n→∞

logRn(x)

n
,

Protože Rn−1(σ(x)) ≤ Rn(x), je R(σ(x)) ≤ R(x), R(σ(x)) ≤ R(x), takže tyto funkce jsou
skoro všude konstantńı a existuj́ı r ≤ r, takové že

R(x) = r s.j. , R(x) = r s.j.

Ukážeme r ≤ h = H(X). Pro ε > 0 položme

Dn = {x ∈ AN : Rn(x) > 2n(h+ε)}, Dn(u) = Dn ∩ [u]

Tn = {u ∈ An : µ(u) ≥ 2−n(h+ε/2)}

Podle Entropické věty je µ(lim infn→∞[Tn]) = 1. Pro u ∈ An jsou množiny σ−k(Dn(u)) pro
k < 2n(h+ε) navzájem disjunktńı a maj́ı stejnou mı́ru, takže µ(Dn(u)) ≤ 2−n(h+ε). Dále plat́ı

µ(Dn ∩ [Tn]) ≤
∑

u∈Tn
µ(Dn(u)) ≤ |Tn| · 2−n(h+ε) ≤ 2−nε/2
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protože |Tn| ≤ 2n(h+ε/2). Podle Borel-Cantelliho lemma je µ(lim supn→∞(Dn ∩ [Tn])) = 0,
takže µ(lim supn→∞Dn) = 0. To znamená r ≤ h+ ε a tedy r ≤ h.
Ukážeme h ≤ r pro ε > 0 zvolme δ takové že δ +H(δ, 1− δ) + δ log |A| < ε. Položme

VL =

{
x ∈ AN : ∃j < L,

logRj(x)

j
< r + δ

}

Existuje L > 0 takové že µ(VL) > 1− δ/4. Položme L1 = L+ 2L(r+δ) a

Wn =
{
x ∈ AN : |{i < n : σi(x) ∈ VL}| > (1− δ

2 )n
}
, W = lim inf

n→∞
Wn

Pak µ(W ) = 1. Pro x ∈W existuje N(x) takové že pro n > N(x) je x ∈Wn−L1 . Položme

M = {u ∈ A∗ : ∃j < L, |u| < 2j(r+δ) + j, u[0,j) = u[|u|−j,|u|)}

Pak |M ∩ An| ≤ 2n(r+δ). Pro množinu Dn(δ) všech slov délky n která jsou δ-pokryta M
podle Lemma 102 plat́ı

|Dn(δ)| ≤ |A|nδ · 2nH(δ) · 2n(r+δ) ≤ 2n(r+ε).

Pokud Ti(x) ∈ VL, pak existuje j < L a k < 2j(r+δ)+j ≤ L1 takové že x[i,i+j) = x[i+k−j,i+k),
takže x[i,i+k) ∈M . Pokud x ∈Wn−L1

, pak

|{i < n− L1 : ∃k < L1, x[i,i+k) ∈M}| > (1− δ
2 )(n− L1)

a podle Lemma 102 je x[0,n) ∈ Dn(δ). Je tedy Wn−L1
⊆ Dn(δ), takže

µ(lim inf
n→∞

[Dn(δ)]) = 1.

Pro množiny
Un = {u ∈ An : µ(u) < 2−n(h−ε)}

plat́ı µ(lim infn→∞[Un]) = 1 a tedy µ(lim infn→∞[Un ∩Dn(δ)]) = 1. Protože

µ(Un ∩Dn) ≤ |Dn(δ)| · 2−n(h−ε) ≤ 2n(r−h+2ε),

je r − h+ 2ε ≥ 0. Protože to plat́ı pro každé ε, je h ≤ r.
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6 Symbolická dynamika

V některých př́ıpadech máme o textu který chceme přenášet, nějaké strukturálńı informace.
Jedná-li se o text v nějakém umělém jazyce daném formálńı gramatikou, v́ıme že některá
slova se v něm nemohou vyskytnout. Množiny (nekonečných) slov, ve kterých se nevyskytuj́ı
nějaká konečná slova, se nazývaj́ı posuny.

Definice 36 Posun nad abecedou A je každá neprázdná množina tvaru

ΣF = {x ∈ AN : ∀u v x, u 6∈ F}

kde F ⊆ A∗ je nějaká množina zakázaných slov. Jazyk posunu Σ ⊆ AN je

L(Σ) =
⋃

n≥0

Ln(Σ), kde Ln(Σ) = {u ∈ An : ∃x ∈ Σ, u v x}

Funkce složitosti posunu Σ je PΣ(n) = |Ln(Σ)|

Posun zlatého řezu je Σ{11} a L(Σ{11}) = {λ, 0, 1, 00, 01, 10, 000, 001, 010, 100, 101, . . .}.
Funkce složitosti tvoř́ı Fibonacciovu posloupnost P (0) = 1, P (1) = 2, P (2) = 3, P (3) = 5.
Při zápisu dat na magnetické disky se klade podmı́nka aby nulové bloky nebyly ani př́ılǐs
krátké ani př́ılǐs dlouhé. Pro dané 1 ≤ k ≤ l definujme posun

Σk,l = ΣF , kde F = {11, 101, 1001, . . . , 10k−11, 0l+1}

Sudý posun má zakázaná slova F = {012n+10, : n ≥ 0}. Mezi dvěma po sobě jdoućımi
výskyty nuly může být jen sudý počet jedniček. Funkce složitosti je P (0) = 1, P (1) =
2, P (2) = 4, P (3) = 7, L(Σ) = {λ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 011, 100, 101, 110, 111, . . .}.
Bezkontextový posun abecedě A = {0, 1, 2} má zakázaná slova F = {01i2j0 : i 6= j}.

Definice 37

(1) Posun Σ je konečného typu, existuje-li konečná množina F ⊂ A∗, pro kterou Σ = ΣF .

(2) Posun konečného typu je řádu k, pokud existuje F ⊆ Ak+1 taková že Σ = ΣF .

(3) Markovský posun je posun řádu 1.

(4) Posun Σ je sofický, pokud L(Σ) je regulárńı jazyk.

Posun zlatého řezu je řádu 1, Posun Σk,l je řádu l. Každý posun konečného typu je sofický.
Sudý posun neńı konečného typu, ale je sofický. Bezkontextový posun neńı sofický.

Věta 118 Je-li P : N→ N funkce složitosti posunu Σ, existuje limita

H(Σ) = lim
n→∞

logP (n)

n

Tato limita se nazývá entropie posunu Σ.

Důkaz: Je-li u ∈ An, v ∈ Am a uv ∈ L(Σ), pak u i v nálež́ı do L(Σ). Z toho plyne
P (n+m) ≤ P (n) · P (m). Pro an = logP (n) tedy plat́ı an+m ≤ an + am. Pro pevné m > 0
a n > 0 položme qn = dn/me, takže (qn − 1) ·m < n ≤ qn ·m a an ≤ qn · am. Odtud

lim sup
n→∞

an
n
≤ lim sup

n→∞

qn
qn − 1

· am
m

=
am
m

lim sup
n→∞

an
n
≤ lim inf

n→∞
am
m

74



6.1 Prostor symbolických měr

Na množině AN definujeme vzdálenost

d(x, y) = 2−n kde n = min{i ≥ 0 : xi 6= yi}.
Cantorova množina C je podmnožina reálné př́ımky kterou źıskáme tak, že z jednot-

kového intervalu I = [0, 1] odstrańıme prostředńı otevřený interval ( 1
3 ,

2
3 ) a tento postup

opakujeme s intervaly které zbydou (obrázek 21).

C = [0, 1] \ ( 1
3 ,

2
3 ) \ ( 1

9 ,
2
9 ) \ ( 7

9 ,
8
9 ) . . .

Cantorova množina sestává z č́ısel intervalu I, které lze vyjádřit v trojkové soustavě pouze
s použit́ım č́ıslic 0, 2, tj. ve tvaru

∑
i≥0 ai3

−i−1, kde ai ∈ {0, 2}.

[0] [2]

[00] [02] [20] [22]

Obrázek 21: Cantorova množina

Tvrzeńı 119 Každý symbolický prostor AN je homeomorfńı Cantorově množině.

Důkaz: Pro binárńı abecedu B definujeme vzájemně jednoznačné zobrazeńı ϕ : BN → C

předpisem ϕ(x) =

∞∑

i=0

2xi3
−i−1. Pokud d(x, y) = 2−n, pak xi = yi pro i < n, xn 6= yn, a

|ϕ(x)− ϕ(y)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n

2(xi − yi)3−i−1

∣∣∣∣∣ ≤ 2

∞∑

i=n

3−i−1 =
2 · 3−n−1

1− 1
3

= 3−n

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≥ 2 · |xn − yn| · 3−n−1 − 2

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+1

(xi − yi)
∣∣∣∣∣

≥ 2 · 3−n−1 − 2

∞∑

i=n+1

3−i−1 = 3−n−1

Dostáváme tedy

d(x, y) ≤ 2−n ⇒ |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ 3−n

|ϕ(x)− ϕ(y)| < 3−n−1 ⇒ d(x, y) < 2−n

To znamená že jak ϕ tak ϕ−1 jsou spojité. Pro obecnou abecedu A = {a0, . . . , ak−1}, kde
k ≥ 3 zvolme libovolný úplný prefixový kód f : A → B+, např́ıklad f(ai) = 0i1. Pak jeho
rozšǐreńı f : AN → BN je homeomorfismus. Plat́ı totiž d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) a pokud
d(f(x), f(y)) < 2−nk, pak d(x, y) < 2−n.

Symbolický prostor je kompaktńı, protože Cantorova množna je uzavřená a omezená.
Kompaktnost prstoru AN také plyne z Tichonovy věty. Diskrétńı prostor A je kompaktńı a
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AN je jeho spočetný produkt. Cylindr [u] = {x ∈ AN : x[0,n) = u} slova u ∈ A∗ je obojetná
množina (tj. otevřená a uzavřená a plat́ı

x ∈ [u] =⇒ [u] = B2−n+1(x) = {y ∈ 2N : d(y, x) < 2−n+1}

Posun σ : AN → AN definované předpisem σ(x)i = xi+1 je spojité zobrazeńı a plat́ı
d(σ(x), σ(y)) ≤ d(x, y).

Tvrzeńı 120 Neprázdná množina Σ ⊆ AN je posun právě když je uzavřená a σ-invariantńı,
tj. σ(Σ) ⊆ Σ.

Důkaz: Necht’ F ⊆ A∗ a necht’ ΣF je neprázdná. Zřejmě plat́ı σ(ΣF ) ⊆ ΣF . Jestliže x ∈
AN \ ΣF , pak x[n,m) ∈ F pro nějaké 0 ≤ n < m. Pak [x[0,m)] ⊆ AN \ ΣF , takže AN \ ΣF je
otevřená a tedy ΣF je uzavřená.
Naopak předpokládejme že Σ je uzavřená a σ-invariantńı a položme

F = {u ∈ A∗ : ∀x ∈ Σ, u 6v x}

Je-li x ∈ Σ, pak žádné u v x nenálež́ı do F , takže x ∈ ΣF . Ukázali jsme tedy Σ ⊆ ΣF .
Předpokládejme sporem že existuje x ∈ ΣF \Σ. Protože AN\Σ je otevřená množina, existuje
n takové že [x[0,n)] ⊆ AN \ Σ. Ukážeme že x[0,n) nálež́ı do F . Kdyby do něj nenáleželo,
existovalo by y ∈ Σ takové že y[k,k+n) = x[0,n) pro nějaké k ≥ 0. Protože Σ je σ-invariantńı,

je σk(y) ∈ Σ, ale σk(y) ⊆ [x[0,n)] ⊆ AN \ Σ a to je spor.

Připomeňme že symbolická mı́ra je zobrazeńı µ : A∗ → [0, 1] které splňuje podmı́nky kom-
patibility.

Definice 38 Vzdálenost dvou symbolických měr definujeme jako

d(µ, ν) =

∞∑

n=0

max{|µ(u)− ν(u)| : u ∈ An} · 2−n−1

Prostor symbolických měr nad abecedou A znač́ıme M(AZ). Podprostor stacionárńıch měr
znač́ıme Mσ(AZ).

Pro posloupnost stacionárńıch měr plat́ı limn→∞ µn = µ právě když limn→∞ µn(u) = µ(u)
pro každé u ∈ A∗. Prostor symbolických měr je podprostor Hilbertovy krychle [0, 1]A

∗
, tj.

spočetného součinu jednotkových interval̊u. Podle Tichonovovy věty je Hilbertova krychle
kompaktńı prostor. Prostory M(AZ) a Mσ(AZ) jsou jej́ı uzavřené podprostory, takže jsou
také kompaktńı. Pro x ∈ AN definujeme bodovou mı́ru δx ∈M(AZ) předpisem

δx(u) =

{
0 pro u 6v x
1 pro u v x

Necht’ x, y ∈ AN jsou r̊uzné body a m = min{i ≥ 0 : xi 6= yi}. Pak

d(δx, δy) =

∞∑

n=m

2−m−1 = 2−n = d(x, y)

Symbolický prostor AN je tedy vnořen do prostoru M(AZ). Je-li µ ∈ M(AZ), je mı́ra σµ
definována předpisem

(σµ)(u) =
∑

a∈A
µ(au)

Mı́ra µ ∈M(AZ) je tedy stacionárńı právě když σµ = µ.
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6.2 Variačńı princip

Definice 39 Nosič Σµ symbolické mı́ry µ nad abecedou A je posun, jehož zakázaná slova
jsou slova s nulovou pravděpodobnost́ı.

Σµ = {x ∈ AN : ∀u v x, µ(u) > 0}

Tvrzeńı 121 Je-li µ stacionárńı mı́ra, je H(µ) ≤ H(Σµ).

Důkaz: Pro u 6∈ Ln(Σµ) je µ(u) = 0, takže (µ(u))u∈An je pravděpodobnostńı rozložeńı na
množině Ln(Σµ). Odtud H(µ|An) ≤ logP (n), takže H(µ) ≤ H(Σµ).

Věta 122 (Variačńı princip) Pro každý posun Σ existuje stacionárńı mı́ra µ taková že
Σµ ⊆ Σ a H(µ) = H(Σ).

Důkaz: Zvolme libovolný bod z ∈ AN a sestrojme mı́ry νn, µn předpisem

νn =
1

|Ln(Σ)|
∑

u∈Ln(Σ)

δuz, µn =
1

n

∑

k<n

σkνn

Pro každé u ∈ Ln(Σ) tedy plat́ı νn(u) = 1/|Ln(Σ)|. Protože prostor M(AZ) je kompaktńı,
existuje limita vybrané posloupnosti µ = limi→∞ µni . Ukážeme že µ je stacionárńı a H(µ) =
H(Σ). Pro každé u ∈ A∗ plat́ı

lim
n→∞

|σµn(u)− µn(u)| = lim
n→∞

|σnνn(u)− νn(u)|/n = 0

takže σµ = µ a µ ∈Mσ(AZ). Vypočtěme nyńı entropii H(µ). Pro pevné m a n > m položme
n = qm + r kde 0 ≤ r < m. Necht’ Xi : AN → A je projekce Xi(x) = xi. Pro každou mı́ru
ν ∈M(AZ) je X náhodný proces na (AN,B, ν) s rozděleńım ν. Z Tvrzeńı 7 plyne

Hµn(X[0,m)) ≥ 1

n

∑

k<n

Hνn(σkX[0,m)) ≥
1

n

∑

i<m

∑

j<q

Hνn(T jm+iX[0,m))

≥ 1

n

∑

i<m

Hνn(X[i,qm+i)) ≥
1

n

∑

i<m

(Hνn(X[0,n))− 2m log |A|)

=
1

n

∑

i<m

(logP (n)− 2m log |A|) =
m

n
logP (n)− 2m2

n
log |A|

Odtud

Hµ(X[0,m)) = lim
i→∞

Hµni (X[0,m)) ≥ mH(Σ)

Hµ(X) = lim
m→∞

Hµ(X[0,m))

m
≥ H(Σ)

Opačná nerovnost plyne z Tvrzeńı 121.

6.3 Okénkové kódy

Definice 40 Necht’ Σ ⊆ AN, Θ ⊆ BN jsou posuny. Okénkový kód je spojité zobrazeńı
F : Σ → Θ, které komutuje se zobraźım posunu, tj. σBF = FσA. Řı́káme že posuny Σ a Θ
jsou konjugované, existuje-li mezi nimi bijektivńı okénkový kód.

Okénkovým kód̊um F : AN → AN se též ř́ıká celulárńı automaty.
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Věta 123 (Hedlund) F : Σ → Θ je okénkový kód právě když existuje r ≥ 0 a zobrazeńı
(lokálńı pravidlo) f : Lr+1(Σ)→ L1(Θ) takové že F (x)i = f(x[i,i+r]).

Důkaz: Jestliže F je spojité, pak pro ε = 1 existuje δ = 2−r takové že pro d(x, y) ≤ 2−r je
d(F (x), F (y)) < 1, tj. F (x)0 = F (y)0. To znamená že existuje f : Lr+1(Σ)→ L1(Θ) takové
že F (x)0 = f(x[0,r]). Protože F komutuje se zobrazeńım posunu, je

F (x)i(x) = σi(F (x))0 = F (σi(x))0 = f(σi(x)[0,r]) = f(x[i,i+r]

Naopak je-li F (x)i = f(x[i,i+r]), je F spojité a komutuje se zobrazeńım posunu.

Okénkový kód Φn : AN → (An)N definovaný předpisem

Φn(x)i = x[i,i+n)

je bijektivńı. Je-li Σ ⊆ AN posun, je Σ(n) = Φn(Σ) ⊆ (An)N konjugovaný posun. Spojitý
obraz kompaktńı množiny je totiž kompaktńı a tedy uzavřená množina.

Tvrzeńı 124 Je-li F : Σ → Θ prostý okénkový kód, je H(Σ) ≤ H(Θ). Je-li F : Σ → Θ
surjektivńı okénkový kód, je H(Σ) ≥ H(Θ).

Důkaz: Necht’ F (x)i = f(x[i,i+r]). Je-li F prosté a x[0,n) 6= y[0,n), pak F (x)[0,n) 6= F (y)[0,n),
takže PΣ(n) ≤ PΘ(n) a H(Σ) ≤ H(Θ). Je-li F surjektivńı, pak pro každé u ∈ Ln(Θ) existuje
v ∈ f−1(u), takže PΣ(n+ r) ≥ PΘ(n) a H(Σ) ≥ H(Θ).

6.4 Markovské posuny

Každý posun konečného typu je konjugovaný Markovskému posunu (řádu 1). Je-li totiž
Σ ⊆ AN posun řádu k, je Σ(k) posun řádu 1 v abecedě Ak. Markovský posun je dán binárńı
přechodovou matićı M nad A, kde

M(a, b) =

{
0 pro ab 6∈ L(Σ)
1 pro ab ∈ L(Σ)

Věta 125 Necht’ Σ je markovský posun s ireducibilńı přechodovou matićı M a necht’ % je
spektrálńı poloměr M . Pak H(Σ) = log %.

Důkaz: Slovo u ∈ An nálež́ı do L(Σ) právě když M(u0, u1) · · ·M(un−2, un−1) = 1. Složitost
P (n) je tedy součet všech prvk̊u matice Mn−1. Z Perron-Frobeniovy věty plyne, že existuj́ı
konstanty 0 < c0 < c1 takové že c0%

n ≤ P (n) ≤ c1%
n. Odtud limn→∞ 1

n logP (n) = log %.

Př́ıklad 15 Entropie posunu zlatého řezu je maximum entropíı proces̊u, jejichž nosič je
posun zlatého řezu.

Důkaz: Markovský proces jehož nosič je posun zlatého řezu má přechodovou matićı

R =

[
p 1− p
1 0

]
, π =

[
1

2− p ,
1− p
2− p

]
, R2 =

[
1− p+ p2 p− p2

p 1− p

]

Entropie je H(X) = H(p, 1− p)/(2− p),
H(X2|X0) = H(1− p+ p2, p− p2)/(2− p) +H(p, 1− p)(1− p)/(2− p).

Maximálńı entropii H(X) = log
√

5+1
2 = 0.69 má proces pro p =

√
5−1
2 = 0.618. Pro entropii

posunu zlatého řezu dostáváme

M =

[
1 1
1 0

]
, % =

√
5 + 1

2
= 1.618, H(Σ) = 0.69
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H(X)

H(X2|X0)

H(X1|X0, X2)

p p p1/2 1/2 1/2

Obrázek 22: Entropie markovského procesu

Věta 126 (Parryho věta) Necht’ Σ je markovský posun s ireducibilńı přechodovou matićı
M . Necht’ ̺ je spektrálńı poloměr M , a u, v odpov́ıdaj́ıćı pravý a levý vlastńı vektor, jejichž
skalárńı součin je 1, tj. MuT = ̺uT , vM = ̺v, vuT = 1. Položme

R(a, b) =
M(a, b)u(b)

̺u(a)
, π(a) = v(a)u(a)

Pak R je stochastická matice π je jej́ı stacionárńı rozděleńı. Pro markovský proces X s matićı
R plat́ı H(X) = H(Σ).

Důkaz: Plat́ı

∑

b∈B

R(a, b) = 1,
∑

a∈A

π(a)R(a, b) =
∑

a∈A

v(a)M(a, b)u(b)

̺
= π(b)

takže R je stochastická matice π je jej́ı stacionárńı rozložeńı. Pro a ∈ An je

P[X[0,n) = a[0,n)] = v(a0)u(a0)
M(a0, a1)u(a1)

̺u(a0)
· · ·M(an−2, an−1)u(an−1)

̺u(an−2)

= v(a0)M(a0, a1) · · ·M(an−2, an−1)u(an−1)/̺
n−1

=

{
v(a0)u(an−1)̺

−n+1 pro a ∈ Ln(Σ)
0 pro a 6∈ Ln(Σ)

Položme c0 = min{̺v(a)u(a) : a ∈ A}, c1 = max{̺v(a)u(a) : a ∈ A}, takže

c0̺
−n ≤ P[X[0,n) = a] ≤ c1̺−n

∑

a∈Ln(Σ)

PX(a)(n log ̺− c1) ≤ H(X[0,n)) ≤
∑

a∈Ln(Σ)

PX(a)(n log ̺− c0)

n log ̺− c1 ≤ H(X[0,n)) ≤ n log ̺− c0

a H(X) = log ̺.

Pro informačńı obsah plat́ı

IX[0,n)
= (n− 1) log ̺− log v(X0)− log u(Xn−1)

Odtud dostáváme silněǰśı verzi Entropické věty: limn→∞ Ix[0,n)
/n = log ̺ = H(X) plat́ı pro

každé x ∈ Σ.
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Obrázek 22: Entropie markovského procesu
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Důkaz: Plat́ı

∑

b∈B
R(a, b) = 1,

∑

a∈A
π(a)R(a, b) =

∑

a∈A

v(a)M(a, b)u(b)

%
= π(b)
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6.5 Sofické posuny

Definice 41 Přechodová funkce (konečného automatu) nad abecedou A je zobrazeńı δ : Q×
A→ Q, kde Q je konečná (stavová) množina. Funkce δ se rozšiřuje na funkci δ : Q×A∗ → Q

δ(q, λ) = q, δ(q, ua) = δ(δ(q, u), a), u ∈ A∗, a ∈ A

Konečný automat může rozeznávat jazyky. Automat startuje z vyznačeného počátečńıho
stavu i ∈ Q. Jestliže po přečteńı slova u ∈ A∗ skonč́ı v některém odmı́taj́ıćım stavu, vstupńı
slovo je odmı́tnuto, jinak je přijato. Přij́ımaj́ıćı automat je specifikován čtveřićı (Q, δ, i, R),
kde Q je konečná množina stav̊u, δ : Q × A → Q je přechodová funkce, i ∈ Q je počátečńı
stav a R ⊆ Q je množina odmı́taj́ıćıch stav̊u. Jazyk akceptovaný (Q, δ, i, R) je

{u ∈ A∗ : δ(i, u) 6∈ R}.

Jazyk L ⊆ A∗ je regulárńı, pokud je akceptován nějakým automatem.
Je-li L jazyk posunu, je centrálńı, tj. obsahuje každé podslovo každého svého slova, a

pro každé slovo u ∈ L existuje a ∈ A takové že ua ∈ L. Automat který akceptuje centrálńı
regulárńı jazyk muśı splňovat daľśı podmı́nky. Protože λ ∈ L, počátečńı stav nemůže být
odmı́taj́ıćı. Jakmile se automat dostane do množiny odmı́taj́ıćıh stav̊u, nemůže j́ı opustit,
protože každé prodloužeńı odmı́tnutého slova muśı být odmı́tnuto. To znamená že můžeme
redukovat množinu odmı́taj́ıćıch stav̊u do jediného odmı́taj́ıćıho stavu {r}. Dále můžeme
předpokládat, že každý jiný stav je dosažitelný z počátečńıho stavu, tj.

∀q ∈ Q \ {r},∃u ∈ L, δ(i, u) = q.

Pokud by to neplatilo, mohli bychom vynechat všechny stavy, které nejsou dosažitelné, aniž
bychom změnili jazyk. Pokud automat splňuje toto omezeńı, neńı třeba vyznačovat počátečńı
stav, protože každý stav kromě r může sloužit jako počátečńı. Plat́ı

q ∈ Q \R & δ(q, u) ∈ Q \R =⇒ u ∈ L

Protože totiž q je dosažitelný, existuje v ∈ L takový, že δ(i, v) = q, takže δ(i, vu) = δ(q, u) ∈
Q \ R, a vu ∈ L. Protože L je centrálńı, u ∈ L. To zjednodušuje definici přij́ımaj́ıćıho
automatu.

Definice 42 Přij́ımaj́ıćı automat nad abecedou A je trojice (Q, δ, r), kde Q je konečná
množina, r ∈ Q je odmı́taj́ıćı stav a δ : Q×A→ Q je přechodobvá funkce splňuj́ıćı

(1) ∀q ∈ Q \ {r},∃a ∈ A, δ(q, a) 6= r.

(2) ∀a ∈ A, δ(r, a) = r.

Jazyk přij́ımaný (Q, δ, r) je L = {u ∈ A∗ : ∃q ∈ Q, δ(q, u) 6= r}. Posun Σ ⊆ AN je sofický,
pokud jeho jazyk je přij́ımaný nějakým přij́ımaj́ıćım automatem.

Naopak každý jazyk přij́ımaný konečným automatem je centrálńı, takže určuje sofický posun.

Př́ıklad 16 Posun zlatého řezu a sudý posun jsou sofické.

Sestroj́ıme automaty s přechodovými funkcemi

q0 q1 q2

0 q0 q0 q2

1 q1 q2 q2

q0 q1 q2 q3

0 q1 q1 q3 q3

1 q0 q2 q1 q3
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Obrázek 23: Grafy akceptuj́ıćıch automat̊u

Pro posun zlatého řezu je Q = {q0, q1, q2}, i = q0, and r = q2. Automat je ve stavu
q1, pokud posledńı přečtené ṕısmeno je 1. Pro sudý posun je Q = {q0, q1, q2, q3}, i = q0 a
r = q3. Automat z̊ustává v počátečńım stavu q0 dokud nepřečte nulu. Pak přecháźı do stavu
q1 a z̊ustává zde dokud čte daľśı nuly. Po přečteńı jedničky vstouṕı do q2. Pokud nyńı přečte
nulu, vstupńı slovo je odmı́tnuto, jinak se vraćı do q1.

Konečné automaty znázorňujeme orientovanými označenými grafy, jejichž vrcholy jsou
stavy z Q a jejichž hrany jsou označeny ṕısmeny A. Existuje hrana z q do q′ označená a,
právě když δ(q, a) = q′. Z každého vrcholu tedy vede právě |A| hran označených ṕısmeny
A (Obrázek 23). V tomto grafu je však odmı́taj́ıćı stav zbytečný. Pokud ho vynecháme a
vynecháme též všechny hrany které do něj vedou, množina přij́ımaných slov se nezměńı.
Slovo odmı́tneme pokud v grafu nemůžeme pokračovat hranou označenou daľśım ṕısmenem
slova.

Definice 43

(1) Graf je čtveřice G = (V,E, s, t), kde V je konečná množina vrchol̊u, E je konečná
množina hran, s, t : E → V jsou zobrazeńı přǐrazuj́ıćı hraně jej́ı počátečńı a koncový
vrchol.

(2) Označený graf nad abecedou A je dvojice (G, l), kde G je graf a l : EG → A je označovaćı
zobrazeńı.

(3) Označený graf (G, l) je rezolventńı, pokud

∀e1, e2 ∈ EG, (s(e1) = s(e2) & l(e1) = l(e2) =⇒ e1 = e2).

(3) posun ΣG grafu G je ΣG = {u ∈ EN : ∀i ≥ 0, t(ui) = s(ui+1)} ⊆ EN.

(4) Posun označeného grafu (G, l) je Σ(G,l) = l(ΣG) ⊆ AN.

Zřejmě ΣG je markovský posun. Zobrazeńı l : EN → AN definované l(u)i = l(ui). je
spojité a Σ(G,l) = l(ΣG), takže Σ(G,l) je posun. Označené grafy pro posun zlatého řezu a
sudý posun jsou na obrázku 24.

Tvrzeńı 127 Je-li Σ ⊆ AN sofický posun pak existuje rezolventńı označený graf (G, l) ta-
kový že Σ = Σ(G,l).

Důkaz: Necht’ (Q, δ, r), je automat který přij́ımá L(Σ). Sestroj́ıme graf G = (V,E, s, t), kde

V = Q \ {r}, E = {(q, a) ∈ V ×A : a ∈ A, δ(q, a) 6= r},
s(q, a) = q, t(q, a) = δ(q, a). Označeńı l : E → A je l(q, a) = a.
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Obrázek 24: Sofické posuny

Tvrzeńı 128 Každý posun označeného grafu je sofický.

Důkaz: Necht’ (G, l) je označený graf, necht’ Q je množina podmnožin VG. Definujem
přechodovou funkci δ : Q ×A→ Q

δ(M,a) = {q ∈ Q : ∃e ∈ EG, s(e) ∈M, t(e) = q, l(e) = a}.

Počátečńı stav je V a odmı́taj́ıćı stav je ∅. Ukážeme, že (Q, δ, V, ∅) přij́ımá L(Σ(G,l)). Pokud

q0
u0−−−−→ q1

u1−−−−→ q2 . . . qn−1

un−1

−−−−→ qn

je cesta v (G, l), pak qn ∈ δ(V, u), takže δ(V, u) 6= ∅ a u je přij́ımáno. Naopak pokud δ(V, u) 6=
∅, vybereme nějaký qn ∈ δ(V, u). Existuje qn−1 ∈ δ(V, u[0,n−2]) takový že qn−1

un−1

−−−−→ qn
je označená hrana v G. Takto pokračujeme (pozpátku) a źıskáme cestu v G s označeńım u.
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Obrázek 25: Přij́ımaj́ıćı automaty označených graf̊u

Každý sofický posun je faktor posunu konečného typu, protože l : ΣG → l(ΣG) je fakto-
rizace (surjektivńı okénkový kód). Naopak plat́ı

Věta 129 (Weiss) Posun je sofický právě když je faktorem posunu konečného typu.

Důkaz: Pokud Σ je sofický, pak Σ = Σ(G,l) pro nějaký označený graf (G, l) a l : ΣG → Σ(G,l)

je faktorizace. Naopak necht’ F : (Σ, σ) → (Θ, σ) je surjektivńı, Σ ⊆ AN SFT a Θ ⊆ BN.
Můžeme předpokládat, že Σ je markovský posun. Podle Hedlundovy věty 123 existuje lokálńı
pravidlo f : Lr+1(Σ) → B takové že F (x)i = f(x[i,i+r]). Můžeme předpokládat r ≥ 1.
Definujme označený graf (G, l), kde VG = Lr(Σ), EG = Lr+1(Σ),

s(u0u1, . . . ur−1ur) = u0 . . . ur−1

t(u0u1, . . . ur−1ur) = u1 . . . ur

Pak Σ(G,l) = Σ.

Entropii posunu lze určit z matice přǐrazené jej́ımu grafu.
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s(q, a) = q, t(q, a) = δ(q, a). Označeńı l : E → A je l(q, a) = a.
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Obrázek 26: Faktory SFT
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Definice 44 Matice M = (Mab)a,b∈V grafu G = (V,E, s, t) je

Mab = |{e ∈ E : s(e) = a, t(e) = b}|.

Tvrzeńı 130 Necht’ G = (V,E, s, t) je graf a λ je spektrálńı poloměr jeho matice. Pak
H(ΣG) = logλ.

Důkaz: Pro každé a, b ∈ V a n > 0 plat́ı

(Mn)ab =
∑

c1,...,cn−1

Ma,c1 · · ·Mcn−1b = |{u ∈ Ln(ΣG) : s(u0) = a, t(un−1) = b}|

Pro složitost dostáváme PΣG (n) =
∑

a,b∈V (M
n)ab, takže H(ΣG) = logλ.

Věta 131 Necht’ (G, l) je rezolventńı označený graf a λ je spektrálńı poloměr matice G. Pak
H(Σ(G,l)) = logλ.

Důkaz: Necht’ k = |VG|. Pro každé u ∈ L(Σ(G,l)) existuje nejvýše k slov v ∈ L(ΣG) pro
která l(v) = u. Odtud

PΣG(n) ≤ PΣ(G,l)
(n) ≤ k · PΣG(n)

a H(Σ(G,l)) = H(ΣG).

6.6 Automatické kódy

Pro posun Σ(1,3) = Σ{0000,11} je graf posunu Σ
(3)
(1,3) na obrázku 28 vlevo. Z matice tohoto

grafu lze určit spektrálńı poloměr ̺ = 1.465, takže jeho entropie je H(Σ(1,3)) = 0.551.
Protože 2 · H(Σ1,3)) > 1, lze binárńı slova kódovat v tomto posunu dvojnásobnou délkou.
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Protože 2 · H(Σ1,3)) > 1, lze binárńı slova kódovat v tomto posunu dvojnásobnou délkou.
Takový kód lze realizovat konečným automatem na obrázku 28 vpravo. Počátečńı stav au-
tomatu je q0. Při vstupu a ∈ {0, 1} automat v prvńım kroku sleduje hranu s označeńım a/b
a na výstup zaṕı̌se slovo b ∈ {0, 1}2. Každé x ∈ AN je pak kódováno nějakým y ∈ Σ(1,3) a
toto zobrazeńı je prosté.

Takový kód lze realizovat konečným automatem na obrázku 28 vpravo. Počátečńı stav au-
tomatu je q0. Při vstupu a ∈ {0, 1} automat v prvńım kroku sleduje hranu s označeńım a/b
a na výstup zaṕı̌se slovo b ∈ {0, 1}2. Každé x ∈ AN je pak kódováno nějakým y ∈ Σ(1,3) a
toto zobrazeńı je prosté.
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Obrázek 28: Automatický kód

Definice 45 Konečný automat z abecedy A do abecedy B je trojice A = (Q, δ, η), kde δ :
Q×A→ Q je přechodová funkce a η : Q×A→ B∗ je výstupńı funkce, taková že pro každé
q ∈ Q, u ∈ A+ plat́ı

δ(q, u) = q =⇒ η(q, u) ∈ B+.

Přechodová a výstupńı funkce se rozšǐruje na zobrazeńı δ : Q×A∗ → Q, η : Q×A∗ → B∗,
η : Q×AN → BN rekurentńım předpisem

δ(q, ua) = δ(δ(q, u), a), η(q, au) = η(q, a)η(δ(q, a), u)

Pro q ∈ Q označme ηq : A∗ → B∗ a ηq : AN → BN zobrazeńı daná předpisem ηq(u) = η(q, u).

Tvrzeńı 132 Je-li (Q, δ, η) konečný automat, je každé zobrazeńı ηq spojité.

Důkaz: Je-li u ∈ A∗ a |u| ≥ |Q|, je |η(q, u)| > 0. z toho plyne

d(x, y) < 2−n|Q| =⇒ x[0,n|Q|] = y[0,n|Q|] =⇒ ηq(x)[0,n] = ηq(y)[0,n]

=⇒ d(ηq(x), ηq(y)) < 2−n

Definice 46 Zobrazeńı F : AN → BN je automatický kód, pokud existuje automat (Q, δ, η)
a q ∈ Q takový že F = ηq. Zobrazeńı F : AN → BN je uzav́ıraćı, pokud existuje m > 0

takové, že pro všechna x, y ∈ AN plat́ı

F (x)[0,n+m) = F (y)[0,n+m) =⇒ x[0,n) = y[0,n)

Speciálńım př́ıpadem automatických kód̊u jsou blokové kódy, které jsou definovány zobra-
zeńım f : An → B∗ předpisem F (x) = f(x[0,n))f(x[n,2n)) · · ·. Okénkové kódy (celulárńı

automaty) jsou definovány zobrazeńım f : Ad+1 → B předpisem F (x)i = f(x[i,i+d]). Každé
uzav́ıraćı zobrazeńı je prosté. Naopak plat́ı

Tvrzeńı 133 Necht’ F : AN → BN je prostý automatický kód. Pak F je uzav́ıraćı a inverzńı
kód F−1 : BN → AN je také automatický.

Důkaz: Necht’ (Q, δ, η) je automat, q0 ∈ Q a předpokládejme sporem, že F = ηq0 je prosté a
neńı uzav́ıraćı. Necht’ Q0 = {q ∈ Q : ∃u ∈ A∗, δ(q0, u) = q} je množina stav̊u dosažitelných
z q0. Pro m > 0 položme

Ym = {(q, x, y) ∈ Q0 ×AN ×AN : x0 6= y0, η(q, x)[0,m] = η(q, y)[0,m]}
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Obrázek 28: Automatický kód
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Důkaz: Necht’ (Q, δ, η) je automat, q0 ∈ Q a předpokládejme sporem, že F = ηq0 je prosté a
neńı uzav́ıraćı. Necht’ Q0 = {q ∈ Q : ∃u ∈ A∗, δ(q0, u) = q} je množina stav̊u dosažitelných
z q0. Pro m > 0 položme

Ym = {(q, x, y) ∈ Q0 ×AN ×AN : x0 6= y0, η(q, x)[0,m] = η(q, y)[0,m]}

Ukážeme, že množiny Ym jsou neprázdné. Podle předpokladu pro každé m > 0 existuj́ı x, y
a n ≥ 0 takové že η(q0, x)[0,n+m] = η(q0, y)[0,n+m] a x[0,n] 6= y[0,n]. Je-li i < n prvńı index
pro který xi 6= yi, je σi(x)0 6= σi(y)i a pro q = δ(q0, x[0,i)) ∈ Q0 plat́ı η(q, σi(x))[0,m] =
η(q, σi(y))[0,m], takže (q, σi(x), σi(y)) ∈ Ym. Množiny Ym jsou tedy uzavřené neprázdné

množiny v kompaktńım prostoru Q0 × AN × AN. Protože Ym+1 ⊆ Ym, je pr̊unik všech Ym
také neprázdný. Jestliže (q, x, y) nálež́ı do tohoto pr̊uniku, existuje i ≥ 0 a u ∈ Ai, pro které
δ(q0, u) = q. Pro nekonečná slova ux, uy dostáváme (ux)i 6= (uy)i a η(q0, ux) = η(q0, uy) a
to je spor, takže F je uzav́ıraćı. Odtud plyne, že pro každé q ∈ Q0 je ηq uzav́ıraćı. Ukážeme
že inverzńı zobrazeńı F−1 je také automatické. Pro q ∈ Q0 označme mq uzav́ıraćı konstantu
zobrazeńı ηq. Existuje tedy zobrazeńı fq : Bmq → A takové že plat́ı

ηq(x)[0,mq) = ηq(y)[0,mq) =⇒ x0 = y0

Pro konstrukci inverzńıho automatu položme Q′ = Q0 ×B∗, a definujme δ′ : Q′ ×B → Q′,
η′ : Q′×B → A∗ náselduj́ıćım zp̊usobem. Pro dané (q, u) ∈ Q′ necht’ k je nejmenš́ı č́ıslo pro
které plat́ı |u| − k < mδ(q,u[0,k)). Pak

δ′((q, u), b) = (δ(q, u[0,k)), σ
k(u)b)

η′((q, u), b)i = fq′(u[i,i+mq′ )), kde q′ = δ(q, u[0,i)), i < k

Počátečńı stav je q′0 = (q0, λ) a Q′0 ⊆ Q′ je konečná množina stav̊u dosažitelných z q′0. Pak
(Q′0, δ

′, η′) je konečný automat a F−1 = η′q′0
.

Tvrzeńı 134 Je-li F : AN → BN prostý automatický kód a Σ ⊆ BN posun takový že
F (AN) ⊆ Σ, pak H(Σ) ≥ log |A|.

Důkaz: Podle Tvrzeńı 133 je F uzav́ıraćı. Je-li m uzav́ıraćı konstanta, je PΣ(n+m) ≥ |A|n,
takže H(Σ) ≥ log |A|.

Věta 135 Necht’ Σ ⊆ BN je sofický posun. Existuje automatický uzav́ıraćı kód F : AN → Σ
právě když log |A| ≤ H(Σ).

Důkaz viz Lind a Marcus [21].

85



7 Přenos informace

7.1 Fanova nerovnost

Ř́ıkáme, že náhodná veličina X : Ω → A je určena náhodnou veličinou Y : Ω → B, pokud
existuje funkce f : B → A taková že P[X = f(Y )] = 1.

Tvrzeńı 136 Náhodná veličina X : Ω→ A je určena náhodnou veličinou Y : Ω→ B právě
když H(X|Y ) = 0.

Důkaz: Podle definice je H(X|Y ) =
∑
b∈BH(X|Y = b) · P[Y = b]. Je-li H(X|Y ) = 0, muśı

být každéH(X|Y = b) nulové, takže př́ıslušný sloupec matice podmı́něných pravděpodobnost́ı
obsahuje jedinou jednotku. To znamená že existuje a = f(b) pro které P[X = f(b)|Y = b] = 1
a tedy také P[X = f(Y )] = 1. Naopak je-li P[X = f(Y )] = 1, je H(X|Y = b) = 0 pro každé
b ∈ B a tedy také H(X|Y ) = 0.

Je-li H(X|Y ) > 0, můžeme X odhadovat z Y pomoćı funkce odhadu f : B → A.
Definujme pravděpodobnost chyby odhadu a ∈ A a pr̊uměrnou pravděpodobnost chyby
odhadu vzorci

EX|Y (f, a) = P[f(Y ) 6= a|X = a] =
∑

b∈B\f−1(a)

PXY (a, b)/PX(a)

EX|Y (f) = P[f(Y ) 6= X] =
∑

a∈A
EX|Y (f, a) · PX(a) = 1−

∑

b∈B
PXY (f(b), b)

EX|Y = min{EX|Y (f) : f : B → A}

Pro x ∈ [0, 1] položme h(x) = H(x, 1− x) = −x · log(x)− (1− x) · log(1− x) a

Fn(x) = h(x) + x · log(n− 1).

Funkce Fn je rostoućı v intervalu [0, 1− 1
n ], má minimum Fn(0) = 0 a maximum Fn(1− 1

n ) =
log n. Inverzńı funkce F−1

n : [0, log n]→ [0, 1− 1
n ] je na Obrázku 29
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a tedy také P[X = f(Y )] = 1. Naopak je-li P[X = f(Y )] = 1, je H(X |Y = b) = 0 pro každé
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logn. Inverzńı funkce F−1

n : [0, logn]→ [0, 1− 1
n ] je na Obrázku 29

F−1
2 F−1

3

1 log 3

EX|Y EX|Y
1
2

H(X |Y )

2
3

H(X |Y )

Obrázek 29: Fanova nerovnost

Tvrzeńı 137 Necht’ X : Ω→ A, Y : Ω→ B jsou náhodné proměnné. Pak

EX|Y ≥ F−1
|A| (H(X |Y )).

Důkaz: Necht’ f : B → A je funkce odhadu a necht’ E = [f(Y ) 6= X ] je náhodná proměnná
”odhad je chybný”, tj.

E(ω) =

{
0 pokud f(Y (ω)) = X(ω)
1 pokud f(Y (ω)) 6= X(ω).
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Tvrzeńı 137 Necht’ X : Ω→ A, Y : Ω→ B jsou náhodné proměnné. Pak
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Pak H(E) = h(EX|Y (f)), H(E|X,Y ) = 0, H(X|Y,E = 0) = 0, H(X|Y,E = 1) ≤ log(|A| −
1), takže

H(X|Y ) = H(X|Y ) +H(E|X,Y ) = H(E,X|Y ) = H(E|Y ) +H(X|Y,E)

≤ H(E) +H(X|Y,E = 0) · P[E = 0] +H(X|Y,E = 1) · P[E = 1]

≤ h(EX|Y (f)) + EX|Y (f)(|A| − 1) = Fn(EX|Y (f))

Protože tato nerovnost plat́ı pro každé f : B → A, plat́ı také pro EX|Y .

Odhad Fanovy nerovnosti nelze zlepšit. Předpokládejme, žeX,Y jsou nezávislé, tj.H(X|Y ) =
H(X). V tomto př́ıpadě hodnota X muśı být odhadnuta bez jakékoliv předběžné infor-
mace, a nejlepš́ı odhad je hodnota X s největš́ı pravděpodobnost́ı. Je-li |A| = n ≥ 2 a
PX = (1− r, r

n−1 , . . . ,
r

n−1 ), kde 1− r > r/(n− 1), je nejlepš́ı odhad f(X) = 0 a EX|Y = r.
Ve Fanově nerovnosti pak dostáváme rovnost fn(r) = h(r) + r log(n− 1) = H(PX).

7.2 Kapacita informačńıho kanálu

Informačńı kanál je model zař́ızeńı, které přenáš́ı zprávy. Při přenosu docháźı k chybám, ale
známe pravděpodobnostńı rozložeńı těchto chyb. Pro každé ṕısmeno vstupńı abecedy a ∈ A
známe pravděpodobnostńı rozložeńı na výstupńı abecedě B.

Definice 47 Informačńı kanál R : A→ B je stochastická matice R = (R(a, b))a∈A,b∈B, tj.
matice nezáporných č́ısel která pro každé a ∈ A splňuje

∑
b∈B R(a, b) = 1.

Každý řádek matice R je tedy pravděpodobnostńı rozděleńı na abecedě B. Přicháźı-li na
vstup náhodná proměnná X s rozděleńım PX = P , je rozložeńı vstupńı náhodné veličiny
PY = P · R, tj. součin řádkového vektoru P s matićı R, tedy PY (b) =

∑
a∈A P (a) · R(a, b).

Rozděleńı dvojice (X,Y ) je matice kterou znač́ıme P ×R, tj. (P ×R)(a, b) = P (a) ·R(a, b).
Množstv́ı přenesené informace, tj. vzájemná informace I(X : Y ) záviśı pouze na rozděleńı
X. Kapacita kanálu je maximálńı možné množstv́ı vzájemné informace.

Definice 48 Kapacita informačńıho kanálu R je

C(R) = max{I(X : Y ) : P[Y = b|X = a] = R(a, b)}
= max{H(P ) +H(P ·R)−H(P ×R) : P ∈ ∆(A)}

Př́ıklad 17 Kapacita binárńıho symetrického kanálu (BSC)

R =

[
1− r r
r 1− r

]
je C(R) = 1− h(r).

Důkaz: Při výpočtu kapacity využijeme toho, že oba řádky matice R maj́ı stejnou entropii.
Jsou-li X,Y náhodné proměnné s podmı́něnou pravděpodobnost́ı R, je

I(X : Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
∑

a∈A
PA(a)H(Y |X = a)

= H(Y )− h(r) ≤ 1− h(r)

Tento horńı odhad na I(X : Y ) je nabýván při rovnoměrném rozděleńı X, při kterém je
rozděleńı Y také rovnoměrné (Obrázek 30 vlevo).
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Př́ıklad 18 Kapacita q-árńıho symetrického kanálu (Obrázek 30 uprostřed)

R =




1− r r/(q − 1) · · · r/(q − 1)
...

r/(q − 1) · · · r/(q − 1) 1− r




je
Cq(r) = log q −H(1− r, r

q−1 , . . . ,
r

q−1 ) = log q + (1− r) log(1 − r) + r log r
q−1 .

Důkaz: Při výpočtu kapacity opět využijeme toho, že každý řádek matice R má stejnou
entropii. Jsou-li X,Y náhodné proměnné s podmı́něnou pravděpodobnost́ı R, je

I(X : Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
∑

a∈A

PX(a) · H(Y |X = a)

= H(Y )−H(1− r, r
q−1 , . . . ,

r
q−1 ) ≤ log q −H(1− r, r

q−1 , . . . ,
r

q−1 )

Tento horńı odhad na I(X : Y ) je nabýván při rovnoměrném rozděleńı X , při kterém je
rozděleńı Y také rovnoměrné.

Pro r = 1/2 má BSC nulovou kapacitu. Pro kapacitu q-árńıho symetrického kanálu plat́ı

C(0) = log q, C( q−1
q ) = 0, C(1) = log q

q−1 .

Při přenosu zapomětlivým kanálem se některá vstupńı ṕısmena ztráćı, ostatńı jsou přenesena
bezchybně:

Př́ıklad 19 Kapacita binárńı zapomětlivého kanálu (Obrázek 30 vpravo)

R =

[
1− r 0 r
0 1− r r

]
je C(R) = 1− r

Důkaz: Vzájemná entropie je opět I(X : Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = H(Y ) − h(r). Pro
rozložeńı PX = (p, 1 − p) je PY = (p(1 − r), (1 − p)(1 − r), r). Označme E = [X 6= Y ]
náhodnou proměnnou ”došlo k chybě”. Pak

H(Y ) = H(E) +H(Y |E) = h(r) + (1− r) · H(Y |E = 0) + r · H(Y |E = 1)

= h(r) + (1− r)h(p) + r · 0 ≤ h(r) + (1 − r)
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R =




1− r r/(q − 1) · · · r/(q − 1)
...

r/(q − 1) · · · r/(q − 1) 1− r




je
Cq(r) = log q −H(1− r, r

q−1 , . . . ,
r
q−1 ) = log q + (1− r) log(1− r) + r log r

q−1 .
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a toto maximum je nabýváno pro rovnoměrné rozděleńı X, kdy PY = ( 1
2 (1−r), 1

2 (1−r), r) a
H(PY ) = 1−r+h(r). Kapacita zapomětlivého kanálu je tedy C(R) = h(r)+(1−r)−h(r) =
1− r.

Př́ıklad 20 Kapacita binárńıho asymetrického kanálu

R =

[
1− r r
s 1− s

]
je C(R) = h( 1

a+1 )− p0 · h(r)− p1 · h(s), kde

log a =
h(r)− h(s)

1− r − s , p0 =
1− s− as

(a+ 1)(1− r − s) , p1 =
a− r − ar

(a+ 1)(1− r − s)

Důkaz: Pro funkci g(x) = −x log x plat́ı g(xy) = xg(y) + yg(x) a h(x) = g(x) + g(1 − x).
Pro vstupńı rozděleńı P = (p0, p1) = (p, 1− p) je

P ×R =

[
p(1− r) pr
(1− p)s (1− p)(1− s)

]
, PR = [p(1− r) + (1− p)s, pr + (1− p)(1− s)]

H(X,Y ) = p · g(1− r) + p · g(r) + (1− p) · g(s) + (1− p) · g(1− s)
+ g(p) · (1− r) + g(p) · r + g(1− p) · s+ g(1− p) · (1− s)
= p · h(r) + (1− p) · h(s) + h(p)

Protože H(X) = h(p), H(Y ) = h(p(1− r) + (1− p)s), h′(x) = log 1−x
x , je

I(X : Y ) = h(p(1− r) + (1− p)s)− p · h(r)− (1− p) · h(s)

∂I
∂p

= (1− r − s) · log
pr + (1− p)(1− s)
p(1− r) + (1− p)s − h(r) + h(s)

∂I(X : Y )/∂p = 0 nastává při pr+(1−p)(1−s)
p(1−r)+(1−p)s = 2

h(r)−h(s)
1−r−s = a. Odtud již lze vypoč́ıtat p jako

funkci a a dosazeńım do vzorce pro H(X : Y ) źıskáme C(R).
Speciálně pro s = 0 plat́ı

log a =
h(r)

1− r , p0 =
1

(a+ 1)(1− r) , C(R) = h( 1
a+1 )− p0 · h(r)

Na obrázku 31 je graf závislosti hodnoty p0 (vlevo) a C(R) (vpravo) na r při s = 0.
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R =

[
1− r r
s 1− s

]
je C(R) = h( 1

a+1 )− p0 · h(r)− p1 · h(s), kde

log a =
h(r) − h(s)
1− r − s , p0 =

1− s− as
(a+ 1)(1− r − s) , p1 =

a− r − ar
(a+ 1)(1− r − s)
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7.3 Chyba přenosu

Definice 49 Odhad pro kanál R : A → B je funkce f : B → A. Je-li X : Ω → A vstupńı
náhodná veličina s rozděleńım PX , je pravděpodobnost chyby

E(R, f, a) =
∑

b∈B\f−1(a)

R(a, b) = 1−
∑

b∈f−1(a)

R(a, b)

EX(f) =
∑

a∈A
E(f, a) · PA(a) = 1−

∑

b∈B
PA(f(b)) ·R(f(b), b)

EX(f) = max{E(R, f, a) : PX(a) > 0}
EX(R) = min{EX(f) : f : B → A}
EX(R) = min{EX(f) : f : B → A}

Pr̊uměrná chyba je vždy nejvýše rovna maximálńı chybě, tj. EX(R) ≤ EX(R). Pravděpodobnost
chyby lze sńıžit, pośıláme-li zprávy po bloćıch, tj. použ́ıváme mı́sto daného kanálu jeho moc-
ninu.

Definice 50 Necht’ R : A→ B je informačńı kanál. Jeho n-tá mocnina je informačńı kanál
Rn : An → Bn, kde Rn(u, v) = R(u0, v0) · · ·R(un−1, vn−1) pro (u, v) ∈ An ×Bn.

Kapacita Rn je zřejmě C(Rn) = n · C(R).
Pro binárńı symetrický kanál R s parametrem r < 1/2 je EX(R) = EX(R) = r kdy-

koliv PX(0) i PX(1) jsou kladné. V triviálńım př́ıpadě PX(0) = 1 je sice EX = 0, pak je
ovšem také H(X) = 0. Pravděpodobnost chyby lze sńıžit, pokud informaci přenáš́ıme po
bloćıch. Je-li kapacita kanálu kladná, lze j́ım přenášet zprávy s libovolnou přesnost́ı. Pro
BSC kódujeme každý bit trojićı stejných bit̊u, tj. 0 7→ 000, 1 7→ 111. Na výstupu pak
dekódujeme hlasováńım. Je-li v přijaté trojici v́ıce jednotek než nul, dekódujeme tuto trojici
jako 1. To znamená, že vstupńı náhodná proměnná X3 má rovnoměrné rozděleńı na množině
{000, 111} a pravděpodobnost chyby je EX3

(R3) = r3 +3r2(1−r) ≈ 3r2. Rychlost přenosu je
však H(X3)/3 = 1/3. Kódujeme-li každý bit pětićı bit̊u stejné hodnoty, je pravděpodobnost
chyby r5 + 5r4(1− r) + 10r3(1− r)2 ≈ 10r3. Při tomto kódováńı sice při rostoućı délce kódu
klesá pravděpodobnost chyby, ale také klesá rychlost přenosu. V prvńım př́ıpadě je 1/3 a v
druhém př́ıpadě 1/5 bit̊u na znak. Stač́ı-li nám chyba řádu r2, uvažujeme čtyřṕısmenovou
abecedu A = {a, b, c, d} kterou kódujeme binárńımi slovy {00000, 00111, 11100, 11011}, takže
rychlost přenosu je log(4)/5 = 2/5. Dojde-li nyńı při přenosu nejvýše k jedné chybě, jsme
schopni ji odstranit, takže pravděpodobnost chyby je řádu 5r2. Tento postup lze zobecnit

Definice 51 Hammingova vzdálenost na množině An je dána vzorcem

d(u, v) = |{i < n : ui 6= vi}|, Ba(u) = {b ∈ An : d(v, u) ≤ a}

Množina K ⊆ An je a-separovaná, pokud každé dva r̊uzné prvky K maj́ı vzdálenost nejméně
a. Položme

ka(n) = max{|K| : K ⊆ An je a-separovaná}, Ca(n) = log ka(n)/n

Je-li K ⊆ An (2a + 1)-separovaná množina, je Ba(u) ∩ Ba(v) = ∅ pro každé u 6= v ∈ An.
Množiny {000, 111} a {00000, 00111, 11100, 11011} jsou 3-separované, takže k3(3) = 2 a
k3(5) = 4.

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
k3(n) 2 2 4 8 16 20 36 72 128 256
k5(n) 1 1 2 2 2 4 6 12 24 26
C3(n) 0.33 0.25 0.4 0.5 0.57 0.54 0.57 0.62 0.64 0.67
C5(n) 0 0 0.2 0.17 0.14 0.25 0.29 0.36 0.42 0.39
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Obrázek 32: Rychlost přenosu a kapacita

Jestliže Kn ⊆ An je (2a + 1)-separovaná množina a Xn náhodná proměnná s rov-
noměrným rozložeńım na Kn, je rychlost přenosu a pravděpodobnost chyby

C2a+1(n) = H(Xn)/n = log kn/n, Er,2a+1(n) = EXn(R
n) = 1−

a∑

i=0

(
n
i

)
ri(1− r)n−i

Tato závislost je znázorněna na obrázku 32 pro r = 0.15. Při rostoućım n roste kapacita ale
také pravděpodobnost chyby. Chceme-li přenášet zprávy s malou pravděpodobnost́ı chyby,
nemůžeme je přenášet rychleji než C(R) bit̊u na jeden takt. To lze vidět z následuj́ıćıho
heuristického argumentu. Uvažujme BSC s parametrem 0 < r < 1

2 . Středńı hodnota počtu

chyb při přenosu slova délky n je rn. Z Čebyševovy nerovnosti plyne, že pravděpodobnost
v́ıce než n(r + ε) chyb konverguje k nule pro n → ∞. Malé pravděpodobnosti chyby lze
tedy dosáhnout s kódem Km ⊆ An, pro který jsou množiny {Bnr(u) : u ∈ Kn} navzájem
disjunktńı. Počet prvk̊u koule s poloměrem nr lze aproximovat

Bnr(u) = 1 + n+ · · ·+
(

n
nr

)
≈
(

n
nr

)
≈ 2n·h(r)

Odtud |Kn| ≈ 2n/2n·h(r) = 2n·C(R), takže log |Kn|/n ≈ C(R). Tento heuristický argument
dává horńı mez na rychlost přenosu. Shannonova věta ř́ıká, že tato mez je dosažitelná.
Pro blokové kódy lze pravděpodobnost chyby libovolně sńıžit a přitom se libovolně přibĺıžit
přenosové rychlosti dané kapacitou informačńıho kanálu. Pro obecný informačńı kanál je kon-
strukce založena na typické množině z Tvrzeńı 47. Je-li PA = (PA(a))a∈A pravděpodobnostńı
rozděleńı na abecedě A, je jeho typická množina

Mn
ε (PA) =

{
x ∈ An :

∣∣∣∣∣H(PA) +
1

n
log

n−1∏

i=0

PA(xi)

∣∣∣∣∣ < ε

}

Definice 52 Společná typická množina rozložeńı P = (P (a, b))a∈A,b∈B na A × B s mar-
ginálńımi rozložeńımi PA na A a PB na B je

Mn
ε (P ) = (Mn

ε (PA)×Mn
ε (PB)) ∩ Mn

ε (P ).

Společná typická množina je část́ı An × Bn. Na obrázku 33 je společná typická množina
M5

0.05 pro asymetrický binárńı kanál s parametry r = 0.19 a s = 0.21. Optimálńı vstupńı a
výstupńı rozložeńı jsou PA = (0.503, 0.497), PB = (0.512, 0.488). Pro tyto parametry jsou
individuálńı typické množiny M5

0.05(PA) = A5, M5
0.05(PB) = B5. Body typické množiny

Mn
ε (PA,B) jsou vyznačeny čtverečky. Zvolme na vstupu 3-separovanou množinu kódových

slov K = {00000, 00111, 11011, 11100} vyznačenou šipkami. Pak pro každé y ∈ Bn existuje

nejvýše jedno x = f(y) ∈ K, pro které (f(y), y) ∈M5
ε(PA,B). Tı́mto zp̊usobem se sestrojuje

odhad f : Bn → An.
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Bnr(u) = 1 + n+ · · ·+
(

n
nr

)
≈
(

n
nr

)
≈ 2n·h(r)

Odtud |Kn| ≈ 2n/2n·h(r) = 2n·C(R), takže log |Kn|/n ≈ C(R). Tento heuristický argument
dává horńı mez na rychlost přenosu. Shannonova věta ř́ıká, že tato mez je dosažitelná.
Pro blokové kódy lze pravděpodobnost chyby libovolně sńıžit a přitom se libovolně přibĺıžit
přenosové rychlosti dané kapacitou informačńıho kanálu. Pro obecný informačńı kanál je kon-
strukce založena na typické množině z Tvrzeńı 47. Je-li PA = (PA(a))a∈A pravděpodobnostńı
rozděleńı na abecedě A, je jeho typická množina

Mn
ε (PA) =

{
x ∈ An :

∣∣∣∣∣H(PA) +
1

n
log

n−1∏

i=0

PA(xi)

∣∣∣∣∣ < ε

}

Definice 52 Společná typická množina rozložeńı P = (P (a, b))a∈A,b∈B na A × B s mar-
ginálńımi rozložeńımi PA na A a PB na B je

Mn
ε (P ) = (Mn

ε (PA)×Mn
ε (PB)) ∩ Mn

ε (P ).

Společná typická množina je část́ı An × Bn. Na obrázku 33 je společná typická množina
M5

0.05 pro asymetrický binárńı kanál s parametry r = 0.19 a s = 0.21. Optimálńı vstupńı a
výstupńı rozložeńı jsou PA = (0.503, 0.497), PB = (0.512, 0.488). Pro tyto parametry jsou
individuálńı typické množiny M5

0.05(PA) = A5, M5
0.05(PB) = B5. Body typické množiny

Mn
ε (PA,B) jsou vyznačeny čtverečky. Zvolme na vstupu 3-separovanou množinu kódových

slov K = {00000, 00111, 11011, 11100} vyznačenou šipkami. Pak pro každé y ∈ Bn existuje

nejvýše jedno x = f(y) ∈ K, pro které (f(y), y) ∈M5
ε(PA,B). T́ımto zp̊usobem se sestrojuje

odhad f : Bn → An.
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Obrázek 33: Typická množina

7.4 Rychlost přenosu

Tvrzeńı 138 Necht’ (X,Y ) = ((Xi, Yi) : Ω → A × B)i<n je posloupnost nezávislých

náhodných veličin s rozložeńım P na A × B a necht’ (X̃, Ỹ ) = ((X̃i, Ỹi) : Ω → A × B)i<n

je posloupnost nezávislých náhodných veličin s rozložeńım P[X̃i = a, Ỹi = b] = PA(a)PB(b).
Pak pro každé ε, δ > 0 existuje nδ,ε takové, že pro všechna n > nδ,ε plat́ı

(1) P[(X,Y ) ∈Mn
ε (P )] > 1− δ

(2) (1− δ)2n(H(X0,Y0)−ε) ≤ |Mn
ε (P )| ≤ 2n(H(X0,Y0)+ε)

(3) (1− δ)2−n(I(X0:Y0)+3ε) ≤ P[(X̃, Ỹ ) ∈Mn
ε (P )] ≤ 2−n(I(X0:Y0)−3ε)

Důkaz: (1) Podle Věty 47 o rovnoměrném rozložeńı pro všechna dosti velká n plat́ı

P[X ∈Mn
ε (PA)] > 1− δ

3 , P[Y ∈Mn
ε (PB)] > 1− δ

3 , P[(X,Y ) ∈Mn
ε (P )] > 1− δ

3

P[(X,Y ) 6∈Mn
ε (P )] ≤ P[X 6∈Mn

ε (PA)] + P[Y 6∈Mn
ε (PB)] + P[(X,Y ) 6∈Mn

ε (P )] ≤ δ.
(2a) Podle Tvrzeńı 47 je |Mn

ε (P )| ≤ |Mn
ε (P )| ≤ 2n(H(X0,Y0)+ε).

(2b) Naopak je-li P[(X,Y ) ∈Mn
ε (P )] > 1− δ, je

(1− δ) ≤
∑

(x,y)∈Mn
ε (P )

Pn(x, y) ≤ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(X0,Y0)−ε)

(3) P[(X̃, Ỹ ) ∈Mn
ε (P )] =

∑

(x,y)∈Mn
ε (P )

Pn
A(x)P

n
B(y) ≤ |Mn

ε (P )| · 2−n(H(X0)+H(Y0)−2ε)
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ε (P )| ≤ |Mn
ε (P )| ≤ 2n(H(X0,Y0)+ε).

(2b) Naopak je-li P[(X,Y ) ∈Mn
ε (P )] > 1− δ, je

(1− δ) ≤
∑

(x,y)∈Mn
ε (P )

Pn(x, y) ≤ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(X0,Y0)−ε)

(3) P[(X̃, Ỹ ) ∈Mn
ε (P )] =

∑

(x,y)∈Mn
ε (P )

PnA(x)PnB(y) ≤ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(X0)+H(Y0)−2ε)
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≤ 2n(H(X0,Y0)−H(X0)−H(Y0)+3ε) = 2−n(I(X0:Y0)−3ε)

P[(X̃, Ỹ ) ∈Mn
ε (P )] =

∑

(x,y)∈Mn
ε (P )

PnA(x)PnB(y) ≥ |Mn
ε (P )| · 2−n(H(X0)+H(Y0)+2ε)

≥ (1− δ) · 2n(H(X0,Y0)−H(X0)−H(Y0)−3ε)

= (1− δ) · 2−n(I(X0:Y0)+3ε).

Věta 139 (Shannon) Necht’ R : A→ B je informačńı kanál s kladnou kapacitou. Pak pro
každé ε > 0 existuje n > 0, a náhodná veličina Xn : Ω→ An, taková že plat́ı

EXn < ε, H(Xn)/n > C(R)− ε
Důkaz: Necht’ PA ∈ ∆(A) je rozděleńı které maximalizuje I(X : Y ) a položme P (a, b) =
PA(a)R(a, b). Pro dané ε > 0 zvolme n > nε,ε z Tvrzeńı 138, které nav́ıc splňuje ε+2−nε < 2ε
a n > 1/ε. Položme m = d2n(C(R)−4ε)e. Uvažujme kód u ∈ (An)m, tj. posloupnost kódových
slov u0, . . . , um−1 v An. Sestroj́ıme odhad fu : Bn → An. Pro y ∈ Bn položme

fu(y) = ui, kde i = min{j < m : (uj , y) ∈Mn
ε (P )}

Pokud takové j < m neexistuje, zvoĺıme fu(y) libovolně. Označme Yi náhodnou veličinu
výstupu při vstupu Xi = ui. Pro pravděpodobnost chyby při vstupu ui dostáváme

E(fu, ui) ≤ P[(ui, Yi) 6∈Mn
ε (P ) ∨ ∃j 6= i, (uj , Yi) ∈Mn

ε (P )]

≤ P[(ui, Yi) 6∈Mn
ε (P )] +

∑

j 6=i
P[(uj , Yi) ∈Mn

ε (P )]

Při rovnoměrném rozděleńı na {u0, . . . , um−1} je pr̊uměrná a maximálńı chyba

E(fu) =

m−1∑

i=0

E(fu, ui)/m, E(fu) = max{E(fu, ui) : i < m}

Mı́sto kódu u ∈ (An)m uvažujme nyńı náhodný kód, tj. náhodnou veličinu X : Ω→ (An)m.
Vypoč́ıtáme očekávanou hodnotu E(E(fX)) chyby přenosu a z toho odvod́ıme že existuje kód
který tuto očekávanou hodnotu nepřevyšuje. Náhodné veličiny (Xij)i<m,j<n jsou navzájem
nezávislé s rozděleńım PA, tj. P[Xij = a] = PA(a). Náhodné veličiny X0, . . . , Xm−1 : Ω →
An jsou také nezávislé. Necht’ Yi : Ω→ Bn jsou náhodné veličiny na výstupu kanálu Rn při
vstupu Xi. Pro i 6= j jsou Xi, Yj nezávislé, takže

P[Xi = u, Yi = v] = Pn(u, v), P[Xi = u, Yj = v] = PnA(u)PnB(v) pro i 6= j

Poč́ıtejme nyńı očekávanou pravděpodobnost chyby

E(E(fX)) =
∑

u∈Amn
P[X = u] · E(fu) =

1

m

∑

u∈Amn
P[X = u]

m−1∑

i=0

E(fu, ui)

≤ 1

m

m−1∑

i=0

∑

u∈Amn
P[X = u] · P[(Xi, Yi) 6∈Mn

ε (P ) ∨ ∃j 6= i, (Xj , Yi) ∈Mn
ε (P )|X = u]

=
1

m

m−1∑

i=0

P[(Xi, Yi) 6∈Mn
ε (P ) ∨ ∃j 6= i, (Xj , Yi) ∈Mn

ε (P )]

≤ 1

m

m−1∑

i=0


P[(Xi, Yi) 6∈Mn

ε (P )] +
∑

j 6=i
P[(Xj , Yi) ∈Mn

ε (P )]




≤ 1

m

m−1∑

i=0

(
ε+ (m− 1) · 2−n(I(X0:Y0)−3ε)

)
= ε+ (m− 1) · 2−n(I(X0:Y0)−3ε)

≤ ε+ 2n(C(R)−4ε) · 2−n(C(R)−3ε) = ε+ 2−nε < 2ε
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Existuje tedy kód u ∈ (An)m pro který E(fu) < 2ε am ≥ 2n(C(R)−4ε). Z kódu u vybereme jen
ta slova, jejichž pravděpodobnost chyby nepřesahuje 2E(fu). Tak dostaneme kód v ∈ (An)p,
kde

K0 = {v0, . . . , vp−1} = {i < m : E(fu, ui) ≤ 2E(fu)}
Pak p ≥ m/2 a pro odhad fv : Bn → K0, a rovnoměrné rozložeńı Xn na K0 plat́ı

EXn < E(fv) < 4ε,
H(Xn)

n
≥ logm− 1

n
> C(R)− 4ε− 1

n
> C(R)− 5ε.

Z Fanovy nerovnosti plyne, že pokud chceme dosáhnout malé chyby přenosu, nelze překročit
rychlost přenosu danou kapacitou kanálu.

Věta 140 (Shannon) Necht’ R : A → B je informačńı kanál a (Xn : Ω → An)n≥1 po-
sloupnost náhodných veličin. Pak

lim
n→∞

EXn = 0 =⇒ lim
n→∞

EXn = 0 =⇒ lim sup
n→∞

H(Xn)

n
≤ C(R)

Důkaz: Necht’ Yn je náhodná veličina na výstupu. Podle Fanovy nerovnosti plat́ı

H(Xn) ≤ I(Xn : Yn) +H(Xn|Yn) ≤ nC(R) + h(EXn) + EXn · n · log |A|

Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové že pokud EXn < δ, pak h(EXn) + EXn · log |A| ≤ ε.

Pro všechna n pro která je EXn < δ tedy plat́ı H(Xn)
n ≤ C(R) + ε. Z toho plyne

lim sup
n→∞

H(Xn)

n
≤ C(R) + ε.

Protože tato nerovnost plat́ı pro každé ε > 0, je t́ım věta dokázána.

7.5 Lineárńı kódy

Důkaz Shannonovy věty je nekonstruktivńı. Kód s malou chybou přenosu a optimálńı kapa-
citou lze źıskat náhodnými pokusy. Efektivńı použit́ı takového kódu je ale omezeno rychlost́ı
dekódovaćı funkce fn : Bn → Kn ⊆ An. Neńı-li v Kn žádná symetrie, lze hodnotu fn(u)
źıskat pouze prohĺıžeńım celé množiny Kn a to je časově náročné. Proto se hledaj́ı kódy, pro
který má dekódovaćı funkce ńızkou časovou složitost. Zde se použ́ıvaj́ı algebraické metody.
Abeceda A s q prvky se chápe jako množina zbytkových tř́ıd A = Zq = {0, 1, . . . , q − 1}.
S operacemi sč́ıtáńı a násobeńı modulo q je Zq okruh. Pokud q je prvoč́ıslo, je Zq dokonce
těleso. Množina slov An je pak vektorový prostor nad A dimenze n.

Definice 53 Množina K je q-árńı (n,m)-kód, pokud K ⊆ Znq a #K = m. Minimálńı
pr̊uměr a poloměr kódu je

d(K) = min{d(u, v) : u, v ∈ K,u 6= v}, t(K) =

⌈
d(K)− 1

2

⌉

Kód K je perfektńı, pokud {Bt(K)(u) : u ∈ K} je disjunktńı rozklad množiny Znq .

Kód K detekuje nejvýše d(K)− 1 chyb a odstraňuje nejvýše t(K) chyb. Množiny Bt(K)(u),
pro u ∈ K jsou totiž disjunktńı.

Tvrzeńı 141 Je-li K ⊆ An perfektńı q-árńı (n,m)-kód, pak d(K) = 2 · t(K) + 1 a

m ·
t(K)∑

j=0

(
n
j

)
· (q − 1)j = qn
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Důkaz: Pro každé u ∈ An je #Ba(u) =
∑a
j=0

(
n
j

)
· (q − 1)j .

Tvrzeńı 141 speciálně ř́ıká že qn je dělitelné |Bt(K)(u)|. Tato podmı́nka je splněna pouze
v jednom z následuj́ıćıch pěti př́ıpad̊u

1. q = 2, n = 2t+ 1, m = 2
2. q ≥ 2, t = 1, ∃r ≥ 2, n = (qr − 1)/(q − 1), m = qn−r

3. q = 3, t = 2, n = 11, m = 36

4. q = 2, t = 3, n = 23, m = 212

5. q = 2, t = 1, n = 90, m = 278

Prvńı př́ıpad odpov́ıdá opakovaćımu kódu Kn = {0n, 1n}. Druhý př́ıpad nastává pro tzv.
Hammingovy kódy. Třet́ı a čtvrtý př́ıpad nastává pro tzv. Golovayovy kódy. Pro pátý př́ıpad
žádný perfektńı kód neexistuje.

Definice 54 Lineárńı (n, qk)-kód je lineárńı podprostor Znq dimenze k. Matice G typu k×n
je generuj́ıćı matice K, tvoř́ı-li jej́ı řádky bázi prostoru K. Matice H typu (n − k) × n je
kontrolńı matice K, tvoř́ı-li jej́ı řádky bázi ortogonálńıho doplňku K⊥ prostoru K.

Př́ıklad 21 Opakovaćı kód K = {0000, 1111} je binárńı (4, 21)-kód s maticemi

G = [ 1 1 1 1 ], H =




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1


 , d(K) = 4

Př́ıklad 22 Kód kontroly parity je binárńı (4, 23)-kód s maticemi

G =




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1


 , H = [ 1 1 1 1 ], d(K) = 2

Kód kontroly parity dostaneme z opakovaćıho kódu záměnou matice G a H.

Př́ıklad 23 Koktavý kód je binárńı (4, 22)-kód s maticemi

G =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
, H =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
, d(K) = 2

Koktavý kód je samoduálńı, jeho generuj́ıćı a kontrolńı matice jsou shodné.

Př́ıklad 24 Hamming̊uv kód je binárńı (7, 24)-kód s maticemi

G =




1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


 , H =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


 , d(K) = 3

Hamming̊uv kód je perfektńı s pr̊uměrem d(K) = 3. Jeho kontrolńı matice je sestavena ze
všech nenulových vektor̊u.

Věta 142 Pr̊uměr lineárńıho kódu d(K) je nejmenš́ı č́ıslo takové, že každých d(K) sloupc̊u
kontrolńı matice je lineárně závislých.

Důkaz: Necht’ d = d(K) je pr̊uměr. Pak existuj́ı vektory u, v ∈ K, pro které d(K) =
d(u, v) = d(0, v − u), takže vektor w = v − u ∈ K má alespoň d(K) nenulových prvk̊u
wi1 , . . . , wie , kde e ≥ d(K). Pro j-tý řádek matice H plat́ı Hj,i1 · wi1 + · · ·+Hj,ie · wie = 0
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takže sloupce i1, . . . , ie matice H jsou lineárně závislé.
Naopak předpokládejme, že sloupce i1, . . . , ie matice H jsou lineárně závislé. Pak existuje
vektor w ∈ An pro který wj je nenulové právě pro č́ısla j = i1, . . . , ie a H · wT = 0. Odtud
w ∈ K a d(K) ≤ d(0, w) = e.

Pro q ≥ 2 a r ≥ 2 má lineárńı podprostor prostoru Ar dimenze 1 právě q prvk̊u (včetně
nulového). Rozděĺıme-li qr − 1 nenulových vektor̊u prostoru Ar do lineárńıch podprostor̊u,
dostaneme v každém podprostoru q−1 prvk̊u. Existuje tedy právě (qr−1)/(q−1) navzájem
nezávislých (a tedy nenulových) vektor̊u v Ar. Kontrolńı matice Hammingova kódu je sesta-
vena právě z těchto lineárně nezávislých (sloupcových) vektor̊u. Je tedy n = (qr−1)/(q−1),
k = n−r, t(K) = 1, m = qn−r. Rovnost z Tvrzeńı 141 má tvar m(1+n(q−1)) = qn−r ·qr =
qn. Pro q = 2, r = 3 dostáváme kód z Př́ıkladu 24. Pro q = 2, r = 2 dostáváme opakovaćı
kód K = {000, 111}

7.6 Lineárńı dekódér

Necht’ K ⊆ An je lineárńı kód s generuj́ıćı matićı G a kontrolńı matićı H. Jestliže x 6∈ K, je
H · xT ∈ An−k nenulový vektor, který se nazývá syndrom x (soubor př́ıznak̊u). Definujme
ekvivalenci

x ∼ y ⇐⇒ H · xT = H · yT

Tř́ıdy ekvivalance jsou afinńı množiny tvaru Kx = x+K = {x+y : y ∈ K} a H(Kx) = H ·xT
nezáviśı na výběru x. Např́ıklad pro kód kontroly parity je

K000 = {000, 011, 101, 110}, H(K000) = 0

K001 = {001, 010, 101, 111}, H(K001) = 1

Zvolme reprezentanta každé tř́ıdy ekvivalence, tj. výběrovou funkci F : An−k → An předpisem
F (0) = 000, F (1) = 001. Dekódovaćı funkce je pak dána předpisem

f(u) = u− F (H · uT )

To znamená že od (výstupńıho) slova u odečteme reprezentanta jeho tř́ıdy ekvivalence. Při
tomto dekódováńı se každé slovo zobraźı na prvńı slovo sloupce, ve kterém se nacháźı. Pokud
má lichou paritu, změńı se jeho posledńı bit.

Definice 55 Necht’ K ⊆ Znq je lineárńı (n, qk)-kód dimenze k. Výběrová funkce je zobrazeńı

F : Zn−kq → Znq pro kterou plat́ı

(1) s ∈ An−k =⇒ H · F (s)T = s

(2) u ∈ An & H · uT = s =⇒ d(u, 0) ≥ d(F (s), 0)

Tvrzeńı 143 Necht’ F : An−k → An je výběrová funkce lineárńıho kódu K ⊆ An a pro
u ∈ An položme f(u) = u− F (H · uT ). Pak f je dekódovaćı funkce f : An → K a plat́ı

u ∈ An & w ∈ K =⇒ d(u, f(u)) ≤ d(u,w)

Důkaz: Pro u ∈ An položme s = H · uT . Pak H · f(u)T = s−H · F (s)T = 0. Je-li w ∈ K,
je H · (u− w)T = s a

d(u, f(u)) ≤ d(u− f(u), 0) = d(F (s), 0) ≤ d(u− w, 0) = d(u,w)
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Pro Hamming̊uv kód je

K0 = {0000000, 1000011, 0100101, 0010110, . . .}, H(K0) = 000

K1 = {1000000, 0000011, 1100101, 1010110, . . .}, H(K1) = 001

K2 = {0100000, 1100011, 0000101, 0110110, . . .}, H(K2) = 010

K3 = {0010000, 1010011, 0110101, 0000110, . . .}, H(K3) = 011

K4 = {0001000, 1001011, 0101101, 0011110, . . .}, H(K4) = 100

K5 = {0000100, 1000111, 0100001, 0010010, . . .}, H(K5) = 101

K6 = {0000010, 1000001, 0100111, 0010100, . . .}, H(K6) = 110

K7 = {0000001, 1000010, 0100100, 0010111, . . .}, H(K7) = 111

Výběrová funkce je

F (s0s1s2)j =

{
0 pro j 6= 4s0 + 2s1 + s2

1 pro j = 4s0 + 2s1 + s2
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8 Klasická termodynamika

Výchoźım pojmem termodynamiky je izolovaný termodynamický systém. Je to prostorová
oblast vyplněná nějakými látkami, která je izolována od vněǰśıch vliv̊u. Základńı předpoklad
termodynamiky ř́ıká, že izolovaný systém dospěje po určité době do rovnovážného stavu a že
tento stav je plně určen stavovými veličinami. Některé tyto veličiny přeb́ırá termodynamika
z geometrie a mechaniky. Jsou to např́ıklad objem V , tlak P , množstv́ı (počet molekul)
N . Stav jednoduchého systému, jakým je ideálńı plyn, je určen již těmito třemi veličinami.
Všechny př́ıpustné stavy systému tvoř́ı stavový prostor

X = {(P, V,N) : P, V,N > 0}.
Daľśı stavové veličiny zavád́ı termodynamika nově. Je to teplota T , energie E a entropie S,
jejichž vlastnosti vymezuje nultý, prvńı a druhý zákon termodynamiky. Obecně jsou stavové
veličiny funkce definované na stavovém prostoru. Objem, množstv́ı, energie a entropie jsou
veličiny extenzivńı: To znamená, že se vztahuj́ı k systému jako celku, jejich hodnoty jsou
úměrné velikosti systému. Tlak a teplota jsou veličiny intenzivńı. Jejich hodnota nezáviśı na
velikosti systému. To znamená, že pro každé kladné a muśı platit

T (P, aV, aN) = T (P, V,N), E(P, aV, aN) = aE(P, V,N), S(P, aV, aN) = aS(P, V,N)

Je-li systém izolovaný, pak se jeho množstv́ı, objem a energie neměńı. Ř́ıkáme, že tyto
veličiny jsou konzervativńı.

8.1 Teplota

Dáme-li dva systémy (P1, V1, N1) a (P2, V2, N2) do kontaktu (aniž by se mohla pohybovat
přepážka mezi nimi), v některých př́ıpadech se tyto stavy začnou měnit (přenáš́ı se mezi nimi
teplo). Pokud se stavy systémů při kontaktu neměńı, ř́ıkáme že jsou v tepelné rovnováze.
Nultý termodynamický postuluje existenci intenzivńı stavové funkce teploty, takové, že dva
systémy maj́ı stejnou teplotu právě když jsou v tepelné rovnováze. U ideálńıho plynu je
podmı́nka tepelné rovnováhy dvou systémů vyjádřena Boyleovým zákonem P1V1 = P2V2.
Protože teplota je intezivńı veličina, tj. T (P, aV, aN) = T (P, V,N), dostáváme odtud

T (P, V,N) = PV/kN,

kde k je konstanta. Za tuto konstantu se konvenčně bere tzv. Boltzmannova konstanta
k = 1.38.10−16J/K, a definuje stupeň Kelvina. Stavová rovnice PV = kNT shrnuje do
jedné formule Boyle̊uv, Gay-Lussac̊uv a Avogadr̊uv zákon. Podle Boyleova zákona je za
stálé teploty součin objemu a tlaku konstantńı. Gay-Lussac̊uv zákon ř́ıká, že tento součin
je úměrný absolutńı teplotě. Avogadr̊uv zákon ř́ıká, že za stálého tlaku a teploty je počet
molekul v daném objemu nezávislý na druhu plynu.

Termodynamický systém je uzavřený, pokud se nemůže měnit jeho množstv́ı. Změnou
vněǰśıch podmı́nek se může měnit stav uzavřeného systému, z̊ustává však zachováno jeho
množstv́ı. Je-li tato změna dost pomalá jedná se opět o rovnovážný stav a systém procháźı
nějakou dráhu γ = (P (t), V (t))t∈[t0,t1] ve stavovém prostoru XN = {(P, V,N), P, V > 0}
při konstantńım množstv́ı N . Přitom může vykonávat práci a přij́ımat nebo vydávat teplo.
Práce a teplo však nejsou stavové veličiny. Záviśı na celé trajektorii systému a jsou to tedy
diferenciálńı formy. Konvenčně se s kladným znaménkem bere práce w systémem vykonaná
a teplo q sytémem přijaté. Práce je diferenciálńı forma

w = PdV.

Práci vykonanou systémem po nějaké dráze γ ve stavovém prostoru źıskáme integraćı

W =

∫

γ

w =

∫ t1

t0

P (t)V ′(t)dt.
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Obecně je diferenciálńı forma (na prostoru XN ) zobrazeńı, které každému bodu prostoru
přǐrazuje lineárńı formu. Jej́ı obecný tvar je

ϕ = f(P, V ) dP + g(P, V ) dV

kde f, g jsou funkce na prostoru XN . Integrál formy ϕ po dráze γ = (P (t), V (t))t∈[t0,t1] je

∫

γ

ϕ =

∫ t1

t0

(f(P (t), V (t))P ′(t) + g(P (t), V (t))V ′(t)) dt

Speciálńı př́ıpad diferenciálńı formy je diferenciál

dH =
∂H

∂P
dP +

∂H

∂V
dV

nějaké funkce H(P, V ). Funkce f a g jsou zde parciálńı derivace funkce H podle P a podle
V . Integrál diferenciálu po dráze γ lze vyjádřit jako rozd́ıl funkč́ıch hodnot v počátečńım a
koncovém bodě dráhy. Polož́ıme-li h(t) = H(P (t), V (t), dostáváme

∫

γ

dH =

∫ t1

t0

h′(t) dt = H(P (t1), V (t1))−H(P (t0), V (t0))

takže integrál nezáviśı na tom, po které cestě jdeme z výchoźıho do koncového bodu.
Speciálně je-li cesta γ uzavřená, je

∫
γ
dH = 0. Pro obecenou diferenciálńı formu naopak

integrál záviśı na celé cestě, nejen na počátečńım a koncovém bodě.

8.2 Energie

Prvńı zákon termodynamiky postuluje, že existuje stavová veličina energie, jej́ıž změna je
rovna rozd́ılu přijatého tepla a vykonané práce

dE = q − w

Zahř́ıváme-li systém při stálém množstv́ı a objemu, nevykonává žádnou práci a q = dE =
Nc(T )dT , kde c(T ) je měrné teplo při stálém objemu. Přijaté teplo je úměrné množstv́ı a
př́ır̊ustku teploty. U jednoatomárńıho ideálńıho plynu je c(T ) = 3k/2 a energie při teplotě
absolutńı nuly je nulová. Z toho plyne

E =
3

2
kNT =

3

2
PV

Odtud již dostáváme diferenciálńı formu pro teplo ve stavovém prostoru XN

q = dE + PdV =
5

2
PdV +

3

2
V dP

Tepelné stroje jsou založeny na cyklickém pohybu ve stavovém prostoru. Projde-li systém
po uzavřené cestě, tj. (P (t0), V (t0)) = (P (t1), V (t1)), pak pro přijaté teplo a vykonanou práci
plat́ı

Q−W =

∫ t1

t0

q −
∫ t1

t0

w =

∫ t1

t0

dE = E(P (t1), V (t1)− E(P (t0), V (t0)) = 0

Tepelný stroj tedy bud’ přeměňuje práci na teplo nebo teplo na práci.
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Obrázek 34: Carnot̊uv cyklus

8.3 Carnot̊uv cyklus

Na obrázku 34 vlevo je uzavřená trajektorie Carnotova cyklu. Dráhy 12 a 34 představuj́ı
děj rozṕınáńı a stlačováńı při stálých teplotách T12 > T34. Jsou to hyperboly s rovnićı
PV = kNT . Dráhy 23 a 41 představuj́ı adiabatický děj, při kterém se nevyměňuje teplo,
Adiabatický děj má rovnici q = 0, jej́ıž integraćı dostáváme 5

2 lnV + 3
2 lnP = konst, tj.

V 5P 3 = konst. Pro tlaky a objemy v mezńıch stavech Carnotova cyklu dostáváme

P1V1 = P2V2, P 3
2 V

5
2 = P 3

3 V
5
3 , P3V3 = P4V4, P 3

4 V
5
4 = P 3

1 V
5
1

V1
V2
· V3
V4

=
P2

P3
· P4

P1
=

(
V3
V2
· V1
V4

) 5
3

⇒ V1V3
V2V4

=
P2P4

P1P3
= 1

Vzhledem k adiabatičnosti děj̊u 23 a 41 je celkové přijaté teplo Q = Q12 + Q34. Cestu 12
vyjádř́ıme funkćı P (V ) = knT/V , kde V = t je parametr.

Q12 =

∫ V2

V1

5

2

kNT12
V

dV +
3

2
V d

(
kNT12
V

)
= kNT12

∫ V2

V1

5

2

dV

V
+

3V

2
· −dV
V 2

= kNT12

∫ V2

V1

dV

V
= kNT12 ln

V2
V1

> 0

Obdobně Q34 = kNT34 ln(V4/V3) = −kNT34 ln(V2/V1) < 0. Celková práce W =
∫
γ PdV je

plocha uzavřená křivkou γ Carnotova cyklu a je rovna rozd́ılu W = Q12− (−Q34) přijatého
a odevzdaného tepla. Při pr̊uběhu cyklu ve směru hodinových ručiček je kladná, v opačném
směru je záporná. Teplo Q34 je ztrátové: snižuje účinnost tepelného stroje. Účinnost se
definuje jako poměr vykonané práce k přijatému teplu Q12

η =
W

Q12
=
Q12 +Q34

Q12
= 1 +

Q34

Q12
= 1− T34

T12
< 1

Maximálńı (jednotkové) účinnosti by se dosahovalo př T34 = 0. Naskýtá se otázka, zda
ztrátové teplo Q34 lze vyloučit, zda lze konstruovat tepelný stroj, který by celé přijaté teplo
přeměnil na práci. Zákon zachováńı energie takovou možnost nevylučuje.

8.4 Entropie

Neuskutečnitelnost takového stroje (perpetuum mobile druhého druhu) formuluje druhý
zákon termodynamiky. Řı́ká, že existuje kladná funkce teploty f(T ), taková, že diferenciálńı
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forma q/f(T ) = dS je diferenciálem nějaké stavové funkce S, která se nazývá entropie.
Z toho potom plyne, že v uzavřeném cyklu nemůže být q všude kladná. Přij́ımá-li tepelný
stroj teplo, muśı ho také odevzdávat. V př́ıpadě ideálńıho plynu je f(T ) = T , takže

q

T
=
dE + PdV

T
=

3

2
kN

dT

T
+ kN

dV

V
= kN · d( 3

2 lnT + lnV + c(N)),

kde c(N) je integračńı konstanta závislá na N . Požadujeme-li aby entropie byla extenzivńı
veličina v proměnných V,N , tj. S(T, aV, aN) = aS(T, V,N), dostáváme

S(T, V,N) = kN

(
3

2
lnT + lnV − lnN + C

)

kde C je konstanta. Pro popis termodynamických děj̊u lze zvolit i jinou dvojici proměnných
a všechny ostatńı vyjádřit pomoćı nich. Např́ıklad v proměnných T, S je Carnot̊uv cyklus
obdélńık (obr. 34 vpravo). Při izotermickém ději se neměńı teplota T a při adiabatickém
ději se neměńı entropie S.

T, V T, V T, 2V

N1 N2 N1 +N2

(p1, p2) ( 1
2 ,

1
2 )

=⇒

Obrázek 35: Růst entropie

Uvažujme nyńı dvě nádoby o stejném objemu, ve kterých je r̊uzné množstv́ı téhož
ideálńıho plynu při stejné teplotě a tedy r̊uzných tlaćıch. Stavy těchto systémů jsou tedy
(T, V,N1), (T, V,N2) (obrázek 35) a plyn je mezi těmito nádobami rozdělen pravděpodobnostńım
vektorem

p = (p1, p2) =

(
N1

N1 +N2
,

N2

N1 +N2

)

Spoj́ıme-li tyto dva systémy do jednoho, bude výsledný stav (T, 2V,N1+N2). Změna entropie
při tomto spojeńı je

S − S1 − S2 = k(N1 +N2)( 3
2 lnT + ln 2 + lnV − ln(N1 +N2) + C)

− kN1( 3
2 lnT + lnV − lnN1 + C)− kN2( 3

2 lnT + lnV − lnN2 + C)

= k(N1 +N2)(ln 2 + p1 ln p1 + p2 ln p2)

= k(N1 +N2)
(
H( 1

2 ,
1
2 )−H(p1, p2)

)

Změna entropie je tedy rozd́ıl (informačně-teoretických) entropíı koncového rozděleńı ( 1
2 ,

1
2 )

a počátečńıho rozděleńı (p1, p2) násobený celkovým množstv́ım látky.

8.5 Složené systémy

Dva nebo v́ıce izolovaných termodynamických systémů tvoř́ı složený systém. Protože
entropie je extenzivńı veličina, definujeme entropii složeného systému jako součet entropíı
jeho podsystémů. Předpokládejme, že stěny mezi podsystémy jsou propustné pro přenos
tepla (v tom př́ıpadě mluv́ıme o uzavřených systémech) nebo i pro přenos hmoty (otevřené
systémy). Pak celý složený systém (o kterém předpokládáme, že je izolovaný), směřuje
k rovnováze. Pro tyto úvahy je vhodné charakterizovat termodynamický systém stavovými
veličinami, které jsou extenzivńı a konzervativńı. Uvažujme tedy stavový prostor

M = {(E, V,N)|E, V,N > 0}
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Pomoćı stavové rovnice a vyjádř́ıme entropii jako

S = kN(
3

2
lnE + lnV − 5

2
lnN + c)

Druhý zákon termodynamiky ř́ıká, že entropie izolovaného systému nemůže klesat. Pokud
systém neńı v rovnovážném stavu, entropie se zvyšuje, až v rovnovážném stavu dosáhne
svého maxima. Entropie je tedy veličina extenzivńı ale nikoliv konzervativńı. Druhý zákon
termodynamiky lze vyjádřit tak, že entropie je konkávńı funkce proměnných E, V,N , tj.
plat́ı nerovnost

S(E1, V1, N1) + S(E2, V2, N2) ≤ S(E1 + E2, V1 + V2, N1 +N2)

Entropie systému složeného ze dvou izolovaných podsystémů (E1, V1, N1) a (E2, V2, N2), je
rovna levé straně nerovnosti. Zruš́ıme-li mezi podsystémy překážky, pak jeho entropie roste
až dosáhne svého maxima v rovnovážném stavu (E1 + E2, V1 + V2, N1 + N2). Př́ır̊ustek
entropie I = ∆S při tomto procesu, tj. rozd́ıl levé a pravé strany nerovnosti, lze chápat jako
mı́ru rozlǐsenosti p̊uvodńıho systému, nebo jako informačńı obsah p̊uvodńıho systému.

Vyjádřeńı entropie jako konkávńı funkce extenzivńıch proměnných je východiskem k abs-
traktńımu pojet́ı termodynamiky. Intenzivńı veličiny teploty a tlaku se pak odvozuj́ı z deri-
vaćı entropie podle jednotlivých extenzivńıch proměnných.

∂S

∂E
=

3

2

kN

E
=

1

T
,
∂S

∂V
=
kN

V
=
P

V

Intenzivńı veličina, která odpov́ıdá množstv́ı je chemický potenciál µ.

−µ
T

=
∂S

∂N
= k(

3

2
lnE + lnV − 5

2
lnN + c− 1)

Uvažujme nyńı dva uzavřené systémy, mezi kterými se přenáš́ı teplo. Velikost i objem
obou systémů jsou stálé, mohou si však vyměňovat energii. Přenese-li se mezi systémy energie
E, jsou stavy dvou podsystémů (E1 +E, V1, N1), (E2−E, V2, N2) a entropie celého systému
je

S(E) = S(E1 + E, V1, N1) + S(E2 − E, V2, N2)

V rovnovážném stavu má být entropie maximálńı, to znamená, že jej́ı prvńı derivace podle
E muśı být nulová a druhá derivace záporná. Derivováńım źıskáme rovnici

∂S

∂E
=

3

2

kN1

E1 + E
− 3

2

kN2

E2 − E
=

1

T1
− 1

T2
= 0

s řešeńım

E =
N1E2 −N2E1

N1 +N2
, E1 + E =

(E1 + E2)N1

N1 +N2
, E2 − E =

(E1 + E2)N2

N1 +N2

V rovnovážném stavu jsou teploty obou systémů stejné a celková energie E1 + E2 je
rozdělena v poměru množstv́ı N1 : N2 obou systémů, tedy rovnoměrně. Př́ır̊ustek entropie
při přenosu tepla je

I = S(E)− S(0) =
3

2
kN1 ln

T

T1
+

3

2
kN2 ln

T

T2
=

3

2
k(N1 +N2)(p1 ln

p1

q1
+ p2 ln

p2

q2
)

kde jsme označili pi = Ni/(N1 + N2) , qi = Ei/(E1 + E2). Chápeme-li I jako funkci q1, q2

při pevných p1, p2, pak I je všude nezáporná a má minimum při q1 = p1, q2 = p2.

Cvičeńı 1 Určete rovnovážný stav uvažovaného systému při daľśıch typech vzájemného kon-
taktu podsystém̊u. (Nejzaj́ımavěǰśı je př́ıpad, kdy se měńı pouze jejich objem.)
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8.6 Nerovnovážné systémy

Na proces přenosu tepla se také můžeme d́ıvat dynamicky. Množstv́ı tepla, které se
přenese za jednotku času, je úměrné rozd́ılu teplot. T́ım dostáváme diferenciálńı rovnici

dE

dt
= D(T2 − T1) = D(

E2 − E
3
2kN2

− E1 + E
3
2kN1

)

kde D je koeficient tepelné vodivosti. To je lineárńı dynamický systém, který má jediný
stabilńı stacionárńı stav. Pro produkci entropie P = dS/dt dostáváme

P =
dS

dt
=
∂S

∂E

dE

dt
= JF, kde J =

1

T1
− 1

T2
, F = D(T2 − T1)

Veličina J vyjadřuje výchylku systému z rovnovážného stavu a označuje se jako termo-
dynamická śıla, veličina F vyjadřuje, jak rychle systém do rovnovážného stavu směřuje a
nazývá se termodymanický proud. Na nevratné termodymanické procesy se můžeme d́ıvat
obecně tak, že jsou zp̊usobovány termodynamickými silami a projevuj́ı se termodynamickými
proudy. Ze vzorc̊u je vidět, že termodynamický proud je nezáporný právě tehdy, když je
nezáporná termodynamická śıla, takže produkce entropie, která je jejich součinem je vždy
nezáporná: Při spontánńıch pochodech nemůže entropie klesat. Pouze v rovnovážném stavu
je produkce entropie nulová, nebot’ tam vymiźı jak termodynamické śıly tak proudy. To
jinými slovy znamená, že entropie je Ljapunovská funkce systému.

Termodynamické systémy, které jsou trvale udržovány mimo rovnovážný stav termody-
namickými toky z okoĺı, nazýváme nerovnovážné. V těchto systémech prob́ıhaji nevratné pro-
cesy, při kterých se neustále produkuje entropie a tato entropie se odvád́ı do okoĺı. Př́ıkladem
takového systému je systém v tepelném kontaktu s dvěma rezervoáry udržovanými na stálých
teplotách T1 < T2 (viz obr. ??). Označ́ıme-li E, T energii a teplotu prostředńıho podsystému,
dostáváme dynamický systém

dE

dt
= D1(T1 − T ) +D2(T2 − T )

Změna entropie je dS/dt = P −Q, kde

P (T ) = (
1

T
− 1

T1
)D1(T1 − T ) + (

1

T
− 1

T2
)D2(T2 − T ) =

D1T1 +D2T2

T
− (D1 +D2)

je produkce entropie v systému. Protože teploty krajńıch systémů jsou stálé, muśı být přenos
tepla z nich do prostředńıho systému kompenzován přenosem tepla z okoĺı. T́ım dostáváme
tok entropie do okoĺı (př́ıtok negativńı entropie)

Q(T ) =
D1(T − T1)

T1
− D2(T2 − T )

T2

Za předpokladu, že ve všech podsystémech je stejné množstv́ı N , je informačńı obsah

I(T ) =
3

2
kN(ln

T1 + T + T2

3
− ln(T1TT2)

3
)

Závislost těchto charakteristik na teplotě T je na obr. ??. Dynamický systém má jediný
stacionárńı stav

T =
D1T1 +D2T2

D1 +D2

ve kterém je dS/dt = P −Q = 0. Při pevném T1 záviśı produkce entropie a informačńı obsah
stacionárńıho stavu pouze na T2 (viz obr. ??).
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8.7 Abstraktńı termodynamika

Abstraktńı pojet́ı termodynamiky je založeno na entropii jako konkávńı funkci extenzivńıch
proměnných (energie, objem, množstv́ı komponent v jednotlivých podsystémech). Výsadńı
postaveńı má tedy v tomto př́ıstupu entropie, zat́ımco energie je pouze jedna z extenzivńıch
veličin. Systém se může v termodynamickém prostoru spontánně pohybovat: Jednotlivé
extenzivńı veličiny mohou přecházet mezi podsystémy, komponenty se mohou měnit che-
mickými reakcemi. Při těchto změnách se zachovávaj́ı nějaké lineárńı funkce extenzivńıch
veličin: např. celková hmotnost systému. Spontánńı pohyb v termodynamickém prostoru
je tedy omezen pouze ve směru nějakého lineárńıho podprostoru. Za těchto podmı́nak
dospěje systém do rovnovážného stavu, který má v daném podprostoru největš́ı entropii.
Důkaz existence jediného rovnovážného stavu je hlavńım obsahem termostatiky. Termodyna-
mika uzavřených systém̊u nav́ıc studuje dynamiku tohoto přechodu do rovnovážného stavu.
Konečně termodynamika otevřených systém̊u studuje systémy, které jsou z rovnovážného
stavu vychylovány neustálou interakćı se svým okoĺım.

8.8 Termostatický systém

Definice 56 Termostatický systém je trojice (M = R+
n , S : M → R,V ⊂ Rn), kde M je

stavový prostor, S je extenzivńı, diferencovatelná funkce entropie, jej́ı̌z druhý diferenciál je
pozitivně definitńı v prvńıch n − 1 proměnných (viz str.??), plat́ı limxi→0 ∂S/∂xi = ∞,
i 6= j ⇒ limxi→0 ∂S/∂xj < ∞ a V je lineárńı podprostor, který neobsahuje žádné nenulové

nezáporné vektory, tj. V ∩R+
n = {0} (viz str. ??).

Tvrzeńı 144 Sdružené veličiny x∗i = ∂S
∂xi

jsou intenzivńı a S =
∑
i xix

∗
i .

Důkaz: Eulerova věta.

Tvrzeńı 145 Je-li x ∈ R+
n , pak množina Vx = {y ∈ R+

n |y − x ∈ V} je neprázdná ome-
zená množina, a entropie nabývá (globálńı) maximum na Vx v jediném stavu x ∈ Vx, který
nazýváme rovnovážný stav. Je (∀ν ∈ V)(dS(x, ν) = νx∗ = 0) a rovnovážný stav je jediný stav
s touto vlastnost́ı. Rovnovážný stav je také jediný stav, kde má entropie lokálńı maximum.

Důkaz: Z podmı́nky na limity parciálńıch derivaćı entropie plyne, že maximum entropie je
nabýváno na vnitřku Vx: Zvolme totiž stav a ∈ Vx a uvažujme spojnici nějakého bodu y na
hranici Vx se stavem a. Pak existuje okoĺı bodu y, ve kterém entropie ve směru k a roste.
Existuje tedy ε > 0, takové, že pro každé y ∈ Vx existuje z ∈ Vεx = {w ∈ Vx|(∀i)(wi ≥ ε)},
a S(z) ≥ S(y). Dokažme nyńı, že globálńı maximum je nabýváno v jediném stavu. Necht’

naopak je nabýváno ve dvou r̊uzných stavech y, z ∈ Vx. Pak S(y + z) = S(y) + S(z) a ze
skoro striktńı konkávnosti plyne, že existuje a > 0, tak, že y = az. Protože však oba tyto
stavy nálež́ı do Vx, je a = 1, tedy y = z. Označme x ∈ Vx stav, ve kterém je globálńı
maximum entropie nabýváno. Pak x je jediné lokálńı maximum: Necht’ naopak y je jiné
lokálńı maximum. Pak pro každé 0 < a < 1 je S(ax + (1 − a)y) ≥ S(y), tedy v libovolném
okoĺı stavu y existuj́ı stavy s vyšš́ı entropíı. Podmı́nka (∀ν ∈ V)(νx∗ = 0) je nutná podmı́nka
extrému. Naopak z konkávnosti entropie plyne, že pro y ∈ Vx, y 6= x je dS(y, x− y) > 0.

Definice 57 Informačńı obsah stavu x ∈M je I(x) = S(x)− S(x).

Tvrzeńı 146 I(x) =
∑n
i=1 xi(xi

∗ − x∗i ) ≥ 0

Důkaz: I(x) =
∑
i xixi

∗−xix∗i =
∑
i(xi−xi)xi∗+xi(xi

∗−x∗i ). Protože x−x ∈ V, je prvńı
člen nulový (podmı́nka rovnovážného stavu).
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Tvrzeńı 147 Necht’ T = (M = R+
n , S : M → R,V) je termostatický systém, necht’ V ⊆

Rn−1 = {x ∈ Rn|xn = 0}. Pak pro každé pevné x∗n je T ∗ = (M∗, S∗,V) termostatický
systém. Zde M∗ = R+

n−1 a S∗ je Legendrova transformace S (viz str. ??). Stav (x1, ..., xn)
je rovnovážný stav termostatického systému T právě když (x1, ..., xn−1) je rovnovážný stav
systému T ∗ při x∗n.

Důkaz: Parciálńı derivace S a S∗ podle x1, ..., xn−1 jsou stejné, takže plat́ı podfmı́nka o
limitách parciálńıch derivaćı. Pozitivńı definitnost dS∗ mv prvńıch n − 2 proměnných je
dokázána ve tvrzeńı na str. ??.

8.9 Uzavřený termodynamický systém

Definice 58 Uzavřený termodynamický systém je čtveřice

(M = R+
n , S : M → R, ν : Rm → Rn, L : M ×R∗m ×R∗m → R)

kde ν je lineárńı zobrazeńı (termodynamických proces̊u), jehož obraz V = Im(ν) neobsahuje
žádný nenulový nezáporný vektor (viz str. ??), (M,S,V) je termostatický systém a pro každé
x ∈M je L(x) symetrická, pozitivně definitńı forma na R∗m (fenomenologické koeficienty).

Definice 59 Termodynamické śıly a proudy Jj , Fj : M → R jsou definovány

Jj(x) = dS(x, νj) =

n∑

i=1

∂S

∂xi
νji , Fj(x) =

m∑

k=1

Ljk(x)Jk(x) , j = 1, ...,m

Uzavřený termodymanický systém určuje na stavovém prostoru M dynamický systém

dxi/dt =

m∑

j=1

Fj(x)νji , i = 1, ..., n

Tvrzeńı 148 Stav x ∈ R+
n je rovnovážný právě když všechny termodynamické proudy Fj(x)

jsou nulové.

Důkaz: Protože vektory νj tvoř́ı bázi prostoru V, je rovnovážný stav charakterizován nu-
lovost́ı termodynamických sil. Protože je matice L pozitivně definitńı, je tato podmı́nka
ekvivalentńı s nulovost́ı termodynamických sil.

Tvrzeńı 149 Entropie je Ljapunovova funkce (viz str. ??) dynamického systému.

Důkaz:

dS

dt
=
∑

i

∂S

∂xi

∑

j

Fj(x)νji =

m∑

j=1

Jj(x)Fj(x) =

m∑

j,k=1

Ljk(x)Jj(x)Jk(x) ≥ 0

Dále je-li P (x) = 0, pak Jj(x) = 0 a x je rovnovážný stav.

Definice 60 Výraz P (x) =
∑
j Jj(x)Fj(x) nazýváme produkce entropie.

Tvrzeńı 150 Každá trajektorie x(t) dynamického systému se limitně bĺı̌źı k rovnovážnému
stavu, tj. limt→∞ x(t) = x(0).

Důkaz: Předpokládejme, že x 6∈ A0 = {x(t)|t > t0}. Pak na A0 plat́ı dS/dt > ε a tedy
limt→∞ S(t) = ∞. Je tedy x ∈ A0. Protože x je jediné globálńı maximum, pro každé jeho
okoĺı V existuje ε tak, že {y|S(y) > S(x)− ε} ⊆ V . Z toho plyne limt→∞ x(t) = x.
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Cvičeńı 2 Necht’ (M = R+
n , S, ν, L) je uzavřený termodynamický systém. Ukažte, že (M ′ =

R+
2n, S

′, ν′, L′), kde

S′(x, y) = S(x) + S(y), ν′ =



ν 0
0 ν
I −I


 , L′ =



L 0 0
0 L 0
0 0 D




je uzavřený termodynamický systém. Zde D je diagonálńı matice difuzńıch koeficient̊u.

8.10 Otevřený termodynamický systém

Definice 61 Otevřený termodynamický systém (M,S, ν, L,G) tvoř́ı uzavřený termodyna-
mický systém (M,S, ν, L), a tok G : R+

n → Rn. Otevřený termodynamický systém určuje
dynamický systém

dxi/dt = Gi(x) +

m∑

j=1

Fj(x)νji , i = 1, ..., n

Tvrzeńı 151 Necht’ pro otevřený termodynamický systém plat́ı
limxi→0Gi(x)/xi ≥ −∞. Pak M je jeho invariantńı množina.

Důkaz: Necht’ pro nějakou trajektorii x(t) systému existuje t1, takové že limt→∞ x(t) = y,
kde yi = 0. Pak existuje t0 tak, že pro každé t ∈ (t0, t1) je dxi/dt > −at pro nějaké a > 0 a
tedy xi(t) > xi(t0) exp(a(t0 − t)).

Produkce entropie a informačńı obsah stavu otevřeného termodynamického systému jsou
stejné jako u otevřeného systému. Tok entropie do okoĺı je

Q(x) = −
n∑

i=1

x∗iGi(x),
dS

dt
= P (x)−Q(x)

Toky Gi(x) jsou většinou definovány konstantnost́ı některých intenzivńıch stavových veličin.

Tvrzeńı 152

dI(x)

dt
= −P (x) +

n∑

i=1

Gi(x)(xi
∗ − x∗i )

Důkaz: Vybereme matici γik ( i = 1, ...n, k = 1, ...p) pro kterou Im(ν) = Ker(γ) a jej́ıž
řádky jsou lineárně nezávislé. Pro vektor x ∈M označme Ck =

∑
i xiγik. Rovnovážný stav

x záviśı pouze na C ∈ Rp. Dostáváme tedy vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi x a C,
jehož inverzńı zobrazeńı je Cj =

∑
i xiγij . Protože Im(ν) = Ker(γ), existuje jediný vektor

Z ∈ Rp takový, že

xi
∗ =

∑

j

γijZj , tedy
∂xi
∂Zj

= −γijxi

Máme tedy vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi x a Z, a tedy také vzájemně jednoznačné
zobrazeńı mezi Z and C. Pro Jakobián tohoto zobrazeńı plat́ı

∂Cj
∂Zk

=
∑

i

∂Cj
∂xi

∂xi
∂Zk

= −
∑

i

γijγikxi

Entropie v rovnovážném stavu S(x) záviśı pouze na C a

∂S(x)

∂Cl
=
∑

i

∂S

∂xi

∂xi
∂Cl

=
∑

i

xi
∑

k

∂xi
∂Zk

∂Zk
∂Cl

=
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−
∑

i

∑

j

γijZj
∑

k

xiγik
∂Zk
∂Cl

=
∑

j

∑

k

Zj
∂Cj
∂Zk

∂Zk
∂Cl

= Zl

Protože
dCk
dt

=
∑

i

dxi
dt
γik =

∑

j

∑

i

(Fj(x)νji +Gi(x))γik =
∑

i

Gi(x)γik

je také
dS(x)

dt
=
∑

k

∂S(x)

∂Ck

dCk
dt

=
∑

k

∑

i

ZkGi(x)γik =
∑

i

Gi(x)xi
∗

a
dI(x)

dt
=
∑

i

Gi(x)(xi
∗ − x∗i )− P (x)

Tvrzeńı 153 Uvažujme uzavřený termodynamický systém (M = R+
n , S, ν, F ), takový, že xn

je invariant, tj. (∀j)(νjn = 0). Pak existuje jediný otevřený termodynamický systém takový,
že i < n⇒ Gi(x) = 0 a x∗n je invariant. Dále pro každé pevné x∗n je tento systém ekvivalentńı
uzavřenému termodynamickému systému (M∗ = R+

n−1, S
∗, ν∗, F ∗). Zde S∗ je Legendrova

transformace S, ν∗ je omezeńı ν na M∗, a F ∗(x1, ..., xn−1) = F (x1, ..., xn−1, xn(x1, ..., xn−1, x
∗
n)).

Důkaz:
dx∗n
dt

=

n−1∑

i=1

∂2S

∂xn∂xi

dxi
dt

+
∂2S

∂x2
n

dxn
dt

Protože druhá derivace entropie podle xn je všude záporná, dostáváme t́ım podmı́nku na
dxn
dt a t́ım i podmı́nku na Gi(x). Pro derivaci S∗ plat́ı

dS∗

dt
=

n∑

i=1

x∗i
dxi
dt
− x∗n

dxn
dt

=

n−1∑

i=1

x∗i
∑

j

Fj(x)νji =
∑

j

FjJj ≥ 0

8.11 Lineárńı nerovnovážná termodynamika

Lineárńı nerovnovážná termodynamika je založena na předpokladu, že fenomenologické
koeficienty Lij nezáviśı na x ∈ M . Produkce entropie P =

∑
jk LjkJjJk je pak určena ter-

modynamickými silami a ∂P/∂Jj = 2Fj . Uvažujme nyńı otevřený termodynamický systém,
který má invarianty J1, ..., Jp, p < m. Předpokládejme dále, že systém má stabilńı sta-
cionárńı stav, ve kterém jsou proudy Fp+1, ..., Fm nulové. Z toho pak plyne, že produkce
entropie má v tomto stacionárńım stavu minimum. Lineárńı nerovnovážná termodynamika
popisuje dobře procesy přenosu tepla a difuze. V chemické kinetice již nemá takové uplatněńı,
protože dynamika chemických reakćı je podstatně nelineárńı.
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9 Chemická kinetika

9.1 Ideálńı směsi

Uvažujme směs ideálńıch plyn̊u. Extenzivńı veličiny jsou množstv́ı jednotlivých komponent,
objem a energie. To určuje stavový prostor

M = R+
n+2 = {(N1, ..., Nn, V, E)|Ni, V, E > 0}

Pro ideálńı směs plat́ı stavová rovnice PV = kNT , kde N =
∑
iNi. Dále je energie směsi

součet energíı jednotlivých složek a záviśı pouze na teplotě. Označ́ıme-li ci(T ) měrné teplo
i-té složky, pak

E =
∑

i

kNi

∫ T

0

ci(T )dT

Předpokládáme-li kladnost měrných tepel, pak z této rovnice lze vyjádřit teplotu T =
T (N1, ..., Nn, E) jako intenzivńı funkci množstv́ı jednotlivých komponent a energie. Při
pevných Ni dostáváme pro diferenciál entropie

dS =
1

T
(dE + PdV ) =

∑

i

kNi(
ci(T )

T
dT +

dV

V
)

Integrujeme-li tuto rovnici, a voĺıme-li integračńı konstantu (závislou naNi tak, aby výsledná
funkce byla extenzivńı, dostáváme (za předpokladu limT→0 ci(T )/T <∞)

S =
∑

i

kNi(

∫ T

0

ci(T )

T
dT + lnV − lnNi + si)

Entropii zde chápeme jako funkci na stavovém prostoru M . Dále budeme pracovat s jej́ı
Legendrovou transformaćı (viz str. ??). Je

E∗ =
∂S

∂E
=
∑

i

kNi
ci(T )

T

∂T

∂E
=
∑

i

kNi
ci(T )

T

(
∂E

∂T

)−1

=
1

T

S∗(N1, ..., Nn, V, E
∗) = S − E

T
=
∑

i

kNi(1 + lnαi(T ) + lnV − lnNi)

kde

lnαi(T ) =

∫ T

0

ci(T )

T
dT − 1

T

∫ T

0

ci(T )dT + si − 1

Tvrzeńı 154 Funkce S∗ je konvexńı v E∗ a konkávńı v N1, ..., Nn, V .

Př́ıklad 25 (Entropie mı́seńı) . Uvažujme systém složený z n podsystém̊u, ve kterých
jsou jednotlivé čisté složky za stejného tlaku. Stav j-tého podsystému je

(0, ..., 0, Ni, 0, ..., 0, Vi, E
∗), kde

Ni
Vi

=
N

V
, N =

∑

i

Ni, V =
∑

i

Vi

Po smı́seńı vznikne systém (N1, ..., Nn, V, E
∗). Informačńı obsah p̊uvodńıho systému je pak

I =

n∑

i=1

kNi(1 + lnα(T ) + lnVi − lnNi)−
n∑

i=1

kNi(1 + lnα(T ) + lnV − lnNi)

=

n∑

i=1

kNi ln(V/Vi) = −N
n∑

i=1

k(Ni/N) ln(Ni/N).
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Funkce, které jsou odvozeny Legendrovou transformaćı z entropie, se nazývaj́ı Massieuovy
funkce. Postup v termodynamice obvykleǰśı je vyj́ıt z energie E(S, V,Ni) jako konvexńı
funkce entropie, objemu a množstv́ı. Pak plat́ı

T =
∂E

∂S
, P = −∂E

∂V
, µi =

∂E

∂Ni

Odtud dostáváme Legendrovy transformace

H(S, P,Ni) = E + PV enthalpie
F (T, V,Ni) = E − TS Helmholtzova volná energie
G(T, P,Ni) = E + PV − TS Gibbsova volná energie

9.2 Zákon aktivńıch hmot

Uvažujme stavový prostor

M = {(N1, ...Nn, V )|Ni, V > 0}

Definujme koncentraci xi = Ni/V jako poměr množstv́ı a objemu. Koncentrace jsou inten-
zivńı proměnné a jejich vektor x = (x1, ..., xn) spolu s objemem charakterizuje stav systému.
Funkce entropie je

S(N1, ..., Nn, V ) =

n∑

i=1

Ni(1 + lnαi + lnV − lnNi) = V

n∑

i=1

xi(1 + lnαi − lnxi)

kde αi > 0 je konstanta entropie i-té látky. Sdružené intenzivńı proměnné jsou

N∗i =
∂S

∂Ni
= ln

αiV

Ni
= ln

αi
xi
, V ∗ =

n∑

i=1

Ni/V

Systém chemických reakćı

ν+
j1X1 + ...+ ν+

jnXn ⇀↽
k
+
j

k
−
j

ν−j1X1 + ...+ ν−jnXn

kde Xi je symbol pro i-tý druh, je dán reakčńımi rychlostmi k+
j , k

−
j > 0 a nezápornými

stechiometrickými vektory

ν+
j = (ν+

j1, ..., ν
+
jn, 0), ν−j = (ν−j1, ..., ν

−
jn, 0)

splňuj́ıćımi podmı́nku
n∑

i=1

(ν−ji − ν+
ji) ln(αi) = ln(k+

j /k
−
j )

Zde ν+
ji je počet molekul látky i vstupuj́ıćıch do reakce j a ν−ji je počet molekul látky i

z reakce vystupuj́ıćıch. Podmı́nka ř́ıká, že logaritmus poměru reakčńıch rychlost́ı je úměrný
př́ır̊ustku konstant entropie.

Chemická reakce určuje termodynamický proces νj = (ν−j −ν+
j ) a termodynamický proud

V Fj(x) = V (F+
j (x)− F−j (x)). kde

F+
j (x) = k+

j

n∏

i=1

x
ν+
ji

i , F−j (x) = k−j

n∏

i=1

x
ν−
ji

i
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Termodynamické śıly jsou

Jj =
∑

i

ln(
αi
xi

)(ν−ji − ν+
ji) = ln(

k+
j

k−j
) +

∑

i

ln(xi)(ν
+
ji − ν−ji) = J+

j (x)− J−j (x)

kde
J+
j (x) = lnF+

j (x), J−j (x) = lnF−j (x)

Matice Ljk fenomenologických koeficient̊u je zde diagonálńı. Definujme funkci g(x, y) =
(x − y)/(ln(x) − ln(y)) pro x 6= y a g(x, x) = x. Pak Ljj(x) = g(F+

j (x), F−j (x)) > 0.
Dostáváme dynamický systém

dNi/dt = V
∑

j

(ν−ji − ν+
ji)(F

+
j − F−j )

a v koncentraćıch
dxi/dt =

∑

j

(ν−ji − ν+
ji)(F

+
j (x)− F−j (x))

Produkce entropie je P = V
∑
j FjJj a informačńı obsah

I = V
∑

i

xi(ln
αi
xi
− ln

αi
xi

) + V
∑

i

(xi − xi) = V
∑

i

xif(xi/xi)

kde f(z) = z − 1− ln(z) ≥ 0. Otevřený termodynamický systém

ẋi = Gi(x) +

m∑

j=1

νjiFj(x)

lze nyńı definovat konstantnost́ı některých koncentraćı. Tok entropie je

Q = V
∑

i

Gi(x) ln(xi/αi)

Pro změnu informačńıho obsahu plat́ı

dI(x)

dt
= −P (x) + V

n∑

i=1

Gi(x) ln(xi/xi) + V
n∑

i=1

(xi − xi)

9.3 Autokatalýza

Ukážeme si na př́ıkladě jednoduché disipativńı struktury vztahy mezi produkćı entropie
a informačńım obsahem. Uvažujme tři chemické látky: substrát A, meziprodukt X a produkt
B s termodynamickými konstantami

αA = k , αX = 1 , αB = 1/k , 0 < k < 1

Entropie je S = A(1 + ln(k/A)) +X(1− lnX) +B(1− ln kB).
Předpokládejme reakce

A ⇀↽
1

k
X ⇀↽

1

k
B

V rovnovážném stavu plat́ı A/k = X = Bk. Předpokládejme nyńı stálou koncentraci
substrátu A a produktu B, při které prob́ıhaj́ı dopředné reakce, tj. A > k2B. Pro dyna-
miku meziproduktu X dostáváme lineárńı diferenciálńı rovnici

dX/dt = A− kX −X + kB
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se stacionárńım stabilńım stavem X0 = (A+ kB)/(1 + k). Produkce entropie, tok entropie
a informačńı obsah jsou

P = (A− kX) ln(A/kX) + (X − kB) ln(X/kB),
Q = (A− kX) ln(A/k)− (X − kB) ln kB,
I = A ln(A/A) +B ln(B/B) +X ln(X/X)

kde B = (A + X + B)/(1 + k + k2), X = k B, A = k2B. Při pevném B je produkce
entropie a informačńı obsah rostoućı funkce A.

Obrázek 36: Dynamika autokatalýzy

Uvažujme nyńı kromě prvńıch dvou reakćı daľśı autokatalytickou reakci

A+ 2X ⇀↽
c

ck
3X

Výsledný efekt této reakce je, že A přecháźı na X, reakce je však katalyzována svým vlastńım
produktem. Poměr reakčńıch rychlost́ı tedy muśı být 1 : k. Dynamika meziproduktu pak je

dX/dt = (1 + cX2)(A− kX) + kB −X = F (X)

Grafy těchto funkćı pro r̊uzná A jsou na obr. ??. Je F (0) > 0 a limX→∞ F (X) = −∞ takže
systém má bud’ jeden, dva nebo tři stacionárńı stavy. Pro A0 =

√
3k(1 + k)/c má rovnice

F ′(X) = 0 jediné řešeńı X0 = cA0/(1 + k). Předpokládejme F (X0) < 0, tj. B < (X0 − (1 +
cX2

0 )(A−kX0))/k. Protože F (X,A) je rostoućı v A, existuj́ı hodnoty A2 > A1 > A0, takové,
že rovnice F (X) = 0 má jediné řešeńı pro A < A1 a A > A2 a tři řešeńı pro A1 < A < A2.
Dvě z těchto řešeńı jsou stabilńı a třet́ı je nestabilńı.

Pro dané parametry A,B je závislost termodynamických veličin na koncentraci X na
obr. ??. Informačńı obsah je stejný jako v předchoźım př́ıpadě, produkce a tok entropie nyńı
jsou

P = (1 + cX2)(A− kX) ln(A/kX) + (X − kB) ln(X/kB),
Q = (1 + cX2)(A− kX) ln(A/k)− (X − kB) ln kB

Ve stacionárńım stavu je P0 = Q0 = (X0 − kB) ln(A/k2B).
Vid́ıme, že za daných vněǰśıch podmı́nek neńı stav systému jednoznačně určen. Stav, ve

kterém se disipativńı struktura nacháźı, záviśı nejen na vněǰśıch podmı́nkách, ale také na
jej́ı historii. To je vidět na obr. ??, který zachycuje závislost stacionárńıch stav̊u na A. Je-li
zpočátku koncentrace A malá a postupně se zvyšuje, pohybuje se stacionárńı stav po dolńı
větvi grafu s ńızkým X. Při přechodu přes A2 však tento stav zaniká, a systém přeskoč́ı na
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horńı větev grafu s vysokým X. (Tento dynamický jev, kdy malá změna parametr̊u zp̊usob́ı
velkou změnu stavu, se studuje v teorii katastrof.) Začne-li se nyńı koncentrace A snižovat,
drž́ı se systém v horńı části grafu s vysokým X a teprve při přechodu přes A1 opět přeskoč́ı
na dolńı větev. Dvě stabilńı řešeńı se lǐśı svou produkćı entropie i informačńım obsahem. Ve
stavu s vyšš́ı koncentraćı X se tedy disipativńı struktura chová ”živěji”.

9.4 Akumulace negentropie

Ukážeme si nyńı př́ıklad systému, který je vystaven stálým okrajovým podmı́nkám, jeho
tok entropie nepřesáhne určitou hodnotu a přitom jeho informačńı obsah roste nade všechny
meze. Takový systém je možný pouze s nekonečně mnoha chemickými druhy. Nekonečné
systémy poskytuj́ı model pro biochemii (na rozd́ıl od chemie), kde monomery se mohou
kombinovat do libovolně dlouhých polymer̊u. Zde máme posloupnost chemických látek s
klesaj́ıćı entropíı.

Uvažujme nejprve konečný fragment systému s chemickými látkami
A,W, Y,B,X0, ..., Xn. Zde A je substrát, B je produkt a ostatńı jsou meziprodukty Jejich
entropie jsou

αA = k2 , αW = k , αY =
1

k
, αB =

1

k2
, αi = αXi = ki, (0 ≤ i ≤ n)

kde 0 < k < 1. Entropie je

S = A(1 + ln
k2

A
) +W (1 + ln

k

A
) + Y (1 + ln

1

kY
) +B(1 + ln

1

k2B
) +

n∑

i=0

Xi(1 + ln
ki

Xi
)

Uvažujme systém reakćı

A ⇀↽
1

k
W , A ⇀↽

1

k2
X0 ⇀↽

1

k2
B , Y ⇀↽

1

k
B

W +Xi ⇀↽
1

k
Y +Xi+1, 0 ≤ i < n

Na posledńı reakci se můžeme d́ıvat jako na dvě spřažené reakce: při spontánńım přechodu
z W na Y se nespotřebuje veškerá negentropie ale část se použije na přechod z Xi na Xi+1.
Předpokládejme, že koncentrace A a B jsou konstantńı, takže dostáváme otevřený systém

dW/dt = A− kW −∑n−1
i=0 (WXi − kY Xi+1)

dY/dt = kB − Y +
∑n−1
i=0 (WXi − kY Xi+1)

dX0/dt = A+ k2B − (1 + k2)X0 − (WX0 − kY X1)
dXi/dt = (WXi−1 − kY Xi)− (WXi − kY Xi+1), 0 < i < n
dXn/dt = (WXn−1 − kY Xn)

To znamená, že dA/dt = dB/dt = 0, a tedy −GA = −A + kW − A + k2X0, −GB =
−kB + Y − k2B +X0. Systém má jediný stacionárńı stav

W = βW =
A

k
, Y = βY = kB, X0 = β0 =

A+ k2B

1 + k2
, Xi = βi = β0

(
A

k2B

)i

Tento stav je globálně stabilńı, nebot’ má Ljapunovovu funkci

L(W,Y,X0, ..., Xn) = W (1 + ln
βW
W

) + Y (1 + ln
βY
Y

) +

n∑

i=0

Xi(1 + ln
βi
Xi

)

Ve stacionárńım stavu je P = Q = (A− k4B) ln(A/k4B), což nezáviśı na n.

112



Předpokládejme nyńı B = 1/k2, A > 1, a ukažme, že informačńı obsah ve stacionárńım
stavu roste s n do nekonečna. V rovnovážném stavu je A = k2X0, W = kX0, Y = X0/k,
B = X0/k

2, Xi = kiX0, a tedy

A+
A

k
+B + kB + β0(1 + ...+An) = X0(k2 + k +

1

k
+

1

k2
+ 1 + ...+ kn)

Z toho plyne, že existuje konstanta C1, taková, že pro všechna n je β0/X0 ≥ eC1A−n−1.
Informačńı obsah je

In = A ln
A

k2X0

+W ln
W

kX0

+ Y ln
kY

X0

+B ln
k2B

X0

+ β0

n∑

i=0

Ai(ln
β0

X0

+ i ln
A

k
)

≥ −C2(n+ 1) + β0

n∑

i=0

Ai(C1 − (n+ 1) lnA+ i ln
A

k
) =

−C2(n+ 1) + β0(C1 − (n+ 1) lnA)
An+1 − 1

A− 1
+ β0

nAn+2 − (n+ 1)An+1 +A

(A− 1)2
ln
A

k

a to se limitně bĺıž́ı k nekonečnu. Zde C2 je daľśı konstanta a použ́ıváme vzorec
∑n
i=0 iq

i =
(nqn+2 − (n+ 1)qn+1 + q)/(q − 1)2.

Ukázali jsme tedy, že informačńı obsah v n-tém stacionárńım stavu roste s n do ne-
konečna. Uvažujme nyńı přechod z n-tého na (n+1)-tý stacionárńı stav. Při tomto přechodu
vzroste jak produkce entropie tak tok entropie. Ke své stacionárńı hodnotě (A−k4B) ln(A/k4B)
se navrát́ı teprve při dosažeńı daľśıho stacionárńıho stavu. Nicméně i při tomto přechodu
z̊ustane tok entropie omezen. Je-li totiž A > k2 a B ≥ k−2, pak Q = (A − kW + A −
k2X0) ln A

k2 + (kB − Y + k2B −X0) ln k2B ≤ 2A ln A
k2 + k(1 + k)B ln k2B, což opět nezáviśı

na n.

9.5 Bruselátor

Př́ıkladem systému s periodickým chováńım je tzv. Bruselátor, který je založen na che-
mických reakćıch šesti látek: substrát̊u A,B, meziprodukt̊u X,Y a produkt̊u D,E s kon-
stantami

αA = k , αB = k , αX = 1, αY = k , αD =
1

k
, αE =

1

k

Chemické reakce mezi nimi jsou

A ⇀↽
1

k
X

X ⇀↽
1

k
E

B +X ⇀↽
1

k
D + Y

2X + Y ⇀↽
1

k
3X

Vznik cyklu je podmı́něn t́ım, že při třet́ı reakci se měńı X na Y , zat́ımco při čtvrté naopak
Y na X. Také zde hraje podstatnou roli autokatalýza, a to ve čtvrté reakci. Reakce maj́ı dva
invariantyX+Y+A+E aB+D. Rovnovážný stav je E = (X+Y+A+E)/(1+k +2k2), X =
k E, Y = k2E, A = k2E, D = (B + D)/(1 + k2), B = k2D. Předpokládejme
nyńı, že koncentrace substrát̊u A,B a produkt̊u D,E jsou udržovány stálé a měńı se pouze
koncentrace meziprodukt̊u. Pak dostáváme soustavu diferenciálńıch rovnic

dX/dt = A− (B + 1)X +X2Y − k(X −DY +X3 − E)
dY/dt = BX −X2Y − k(DY −X3)
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Obrázek 37: Fázový portrét Bruselátoru

Uvažujme zjednodušenou verzi dynamiky systému při k = 0, tedy

dX/dt = A− (B + 1)X +X2Y
dY dt = BX −X2Y

Fázový postrét systému je na obr. 37. Pro každé A,B existuje jediný stacionárńı stav
X0 = A, Y0 = B/A. Stabilitu tohoto stavu vyšetřujeme linearizaćı (viz str. ??). Jakobián
systému je [

−B − 1 + 2XY X2

B − 2XY −X2

]
=

[
B − 1 A2

−B −A2

]

Vlastńı č́ısla λ splňuj́ı rovnici λ2 + (A2 −B + 1)λ+A2 = 0 s řešemı́mi

λ =
1

2
(B −A2 − 1±

√
(A2 − 1)2 + 2(A2 + 1)B +B2)

Vlastńı č́ısla maj́ı záporné reálné části právě když B < A2 + 1 a nenulové imaginárńı části
právě když (A− 1)2 < B < (A+ 1)2. Závislost stability na hodnotách A,B je na obr. ??. a
v tabulce:

B < (A− 1)2 λ1, λ2 < 0 stabilńı uzel
(A− 1)2 < B < A2 + 1 Re(λi <) stabilńı ohnisko
A2 + 1 < B < (A+ 1)2 Re(λi > 0 nestabilńı ohnisko

(A+ 1)2 < B λ1, λ2 >) nestabilńı uzel
Chováńı systému za podmı́nek nestability stacionárńıho stavu plyne z Věty o Hopfově

bifurkaci. Při přechodu přes hodnotu B = A2 + 1 jsou obě vlastńı hodnoty ryze imaginárńı,
takže v bĺızkosti stacionárńıho stavu vzniká stabilńı limitńı cyklus. Trajektorie p̊uvodńıho
neredukovaného systému při pomalém r̊ustu B spolu s hodnotami informačńıho obsahu a
produkce entropie je na obr. ??. Tato dráha je také vyznačena na obr. ?? úsečkou γ.

9.6 Turing̊uv princip destabilizace difuźı

Uvažujeme-li kromě chemických reakćı ještě difuzi, můžeme popsat vznik prostorových
struktur. V r̊uzných mı́stech prostorové oblasti jsou r̊uzné koncentrace jednotlivých látek,
nejsou však navzájem nezávislé. Oblast se vyv́ıj́ı jako celek. Systémy tohoto druhu maj́ı bo-
hatš́ı dynamické chováńı. Již r. 1952 si A.M.Turing povšiml, že difuze může stabilńı systém
chemických reakćı destabilizovat. To je dost paradoxńı jev, protože kombinaćı dvou stabilńıch
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proces̊u takto vzniká proces nestabilńı. Matematicky se systémy s reakćı a difúźı popisuj́ı
jako soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Koncentrace chemických látek záviśı na pro-
storových souřadnićıch a jejich časová změna (derivace podle času) záviśı také na derivaćıch
podle prostorových souřadnic.

Turing̊uv princip si ukážeme na jednodušš́ım systému dvou spojených nádob, ve kterých
prob́ıhaj́ı reakce Bruselátoru. Přepážka mezi systémy je propustná pro látku Y a nepro-
pustná pro látku X. Označ́ıme-li X1, Y1 koncentrace látek v prvńım podsystému a X2, Y2

koncentrace látek v druhém podsystému, dostáváme soustavu diferenciálńıch rovnic

Ẋ1 = A− (B + 1)X1 +X2
1Y1

Ẏ1 = BX1 −X2
1Y1 +D(Y2 − Y1)

Ẋ2 = A− (B + 1)X2 +X2
2Y2

Ẏ2 = BX2 −X2
2Y2 +D(Y1 − Y2)

kde D je koeficient difuze. Tato soustava má opět pro každé D stacionárńı homogenńı stav
X1 = X2 = A, Y1 = Y2 = B/A. Zavedeńım nových proměnných x1 = X1 − A, x2 = X2 −
A, y1 = Y1−B/A, y2 = Y2−B/A a vypuštěńım nelineárńıch člen̊u dostáváme linearizovanou
soustavu

ẋ1 = (B − 1)x1 +A2y1

ẏ1 = −Bx1 −A2y1 +D(y2 − y1)
ẋ2 = (B − 1)x2 +A2y2

ẏ2 = −Bx2 −A2y2 +D(y1 − y2)

se stacionárńım stavem (0, 0, 0, 0). Je-li (A − 1)2 < B < A2 + 1 a D = 0, jsou to dvě
nezávislé soustavy, jejichž stacionárńı stavy (0, 0) jsou stabilńı ohniska (viz obr. 19a), takže
stav (0, 0, 0, 0) celé soustavy je také stabilńı.

Zvětšujeme-li nyńı D, ztráćı tento stav při dosažeńı určité kritické meze D0 svou stabilitu.
To je vidět na obr. 19a představ́ıme-li si, že se oba podsystémy nacházej́ı v opačných sta-
vech proti stavu stacionárńımu, tj. x2 = −x1, y2 = −y1. Termodynamická śıla chemických
reakćı je tečná k trajektorii, zat́ımco termodynamická śıla difuze p̊usob́ı ve směru osy y.
Složeńım vektor̊u těchto dvou sil dostáváme výslednici, která p̊usob́ı ve směru od středu,
oba systémy se od středu symetricky vzdaluj́ı. Destabilizuj́ıćı efekt difuze je zp̊usoben jed-
nak t́ım, že difunduje pouze jedna z látek (obecněji nerovnost́ı koeficient̊u difuze), a jednak
tvarem trajektoríı stabilńıho ohniska. Oba podsystémy totiž ke svému stabilńımu stavu
nesměřuj́ı př́ımo, ale oklikou a zde jsou vychýleny difuźı. Nestabilitu stacionárńıho stavu
(0, 0, 0, 0) ověřit jednoduše tak, že vyšetřujeme takové trajektorie systému, pro které plat́ı
x2 = −x1, y2 = −y1. Dosazeńım do soustavy pak dostáváme

dx1/dt = (B − 1)x1 +A2y1, dy1 = −Bx1 − (A2 + 2D)y1

Za předpokladu B < A2 + 1 je stopa této matice pro každé D záporná, takže podmı́nka

stability je kladnost determinantu, tj. B ≤ 1, nebo B > 1 & D < D0 = A2

2(B−1) ).

Pro D = 0 jsou obě vlastńı hodnoty komplexńı se zápornou reálnou část́ı. S rostoućım
D sice tato reálná část klesá ale současně klesá také imaginárńı část až na nulu. Roste-li D
dále, jedna z obou reálných část́ı roste, až se stane kladná, stacionárńı stav soustavy je nyńı
nestabilńı sedlo. Linearizovaný systém nemá žádný jiný stacionárńı stav kromě nulového a
po ztrátě stability tohoto stavu vedou trajektorie systému do nekonečna. To znamená, že da-
leko od stacionárńıho stavu již lineárńı systém neńı dobrou aproximaćı. Chováńı p̊uvodńıho
systému je znázorněno na obr. 19b. Při překročeńı kritické hodnoty D0 přestane být systém
homogenńı a při daľśım r̊ustu D se oba podsystémy od sebe dále vzdaluj́ı po dráze γ. Tato
dráha je rovněž zakreslena na obr. ??.

Vyšetř́ıme nyńı stacionárńı stavy nelineárńıho systému. Sečteńım prvńıch dvou a druhých
dvou rovnic dostáváme A−X1 +D(Y2 − Y1) = 0, A−X2 +D(Y1 − Y2) = 0. Označ́ıme-li
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Y = Y2 − Y1, pak X1 = A+DY,X2 = A−DY

Y = Y2 − Y1 =
(B + 1)X2 −A

X2
2

− (B + 1)X1 −A
X2

1

Y (A2 −D2Y 2)2 = −2Y D(B + 1)(A2 +D2Y 2) + 4Y A2DB

Odtud dostáváme Y = 0, které odpov́ıdá homogenńımu řešeńı a kvadratickou rovnici pro
Y 2 : D4Y 4 + 2D2(D(B + 1) − A2)Y 2 + A4 + 2A2D(1− B). Každé kladné řešeńı odpov́ıdá
dvěma symetrickým řešeńım Y,−Y . Počty řešeńı v závislosti na parametrech A,B,D jsou
vyjádřeny tabulkou

B < 1, 0 řešeńı

1 < B < 3, D < A2

2(B−1) 0 řešeńı

1 < B < 3, A2

2(B−1) < D 1 řešeńı

3 < B D < 4A2

(B+1)2 0 řešeńı

3 < B 4A2

(B+1)2 < D < A2

2(B−1) 2 řešeńı

3 < B A2

2(B−1) < D 1 řešeńı

Všimněme si, že v bodech, které odpov́ıdaj́ı změně počtu řešeńı na jedno, se také měńı
stabilita homogenńıho řešeńı. Roste-li D při stálém B < 3, ztráćı homogenńı řešeńı stabilitu
a vzniká stabilńı nehomogenńı řešeńı.
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10 Statistická termodynamika

10.1 Kvantová mechanika

Necht’ (Ω,A, µ) je měřitelý prostor se σ-konečnou mı́rou µ, nejčastěji se jedná o eukleidovský
prostor Ω = Rn s lebesgueovskou mı́rou. Kvantová mechanika se odehrává v podprostorech
Hilbertova prostoru komplexńıch měřitelných funkćı

X = L2(Ω) = {f : Ω→ C :

∫
|f |2dµ < +∞}

Na tomto prostoru je dán skalárńı součin< ψ|ϕ >=
∫
ψ∗ϕdµ. Uvažujeme (lineárńı) operátory

L : X → X, př́ıpadně lineárńı operátory na nějakém podprostoru X. Pokud L(ψ) = αψ,
ř́ıkáme že α je vlastńı hodnota L a ψ je jeho vlastńı vektor. Nejd̊uležitěǰśı operátor kvantové
mechaniky je hamiltonián. Pro částici s jedńım stupněm volnosti je to operátor definovaný
předpisem

H(ψ)(x) = − h̄2

2m
· ∂

2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x)

kde V (x) je (reálná) funkce potenciálu a h̄ = 1.054·0−34Js je Planckova konstanta. Jednotka
energie joule je J = kg · m2/s2. Vývoj kvantově-mechanického systému je dán časovou
Schrödingerovou rovnićı

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= H(ψ)(x, t)

Tato rovnice má řešeńı ve tvaru ψ(x, t) = ψ(x)T (t). Dosazeńım dostáváme

ih̄
dT (t)

dt
/T (t) = Hψ(x)/ψ(x) = E

kde E je konstanta celkové energie. To je rovnice pro vlastńı hodnotu. Řešeńı Schrödninge-
rovy rovnice tedy má obecný tvar

ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/h̄, Hψ(x) = E · ψ(x).

Zde ψ je vlastńı funkce operátoruH a E je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnota. Vlastńı funkce ψ od-
pov́ıdá stavu systému při pozorováńı energie velikosti E. Kromě energie můžeme pozorovat i
jiné fyzikálńı veličiny. Každá pozorovatelná fyzikálńı veličina je určena lineárńım operátorem
L. Hodnota pozorované veličiny může být jen vlastńı hodnota L. Jsou-li L0, L1 dva lineárńı
operátory, můžeme je pozorovat oba jen pokud komutuj́ı, tj. pokud L0L1 = L1L0.

Definice 62 Necht’ L1, . . . , Lk jsou navzájem komutuj́ıćı lineárńı operátory závislé na pa-
rametrech a = (a1, . . . , aj) a αi jejich vlastńı hodnoty. Definujme entropii makrostavu α =
(α1, . . . , αk) jako

H(a, α) = k ln #{ψ : L1(a)ψ = α1ψ, . . . , Lk(a)ψ = αkψ}

kde k = 1.3807 · 10−23J/K je Boltzmannova konstanta. Entropie makrostavu je tedy opět
úměrná logaritmu počtu jemu odpov́ıdaj́ıćıch mikrostav̊u. Ve statistické termodynamice stu-
dujeme systémy sestávaj́ıćı z velkého počtu částic a vyšetřujeme závislost entropie na počtu
částic.

Uvažujme nyńı soustavu N nezávislých částic. Celková enmergie systému je součet energíı
částic, takže operátor energie na prostoru L2(RN) je dán předpisem (HNψ)(x) =

∑N
i=1(Hiψ)(x),

kde

(Hiψ)(x) = − h̄2

2m
· ∂

2ψ(x)

∂x2
i

+ V (xi)ψ(x), x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN
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Tvrzeńı 155 Necht’ operátor H má vlastńı hodnoty 0 < E1 ≤ E2 ≤ · · · s odpov́ıdaj́ıćımi
vlastńımi funkcemi ψi ∈ L(R). Pak vlastńı funkce HN jsou ψj1 · · ·ψjN s vlastńımi hodnotami
Ej1 + · · ·+ EjN .

Důkaz: Pro funkci ψ(x) = ψj1(x1) · · ·ψjN (xN ) plat́ı

(HNψ)(x) =

N∑

i=1

(
− h̄2

2m
· ∂

2ψji(xi)

∂x2
i

+ V (xi)ψji(xi)

)
ψ(x)

ψji(xi)

=

N∑

i=1

Ejiψji(xi)
ψ(x)

ψji(xi)
=

(
N∑

i=1

Eji

)
ψ(x)

Pro dané N,E uvažujme Boltzmann-Maxwellovu, Bose-Einsteinovu a Fermi-Diracovu
statistiku

ΓBM (N,E) = {w : N → N :
∑

i<N

Ewi = E}

ΓBE(N,E) = {x : N→ N :
∑

i∈N
xi = N,

∑

i∈N
Eixi = E}

ΓFD(N,E) = {x : N→ {0, 1} :
∑

i∈N
xi = N,

∑

i∈N
Eixi = E}

Entropie systému N nezávislých částic je tedy ln #ΓBM (N,E). Ve fyzice se tato hodnota
násob́ı Boltzmannovou konstantou k = 1.3807 · 1023J/K.

10.2 Gibbsovo rozděleńı

Entropie systému N nezávislých částic lze źıskat z entropie Gibbsova rozložeńı, které záviśı
na vlastńıch hodnotách operátoru energie a paramatru β, který má význam převrácené hod-
noty teploty, přesněji β = 1/kT . Uvažujme kvantový systém jehož energie mohou nabývat
hodnot (Ei)i≥0. Předpokládáme, že 0 < Ei ≤ Ei+1 jsou přirozená č́ısla a že plat́ı

a = inf{Ei/(i+ 1) : i ∈ N} > 0.

Pro kladné reálné β > 0 definujme rozdělovaćı funkci z(β) a pravděpodobnostńı vektor
(Gibbsovo rozložeńı) p(β) předpisem

z(β) =

∞∑

i=0

e−βEi , p(β)i = e−βEi/z(β)

Podle odmocninového kriteria řada z(β) konverguje pro každé β > 0 a má derivaci, ze které
lze určit středńı hodnotu energie u(β) na jednu částici.

z′(β) = −
∞∑

i=0

Eie
−βEi , u(β) =

∞∑

i=0

p(β)iEi = −z′(β)/z(β)

Entropie Gibsova rozložeńı je

s(β) = k · H(p(β)) = k
∑

i

e−βEi

z(β)
(βEi + ln z(β)) = kβu(β) + k ln z(β)
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Tvrzeńı 156 Necht’ a = inf{Ei/(i+ 1) : i ∈ N} > 0 a položme

Γ(E) = {x : N→ N :
∑

i∈N
Eixi = E}.

Pak
ln |Γ(E)| ≤

√
E/a · ( ln(E + )− ln a)

Důkaz: Pro dané x :∈ Γ0(E) položme Mx = {i ∈ N : xi > 0}. Pro i ∈ Mx plat́ı
E ≥ Ei > ai, takže Mx ⊆ [0, E/a). Dále

E =
∑

i∈N
Eixi ≥

∑

i∈Mx

Ei ≥
|Mx|−1∑

i=0

Ei ≥ a
|Mx|∑

i=1

i > a|Mx|2/2

takže 0 < |Mx| ≤
√

2E/a. Každé x ∈ Γ(E) je jednoznačně určeno Mx a omezeńım x na
Mx to znamená zobrazeńım x′ : Mx → [0, E]. Takových zobrazeńı je nejvýše (E + 1)|Mx| ≤
(E + 1)

√
2E/a. Počet r̊uzných množin Mx je nejvýše (E/a)

√
2E/a takže

|Γ(E)| ≤ (E(E + )/a)
√
E/a ≤ ((E + )/a)

√
E/a

Věta 157 Necht’ (Ei)i≥0 je neklesaj́ıćı posloupnost kladných přirozených č́ısel pro která plat́ı
lim infi→∞Ei/(i+ 1) > 0 a necht’ β > 0. Pak

lim
N→∞

lnΓ (N,N · u(β))

N
= H(P (β))

Důkaz: Pro x ∈ ΓBE(N,N · u(β)) je x/N pravděpodobnostńı vektor, takže plat́ı

∑

i∈N
xi = N,

∑

i∈N
xiEi = N · u(β)

Pro q = x/N a p = P (β) plat́ı

H(q) = −
∑

i∈N
qi ln pi −

∑

i∈N
qi ln

qi
pi

=
∑

i∈N
qi(βEi + lnZ(β))−D(q||p)

= βu(β) + lnZ(β)−D(q||p) = H(p)−D(q||p) ≤ H(p)

Protože ΓBE(N,E) ⊆ Γ(E), je

ΓBM (N,Nu(β)) ≤
∑

x∈ΓBE(N,Nu(β))

|{w : N → N : |w−1(i)| = xi}|

≤
∑

x∈Γ(Nu(β))

C(x0, x1, . . .) ≤ |Γ(Nu(β))| · eN ·H(p)

lnΓBM (N,N · u(β))

N
≤ lnΓ(N · u(β))

N
+H(P (β))

Podle Tvrzeńı ?? dostáváme limitńım přechodem na pravé straně H(P (β)).

Ve statistické fyzice má parametr β fyzikálńı význam převrácené absolutńı teploty β =
1/kT , kde k = 1.3807 · 10−23J/K je Boltzmannova konstanta. Entropii systému s teplotou
T definujeme jako

s(T ) = kH(P (1/kT )).
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Vyjádř́ıme-li závislost rozdělovaćı funkce na absolutńı teplotě, dostáváme

z(T ) =

∞∑

i=0

e−Ei/kT , z′(T ) =
1

kT 2

∞∑

i=0

Eie
−Ei/kT

p(T )i = e−Ei/kT /z(T )

u(T ) =

∞∑

i=0

Eip(T )i = kT 2 · z′(T )/z(T )

s(T ) = k · H(p(T )) = u(T )/T + k ln z(T ) = kT · z′(T )/z(T ) + k ln z(T )

Pro celkovou energii U(N,T ) = N · u(T ) a celkovou entropii S(N,T ) = Ns(T ) plat́ı

S(N,T ) = U(N,T )/T + kN ln z(T )

Tyto vztahy lze źıskat př́ımo i z rozdělovaćı funkce Z celého systému.

Z(N, β) = z(β)N =

∞∑

i1=0

· · ·
∞∑

iN=0

e
−β
∑N

j=1
Eji

P (N, β)j1,...,jN = e
−β
∑N

j=1
Eji/Z(β)

Z ′(N, β) = NzN−1(β) · · · z′(β)

U(N, β) = −N z′(β)

z(β)
= −Z

′(β)

Z(β)

S(N, β) = kH(P (N, β)) = kNH(p(β)) = βU(β) + k lnZ(N, β)

10.3 Harmonický oscilátor

Potenciálńı energie harmonického oscilátoru je V (x) = 1
2mω

2x2, kde ω je parametr kruhové
frekvence. Schrödingerova rovnice má tvar

− h̄2

2m
· d

2ψ(x)

dx2
+
mω2x2

2
ψ(x) = Eψ(x)

Vlastńı hodnoty a vlastńı funkce jsou

En = (2n+ 1)
h̄ω

2
, ψn(x) = Cnhn(y)e−y

2/2, n = 0, 1, 2, · · ·

kde

y =

√
mω

h̄
x, Cn =

(√
mω/h̄π

2nn!

)1/2

a hn(y) jsou Hermitovské polynomy

h0(y) = 1, h1(y) = 2y, h2(y) = 4y2 − 2, h3(y) = 8y3 − 12y, . . .

které jsou řešeńım diferenciálńı rovnice

d2hn(y)

dy2
− 2y

dhn(y)

dy
+ 2nhn(y) = 0

Boltzmann-Maxwellova statistika je tedy

ΓBM (N,E) = {w : N → N :

∞∑

i=

(i+ )wi = E/h̄ω}
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Na obrázku ?? jsou hodnoty ln ΓBM (N,N · u)/N při u = 2 a u = 3 spolu s jejich
asymptotickou hodnotou s. Rozdělovaćı funkce je geometrická řada

z(T ) = e−h̄ω/2kT
∞∑

n=0

e−h̄ωδ/kT =
1

eh̄ω/2kT − e−h̄ω/2kT =
1

2 sinh(h̄ω/2kT )

z′(T ) =
h̄ω cosh(h̄ω/2kT )

4kT 2 sinh2(h̄ω/kT )

u(T ) = (hbarω/2) coth(h̄ω/2kT ) =
h̄ω

2

(
1 +

2

eh̄ω/kT − 1

)

s(T ) =
h̄ω

2T

(
1 +

2

eh̄ω/kT − 1

)
− k(ln eh̄ω/2kT + ln(1− e−h̄ω/kT ))

= k

(
h̄ω

kT (eh̄ω/kT − 1)
− ln(1− e−h̄ω/kT )

)

Obrázek 38: Entropie harmonického oscilátoru a jej́ı aproximace při k = h̄ω/2 = 1.

Grafy funkćı z(T ), u(T ), s(T ) jsou na Obrázku 38 vlevo. Pro T >> δ/k je závislost z a
u na T přibližně lineárńı, závislost s na T je logaritmická (Obrázek 38 vpravo).

lim
T→∞

z(T )

T
=

k

h̄ω
, lim
T→∞

u(T )

T
= k, lim

T→∞
s(T )

ln(kT/h̄ω) + 1
= k

Po dosazeńı dostáváme

z(T ) ≈ kT

ωh̄
U(T ) = Nu(T ) ≈ kT
S(T ) = Ns(T ) ≈ kN(1 + ln(kT/h̄ω))

= kN(1 + lnU − lnN − ln h̄ω)

Přesná závislost S na N,U je

S(N,U) = kn

(
1

2

(
2U

h̄ωN
− 1

)
ln

2U + h̄ωN

2U − h̄ωN − ln
2h̄ωN

2U + h̄ωN

)

Vzorec plat́ı pro diskrétńı násobky h̄ω/2 a U ≥ Nh̄ω/2.

121



10.4 Jednorozměrná krabice

Jednoduchý termodynamický model je částice hmoty m v krabici. Je-li krabice jedno-
rozměrná s délkou a, má potenciál tvar

V (x) =

{
0 pro 0 ≤ x ≤ a
+∞ pro x < 0 nebo x > a

Hledáme tedy funkce splňuj́ıćı

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x)

splňuj́ıćı okrajové podmı́nky ψ(0) = ψ(a) = 0. Řešeńı jsou funkce

ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
, En =

h̄2π2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, . . .

Dostáváme kvadratické energetické hladiny En = δ(n+ 1)2, kde δ = h̄2π2/2ma2. Závislosti
termodynamických veličin na teplotě jsou na Obrázku 39 vpravo.

z(T ) =

∞∑

n=1

e−δn
2/kT , u(T ) =

∞∑

n=1

δn2e−δn
2/kT /z(T )

Funkci Z(T ) odhadneme integrálem pomoćı lichoběžńıkové metody

z(T ) ≈ −1

2
+

∫ ∞

0

e−δx
2/kT dx =

1

2
(
√
πkT/δ − 1)

u(T ) ≈ kT 2
√
πk/δT

2(
√
πkT/δ − 1)

=
kT/2

1−
√
δ/πkT

≈ 1

2

(
kT +

√
δkT

π
+
d

π

)

s(T ) ≈ k

2

(
lnT + ln

πk

4δ
+ 1 +

√
δ

πkT
+

d

πkT

)

Protože při a = 0.1m je δ/k ≈ 2.37 · 10−16/K, můžeme výrazy ještě zjednodušit.

z(T ) ≈ 1

2

( a

h̄π

√
2πmkT − 1

)
≈ a

√
mkT/2h̄2π

u(T ) ≈ kT/2

s(T ) ≈ k

2

(
lnT + 2 ln a+ ln(mk/2h̄2π) + 1

)

10.5 Tř́ırozměrná krabice

Uvažujme částici hmoty m v tř́ırozměrné krabici se stranami a, b, c a objemem V = abc.
Potenciál systému je V (x, y, z) = VX(x) + VY (y) + VZ(z), kde VX , VY , VZ jsou nekonečné
potenciálové jámy na intervalech [0, a], [0, b], [0, c]. Operátor energie je pak

H = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ V (x, y, z)
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Obrázek 39: Entropie částice v krabici a jej́ı aproximace při k = δ = 1.

Vlastńı funkce a př́ıslušné vlastńı hodnoty jsou

ψ(x, y, z) =

√
8

V
sin
(nxπx

a

)
· sin

(nyπy
b

)
· sin

(nzπz
c

)

E =
h̄2π2

2m

(
n2
x

a2
+
n2
y

b2
+
n2
z

c2

)
, nx, ny, nz = 1, 2, . . .

Rozdělovaćı funkce je součin rozdělovaćıch funkćı pro jednorozměrnou krabici.

z(T ) = V

(
mkT

2h̄2π

)3/2

u(T ) =
3kT

2

s(T ) = k ln z(T ) +
u(T )

T
= k

(
lnV +

3

2
ln
kTme

2h̄2π

)

Pro celkovou energii U = Nu a celkovou entropii S = ns plat́ı

S(N,U) = kN

(
lnV +

3

2
ln
Ume

3h̄2π

)

Hmotnost dvouatomárńı molekuly kysĺıku je m = 32 · 1.66 · 10−27kg. Pro nádobu objemu 1
litru tj. 10−3m3 při teplotě 300◦K je

s(T )/k = V ·
(
kTme

2h̄2π

) 3
2

= 7.92 · 1029.

Při tlaku P = 10000Pa, tj. asi 1 atmosféry je počet molekul v tomto systému N = PV/kT =
2.414 · 1022 takže Ns(T )/k = 1.912 · 1052. Pro počet mikrostav̊u tedy dostáváme

ΓBM (N,T ) = e·


= ·


To je podstatně v́ıce než počet molekul.

10.6 Symetrie a antisymetrie

Uvažujme na prostoru Ω = R2 operátor výměny Eψ(x, y) = ψ(y, x). Protože E2ψ = ψ,
plat́ı pro jeho vlastńı hodnoty λ2 = 1 tedy λ = ±1. Př́ıslušné vlastńı funkce se nazývaj́ı
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symetrické pokud ψ(x, y) = ψ(y, x), a antisymetrické pokud ψ(x, y) = −ψ(y, x). Speciálně
pro antisymetrické funkce plat́ı ψ(x, x) = 0. Každé funkci lze přǐradit jej́ı symetrizaci a
antisymetrizaci

ψS(x, y) =
ψ(x, y) + ψ(y, x)

2
, ψA(x, y) =

ψ(x, y)− ψ(y, x)

2

a plat́ı ψ = ψS + ψA.
Na prostoru Ω = RN máme operátor výměny Eij pro každou dvojici souřadnic 0 ≤ i <

j < N . Pro daný Hamiltonián a uvažujme soustavu operátor̊u

H = H0 + · · ·+HN−1, Eij , 0 ≤ i < j < N

Pro dané N,E uvažujme Boltzmann-Maxwellovu, Bose-Einsteinovu a Fermi-Diracovu
statistiku

ΓBM (N,E) = {ψ ∈ L2(RN ) : Hψ = Eψ}
ΓBE(N,E) = {ψ ∈ L2(RN ) : Hψ = Eψ, Eijψ = ψ, 0 ≤ i < j < N}
ΓFD(N,E) = {ψ ∈ L2(RN ) : Hψ = Eψ, Eijψ = −ψ, 0 ≤ i < j < N}
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#ΓBM (N,E) = #{w : N → N :
∑

i<N

Ewi = E}

#ΓBE(N,E) = #{x : N→ N :
∑

i∈N
xi = N,

∑

i∈N
Eixi = E}

#ΓFD(N,E) = #{x : N→ {0, 1} :
∑

i∈N
xi = N,

∑

i∈N
Eixi = E}

Molekuly ideálńıho plynu v uzavřené krabici jsou nerozlǐsitelné a vztahuje se na ně Bose-
Einsteinova statistika. U systému ideálńıho plynu při pokojové teplotě a tlaku 1 atmosféry
je počet mikrostav̊u je podstatně větš́ı než počet molekul. Každý mikrostav systému s ne-
rozlǐsitelnými částicemi tedy sestává z N ! mikrostav̊u systému s rozlǐsittelnými částicemi.
Pro Bose-Einsteinovu statistiku tak dostáváme ΓBE(N,E) ≈ ΓBM (N,E)/N !. Při aproxi-
maci N ! = (N/e)N dostáváme pro entropii Systému částic v tř́ırozměrné krabici

S(N,T, V ) = kn

(
3

2
lnT + lnV − lnN +

3

2
ln

km

2h̄2π
+

1

2

)

S(N,E, V ) = kn

(
3

2
lnE + lnV − 5

2
lnN +

3

2
ln

m

3h̄2π
+

1

2

)

10.7 Hamiltonovská mechanika

Hamiltonovská mechanika popisuje mechanický systém, pomoćı sdružených souřadnic qi
a zobecněných hybnost́ı pi. Celková energie je dána Hamiltoniánem (Hamiltonovou funkćı)
E = H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn). Hamiltonián je definován bud’to na 2n-dimenzionálńım euklei-
dovském prostoru nebo obecněji na 2n-rozměrné varietě X. Časový systému je dán soustavou
diferenciálńıch rovnic pro funkce pi(t), qi(t)

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,
dpi
dt

= −∂H
∂qi
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Hamiltonián H(p, q, a) může záviset na daľśıch parametrech a = (a1, . . . , am). Rozdělovaćı
funkce systému a hustota pravděpodobnosti na prostoru X jsou dány rovnicemi

Z(a, β) = (2πh̄)−n
∫

X

e−βH(p,q,a)dpdq, D(p, q, a, β) = (2πh̄)−ne−βH(p,q,a)/Z(a, β)

Středńı hodnota pozorovatelné veličiny f : X → R je

〈f〉 =

∫

X

f(p, q)D(p, q, a, β)dpdq

Středńı hodnota energie je

E(a, β) = 〈H〉 = (2πh̄)−nZ(a, β)−1

∫

X

H(p, q, a)e−βH(p,q,a)dpdq = −∂Z(a, β)

∂β
/Z(a, β)

Zobeněné śıly př́ıslušné parametr̊um ai jsou definovány vzorci

Fi(p, q, a) = −∂H(p, q, a)

∂ai

Diferenciálńı formy práce a tepla jsou

w =

m∑

i=1

〈Fi〉dai, q = dE − w
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S(a, β) = k (lnZ(a, β) + βE(a, β)) = −kβ2 ∂

∂β
(β−1 lnZ(a, β))

Důkaz:

dE = −∂
2 lnZ(a, β)

∂2β
dβ −

m∑

i=1

∂2 lnZ(a, β)

∂β∂ai
dai

w = Z(a, β)−1

∫

X

m∑

i=1

∂H(p, q, a)

∂ai
e−βH(p,q,a)dpdq = −

m∑

i=1

∂ lnZ(a, β)

∂ai
dai

dS =

m∑

i=1

(
∂ lnZ(a, β)

∂ai
− β ∂

2 lnZ(a, β)

∂β∂ai

)
dai − β

∂2 lnZ(a, β)

∂β2
dβ

Pro harmonický oscilátor s Hamiltoniánem

H(p, q) =

N∑

i=1

(
p2
i

2m
+
q2
imω

2

2

)

je

Z(m,ω, T ) = (2πh̄)−N · (2πmkT )N/2 · (2πkT/mω2)N/2 = (kT/ωh̄)N

E = kNT

S = kN(lnT − lnω + ln 2πk + 1)
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10.8 Částice v krabici

Částice v krabici se stranami a, b, c má potenciálńı energii stejnou jako v kvatové mechanice.
Hamiltonián systému N částic je tedy

H(p, q) =

3N−1∑

i=0

p2
i

2m

kde (p, q) ∈ R3N×([0, a]×[0, b]×[0, c])N . Pro výpočet rozdělovaćı funkce potřebujeme vzorce
pro povrch a objem n-dimenzionálńı koule s poloměrem r:

Sn(r) =
nπn/2

Γ(n2 + 1)
rn−1, Vn(r) =

πn/2

Γ(n2 + 1)
rn

Dále plat́ı

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
exp

(
−a

n∑

i=1

x2
i

)
dx1 · · · dxn =

∫ ∞

0

e−ar
2

Sn(r)dr

=
nπn/2

2Γ(n2 + 1)

∫ ∞

0

e−azz
n
2−1dz

=
nπn/2

2Γ(n2 + 1)
a−kΓ(

n

2
) = (π/a)n/2

Pro rozdělovaćı funkci dostáváme

Z(V,N, β) = (2πh̄)−3N

∫

X

e−βH(p)dpdq = (2πh̄)−3NV N
(

2πm

β

)3N/2

Odtud dostáváme E = 3N/2β = 3
2kNT a

S(V,N, T ) = k lnZ +
E

T
= kN

(
lnV +

3

2
lnT +

3

2
ln

km

2πh̄2 +
3

2

)
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