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1 Informace a entropie

1.1 Shannonova formule

Uvazujme hru, ve které si partner mysli prvek néjaké konecné abecedy A a mame tento prvek
urcit fadou otézek, na které 1ze odpovédét ano ¢i ne. Ma-li napiiklad abeceda A = {a, b, ¢, d}
4 prvky, lze mysleny prvek zjistit dvéma otazkami. Ptame se nejprve, zda prvek patii do
mnoziny {a, b}. Pokud ano, ptdme se zda je to a. Pokud ne, ptame se zda je to c. Alternativné
lze tento princip vyjadiit kédovanim. Sled odpovédi, které dostaneme, uréuji jednoznaéné
prvek dané abecedy. Existuje tedy kéd, tj. prosté zobrazeni f : A — B2 do bindrni abecedy
B = {0,1} dany pfedpisem
T ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d

fx)]ooforf10]11
Ma-li abeceda A 2P prvku, lze kazdé jeji pismeno zjistit p bindrnimi otdzkami, neboli lze ho
kédovat binarnim slovem délky p. Rikdme Ze entropie abecedy A je H(A) = p = log|A|
bitu. Zde log = log, je logaritmus pii zédkladu 2 a bit je jednotka informace odpovidajici
pismenu binarni abecedy.

Neni-li pocet prvki |A| mocnina dvou, tj. plati-li 2°~1 < |A| < 2P, potiebujeme pro
kédovani abecedy A také p bitu. Predpoklddejme vsak, ze misto jediného pismene méme
urcit celou zprdvu v abecedé A, tj. slovo (posloupnost pismen) u = uguiusg ... u,—1 € A*.
Kédujeme-li misto pismen celé bloky pismen, muze byt délka kédu kratsi, nez kdybychom
kédovali kazdé pismeno zvlast. Pfedpokladejme, Ze zprdvu kédujeme po blocich délky m.
Takovych blokt je |A|™, takze pro kazdy blok potfebujeme p,, biti, kde 2P=~1 < |A|™ <
2Pm  Odtud po logaritmovani

Pm —

1 m m
<log|A| < Pm — fim Pm = log|A]
m m—oo M
Tento vztah je znam jako Heartleyho formule.
Definice 1 (Heartleyho formule) Entropie koneéné abecedy A je
H(A) =log|A|.

Jestlize se v kédované zpravé riuzna pismena vyskytuji s riznou pravdépodobnosti,
Ize délku kédu snizit tak, ze pismenum s vétsi pravdépodobnosti prifadime kratsi kody
a pismenum s men§i pravdépodobnosti pfifadime delsi kédy. Pro danou abecedu A ozna¢me
A* mnozinu koneénych slov a AT mnozinu neprazdnych slov. Rikdme, ze slovo u € A* je
prefix (pocatecni uisek) slova v € A*, pokud existuje w € A* takové ze v = uw. To zahrnuje
i piipad u = v, kdy w = A je prazdné slovo nulové délky. Je-li u prefix v, piSeme v C,, v.

Uvazujme abecedu A = {a,b,c,d}, jejiz pismena se vyskytuji s pravdépodobnostmi
P = (%, %, %, %) Predstavme si, ze misto pismene a se ve zpravé vyskytuje jedno z pismen

ag, a1, ao, a3, kterd mezi sebou nedokazeme rozlisit, a podobné pismeno b zastupuje nékteré
z pismen by, b;. Misto abecedy A pak mame abecedu A’ = {ag, a1, as,as, bo, b1, c,d} s osmi
prvky, které maji vSechny stejnou pravdépodobnost 1/8 a muzeme je kédovat bindrnim
kédem f/: A’ — B3

x‘ao‘al‘ag‘ag‘bo‘bl‘c‘d
f/(x) ] 000 [ 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111

Piejdeme-li nyni zpét k abecedé A, vidime zZe pismeno a je uréeno spoleénym prefixem 0 kédu
pismen a; a podobné b je urceno spoleénym prefixem 10 kédu pismen b;. Tak dostavame
kéd f: A — B*
T ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d
fx)[0]10] 110111




N PN
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AN PN
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Obrazek 1: Binarni strom a prefixovy kod

Prestoze kédy pismen maji ruznou délku, uréuje kéd f(u) = f(ug)f(u1)... f(up—1) jedno-
znacneé slovo u = ug - - - u,—1 € A*. Kéd f je totiz prefixovy: jsou-li z,y € A ruznd pismena,
nen{ f(z) prefix f(y). Prefixovy kéd 1ze popsat strukturou bindrnfho stromu. Bindrni strom
je kazd4 mnozina T' C B*, kterd pro kazdé u € T obsahuje také kazdy prefix v C, u. List
bindrniho stromu je jeho prvek, ktery neni vlastnim prefixem zadného jiného prvku T.
Napiiklad T = {A,0,1,10,11,110,111} je bindrni strom s listy L(T") = {0, 10,110,111} (viz
obrazek 1). Bindrni strom urcuje orientovany graf jehoz vrcholy jsou prvky T a oznacené
hrany jsou v — ua, kde a € A. Je-li T bindrni strom, pak kazdé prosté zobrazeni f : A —
L(T) je prefixovy kéd.

Je-linyniz =zg... xm 1 zprava délky m v abecedé A = {a, b, ¢, d} s pravdépodobnostnim
rozdélenim P = (3,1 1 1) je v nf piiblizné m/2 pismen a s kédem délky 1, m/4 pismen b

2478’8
s kédem délky 2, atd. Ocekavand délka kédu je tedy

m m ™

2-1+4-2+8 3+8 3=
To je méné nez 2m, coz je délka kédu pii standardnim kédovani slovy délky 2. Obecnéji
predpoklddejme, ze abeceda A = Z = {0,1,...,k — 1} ma k prvku, a ze pravdépodobnosti
vyskytu pismen jsou zdporné mocniny dvou P = (2% ... 279-1) Stejnym postupem
jako v pfedchézejicim piipadé lze sestrojit prefixovy kéd f: A — B* takovy, ze délka kédu
pismene a € A je |f(a)] = dy = —log P(a). Rikdme Ze informaéni obsah pismene a je
J(a) = —log P(a). Délka kédu je pak

=Y 27%.d, =) P(a)-3(a) = > Pla) logpl)

acA acA I€EA

Tuto hodnotu nazyvame entropii rozdéleni P. Pro obecné pravdépodobnostni rozdéleni
dokazeme existenci kédu spliujici podobny vztah ve Vété 54.

Definice 2 (Shannonova formule) Pravdépodobnostni rozdéleni nad abecedou A je
vektor P = (P(a))qeca nezdapornych &isel, jejichz soucet je 1. Pravdépodobnostni rozdélend
tvori simplex

A(A)={Pe[0,1]*: > P(a)

acA

Informaéni obsah pismene a € A a entropie rozdéleni P € A(A) je

1
Jp(a) =log Pla)’ Z P(a) -log P(a)
acA

V piipadé, ze pravdépodobnost P(a) = 0 nékterého pismene je nulovd, klademe Jp(a) = oo
a 0-log0 = 0, protoze lim,_,o+ zlog(x) = 0. Je-li rozdéleni P rovnomeérné, tj. P(a) = 1/|A4|,



je Jp(a) = H(P) = log|A|. V tomto smyslu Shannonova formule zobecniuje Heartleyho
formuli. Na obrdzku 2 vlevo je entropie rozdéleni P = (z,1 — ) bindrni abecedy:

hz) =H(z,1 —z)=—x-logz — (1 —z) -log(1 — z)

Vidime, ze maximéalni entropii log2 = 1 mé rovnomérné rozdéleni P = (%, %) Na obrizku

2 vpravo je entropie pravdépodobnostnich rozdéleni tiiprvkové abecedy. Maximalni entropii
log 3 &~ 1.585 m4 opét rovnomeérné rozdéleni P = (%, %, %)

M= 1

Obrazek 2: Entropie pravdépodobnostniho rozdéleni

Zavislost délky kédu na frekvenci se uplatiuje i v prirozeném jazyce. Po vzniku pohyb-
livych obrazku pted sto lety lidé nejprve chodili do kinematoskopu nebo do biografu. Po
roz§iteni této zabavy se zacalo chodit do bia nebo do kina. Misto ¢asto se vyskytujicich sou-
slovi se pouzivaji zkratky. Dlouhé nézvy jako napiiklad ”Spojené kralovstvi Velké Britanie
a Severniho Irska”jsou ve zpravach vétsinou zastoupeny zkrdcenym nazvem.

1.2 Kombinaéni ¢isla

Shannonovu formuli 1ze odvodit jesté jinym zpusobem. Necht abeceda A = {0,1,...,k—1}
mé k prvki a necht ve zpravé u € A™ délky m se vyskytuje pravé m; pismen i. Takové
zpravy tvoii kombinaéni mnozinu

C(mo,...,mp—1) ={ue A™: Vi <k, |ul; =m;}, kdem =mo+ -+ myp_1.

s =2

Pocet takovych zprav je zobecnéné kombinaéni €islo. Napiiklad pro bindrni abecedu je

4!

C(2,2) = {0011,0101,0110,1001, 1010, 1100}, |C(2,2)] = 557 =

6

Tvrzeni 1

mo+ -+ my— mo + -+ mg_q)!
|O<mo,...,mk_1):( o : 1>:< ' )
0y« ME—1 mo: - Mp—1!

Dikaz: Polozme m = mg + -+ + myp_1 a oznaé¢me P(m) grupu permutaci mnoziny Z,,.
Zvolme pevné m € C(my,...,mi_1) a definujme zobrazeni F : P(m) — C(mg,...,mp_1)
predpisem F(f) = 7 f (viz obrdzek 3). Pro kazdé u € C(my, ..., my_1) plati

F~(u) {fePm): flu ()] =a710),..., flu= (k=] =7""(k—1)}
|F~ (w)| = mo! - mp_q!
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Obrézek 3: Kombinaéni ¢isla

Odtud |C(myg,...,mi_1)| = [P(m)|/|F~ (u)| = m!/mo!---myp_1! O
Velikost kombinaéni mnoziny odhadneme pomoci Stirlingovy formule n! =~ (n/e)"+/2mn.

Lemma 2

! 1 !
lim v 1, lim <0gn —logn) =0.
e

n—o00 (%)n 2mn n—o00 n

Dukaz: Stirlingova formule se dokazuje pomoci aproximace integralu pfirozeného logaritmu.
Dukaz prvnf formule vyzaduje dosti jemné aproximacéni metody (Wallisuv soucin). Ukdzeme
si dukaz druhé formule, jejiz dikaz je jednodussi (viz obrazek 4):

In2)+---+hn-1)< ['In@)ds <)+ +In(n)
In(n!) —In(n) < [zln(z) —z]p < In(n!)
nln(n) —n+1< In(n!) <(m+1)Inn)—n+1

Po vydéleni n dostavame lim,,_,oc(In(n!)/n—1In(n)+1) = 0. Odtud pievedenim na dvojkovy
logaritmus lim,,_,(log(n!)/n —log(n/e)) =0. O

o1 . n o1 N

Obrazek 4: Integrace logaritmu

Véta 3 Necht m,(0),...,m,(k — 1) jsou celociselné posloupnosti a pFedpoklddejme Ze pro
M, =mup(0)+ -+ mu(k —1) platd lim,,_, oo M, = 00, lim, %ff) = P(i). Pak

lim log |C(m,(0),...,mu(k —1))]

n—00 M,

=—> P(i)-log P(i) = H(P)
0

Dikaz: Podle Stirlingova vzorce plati

B T I <log(Mn!)_Zlog(mn(i)!)
" " i<k
C g (084Y) g ma(d) log(ma(i)!)



- 1 Mn _ .
Jim <10g . ZP(%) log . )
i<k
= lim Y P(i) - (log(M) — log(my(i)))
i<k

= =) P(i)-log P(i). O

i<k

Pojem entropie v teorii informace souvisi s pojmem entropie v termodynamice. Termo-
dynamické systémy jsou charakterizovany makroskopickymi stavovymi velicinami jako je
tlak, teplota, objem, energie a také entropie. Prvni termodynamicky zakon fiké, Ze energie
izolovaného termodynamického systému zustava konstantni. Druhy termodynamicky zakon
k4, ze entropie izolovaného termodynamického systému nemuze klesat. Ve statistické ter-
modynamice se rozlisuje makrostav systému od jeho mikrostavu, ktery je dan pozicemi
a rychlostmi vSech jeho ¢dstic (molekul). V kvantové mechanice danému makrostavu od-
povidd velky ale koneény pocet mikrostavi a entropie makrostavu se definuje (v souladu
s Heartleyho formuli) jako logaritmus tohoto po¢tu mikrostavu (ndsobeny Boltzmannovou
konstantou). Pro entropii idedlnfho plynu se odvozuje pfiblizny vzorec

S(T,V,N) =kN (2lnT—|—an—lnN—|—C)

Zde T je absolutni teplota, V' je objem, N je pocet molekul, k je Boltzmannova konstanta
a C je plynova konstanta.

TV TV T2V
NO N1 = NO+N1
(FPo, P1) (5.%)

Obrézek 5: Rust entropie: P, = kN;T/V, E = %kNT.

Uvazujme nyni dvé nadoby o stejném objemu, ve kterych je ruzné mnozstvi téhoz
idedlniho plynu pii stejné teploté a tedy ruznych tlacich. Stavy téchto systému jsou tedy
(T,V,Ny), (T, V, N1) (obrézek 5) a plyn je mezi témito nddobami rozdélen pravdépodobnostnim

vektorem
Ny Ny
No+ Ny' No+ Ny

szmm:(

Spojime-li tyto dva systémy do jednoho, bude vysledny stav (T, 2V, Ng+ N7 ). Zména entropie
po tomto spojeni je

S—Sy—5 = k(No+N)EWT+m2+InV —In(Ny + Np) + C)
— kNo(EImT 4V —InNy+C) —kN;(EInT +InV —In N, 4 C)
= k(No+ N1)(In2 —In(No + N1)) + kNoIn Ny + kN In Ny
= k(Ng+ N)(In2+ PylnPy + Py In Py)
= k(No+Ny) (H(L, 1) = H(Py, 1))

Zmeéna entropie je tedy rozdil (informaéné-teoretickych) entropii koncového rozdéleni (%, %)
a pocédteéniho rozdéleni (P, P1) ndsobeny celkovym mnozstvim 14tky.



1.3 Divergence entropie

Uvazujme nyni situaci, kdy rozdéleni P € A(A) nezndme, a predpokldddme, Ze pismena
zpréavy maji rozdéleni @ € A(A). Kédujeme-li zpréavu s timto predpokladem, potiebujeme
—log Q(a) bitu na pismeno a, takze celkové mnozstvi informace (délka kédu) je

Z P(a log‘
acA )

Ukdzeme si (Tvrzeni 6), ze tato hodnota je vzdy vétsi nebo rovna entropii H(P). Rozdil
mezi témito dvéma hodnotami nazyvame divergenci entropie.

Definice 3 Divergence entropie rozdéleni P € A(A) vzhledem k rozdéleni Q € A(A)
(nad stejnou abecedou A) je definovdna vzorcem

D(PIQ) =Y P(a) log ~~ () =3 Pla) EZ;

a€A

a€A

1} y=0.50

X

1
Obrazek 6: Divergence entropie

Na obrazku 6 je divergence entropie pravdépodobnostnich rozdéleni dvouprvkové abecedy

1—=z

x
d(z,y) =z -log—+ (1 —x) - log .
(2,9) " (1) log

Plat{ d(z, 1) = 1 — h(z), d(0,y) = —log(1 — y), d(1,y) = —logy. Vlastnosti funkce entropie
a divergence entropie odvozujeme z vlastnosti funkce prirozeného logaritmu.

Definice 4 Redlnd funkce f : I — R je konvexni na intervalu I, pokud jeji graf lezi pod
kazdou jeji secnou, tj, pokud pokud pro kazdé x,y € I a kazdé a € (0,1) plati

flax+(1—a)y) <a-f(z)+(1—a) fy)

Funkce f je striktné konvexni, pokud pro kazdé x # y € I plati ostrd nerovnost
flaz + (1 —a)y) <a- f(z)+ (1 —a)- f(y)

Funkce f je (striktné) konkavni, je-li funkce —f (strikiné) konvexnd.



Tvrzeni 4 (Jensenova nerovnost) Necht f : I — R je konvexni funkce, x1,...,2, € I
a necht ty,...,t, jsou nezdpornd ¢isla, jejichz soucet je 1. Pak

! Ztiwi < Zti - f(@i)
i=1

i<n

Dikaz: Podle predpokladu tvrzeni plati pro n = 2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro
n — 1 a dokazme ho pro n:

P S ] = s(a-mZEann) camn) g (ZEE) v )

i<n
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Obrazek 7: Funkce In(z) a zln(x)

Je-li f”(x) > 0 na otevieném intervalu I, pak f je konvexni na I. Napiiklad funkce
In(z) je konkdvni na (0,00) a funkce z - In(z) je konvexni na (0,00). Jeji limita v nule je
nulova a minimum —1/e nabyva v bodé 1/e (viz obrazek 7). Z konkdvnosti logaritmu plyne
nerovnost, kterou budeme opakované pouzivat:

Lemma 5 Pro kazdé kladé x plati In(z) <z — 1 a rovnost nastdvd pouze pro x = 1.

Tvrzeni 6 Necht P,Q € A(A) jsou pravdépodobnostni rozdéleni nad stejnou abecedou A.
Pak D(P||Q) > 0 a rovnost nastdvd prdavé kdyz P = Q.

Dikaz: Z Tvrzeni 5 plyne

P(a a a
> P(a)-In an; = —;P(a) -In gga; > —%P(a)- (gga; — 1) =0

acA

Odtud D(P||Q) = 3,4 Pla) - In 5% /2> 0. O
Specidlné pro rovnomérné rozdéleni Q) = (%, el %) je entropie maximdlni. Pro kazdé P €
A(Zy,) je
n—1
H(P) < Z P(i) - logn =logn = H(Q).
i=0



Vlastnost konvexity lze uvazovat nejen pro redlné funkce ale i pro funkci entropie na
simplexu A(A). Pro P,Q € A(A) a0 <t < 1, polozme R(a) = tP(a) 4+ (1 — t)Q(a). Pak
R € A(A) je rozdélent, které nazyvame konvexni kombinaci rozdéleni P, Q. Obecnéji jsou-li
Py,...,P, € A(A) aty,...,t, nezdpornd ¢isla jejichz soucet je 1, je konvexni kombinace
Q=>" P (tj. Qla) = Y i, t;P;(a) pro kazdé a € A) pravdépodobnostni rozdélen{ na
A.

Tvrzeni 7 Entropie je konkdvni funkce na A(A), .

Dukaz: Pro funkci g(z) = —zlnz plati ¢'(z) = —Inx — 1, ¢"’(z) = —1/x < 0, takze g
je konkavni. To znamend ze pro kazda kladna x1,...,x, a jejich konvexni kombinaci plati
gltixy + - tpxy) >ty - g(x1) + -ty - g(x,). Odtud

H(Zi:tiPZ) Zg(ZtP >222ti~g(Pi(a));ti~HP

a€A acA i

Relativni entropie D(P||Q) je naopak konvexni funkce (obou rozdéleni P a Q). Nejprve si
dokazeme pomocnou nerovnost.

Lemma 8 Nechf ay...,an,b1,...,b, jsou nezdpornd redind &isla. Pak
D1 i
a; - log a; | - log ( =
St > () s (i

Diikaz: Polozme t; = b;/ > 7_, bj, x; = a;/b;. Funkce f(z) = xlog(x) je striktné konvexni.

takze

n n

;Znilogb th >thixi):ZZJb

j=1 i=1 =1

n
o (35
a to uz je Jensenova nerovnost. [J

Tvrzeni 9 D(P||Q) je konvexni funkce na A(A) x A(A), tj

D(Zti-Pi Zth‘) <Zt D(Pi]|Q:)

Dukaz: Pro kazdé a € A plati podle Tvrzeni 8
2 tibi(a) t-Pi(a)

t;P;(a < t;P;(a
(Z ) Z tiQi(a) Z t:Qi(a)

Secteme-li tyto nerovnosti pro vSechna a € A, dostaneme pozadovanou nerovnost. [

1.4 Spocetna pravdépodobnostni rozdéleni

Pravdépodobnostni rozdéleni existuji i na spoc¢etnych abeceddch. Stredni hodnotu a entropii
spocetného pravdépodobnostniho rozdéleni P = (P(n)),cy € A(N) definujeme vzorcem

= i P(i), H(P)=—)_ P(i)-log P(i)

€N ieN

10



Piiklad 1 Entropie spocetného rozdéleni muze byt nekonecnd.

Polozme
oo

1 * dx 1™ 1
a= - < T — = -
;nln2n /2 zln’z [ lnx}2 In2

Pro P(n) = 1/anln®n, kde n > 3 je

1 < Ina+Inn+2nlnn 1 ° dx 1
P)=— — = Inlnz]3° =
H(P) IHQ; anln®n In2 /3 arlnzx alm2[n nlst =oc

Stredni hodnota tohoto rozdéleni je také nekonecna:

=1 =1
[E(P):;m>;£:oo.

Piiklad 2 Pro geometrické rozdéleni Pr(n) = (1 —r)r™, kde 0 < r < 1, je

r 1 r 1 H(r1-7)
(Fr) 1—7’ H(E) N ) 1—r
Dikaz:
o0 oo o0 r
EP) = (Q1-—r nr*=(1-—r r’ 4+ P =t b =
#) = a-nFer-aon(Ere )
= r
H(P) = — Z(l —r)r"(log(l1 —r) +nlogr) = —log(l —r) — logr. O
— 1—r

Specidlné pro r = 1 je Pyi(n) = 271 E(P.) =1 aH(P,) = 2. Z4vislost entropie na stfedn{
hodnoté je na obrdzku 8. Pro velkd E, kdy r je blizko jedné, je H(P,) =~ log((E(P,) + 1)e).

log((E + 1)e)

r=E/(E+1)

51 | | | | 10

Obrazek 8: Entropie geometrického rozdéleni

Véta 10 Je-li Q € A(N) pravdépodobnostni rozdéleni se stredni hodnotou E = E(Q) < oo
a P, € A(N) geometrické rozdéleni se stejnou stiedni hodnotou E(P,) = E, pak

H(Q) = H(P) = D(Q||Pr) < H(Py) <log((E +1)e).

11



Dukaz: Stfedni hodnota je E = E(Q) = 3" jn-Q(n). Pror = E/(E + 1) je P.(n) =
(1 — r)r™ geometrické rozdéleni se stiedni hodnotou E a plati

ZQ -log P.(n) = ZQ -(log(l=r)4+n-logr)=log(l—r)+ E -logr
neN neN
= ZP (log(1 —=7)+n-logr) = ZP )log P,.(n)
neN neN
takze Q)
n
=-3an ) (108 . 0) + 10 2 ) = (P) - DIQI)

Po dosazeni r = E/(F + 1) dostdvdme

E+1
H(P,) = log(E+1)+E log

E+1
glog(E+1)+E~<;,r—1>/1n2
= log(E+1)+loge. O

Véta 10 je specialni ptipad principu, ktery se pouziva ve statistické mechanice, kde se
hled4 maximélni{ entropie rozdéleni, které splnuji jistd omezeni. Uvazujme matici nezapornych
cisel M = (Mij);eN,j=o,...r, kde M;g = 1. Pro kladna ¢isla o9 = 1, o, ..., o polozme

W(aq,...,«a )—{QGRN Vj<7’ZQ M;; = o}

€N

Pro j = 0 dostavame ),y Q(i) = 1, takze kazdé Q € W(ay, ..., ;) je pravdépodobnostni
rozdéleni.

Tvrzeni 11 Predpoklidejme, Ze existuji Ao, M1, - - ., A, takovd Ze pro P(i) =2~ 250 Mishs
plati P € W(ay,...,a,). Pak pro kazdé Q € W(ay,...,a;) plati

H(Q) = H(P) = D(Q||P) < H(P).

Dukaz:
HQ) = - Q) (logP +log j) Q)Y M\, - DQ|P)
ieN €N j=0
= Y an —DQIP) =Y Pl ZM”A D(Q||P)
j=0 ieN Jj=1

HP) - D(Q|IP) O

1.5 Entropie ndhodnych veli¢in

Teorie informace se systematicky rozviji v rdmci teorie pravdépodobnosti. Zavadi se po-
jem informac¢niho obsahu pravdépodobnostniho jevu a ndhodné veli¢iny. Entropie ndhodné
veli¢iny je stfedni hodnota jejiho informaé¢niho obsahu. Teorie informace pojednava zejména
o informaé¢nich vztazich mezi dvéma a vice ndhodnymi veli¢inami.

Pravdépodobnostni prostor je trojice (2,4, P), kde Q je mnozina elementarnich jevu,
A C P(Q) je o-algebra a P : Q@ — [0,1] je pravdépodobnostni mira na 2. Nidhodna
veli¢ina je méfitelné zobrazeni X : 2 — A, kde A je konetnd nebo spocetnd abeceda. To
znamenad, ze vzor kazdého pismene a € A

X 'a)={we: X(w)=a}=[X=a]c A

12



je meéfitelnd mnozina, protoze na abecedé A implicitné predpokladame o-algebru P(A) vSech
jejich podmnozin. Rozdéleni Py € A(A) ndhodné veliciny X je ddno vzorcem Px(a) =
P[X = a] = P(X~'(a)). Rikdme, ze ndhodna velicina X : Q@ — A je redlnd, pokud A C R
je (nejvyse spoCetnd) mnozina redlnych ¢isel. Naptiklad charakteristickd funkce X, : Q —
{0, 1} ndhodného jevu M € A je definovéna vzorcem

[0 pro weQ\M
XM(OJ)_{I pro weM

Stredni hodnota a rozptyl redlné ndhodné veliciny X : 2 — A C R je

E(X) =) Px(a)-a, V(X)=EX - E(X))* = E(X?) - E(X)?
acA

Napiiklad stfedni hodnota a rozptyl charakteristické funkce je E(X) = P(M), V(Xus)
P(M) - (1 — P(M)).

Definice 5
(1) Informaéni obsah ndhodného jevu M € A je 3(M) = —logP(M).

(2) Informaéni obsah ndhodné veliciny X : Q — A je ndhodnd veli¢ina Jx : Q — [0, 0]
dand predpisem Jx (w) = —log Px (X (w)), .

Ix =—) log Px(a) Xx-1(q)
acA

(3) Entropie ndhodné veli¢iny X je

H(X) = E(3x) = H(Px) = — 3 Px(a) - log Px (a).
acA

Informaéni obsah ndhodné veliciny X je tedy slozeni zobrazeni
Ix 1 Q5% A 55 00,1 =% [0, o]
Jsou-li M, N € A nezévislé jevy, tj. je-li P(M NN) =P(M)-P(N), je
IJIMNN)=3(M)+3(N).

Uvazujme ndhodné veliciny X : Q@ — A a Y : Q — B. Jejich dvojice je ndhodnd veli¢ina
(X,Y): (Q,A,P) —» A x B. Rozdéleni téchto ndhodnych veli¢in je

PX,y(a,b) = IP[X = (I,Y = b],
Px(a) = pry((l,b) = IP[X = a},
beB
Py() = Z Pxy(a,b) =P[Y =1].
acA

Néhodné veliciny X a Y jsou nezévislé pravée kdyz Pxy (a,b) = Px(a) - Py (b).
Tvrzeni 12 Jsou-li X,Y nezdvislé ndhodné veliciny, pak Ixy =JTx + JTy.
Dukaz:

Ixy(Ww) = —logPxy(X(w),Y(w))=—log(Px(X(w))  Pr(Y(w)))
= Jx(w)+Jy(w). O

Jsou-li X a Y zavislé, neni mezi Jx y a Jx + Jy zadny vztah.

13



Piiklad 3 Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni na abeceddch A = {ag,a1}, B = {bo,b1}:

bo bl ‘ bo b1 ‘ bO bl
Pxy: a|1/3 0 , Oxy: ap| 158 oo , Ix+Jy: ao|1.58+0.26 1.58+ 2.58
ap | 1/2 1/6 ai | 1.00 2.58 ai; | 0.58 +0.26 0.58 + 2.58

Je totiz Px = [4, 2]7 (transpozice), Py = (2, §], Jx = [1.58,0.58], Jy = [0.26,2.58]. Pro

entropii, tj. stfedni hodnotu informacéniho obsahu vsak plati nerovnost:
Tvrzeni 13 Pro ndhodné veliciny X,Y plati

max{H(X), H(Y)} < H(X,Y) < H(X) + H(Y),
a H(X,Y)=H(X)+H) plati pravé kdyz X a'Y jsou nezdvislé.

Dikaz: Pro rozdéleni Q(a,b) = Px(a) - Py (b) na A x B plati podle Tvrzeni 6

H(X,Y) = =3 > Pxyl(a,b)-log Pxy(a,b)
acAbeB
< =Y > Pxy(a,b)- (log Px(a) - Py (b))
acAbeB
= =Y > Pxy(a,b)-log Px(a) = > > Pxy(a,b)-log Py (b)
acAbeB acAbeB
= H(X)+H(Y).

Rovnost zde plati prave kdyz Pxy (a,b) = Px(a)- Py (b), tj. kdyz X, Y jsou nezavislé. Druhd
C4st tvrzeni plyne z nerovnosti Pxy (a,b) < Px(a):

H(X,Y)==)_ > Pxy(a,b)-log Pxy(a,b) > —> > Pxy(a,b)-log Px(a) = H(X).
a€AbeB a€AbeB

a obdobné H(X,Y) > H(Y), takze H(X,Y) > max{H(X),H(Y)}. O

Definice 6 Vzajemna informace dvou ndhodngch proménngch je

I(X:Y)=HX)+H(Y)-H(X,)Y).

Podle Tvrzeni 13 je 0 < Z(X : V) < min{H(X),H(Y)} a Z(X : Y) = 0 plat{ prave kdyz X

a Y jsou nezavislé.

1.6 Podminéna informace a entropie

Je-li pravdépodobnostni rozdéleni Px kladné, existuji podminéné pravdépodobnosti
Pyx(a,b) = P[Y = b|X = a] = Pxy(a,b)/Px(a).

Pro kazdé pevné a € A je (Py|x(a,b))yep pravdépodobnostni rozdéleni na B. Jeho entropii
oznacujeme H(Y|X = a).

Pxy(a,b) o Px(a)

HYIX =) =D =505 8 5o s

beB

Podminéna entropie H(Y'|X = a) muze byt k entropii H(Y") v libovolném vztahu. Dozvime-li
se hodnotu ndhodné proménné X mize se nase nejistota o Y jak zvysit tak snizit.
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Piiklad 4 Uvazujme pravdépodobnostni rozdélent

N A I R

Pak Py =[5, 417, Py = [3, 1], H(X) =1, H(Y) = 0.811, H(X,Y) = 2, H(X : V) = 0.311.
Pro podminéné entropie dostavame

0=H(Y|X =0) < H(Y) < H(Y|X =1) = 1.
Podminénd entropie (Y| X) = 3 je jiz mensi nez H(Y'). Podobné H(X|Y) = 0.689 < H(X).

Definice 7 Informacni obsah a entropie ndhodné veliciny X za podminky Y je

Jyix = — ) logP[Y =bX =a] Xx-1(a)ny-1)
acAbeEB
HYIX) = E@yx) = Y Prla) HYIX =a) = 3 3" Pry(ah)-log 5rd (( >b)
a€A acAbeB Xy
Je tedy Jy|x(w) = —log Py|x(X(w),Y(w)). Podminénd informace je prumérné mnozstvi

informace nutné k urceni Y, pokud jiz zname X.

Tvrzeni 14 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Pak
(1) Jyix =Jxy —Ix

(2) H(Y|X) = H(X,Y) = H(X)

(3) HYIX)=HY)-Z(X :Y) <H(Y)

(4) HXY) = HY|X) + Z(X : Y) + H(X]Y)

H(X,Y)

Obrazek 9: Podminéna a vzdjemna entropie
Dikaz: S pouzitim Definice 6 dostdvame

Jyix(w) = —log Pyx(X(w),Y(w)) = log Px (X (w)) —log Pxy (X (w),Y (w))
= —Jx(w)+Txy(w)

H(Y|X) = > > Pxy(a,b)-logPx(a)— > > Pxy(a,b)-log Pxy(a,b)

acAbeB acAbeB
= —HX)+HX,Y)=HY)-I(X:Y)<H®Y)
H(X,Y) = HY)+HEX]Y)=HY|X)+I(X:Y)+HX|Y) O

Néhodné veliciny X : Q@ — A, Y : Q — B a Z : Q — C jsou nezavislé, jeslize pro kazdé
a€ A, be B, ce C plati Pxyz(a,b,¢) = Px(a)Py(b)Pz(c). V tomto piipadé plati

Ixyvz=Tx+0yv +3z, HX,)Y,Z)=H(X)+H(Y)+H(Z)
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Priklad 5 Necht X,Y : Q — B jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim (%7%) a
Z=(X+4Y) mod 2.

Pak X, Z jsou nezavislé, Y, Z jsou nezavislé, ale X,Y, Z nezdvislé nejsou. Pro entropii plati
HX,Y,Z)=H(X,Y)+H(Z|X,Y)=H(X,)Y)=2H(X)=2,Z(X : Y : Z) = -1
kde
IX:Y:Z2)=HXYZ)—-HX)—-HY)-HZ)+I(X:Y)+IT(X : Z)+Z(Y : Z).
Tvrzeni 15 Necht X,Y,Z jsou ndhodné veliciny. Pak
(1) Ixy,z=Tx +Tyix +Tzixy
(2) Jy,zix = Jyix +Izixy
(3) H(X,Y,Z)=H(X)+HY|X)+H(Z|X,Y)
(4) H(Y,Z|X) = H(Y|X) + H(Z|X,Y)
(5) H(Z|X,Y) < H(Z]Y)
Dukaz: Informaci t¥i ndhodnych veli¢in muzeme pocitat dvojim zpusobem:
Ix+Tvzix =Ixyvz=TOxy +JIzixy =Ix +Iyix + Iz|xy

a odtud plyne (1) a (2). Prechodem ke stfedn{ hodnoté dostdvame (3) a (4). Pro dukaz (5)
uvazujme pro peviné b € B ndhodné veli¢iny X3, Zp s rozdélenim

[P[Xb =a, Zb = C] = HD[X =a, 7 = C|Y = b] = nyz(a7b, C)/Py(b)
PlZy=c|Xy=a] = P[Z=c|X =a,Y =b] = Pxyz(a,b,c)/Pxy(a,b)
Pak H(Zb|Xb) § H(Zb) a tedy

o ny(a, b)

H(Z|X,Y) = (;npxyz(a,a ¢) - log Pora(abd
1
= L%;Py(b) ‘P[Xy, =a,Zy =] - log Pz, =X, = a
= R0 HAIX) < S Pr6)H(Z) = H(ZIX) O
beB beB

Rikdme ze nahodné veli¢iny X,Y, Z tvoif markovsky proces X — Y — Z, pokud plati
PZ=¢c|X =a,Y =0 =P[Z =c|]Y =]

Tvrzeni 16 Jestlize X,Y, Z tvor{ markovsky proces, pak H(Z|X,Y) = H(Z|Y).

Diikaz:

H(ZIX,Y) = =D > Pxyla,b)Y PZ=cX=aY =blogP[Z =c|X =a,Y =
acAbeEB ceC
= =Y > Pxy(ab)) PZ=cY =blogP[Z =]y =1
acAbeB ceC
= H(Z|Y) O

Tvrzeni 17 Pro posloupnost ndahodnijch veli¢in Xo, ... X,—1 plat{

n—1
H(Xpn) = > HXi|Xps)
=0

H(Xo) + H(X1|Xo) + H(X2|Xj0,1)) + -+ + H(Xn—1]|X[o,n—1))
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2 Nahodné procesy

Text psany bud v pfirozeném nebo programovacim jazyce modelujeme jako nahodny proces,
tj. posloupnost ndhodnych veli¢in. Tyto ndhodné veli¢iny nejsou nezavislé. Pravdépodobnoast
vyskytu pismene je zna¢né ovlivnéna kontextem v jakém se nachazi. Tato zavislost snizuje
entropii textu a umoznuje jeho kompresi.

Definice 8 Ndhodny proces nad abecedou A je nekonecnd posloupnost ndahodnijch velicin
X = (X, : Q= A),en. Rozdéleni procesu je zobrazeni Px : A* — [0,1]

(PX(u) = IP[X[O,|u|) = U[0,|u\)] = [P[XO = Uug,... ,X‘u|_1 = u‘u|_1], ue A*
Proces X je staciondrni, pokud md stejné rozdélent jako posunuty proces (X;)i>1.

Pro zobrazeni Px plati Kolmogorovy podminky kompatibility

> Px(ua) = PXjoup =t Xjy = a] = P[X[g )y = u] = Px(u), ue A*
acA a€A

a Px(A) =P(Q) = 1. Je-li proces X stacionarni, plati navic

Z Px(au) = Z P[Xo = a, X[, ju) = u] = P[X[1ju) = ] = P[X[o ju)) = u] = Px(u).
acA a€A
Definice 9 Symbolickd mira je zobrazeni p : A* — [0,1], které spliuje podminky kom-
patibility
pN) =1, > p(ua) = p(u), ue A*
acA

Staciondrni symbolickd mira je zobrazeni p : A* — [0,1], které spliiuje oboustranné
podminky kompatibility

pN) =1, > plau) = p(ua) = p(u), ue A*

a€cA a€A

Tvrzeni 18 Je-li X ndhodny proces, je Px symbolickd mira. Proces X je staciondrni prdvé
kdyz Px je staciondrni mira. Je-li u: A* — [0,1], symbolickd mira, existuje ndhodny proces
X takovy zZe Px = u.

Dukaz: Polozme ) = AN, kde AN je mnozina nekonec¢nych slov z = xgxi22 ... v abecedé
A. Necht B je o-algebra borelovskych mnozin. Ta je definovéna jako nejmensi o-algebra,
ktera obsahuje viechny cylindry, tj. mnoziny tvaru

[u] ={z € AN T, |u)y = uf, u€ A*

Symbolickou miru p lze definovat na cylindrech jako p([u]) = p(u) a jednoznaéné rozsirit
na pravdépodobnostn{ miru, tj. na spocetné-aditivni zobrazeni p : B — [0, 1]. Ndhodnou
velicinu X; : AN — A definujeme jako projekci X;(z) = z;. Pak X = (X, : AN — A)i>o je
nihodny proces s rozdélenim Py = pu. [

Je-li p1 symbolickd mira, je jeji restrikce na A™ rozdéleni které znacime pujzn € A(A™).
Je-li P € A(A) rozdéleni, ozna¢me P™ € A(A™) rozdéleni

P (u) = P(ug) - - - P(up—1), ue A"
Pro M C A™ znac¢ime

Pr(M) = Y P(u)

ueM
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Pro dané P € A(A) polozme
u(u) = PP(w), ue A"

Pak p je staciondrni mira, kterd se nazyva bernoulliovska. Bernoulliovské miry jsou pravé
rozlozeni procesu tvorenych stejné rozdélenymi navzajem nezavislymi nadhodnymi veli¢inami.

Definice 10 Dolni a horni entropie ndhodného procesu je

H(X) = liminf H(Xg n))/n, H(X) = limsup H(X[gn))/n.
n—oo

n—oo
Pokud dolni a horni entropie splyjvd, vikdme Ze proces md entropii H(X) = H(X) = H(X).

Véta 19 Staciondrni proces X ma entropii

H(X) = lim %(X’IL|X[O n)) = lim H(X[O n))

n—o00 n—oo M
Diikaz: Oznaéme ag = H(Xo), an = H(Xn|X[on)). Podle Tvrzeni 17

an < H(Xn| X)) = H(Xn-1|X[0n—1)) = an—1
takze a,, je nerostouci posloupnost a jeji limita a = lim,,_, o, a,, existuje. Podle Tvrzeni 17 je

H(X 0 n)

n ZHX|X0, 11 ZCLZ

Pro kazdé € > 0 existuje m takové ze pro vsechna n > m je |a, — a| < € a tedy

m—1 n—1 m—1
1 1
by, —al < — E i g i < - E i~
| al < - ( la; —a| + la a|> " la; —a| + ¢

=0 i=m =0

by =

takze limsup,,_, . |bn — a| < &. Protoze to plat{ pro kazdé £ > 0, je lim, 00 b, = a. O
Je-li X staciondrni proces s rozdélenim Py, pak P(uq ... tup_1) = Px (Un_1 ... uo) spliuje
oboustranné podminky kompatibility a tedy urcuje stacionarni proces. Rikame ze proces Y je

inverzni k X, pokud maji navzdjem inverzni rozdéleni. Operace inverze reprezentuje obraceni
smeéru casu.

Tvrzeni 20 Je-li X staciondrni, je
H(X0|X(O,n]) = H(Xn|X[O,n))a H(X0|Xn) = H(anXO)

Dukaz: H(Xo|X(0,n) = H(X0,n) — H(X0,n) = H(Xj0,n) — H(X[0,n)) = H(Xn|X[o,n))-
Podobné plati H(Xo|X,) = H(Xo, Xn) — H(Xp) = H(Xo, Xn) — H(Xo) = H(X,|Xo). O

Tvrzeni 21 Navzdjem inverzni staciondrni procesy maji stejnou entropii.

Diikaz: Necht Y je proces inverzni k X.

. 1
HY) = lim ~H(Y om) = Jim —H(Xo) = H(X) O

n—oo N
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2.1 Markovské procesy
Definice 11 Markovsky proces 7ddu k > 0 je ndhodny proces pro ktery plati
PXy = unl X(0,n) = vjo,n)] = P[Xn = un| Xjn—pn) = Upn—in)], n>Fk
Pro k£ = 0 mé markovskd podminka tvar
P[Xy = un|Xjo,n—1) = Ujo,n—1)] = P[X0n = un],

takze markovsky proces fadu 0 je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in. Tyto ndhodné
veli¢iny nemusi mit nutné stejné rozdéleni, v tomto ptipadé vsak proces neni staciondrni. Sta-
cionarni markovsky proces fadu 0 je posloupnost stejné rozdélenych nezavislych ndhodnych
veli¢in, tedy bernoulliovsky proces. Markovsky proces fadu k > 2 lze ekvivalentné popsat
jako markovsky proces prvniho fadu:

Tvrzeni 22 Je-li X = (X, : Q = A),>0 markovsky proces v abecedé A Fidu k > 2, je
Y = (X{kn,kntk))n>0 markovsky proces fddu 1 v abecedé A*.

Dukaz: S pouzitim vzorce P[Y, Z|X]| = P[Y|X] - P[Z|X, Y] dostdvdme

PIYs = U, kntk) | Yi0,n) = ©[0,kn)]
= PlXknkntr) = Ukn,kntk) | X[0,kn) = ©[0,kn)]
k-1
= H PlXknti = Ukntil X[0,knti) = [0, kn+i)]
i=0
k-1
= H P[an-H' = Ukn+i|X[kn+i—k,kn+i) = u[kn-{-i—k,kn-{—i)}
i=0
[P[X[kn,k7L+k) = U[kn,kn+k) |X[kn—k,kn) = u[kn—k,kn)]
P[Ys = Ukn ki) [Yn—1 = Ukn—t,kn)] O
Stacionarni markovsky proces prvniho fadu lze popsat matici prechodovych pravdépodobnosti.

Definice 12 Stochastickd matice nad abecedou A je étvercovd matice R = (R(a,b))apca
nezdpornyjch cisel, kterd pro kazdé a € A spliuge ), 4 R(a,b) = 1.

Pro stacionarni markovsky proces X prvniho fadu definujme jeho stacionarni vektor
P € A(A) a pfechodovou matici R predpisem

P(a) = Px(a), R(a,b)=P[X1=0bXo=a]= ?

Pak R je stochastickd matice a plati P- R = P, tj.
> P(a)- R(a,b) = P(b)
acA

Naopak je-li P € A(A) pravdépodobnostni rozdéleni, a R stochastickd matice spliiujici
P - R = P, existuje stacionarni markovsky proces prvniho fadu se stacionarnim rozdélenim
P a prechodovou matici R. Rozlozeni procesu je ddno vzorcem

p(u) = P(uo) - R(uo, ur) -+ - R(Ujy|—2, Uju|-1)-

Podminéné pravdépodobnosti P[X,, = b| Xy = a] = R"(a, b) jsou uréeny mocninami pfechodové
matice. Je totiz

PX;=clXo=a] = Y P[X;=0X¢=0] P[Xs=c|Xo=0a,X; =
beA
= Y R(a,b): R(b,c) = R*(a,c)
beB
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Véta 23 FEntropie staciondrniho markovského procesu X pruniho rddu se staciondrnim
rozdélenim P a prechodovou matici R je

H(X) =H(X1|Xo) ==Y P(a) > R(a,b) - log R(a,b).
a€A beA
Diikaz: H(X,|X[on) = H(Xn|Xn—1) = H(X1|Xo). D
Tvrzeni 24 Je-li X staciondrni markovsky proces radu 1 s primitivni prrechodovou matict

R a staciondrnim vektorem P, je proces k nému inversni také staciondrni markovsky proces
radu 1 se stejnym staciondrnim vektorem P a prechodovou matici

R(b,a) = P(a) - R(a,b)/P(b)
Dikaz:

P(UO)R(U(), Ul) ce R(Un—la un) _ P(UO)R(U()? ul)
P(ul)R(ul,UQ)~--R(Un71,un) P(ul)
= R(ui,up) = P[Xo = ug|X1 = u4]

P[Xo = ol X[1,n) = uj1,n))

Tvrzeni 25 Je-li X staciondrni markovsky proces ddu 1, pak

(1) H(Xit1|Xp0,) = H(Xit1|Xi).

(2) Z(Xo: Xn) <Z(Xo: Xn-1).

(3) H(XnlX[0,m)un,2n) = H(X1]|Xo, X2) = 2H(X1]|Xo) — H(X2|Xo)

Dukaz: (1) plyne bezprostiedné z definice. Pro podminéné pravdépodobnosti snadno od-

vodime
D)[Xn = un‘Xo = ’U,Q,Xl = ul] = [P[Xn = un|X1 = Ul}

Takze H(X,|Xo, X1) = H(X,|X1) a tedy

I(Xo: Xno1) = Z(X1:Xp)=H(Xn) — H(Xa|X1) = H(Xn) — H(X,| X0, X1)
> H(X,) — H(XalXo) = T(Xo : X,).
H(Xmyum.2n) = H(Xo) +H(X1[Xo) +... + H(Xn-1][Xn-2) +
H( n+1|Xn—1) + H( 7L+2‘Xn+1) + ..+ H(X2n|X2n—1)
= H(Xo) +2(n — )H(X1|Xo) + H(X2|Xo)
H(Xn|Xjomyumen) = H(Xjo2n) = H(Xjom)un,2n) = 2H(X1|Xo) — H(X2|Xo) O

Bod (3) Tvrzen{ 25 se vztahuje k situaci, kdy nezndme jedno pismeno textu a snazime se ho
urc¢it z celého kontextu, tj. z pismen pfedchéazejicich i nasledujicich.

Tvrzeni 26 Pro kaZdou stochastickou matici R existuje staciondrni vektor P, pro ktery
P-R=P.

Diikaz: Prostor pravdépodobnostnich vektorit A(A) C [0,1]* s eukleidovskou metrikou je
kompaktni. Zvolme libovolné Q € A4 a polozme @, = (Q +Q-R+---+ Q- R""1)/n. Pak
Qn € A(A) a existuje vybrand konvergentni posloupnost lim;_, o, Q,, = P. Plat{

1
P-R—P=1m(Qn  -R—Q,)=lim —(Q-R" —Q)=0. O
1—>00 i—00 1

Piiklad 6 Nechf 0 < p,q <1 a polozme
ST
¢ l-q]’
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Pak P je jediné staciondrni rozdéleni R. Entropie piislusného stacionadrniho procesu je

)= ¢ Hp,1—p)+p Hlg1-q)

H(X
p+gq

Stochastické matice zaddvame grafem jehoz vrcholy jsou pismena abecedy a jehoz hrany
jsou oznaceny pravdépodobnostmi.

Priklad 7 Nechf p = (pa,pv, pe,pa) je kladné pravdépodobnostni rozdéleni. Stochastickd

matice R na obrdzku 10 md staciondrni rozdéleni tvaru P =[0,%,2,1 — ¢, kde 0 < ¢ < 1.

| a b c d mCa%djl
a | Pa Db DPe  Pd
R=b|0 1/2 1/2 0 Db De
c|l 0 1/2 1/2 0 0.5
dlo o 0 1 05( _b=———=¢" )os
@LE—

Obrazek 10: Markovsky proces s prechodnym stavem

V tomto procesu je stav a pfechodny: Je-li Xy = a, proces po koneéném poc¢tu kroku
ptechézi bud’ do stavu d s pravdépodobnosti py/(1 — pa) a zde jiz zistdvd, nebo do mnoziny
stavu {b, c} s pravdépodobnosti (py + pc)/(1 — ps). Je totiz

PlEn, X, € {b,c}[Xo=a] = > pi " (oo+pe) = (po+pc)/(1 = pa)
n=1
PlEn, X, =dXo=a] = Y pi 'pa=pa/(1—pa)
n=1

Rovnice P - R = P pro staciondrni rozdélen{ dévé P(a) = 0, P(b) = P(c) a obecny tvar sta-
ciondrnfho rozdéleni je P = [0, 4, 4,1 —¢]. Entropie pfislusného procesu zdvisi na parametru
q:

H(X) =g H(0,3,3,0)+(1—q) H(0,0,0,1) =g

Podminku jednoznaénosti staciondrniho rozdéleni dava Perron-Frobeniova teorie nezapor-
nych matic. V§imnéme si ze stacionarni rozdéleni P které spliuje P - R = P je levy vlastni
vektor matice A, ktery piislusi jeji vlastni hodnoté 1. Kazda stochastickd matice R ma
vlastni hodnotu 1 protoze m4 jednotkovy pravy vlastni vektor e = [1,...,1], tj. R-el = el

kde e je sloupcovy vektor transponovany k fadkovému vektoru e.

2.2 Nezaporné matice

Rikdme ze matice M = (Map)apea je nezapornd (M > 0), jestlize Mgy > 0 pro vSechna
a,b € A, a ze je kladnd (M > 0), pokud My, > 0 pro vSechna a,b € A. Podobné mluvime
o nezdpornych a kladnych vektorech u = (uy)qca. Na vektor se divdme jako na Fadkovy
vektor tj. na matici typu 1 x A. Pfislusny sloupcovy vektor, tj. matici typu A x 1 znac¢ime
u?. Skaldrn{ soucin vektori u,v € R* je uwvT = > acA UaVa- Naopak uTv je matice typu
Ax Aa (ulv)g = ugvp.

Definice 13 Necht (Map)apeca je nezdpornd ctvercovd matice.

(1) M je ireducibilni, pokud pro kazdé a,b € A existuje n > 0 pro které (M™)q > 0.
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(2) M je primitivni, pokud existuje n > 0 takové Ze M™ >0

Piiklad 8 Nechf 0 < p,q < 1. Stochastickd matice R na obrdzku 11 je ireducibilni ale neni
primitivni. Md jediné staciondrni rozdélent

q p q p
20+q9) 2(p+q) 2(p+q) 2(p+q) |

|a b c d

al0 0 1-p P
R= 5|0 0 q 1—gq
c|1l O 0 0
dlo 1 0 0

Obrézek 11: Ireducibilni stochasticka matice

Komplexni ¢islo ¢ je vlastni hodnota M = (Mgp)abea, pokud existuje nenulovy kom-
plexni (levy) vlastni vektor v = (va)aca takovy ze vM = ov tj. >, 4 vaMap = 0vp PTO
kazdé b € A. Je-li p vlastni hodnota M a v levy vlastni vektor pak v(M — pI) = 0, kde
I je jednotkovd matice, takze o je TeSeni algebraické rovnice det(M — oI) = 0 stupné |A|.
Existuje nejvyse |A| vlastnich hodnot M. Vlastni hodnota ¢ mé také pravy vlastni vektor
u takovy ze MuT = ou”. Pro vektor z € RA necht lz| € RA je vektor jeho absolutnich

hodnot, |z|, = |za| a [|z|] = /> ,c4 2 jeho norma

Véta 27 (Perron-Frobeniova véta) Necht M je primitivni matice. Ezistuje o = o(M) >
0 které nazgvame spektrdlni polomér M, a kladné vektory u,v pro které plati

(1) vM = ov (o je vlastni hodnota M a v je jeji levy vlastni vektor).
(2) Kazdy levy vlastni vektor o je (komplexni) ndsobek v.

(3) Je-li p vlastni hodnota M a p # o, pak |u| < o.

(4) Je-li u pravy vlastni vektor o a v -u” = Y aca UaVa =1, pak

n n

lim M— =u’ v, lim M:ua'vb.

n—oo " n—oo o"
Diikaz: (1) Polozme ¢ = sup{a > 0 : 3z € R,z > 0, ax < M}. Pro z = (1,...,1)
platf M > 0, takze ¢ > 0. Existuje posloupnost (a,)n>0, kterd konverguje k ¢ a nezdporné
vektory (™ e R? pro které a,z™ < z,M a l[z(ny|] = 1. V kompaktnim prostoru {z €
R : 2 >0,|/z|| = 1} existuje konvergentni podposloupnost lim;_,c (") = v a pv < vM.
Predpoklddejme ze w = vM — gv > 0 je nenulové. Existuje p > 0 pro které MP > 0 a

(vM)MP — (pv)MP = wMP > 0,

takze existuje ¢’ > p pro které o (vMP) < (vMP)M a to je spor. Je tedy gv = vM a v je
levy vlastni vektor. Protoze gPv = vMP > 0, v je kladny.

(2) Piedpokladejme ze wM = pw a w je nezdvisly s v. Muzeme piedpoklddat ze w je
redlny. Existuje linedrni kombinace z = cv 4+ dw kterd je nezdporna ale ne kladna. Pak
oPz = zMP > 0, takze z > 0 a to je spor.

(3) Necht y je vlastni hodnota M a w jeji levy vlastni vektor tj. wM = pw. Jak p tak
w mohou byt komplexni. Dostavame

Z waMab

a€A

S Z ‘wa|Mab~

a€A

] - |wp| =
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Z definice g plyne |u| < p. Predpoklddejme Ze |u] = p. Pak olw| < |w|M a stejné jako v
dukazu (1) dostdvdme g|w| = |w|M, takze |w]| je vlastni vektor a tedy ndsobek v. Je tedy

> wa|(MP)ay = &P |uwy| =

acA

Z wa(Mp)ab

a€cA

Indukci podle velikosti A lze dokazat ze to je mozné pouze pokud w lIze ziskat z v ndsobenim
komplexni jednotkou, tj. w, = |ve| - €*®. Je tedy ov = vM = pv takze p = g a to je spor.
(4) Pro nezdporny vektor = polozme

ro(w):min{xa: aeA}, rl(x):max{xa: aeA}.

Va Va

Pro kazdé a € A dostavame

M M, M,
((E )b _ Z xi ) VaVlab 2 To(x) . Z VaVlab _ TO(.’E).
o Fva v = ov

Podobné pro 7 (z), takze

ro(z) < (azi)\éf) <mr (xM) <ry(z).

Existuji limity monoténich posloupnosti

so(z) = lim rg (m]\i[ >7 s1(z) = lim r (m]\i[ >7

Q n—o0 Q

a so(x) < si(x). Ukdzeme so(x) = s1(x). Existuje p, pro které MP > 0. Polozme

P
m—min{va(jw)ab: a,bGA}>O
Up

Necht z je nezéporny vektor a ¢ € A je takové, Ze 2o =r(z). Pak

(xMP)y Ta VaMP)ap | Te Ve(MP)ah
0Py e Va oy Ve OPUp
Ua(Mp)ab Uc(Mp)ab
> QZ#W “ro(z) + o (ro(z) + r1(x) —ro(x))
> ro(x) + m(ri(z) —ro(z))
Je tedy
Mp
To (CUQP > > (1 —m)ro(z) + mri(z)

Podobné dostavame

- <””Mp> < (1= m)r(z) +mro(@)

n(ﬂf>m<ﬂf) < (1= 2m)(ri (@) — ro(e)
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Existuji tedy limity

M"L M"
lim u = s(z), neboli lim z
n—oo  O"Uy n—oo Q"

= vs(x).

Protoze transponovand matice M7 je také primitivni, mé stejny spektralni polomér o, a
kladny levy vlastni vektor u, ktery je pravym vlastnim vektorem M. Je tedy Mu” = oM
a u mizeme normovat tak aby v -u’ = 1. Pro a € A, necht e, je jednotkovy vektor tj.
(ea)a =1, (€q)s = 0 pro b # a. Pro a,b € A dostdvame

M™ M™
lim (M*)at = lim (ead™)s = s(eq)vp
n—oo Qn n—oo Qn

M™), . M™ep),
lim (M )b _ lim Mev)a _ s'(ep)uqg
n— 00 Qn n— o0 Q”

Existuje tedy [ > 0 takové ze pro vSechna a,b € A plati s(e,)/uq, = s'(ep)/vp = l. Protoze
stopa tr(M) = ), 4 M, matice je soucet jejich vlastnich hodnot, dostdvame

Mn aa
1= nh_}n;@ Z (Q") = Z s(eq)va =1 Z Vol

a€cA a€A a€A

Je tedy | =1 a z toho plyne vysledek. [
Pro ireducibilni matice plati slabsi verze Perron-Frobeniovy véty.

Véta 28 Necht M je ireducibilni matice. Existuje spektrdlni polomér o = o(M) > 0 a
kladny vektor v takovy Ze

(1) vM = ov (o je vlastni hodnota M a v je jeji vlastni levy vlastni vektor).
(2) Kazdy levy vlastni vektor o je ndsobek v.

(3) Je-li p vlastni hodnota M, pak |u| < o.

(4) Ezistuji 0 < ¢g <1 < ¢; takovd Ze pro kazdé n >0 aa € A,

coo" < Z(Mn)ab <cao”.
beA

Dukaz: (1) Pro kazdé € > 0 je M + el primitivn{ matice. Pokud (M™). > 0, pak (M +
el)F™ > 0 pro kazdé m > 0, protoze M + I ma kladnou diagonalu. Plat{

vMu = pv <= v(M +el) = (0 +e)v.

Prow=(1,...,1) je w(M + &l) > ew, takze spektralni polomér o. matice M + eI je vétsi
nez €. Déale o = o, — € je kladnd vlastni hodnota M a v je jeji kladny levy vlastni vektor.
(2) Je-li w levy vlastn{ vektor g pro M pak je také vlastni vektor o+ ¢ matice M +¢l, takze
je nasobkem wv.
(3) Je-li p vlastni hodnota M, pak p + ¢ je vlastni hodnota M + I, takze |u+¢| < o+ e.
Protoze to plati pro kazdé € > 0, je |u| < o.
(4) Polozme

do = min{u, : a € A}, dy = max{u, : a € A}.

Pro kazdé a € A,

do ,, _ 0™uq (M™)qpuy (M™)apuy,  0"uq _ dy
m < = E < E MM < E — < ZLom,
dlg T d - (M )as do do — dog -
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Véta 29 Necht M je ireducibilnd matice kterd neni primitivni. Pak existuje perioda p > 1
a disjunktni rozklad abecedy A = AgU---U A,_1 takovy Ze

ac€ A & My >0 — beA(i—l—l)modp
Pro kazdé k < p je matice MP omezend na Ay primitivni.

Dtikaz: Pro a € A polozme P, = {n > 0: (M™),, > 0} a p, = ged P, (nejvetsi spolecny
deélitel). Mnozina P, je uzaviend na s¢itdni a existuje k > 0 takové ze pro kazdé n > k je
npg € P,. Protoze M je ireducibilni, pro kazdé a,b € A existuje k, m takova ze pro vSechna
n > k je m + np, € Py. Z toho plyne p, = pp. Periodu M definujeme tedy jako p = p,
nejmensi spoleény délitel libovolné P,. Na A definujeme relaci

a~b <— 3k>0,(Mkp)ab>0
Pak = je ekvivalence. Zvolme jako Ag jednu tiidu ekvivalence a pro ¢ < p polozme
Aj={be A: Jae Ay, Ik >0, (M), >0}

Pak A; je také tiida ekvivalence a A = Ag U --- U A, je disjunktni rozklad A. Z definice
plyne ze kazda matice (MP)q pec 4, je primitivni. O

Véta 30 Necht M je ireducibilni nezdpornd matice, o jeji spektrdlni polomér a v, u prislusny
levy a pravy vlastni vektor. Pak

lim fZMkfuTm

Diikaz: Necht p je perioda M, o je jeji spektralni polomér a v, u jeji levy a pravy vlastni
vektor. Protoze vMP = pPv, MPuT = oPu”, je oP vlastni hodnota MP a v, u jeji levy a vlastni
vektor (matice MP nenf ireducibilni). Necht C' je tifda ekvivalence ~. Pak MP omezend na
C' je primitivni a vektory v,u omezené na C jsou jeji levy a pravy vlastni vektor. Z toho
plyne lim, o M - =% = 4T . . Pro dané n pisme n = gp + r, kde r < p. Pak

1 MF Mitpi MmtPa
Jim > = nhjfgog 2D g T 2
k<n i<p j<q m<r

M? MPi M?
= Y dm 32T *Z u’
i<p Q" g7 qp o o Z<p
= qu -v
z<p

Necht M = (Map)a,pea je nezdpornd matice. Relace dosazitelnosti P C A x A je
(a,0) eP & TIn>0,(M")e >0

Relace P je tranzitivni. Relace PNP~! je tranzitivni a symetrickd, nenf vSak nutné reflexivni.
Oznatme |P| = {a € A: (a,a) € P}. Prvky |P| se nazyvaji rekurentni a prvky A\ |P|
se nazyvaji tranzientni. Relace P N P~! omezend na |P| je relace ekvivalence. Tifdy této
ekvivalence se nazyvaji souvislé komponenty. Je-li C' C A souvisld komponenta, je matice
(Map)apec ireducibilni.
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Definice 14 Spektrdlni polomér nezdporné matice M = (Myp)a,pea je mazimum spektrdlnich
poloméri matic jejich souvislych komponent

o(M) = max{o((Ma)apec) : C C A je souvisld komponenta}.
Pokud M Zddnou souvislou komponentu nemd, klademe o(M) = 0.

Tvrzeni 31 Viastni hodnoty nezaporné matice sestdvaji z vlastnich hodnot jejich souvislyjch
komponent a (pFipadné) z nuly, jejiz ndsobnost je pocet tranzientnich stavi.

Dtikaz: Necht M = (Map)a,bea je nezdporna matice. Abecedu A lze disjunktné rozlozit na
A=AgU---UA,,_1, kde kazdé A; je bud souvisld komponenta nebo jednobodovéd mnozina
sestavajici z tranzientniho stavu. Definujme orientovany graf, jehoz vrcholy jsou A; a

Ai—)Aj e HGGAi,HbGAj,Mab>O

Tento graf neméa cykly a mnoziny A; lze usporddat tak ze pokud A; — A;, pak ¢ < j. Necht
7 A — A je permutace takova ze [[,c (M — 0l)qr(a) # 0. Pak (A1) € App1 a tedy
m(Am—1) = Am—1. Protoze m(A;—2) C Apm—o U Ap—q, je m(Apm—2) = Ap—2 a podobné
m(A;) = A; pro kazdé i < m. Z toho plyne

det(M — oI) = [ det(M(i) — oI(i))
i<m
kde M (i), I(¢) jsou matice M, I omezené na A;. Je-li a tranzientni stav, je My, = 0 a z toho

jiz plyne tvrzeni. [

M4&-1i matice A vlastn{ hodnotu ¢ ndsobnosti m > 1, ozna¢me L(p) ¢tvercovou matici
typu m X m

o 1 0
0 e : 0 pro i=j
Li=|9 0 e 01, t. L{e)y=3 1 pro j=i+1
. 0 pro j <t nebo j>i+1
00 0 ... o

Necht A m4 vlastni hodnoty ¢; s ndsobnostmi m;, kde 1 <i <ramq +---+m, = n.
V tomto piipadé lze matici A rozlozit na kanonicky Jordantuv tvar A = VAU, kde U,V jsou
navzijem inverzni matice, a A je sestavena z matic L(p;) na diagonéle

Ayt ima oo dmi—+j = L(0k)ij, Aij = 0 jinak

Indukei 1ze dokdzat, ze mocniny matice L(g) jsou

L(o)l; = (jS)e" ' proi<j<i+k
I 0 pro j <i nebo j>i+k

Naptiklad pro m = 3 tyto mocniny jsou

3 2

0o 10 o 20 1 0 30® 3¢
0 o 1|, 0 0 21|, 0 0 30%1|,...
0 0 o 0 0 o2 0 0 03

Véta 32 Necht M je nezdpornd matice se spektrdlnim polomérem o > 0 a necht m je pocet
souvislych komponent, jejichZ spektrdlni polomér je o. Pak existuje konstanta ¢ > 0 takovd
e pro kaZdé a,b € A an >0 plati M, <c-n™~L. o".
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Diikaz: Spektraln{ polomér o m4 nasobnost m. Kazdy ¢len matice L(p)" je nejvyse n™ 1 o".

Pro kazdou jinou vlastni hodnotu u je |u| < ¢ a kazdy ¢len matice L(p)™ je v absolutni
hodnoté asymptoticky mensi nez ¢”. [

Tvrzeni 33 Kazdd primitivni stochasticka matice R md spektrdlni polomér 1 a jediné sta-
ciondrni rozdéleni P. Pro kaZdé a,b € A plati lim, o, R"(a,b) = P(b).

Diikaz: Necht ¢ je spektralni polomér R. Protoze 1 je vlastni hodnota piislusna jednot-
kovému pravému vlastnimu vektoru v = (1,...,1), je o > 1. Piedpoklddejme, ze o > 1 a v
je jejf kladny levy vlastni vektor. Pak v-u? >0a ov-u’l =v-R-uT =v-uT ato je spor,
takze o = 1. Existuje tedy jediny levy kladny vlastni vektor v = P, pro ktery P-el =1 a
lim R"(a,b) = u(a)v(b) = P(b). O
n—oo
Véta 34 Ireducibilni stochastickd matice R md jediné staciondrni rozdéleni P. Pro kazZdé
a,b e A plati

n—1

. 1 i _
Jim ZO R(a,b) = P(b).
Dukaz plyne z Véty 30.

Necht R = (Rab)a,bea je nyni libovolnd stochastickd matice a P je jeji relace dosazitelnosti,
tj. (a,b) € P prave kdyz R?, > 0 pro néjaké n > 0. Rikdme ze tiida ekvivalence C' C |P|
je termindlni, jestlize z ni (v grafu souvislych komponent) nevede zad4 hrana. C je tedy
terminalni mnozina pravé kdyz plati

(Va,be C,3n>0,Ry, >0) & (a€ C& Ry >0 = be ()

Je-li C termindlni komponenta, pak R omezend na C je stochastickd matice. Oznac¢me C
mnoZinu termindlnich komponent. Necht X; je (nestaciondrni) markovsky proces prvniho
rfadu s matici prechodovych pravdépodobnosti R s rovnomérnym rozdélenim na A v case 0.
Proa € A, C € C polozme

.1
P(C,a) = nl;rr;o - kz: P[Xx = a|Xo € C]
<n
Q(a,C) = P[En>0,X, € C|Xy = da]

Matici P typu C x A nazyvame staciondrni a matici @ typu A x C nazyvame absorpéni.
Plat{ P(C,a) =0proa ¢ C a (P(C,a))aec je stacionarni rozlozeni R na C. Proa € C' # C
plati Q(a,C) = 0.

Véta 35 Nechf R je libovolnd stochastickd matice a P,Q jeji staciondrni a absorpéni ma-

tice. Pak P,Q jsou obé stochastické matice, P-R=P, R-Q =Q a

1 k
D D
Diikaz: Protoze (P(C,a))acc je staciondrni rozlozeni na C, je > ., P(C,a) = 1, takze P
je stochasticks matice a plati P- R = P. Nechf A = AqU---U A,,_; je rozklad abecedy
A takovy Ze kazdé A; je bud souvisld komponenta nabo jednobodové mnozina sestdvajici
z tranzientniho stavu. Predpoklddejme dale ze pro A; — A; je i < j a Ze terminalni kom-
ponenty jsou na konci seznamu, tj Ag, -, Am_1, kde ¢ < m. Je-li A; neterminalni souvisld
komponenta, pak jeji spektralni polomér je ostfe mensi nez 1. Polozme B = AgU---UA,_;.
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Pak R omezend na B ma spektrilni polomér o < 1. Zvolme p < § < 1. Existuje ¢ > 0 takové
ze pro kazdé a € B a kazdé n > 0 plati
Plvm, X, € BlXg=a] < Y P[X,€B|Xo=ad]< anmf(’im
s Am 0 — = n 0 — = - 1-96
m>n m>n
To znamenad ze ) .. Q(a,C) = 1, takze Q je stochastickd. Z definice @ plyne R-Q = Q.
(|
Uvazujme nyni pro danou primitivni stochastickou matici R nad A a libovolné pocatecni
rozdéleni Q € A(A), nestaciondrni markovsky proces Y s rozdélenim

Py (u) = Q(uo) - R(uo,u1) - - R(Uju|—2, Uju|—1)

Dostédvame posloupnost rozdéleni Py, (a) = P[Y,, = a] a podle Tvrzeni 33, Py, = Q- R"
konverguje ke staciondrnimu rozdéleni P, které spliiuje P- R = P. Ukazeme si, ze divergence
D(Py, ||P) je nerostouci funkce.

Véta 36 Nech R je primitivni stochastickd matice nad A, P,Q € A(A) a X,Y odpovidajici
markovské procesy s poédteénim rozdélenimi Px, = P, Py, = Q. Pak D(Py, ||Px,,) je ne-
rostouct funkce. Specidlné pokud P je staciondrni rozdéleni prislusné k R, pak D(Py, ||P) je
nerostouci posloupnost, kterd konverguje k nule.

Dukaz: Podle Lemma 8 plati

D(PYn+1HPXn+1) = Z (Z PY" (a) ' R(a’ b)> ’ log %aej PX, a) .' R(a b)

beA \acA

IN

(
Py (a) - R(a,b
>3 Py (@) Rlab) log oD IEY _pip ip o
bEA acA ’
2.3 Markovské aproximace

Definice 15 Pro staciondrni markovsky proces 7adu k > 1 definujme stacionarni rozdéleni
P € A(A*) a pfechodovou matici R : A% x A — [0,1]:

P(u) = Px(u), R(u,a) = Px(ua)/Px(u), ue A aeA
Piechodova matice R je typu A* x A a staciondrni rozdéleni je vektor typu 1 x AF. Plati

ZR(u,a) = 1, ue A*

acA
Z P(au) - R(au,b) = P(ub), uc A*1bec A
acA

Naopak kazdy vektor P a matice R kterd spliiuje tyto podminky uréuje staciondrni mar-
kovsky proces fadu k predpisem

2 vear-tu Pluv) pro |u| <k
Px(u) =< P(u) pro |u|=k
P(ujo,r)) - R(upo, k), uk) - - - R(Upp—g—1n—1);Un—1) Pro |u| >k

Tvrzeni 37 Entropie staciondrniho markovského procesu 7ddu k je

H(X) = H(XklXpr) = H(Xp.x) — H(X[0,0))
= - Z P(u) Z R(u,a) - log R(u,a)
u€Ak acA

28



Diikaz: Pro n > k je H(Xu|X[0,0)) = H(Xn| Xpn—k,n)) = H(Xk|Xo,1)), takze

Px(u
HX) = "H(Xk\X[o,k)):ugk;?’((“a)'log T;(((ucg)
= — > > P(u)-R(u,a)-log R(u,a). O

uEAF a€A

Definice 16 Nechf X je staciondrni proces. Jeho k-td markovska aproximace X *) je
staciondrni markovsky proces radu k se staciondrnim rozdélenim a prechodovou matici

P(u) = jDX(’u’)7 R(uva) = TX(’U,O,)/TX('LL)7 u € Akaa cA
Entropie stacionarniho procesu je tedy limita entropii jeho markovskych aproximaci

H(X) = lim H(X R,

Markovskou aproximaci lze odhadnout z dat. Je-li x € AN text jehoz entropii chceme od-
hadnout a k < N, uréime frekvence vyskytu slov u € A*¥*1 v z vzorcem

Qu) = {i <N —k: appp =u}l/(N—k), ue AT

Podminéné pravdépodobnosti pak jsou R(u,a) = Q(ua)/ >, 4 Q(ub). K témto podminénym
pravdépodobnostem pak lze najit stacionarni vektor P. Aby tato aproximace byla statisticky
spolehlivd, je tfeba aby text 2 byl delsf nez pocet A¥+1 slov délky k, nebo alespoii delsf nez
pocet slov délky k + 1, které se v ném vyskytuji. Tento pocet znacime N (k).

Pro anglickou abecedu s 27 pismeny (véetné mezery) je entropie rovnomérného rozdéleni
log 27 ~ 4.755. Entropie markovskych aproximaci anglického textu postupné klesa az k hod-
noté asi 1.5. Ndhodné generované texty s témito rozdélenimi jsou uvedeny nize. Pii k > 5
zaénou v textech prevladat anglickd slova. Délka zkusebniho textu [3] zde je |z| = 196236

k=0, N0) =27, H(XD) = 4.07

oi re urslrho een iwl tueahueas ia dooaeigehwmis ehtdie yshf rnost taasattnsgitxnece uhiw
ed tus ceiiw sro erflranesnangtaa t eaurh r nop eaaeneemhre hotom encnobertag sd h ertgh
dg ss phs si egelsf sluh bumwnataesteehdowisulk onehmttvlo edhtehbyaaancd

k=1, N(1) =430, H(XWV)) = 3.64

te igatofofr e rind tin theco ordeconguchino ocliroutorer in buge arourde s cthe e abeisonche
ndethedloug ico ke insivalle ct oreid y iot tongnif iorere ts wopr anatot cersur thy initre on
an ngive stis peingigstitheme assunll wie goneve bl gn wher deveremathe

k=2, N(2) = 3033, H(X?) =3.23

lons againd be whatession th posemon mulatetessibleaducce noted iderectimand of towere
bable are pect of rely beiver to causper whinevid laireatur emsenerelse ansights and be the
emay inact the thiscreffe ther cander ever been the it whicurety withe it frowered

k=3, N(3) = 10510, H(X®)) = 2.87

thoughout about besistence ope advance ourself is notwithmeter perable natural perstance
familinded in conce ideasure or body that the words mar cleas arguing sumstand particater
an the can as it with thered that whence of lain esteneral substractivery whence

k=4, N(4) = 24807, H(X D) = 2.57

at all have being sect from him which is any reasoning perceive it is neither this i answer
of fined to disagrees the affectly how they accounts frame and see sensible and that their
sufficulty them were are yet the spokens of the leased laws we have in to impossibility
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k=5, N(5) = 44237, H(X®)) = 2.33

ion of part of ordinary help of whence to this opinion the cause of difference of a mean
particular and and that solidity and cleared to what any parts in the colours arising our
view and irreconcile confusion so high an infinitely and lastly in there is a positions

k=6, N(6) = 66144, H(X () =2.12

ame time apple others are of sensible qualities or is a received opinion that god i answer to
be the reasonings should go before are strong lively or abstract ideas that the colour figure
merely for the sense and objects of them dependency towards omniscience

k=17, N(7) = 88421, H(X() = 1.94

signify and study there be some difficult and defective in the mind is extension is the school-
men thought strange because they are delivered let him but rather than reason can indifferent
from its being by anomalous but only of what kind soever arguments and less

k=8, N(8) = 108940, H(X®)) = 1.79

ttle attentive though we indulgent methods of providence which seems no less plain that
without the mind then complaint is grounded on the operating or strictly speaking to be
uncreated anew the objected that a couple of children or the yet unexercised mind as

k=9, N(9) = 126610, H(X®) = 1.65

but all things in terms borrowed from the embarras and delusion of nature whoever con-
sidered that i have in view the universal ideas i come now to make some observation and
consider them prescinded as well from the ideas of number of parts so great a stress on

k =10, N(10) = 141125, H(X(10) = 1.52

philosophers to employ their thoughts nor passions of virtue and the like arise immediate
signification of thought is an idea is evident from what i do i intreat the reader for the
existence of matter which argues both the wisdom and goodness in their creator

k=11, N(11) = 152723, H(X (D)) = 1.41

eaning you may put them together with the exact harmony and contrivances of the mind
perceiving substance it remains therefore to be wondered at if it run into another and more
enlightened parts which really they do not excite in us proper sentiments or disagreeable

k=12, N(12) = 161826, H(X(1?)) = 1.32

e common use of language as is commonly supposed that the particular qualities which
combined together and so far is that gravitation towards the moon which to him doth not
appear odd or anomalous but only a particular colour wherein all men partake so likewise

Entropii textu mtizeme odhadnout jesté jinym zpusobem. Uvazujme hru kdy méme po-
stupné odkryvat neznamy text x € AY. Zndme-li ji jeho prefix T[o,n), Smime se ptat zda
Zlnnyk)y € M. Pritom volime k > 0 a mnozinu M C Ak Partner, ktery text znd, niam
na tyto otdzky odpovidd. Dalsf tsek xp, ) zjistime, pokud na otdzku xp, nir) € {u}, kde
u € A, dostaneme kladnou odpovéed. Je-li y; € B odpovéd na i-tou otdzku, lze y € B*
povazovat za kdd textu x € A*, a jeho délku za entropii textu z. Hraje-li totiz tuto hru
pocitacovy program, lze ze znalosti tohoto programu a ze znalosti y rekonstruovat neznamy
text x. Experimenty s touto hrou (s lidskymi subjekty) ukazuji, ze entropie anglického textu
se pohybuje okolo hodnoty 1.5. Entropie textu se vSak muze zna¢né lisit v ruznych jazycich
i u riznych autoru jak ukazuje srovnani napisu v tramvajich:

Des chocs imprévisible pouvant se produire, les passagers debout sont priés
de se tenir aux mains courants - Brusel 1985

Pfidrzujte se zadrzovacich ty¢i - Praha 1985

Bitte festhalten - Berlin 1985

30



2.4 Zakony velkych cisel

Mnohé zékonitosti teorie informace se vyjadiuji v terminech konvergence ndhodnych veli¢in
a odvozuji se z limitnich vét teorie pravdépodobnosti. Slaby zakon velkych ¢isel je zalozen
na konvergenci v pravdépodobnosti. Pro posloupnost redlnych ndhodnych velicin (X,,)n>0
a redlnou ndhodnou velicinu X piseme

lim X, = Xip. <= Ve>0, lim P[|X,—X|<e=1
n—oo

n—oo

lim X, <Xip. <= Ve>0,lim P[X,—-X<e =1
lim X, > Xip. <= Ve>0, lim P[X, -~ X > —¢] =1
n—oQ n—oo

Je-li limy,, 00 X, = X i.p., fikdme, ze X, konverguji k X v pravdépodobnosti. Ziejmé

lim X, = X ip. < lim X, < Xi.p. a lim X, > X i.p.
n— oo

n—oo n—oo
Slaby zékon velkych &isel plyne z Cebysevovy nerovnosti.

Tvrzeni 38 (Cebysevova nerovnost) Necht X je redind ndhodnd velicina s konecnou
stiedni hodnotou E = E(X) a koneénym rozptylem D = VY (X). Pak pro kazdé ¢ > 0 plati

PX — E| >¢] < D/e.
Dikaz: Polozme A; = {a € A: |a — E| > ¢}. Pak

D > Y Px(a):-la—EP> ) Px(a)-=¢>-PXe€A]DO
a€Aq a€Aq

Pro nasobek nahodné veli¢iny plati E(aX) = a - E(X) a V(aX) = a? - V(X). Pro soucet
Zn = Xo + -+ + X,—1 ndhodnych velic¢in plati £(Z,,) = E(Xo) + -+ - + E(X,,—1). Jsou-li X;
nezavislé, je V(Z,) = V(Xo) + - - + V(X,—1).

Véta 39 (Slaby zdkon velkych ¢&isel) Nechi X, je posloupnost nezdvislych redinijch nd-
hodngjch velicin se stejnou stredni hodnotou E(X,) = E < 0o a stejngm rozptylem V(X,,) <

00. Pak
 Xo+oo o+ Xuo
lim

n—00 n

Diikaz: Oznacme Z, = (Xo + -+ + Xn-1)/n. Pak E(Z,) = E, V(Z,) = D/n. Podle
Cebysevovy nerovnosti platf P[|Z,, — E| > ¢] < D/ne?. O

= Fi.p.

Rikdme ze k pravdépodobnostni jev M C € je skoro jisty, pokud jeho pravdépodobnost
je 1. Rikédme ze posloupnost ndhodnych veli¢in (X,,),en konverguje k ndhodné velicing X
skoro jisté, a piseme lim, oo X, = X s.j. pokud Plw € Q: lim, . X;(w) = X(w)]=1. Z
konvergence skoro jisté vyplyva konvergence v pravdépodobnosti, naopak to vSak neplati.

X, ng Xy Xs Xe

Obrazek 12: Konvergence v pravdépodobnosti a skoro jisté

X1
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Piiklad 9 Ezistuje posloupnost nahodnyjch veli¢in (X; : @ — [0,1]);>0 takovd, Ze lim;_, o X; =
0i.p. ale neplati lim; _, X; = 0s.j.

Dikaz: Na pravdépodobnostnim prostoru 2 = [0, 1] s lebesgueovskou pravdépodobnostni
mirou uvazujme ndhodné veliciny X, : Q — {0, 1} (viz obrazek 12) definované predpisem

X, (w) = 1 pokud =2 << 2220 kde p = |log(n +1)]
" 10 jinak

Pak P[X, # 0] = 277, takZe lim, o X,, = 0i.p. Na druhé strané pro kazdé w € Q plati
limsup,,_, ., Xn(w) = 1, takze neplat{ lim, oo X, =0 s.j. O

Konvergenci skoro jisté lze vSak pfesto charakterizovat konvergenci v pravdépodobnosti po-
moci suprema:

Tvrzeni 40 Necht X a (X,)n>0 jsou redlné ndhodné veliciny.

lim sup X,, < Xip. <= limsupX, < X s.j.

n=00 m>n n—00
lim inf X,, > Xip. <= IliminfX, > X s.j.
n—oom>n n— 00
lim sup | X,, — X| =0 ip. <= lim X, =X s,.
n—oo mzn n—oo

Dukaz: Staci dokazat prvni ekvivalenci, druhé dvé z ni plynou. Pro € > 0 a n € N polozme

My ={weQ: sup Xp(w) < X(w)+e}, Mo= | Moy, M= ()M,
m>n
= neN k>0

Nechf lim,, s o0 SUp,,, >, Xm < X i.p. Pak pro kazdé e > 0 a kazdé 6 > 0 existuje n > 0 takové
7e P(M. ) > 16, takze P(M.) > 1—6. To znamend ze P(M.) = 1aP(M) = 1. Je-liw € M,
pak pro kazdé k je limsup,,_, ., Xn(w) < X(w) + £, takze limsup,,_, o, Xn(w) < X(w). To
znamena limsup,, ,.o X, < X s.j.

Naopak piedpokladejme ze limsup,, , ., X, < X s.j. Je-li limsup,, ., X, (w) < X(w), a
e >0, jew e M., takze P(M,) = 1. Protoze M, C M 41, pro kazdé ¢ > 0 existuje n
takové, ze P(M. ) > 1 — 4. Z toho plyne lim,,_ o0 SUp,p5p Xm < X ip. O

7 Tvrzeni 40 bezprostiedné plyne
Tvrzeni 41 Necht X a (X,)n>0 jsou redlné ndhodné veliciny. Pak

limsup X, < Xs,j. — lim X, <Xip.

n—oo n—o0
lminf X, > X sj. — lim X,, > X i.p.
n— o0 n—00
lim X, =Xsj — Ilm X,=Xip.
n— 00 n—00

Véta 42 (Silny zakon velkych &isel) Necht (X;)i>o je posloupnost nezdvisljch redlnijch
ndhodngch velic¢in se stejnym rozdélenim se stiedni hodnotou E(X;) = E < oo a konecéngm
rozptylem. Pak
Xo+--+ X,
lim 20t A1 g

n—00 n

Diuikaz viz Rényi [26].
Definice 17 Frekvenéni rozdéleni 3, € A(A) slova u € A* je

Pu(a) = [ula/lul, kde|ulo ={i <|ul: u; = a}
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Véta 43 Necht (X; : Q — A),en je bernoulliovsky proces s rozdélenim P € A(A). Pak
lim H(Px, ) =H(P) s

n—oo
Diikaz: Plati [X[g)la = > i, [Xila/n. Protoze E(|X;|,) = P(a), podle silného zdkonu
velkych cisel P (a) = [X[0,n)|a/n konverguje skoro jisté k P(u). Z toho plyne ze ’H(‘BX[
konverguje skoro jisté k H(P). O

(J,n))

Véta 44 (Shannon) Necht (X; : Q — A);en je bernoulliovsky proces s rozdélenim P &
A(A). Pak
J

lim 9" — %(P) s.j.

n—oo n
Dikaz: Polozme Y,, = Jx, ., /n=>_,_, Jx,/n. Protoze Jx, jsou navzdjem nezavislé stejné
rozdélené velic¢iny se stfedni hodnotou E(Jx,) = H(X;) = H(P), je limy, oo Yo = E(Jx,) =
H(P) sj. O

Véta 45 (o rovnomérném rozdéleni) Necht (X;: Q — A);en je bernoulliovsky proces s
rozdélenim P € A(A). Pak limy, o Ix, /1= H(P)i.p. , tj. pro kaZdé € > 0 plati

<€]:1

Dukaz bezprostiedné plyne z Véty 44. Odhadneme pravdépodobnost ” typické mnoziny” nejpravdépodobnéjsich
slov. Pfipomenme, ze pro P € A(A) je P* € A(A™) definovéno jako soucin pravdépodobnosti
pismen, a pro M C A" je P"(M) =}, P"(u).

lim P

n—oo

n—1
1

Definice 18 Pro rozdéleni P € A(A), e > 0 an > 0 je typickd mnozina M (P) defi-

novdna vzorcem
{u c A" < 5}

_ {ueAn: 9=n(H(P)+e) o pn(y) <2—n(?—L(P)—s)}

MZ(P)

1 n—1
H(P) + —log ]1 P(u;)

Do typicke mnoziny frekvencniho rozdéleni 93, patii specialné samo slovo u:
Tvrzeni 46 Pro u € A* je ‘BL“l(u) — 9—nH(PB,)
Dikaz:

H B, (u;) = H P, (a)lle = H olulB,(a)log B, (a) — o—lul H(B.)

1<|ul acA acA
Véta 47 (o typické mnoziné) Pro kaZdé 6, > 0 a pro kazdé dosti velké n > ns . plati
(1—3) - 2m P < M2 (P)| < 2mHIFE) - pr(MZ(P)) > 1 -6

Diikaz: Nechf X je bernoulliovsky proces s rozlozenim P. Z Véty 45 o rovnomérném
rozdéleni bezprostiedné plyne P[X(o ) € M7 (P)] > 1 — 0 pro vsechna dosti velka n. Dale

1> ) P'(u) 2 |MZ(P)|- 270D
ueM? (P)

1-6< Y P(u) < MI(P)|-27"H)=9) O
ueMZ (P)
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2.5 Teorie typu

Frekvenén{ vektor 9B, sestdvd z raciondlnich éisel B, (a) = |uls/|u|, jejichz jmenovatel je |u.
Prostor takovych vektoru znac¢ime

A"(A)={P e A(A): Ya€ A, n-P(a) € N}

Pro P € A™(A) polozme
C"(P)={ue A" : B, = P}, takze [C"(P)|=n!/ ] (n- P(a))
acA
Podobné pro u € A* polozme
Clu) ={ve A P, =P}, takze |C(w)| = [ull/ ]T lula!
acA

Zobecnime nyni Tvrzeni 46.
Véta 48 Nechl Q € A(A) au € A™. Pak Jgn(u) = |u| - (H(B,) + D(B./Q))-
Dikaz:

Q" (u) = H Q(u;) H Q(a \ula, - H 9lul- B, (a)log Q(a) _ 2—\U|~(7'l(‘43u)+17(q3u\\@))7

1<|u| acA acA

takze Jon (u) = —log Q" (u) = |ul - (H(PB,) + D(R.[1Q)). O
Tvrzeni 49 |[A"(A)| < (n+ 1)I4171,

Dikaz: Pro kazdé P(a) € {0, %, o 7:,7—11,
slozka je urcena predchédzejicimi. O

Véta 50 Necht P € A"(A), u € A™. Pak
2n~7~[(P)
_2 <P < 2n~H(P)
T < 1P <
Dukaz: Podle Tvrzeni 48

1>PUCM(P) = Y. Plu= Y. 27 HP) e, (p)|- 2 HP)
uweC" (P) ueCn(P)

2n-’H(q3u) 5
ey par S Cwl=2 HOB,)

takze |C™(P)| < 2" "(P), Pro opacnou nerovnost pouzijeme vztah m! > n!-n™"", ktery lze
dokdzat rozborem pifpadii m > n a m < n. Pro P,Q € A"(A) plati

PUCA(P) _ 1C(P)] Taes Pla)"@ <n@<a>>!P(a)nP<a>,nQ<a>

P (Ch(Q)) Cr(Q)] - Taea Pla)@t® % (nP(a))!

[ (nP(a))r@@="P@ . p(a )nP(a) nQ(@) = T nr(@@-Fla)
acA acA

= n"'zaeA(Q(a)*P(a)) — 0 =1

Y

Odtud z Tvrzeni 49 a 48 plyne
1= 3 P S PUCP) < (n+ )AL PrCn(p)

QeAn(A) QGA"(A
= (n+ ATt B en(p) O

Pro binarni abecedu lze tvrzeni zesilit
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Tvrzeni 51 Pro k < n/2 plati

- n nH(E =k
5 (5)seme

=0
Dukaz:

L= 3(5) ()”(”f)”jaﬁg(?)(i)k'(”nk)”k

7=0

ORI

7=0

M

Y

Véta 52 Pro kazdé P € A™(A) a Q € A(A) platd

1
90— D(PlIQ) « on(cn(P)) < 2~ P(PlIQ)
I <QMen(p) <
a tedy
_ —log Q"M (C™(P)) _
klggo nk = D(PIQ)
Dukaz: Podle Tvrzeni 48 plati
Q™ (C™(P)) = Z Q" (u Z o~ (PPIRQHHP)) — |cn(p)| . 27 (PPIQ+H(P)

uelCn(P) uelCn(P)

Véta plyne dosazenim tohoto vztahu do nerovnosti z Tvrzeni 50. O

Specidlné pro P = @ dostdvame limy_, o, —log P"(C"™(P))/n = D(P||P) = 0. Ze Stirlingovy
formule dostdavame presnéjsi odhad. Pro kazdé k které je délitelné n plati

kP(a

PE(CF(P)) = k! - H kP zkj_wT_l

Tato pravdépodobnost sice konverguje k nule, konvergence je vSak polynomidlni a nikoliv
exponencialni.
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3 Komprese dat

3.1 Blokové kédy

Blokovy kéd abecedy A v binarni abecedé B = {0, 1} je kazdé zobrazeni f : A — B™. Blo-
kovy kéd rozsifujeme na zobrazeni f : A* — B* a f : AN — BN konkatenaci f(uouiusy...) =

fuo) f(ua) fluz) ...

Definice 19 Nechf f : A — BT je blokovy kdd.

(1) Kod f je prefixovy, pokud pro Zddnd a # o' € A neplat? f(a) T, f(d').
(2) Kdd f je jednoznaény, pokud f : A* — B* je prosté zobrazeni.

(3) Kéd f je uplny, pokud f : AN — BN je surjektivni zobrazent.

Kéd a — 0, b — 10, ¢ — 110, d — 111 je prefixovy, jednoznacny a tplny. Omezime-li ho
na abecedu {a, b, ¢}, dostaneme prefixovy a jednoznacény kéd, ktery nenf uplny. Kéd a — 0,
b— 01, c+— 011, d — 111 je jednoznaény (sufixovy) kéd ktery nenf ani prefixovy ani uplny.

Tvrzeni 53 Kazdy prefizovy kdd je jednoznacny.

Diikaz: Pokud f(u) = f(v), pak bud f(ug) je prefix f(vg) nebo naopak. V kazdém piipadé
je up = vg a indukei dostaneme v =wv. [

Véta 54 (Kraftova nerovnost) Nechf prirozend éisla dy,...,dx_1 spliugi nerovnost
27% 4.y <
Pak existuje prefizovy kéd f : Zyx, — BT s délkami | f(i)| = d;.

Dikaz: Seradime délky podle velikosti 1 < dy < dy < -+ < dp_1. Zvolme libovolné kod
f(0) € B% s délkou dy. Pak pro mnozinu slov délky d;, jejich prefix je f(0) plati

Hu € Bh . f(0) Cp u}| = 2079 < 2hi=do 1 — 9di(9=do 4 9=di) < 91 — | pd1|

Existuje tedy slovo f(1) € B% jehoz prefix neni f(0). Déle postupujeme indukeci. PFedpoklé-

dejme, ze jsme jiz sestrojili f(0),..., f(i — 1), které tvoii prefixovy kéd. Pak mnozina slov
délky d;, jejichz prefix je néjaké f(j), kde j < i je disjunktni sjednoceni
{fueBY%: f(O)Cpu V --- V fli—1)Cpu} = U{uEBdi : f() Cpub
J<i
HueBY%: fO)Cpu V -+ V fli—1)Cpu}| = 2% % ... 4 2di~dizs

< 2% b o g2l 4 omdy) < ok
takze existuje f(i) € B% jehoz prefixem neni zadné f(5), kde j <i. O
Véta 55 (MacMillan) Necht f : Zi — BY je jednoznacény kéd, a d; = |f(i)|. Pak
27 % 4.y 27 <

Dikaz: Predpokladejme opét 1 < dy < --- < dp_1 a polozme ¢ = Zf;ol 2-4i Pak ¢ =

Zf;ol f;é 2=% . 274 g pro p > 2 piirozené je

k—1 k—1
I P S I S 0]

10=0 ip—1=0 u€ AP
pdp_1 pdy—1

= > Hued: |fwl=4}-27=> ¢27
j=1 j=1
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Pro koeficienty c; plati

c; = I{(io,...,ipfl) € AP . di0+"'+dip,1 :j}|
= |{(’L'0,...,ip,1) € AP : ‘f(io,...,ip,1)| :j}|
Slova i = (ig,...,ip—1) € AP jsou zpravy v abecedé A a c¢; je pocet vSech zprav jejichz

kédy maji délku pravé j. Protoze pocet vSech moznych kédu délky j je 27 a protoze f je
jednoznaény, plati c; < 27. Odtud dostdvame

pdi—1 P
< Z 27.270 =pdp_y = — <dj_1.
— P

To je mozné pouze pokud ¢ < 1. [O

3.2 Délka kédu
Definice 20 Délka blokového kédu f : A — BT pri rozdéleni P € A(A) je

=Y P(a)

acA

Délka rozdéleni P € A(A) je L(P) = min{L(P, f) : f: A — B% je jednoznacény kéd}.
Jednoznacény kéd f: A — 2% je minimdlni kéd pro P, pokud L(P, f) = L(P).

Tvrzeni 56 Necht X je bernoulliovsky proces nad A a f : A — BT je blokovy kéd. Pak

n—00 n

Dikaz: Plati | f(Xjo,n))l = X<, [f(Xo)| @ BIf(Xi)[ = Xqeq Pla) - |f(a)| = L(P, ). O
Véta 57 (Shannonav kéd) Pro kazdé rozdéleni P € A(A) plati

L(P, f) s

H(P) < L(P) < H(P) +1

Dikaz: Pro dané P sestrojime kéd f. Polozme d, = [—log P(a)], takze

1
<d, <log——+1

log Pla)

1
P(a)
Odtud 279 < P(a) takze é&isla d, spliiuji Kraftovu nerovnost. Existuje tedy prefixovy kéd
f:A— BT pro ktery |f(a)| = d,. Odtud

P.f)=) P(a)-dy <Y P(a) <log )+1>:7-[(P)+1.

a€A acA

Ukézali jsme tedy L(P) < L(P, f) < H(P) + 1. Pro dikaz opac¢né nerovnosti potiebujeme
nerovnost Inz < x — 1 z Lemma 5. Predpokladejme tedy Ze f : A — B™ je jednozna¢ny
kéd, takze d, = |f(a)| spliuji Kraftovu nerovnost. Odtud dostdvéme

H(P)-L(P,f) = > P (log

a) - L o 20
= Pla) 82 >_1112(;‘P( o)
1 27 e
M%P(Q)<P(a)_l> <0
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Pro kazdy jednoznacny kéd je tedy H(P) < L(P, f), takze H(P) < L(P). O

Z dukazu véty plyne, Ze pro rozdéleni P € A(P), jehoz hodnoty jsou zdporné mocniny
dvou, tj. P(a) = 2% existuje prefixovy kéd f, jehoz délka L(P,f) = H(P) je ptesné
jeho entropie. Pokud pravdépodobnosti nejsou mocniny dvou, lze efektivitu kédovani zvysit,
kédujeme-li zpravy po blocich. Pro dané rozdéleni P € A(A) a jeho m-tou mocninu P™ €
A(A™) plati H(P™) = m-H(P). Podle Véty 57 je tedy m-H(P) < L(P™) < m-H(P)+1,
takze lim,,— 0o L(P™)/m = H(P). Pfi kédovéni po blocich pfipada asymptoticky H(P) bitt
na jedno pismeno. V odstavci 3.5 tento vysledek jesté zobecnime.

3.3 Huffmannuv kéd

Veéty 54 a 57 (presnéji feceno jejich dukazy) dédvaji algoritmus jak k danému rozdéleni P €
A(A) sestrojit bindrni prefixovy kéd f : A — BT pro ktery L(P, f) < H(P) + 1. Tento kéd
ale nemusi byt minimalni kéd pro P.

f(a) =00 a:i a:i 0 , 0
fby=01 bl bt L T T
D3 i3
0 —abcd @ 1
fle) =10 c:g— ) L1
[ PR TR RIS B R “hhs
‘6

Obrézek 13: Huffmannuv kéd

Priklad 10 Rozdéleni P = (3,1, ¢, %) md entropii H(P) = log(3) + & ~ 1.918.

Zéaporné logaritmy pravdépodobnost{ jsou — log P = (1.58,1.58,2.58, 2.58), takze délky jsou
d = (2,2,3,3). Tomu odpovidd napiiklad prefixovy kéd g = (00,01,100,101) s délkou
L(P,g) = % ~ 2.333. Miniméln{ kéd pro P je ale napiiklad f = (00,01,10,11) s délkou
L(P, f) =2 < L(P, g). Minimalni{ prefixovy kéd daného rozdéleni 1ze ziskat Huffmannovym
algoritmem. Algoritmus slouc¢i dvé pismena s nejmensi pravdépodobnosti do jediného nového
pismene a ziskd tak rozdéleni na mensi abecedé. Potom sestroji minimalni kéd pro tuto mensi
abecedu a z kédu slozeného pismene ziska koédy jeho dvou pismen tak ze k nému pfiddme
jeden rozliSovaci bit. Postup je zndzornén na obrazku 13. Minimalni kéd neni urcen jed-
noznacné. V piipadé ze v prubéhu algoritmu dojde k situaci Ze dvojice pismen s nejmensi
pravdépodobnosti neni uréena jednoznaé¢né, vedou obé alternativy k miniméalnimu kédu. K
této situaci dochazi v piikladé 10. Alternativni minimélni kéd (se stejnou délkou L(P, f) = 2)

je sestrojen na obrazku 14.

fla)=1 a:i a:i a:i 1
f(b) =00 b:% b:% 0 —abed : 1
0
[— .2
fe)=010 c:i-0 s
1
| ed: i

fd)y=011 d:

o=

Obréazek 14: Alternativni Huffmannuv kéd
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Definice 21

(1) Bindarni strom je mnozina T C B* pro kterou platiu e T & vCpu = veT.

(2) Listy bindrniho stromu T tvori mnozinu L(T) ={u €T : w0 ¢T & ul ¢ T}.

(3) Bindrni strom T je uplny, pokud platiu € T — (u0 €T < ul €T).

(4) Bindrni strom prefizového kédu f : A — BT je Ty = {u € B*: Ja € A,uC, f(a)}.
Tvrzeni 58 Je-li T bindrni strom a f : A — L(T) prosté zobrazeni, je f prefizovy kdd.
Pritom f je dplng kéd prdavé kdyz T je uplny bindrnd strom o f : A — L(T) je bijektiond
zobrazent.

Dukaz: Je-li f: A — L(T) prosté a f(a) vlastni prefix f(b), pak f(a) nemuze byt list a to
je spor. Necht f je uplny kéd. Jestlize f neni bijektivni nebo T' neni tplny, existuje a € A
takové ze bud f(a) = u0 a ul & f[A], nebo f(a) = ul a u0 ¢ f[A]. Pak bud u0> nebo
©1°° nendlezi do f[AN], takze f nenf iplny koéd. Naopak predpokladejme, ze f je bijekce a
T je uplny strom. Je-li u nejdelsi prefix y € BY ktery nélezi do T, pak u € L(T). Pokud
by totiz u nendlezelo do L(T'), pak by obé slova u0 a ul ndlezela do T a jedno z nich by
bylo prefixem y. existuje tedy 2o € A a z € BY takové ze y = f(z0)z. Opakovanim tohoto
postupu sestrojime z € AN pro které y = f(z). O

Tvrzeni 59 Pro kaidij P € A(A) existuje minimdlni prefizovy kéd. Je-li f : A — BT
minimalni prefizovy kod pro P, je Ty dplny bindrni strom a plati

Pla) < P(b) = [f(a)| = [f(D)I-
@I <1f(@)l = [f(®)] a f(a) se od

Ddle existuji a # b € A takové, Ze pro kazdé ¢ € A plati
f(b) lis jen poslednim bitem.

Diikaz: Mnozina kédi g : A — BT takovych 7ze L(P,g) < [log |A[] je koneénd a neprazdnd,
takze existuje minimalni kéd g. Podle Véty 55, délky |g(a)| spliuji Kraftovu nerovnost a
podle Véty 54 existuje prefixovy kdd f se stejnymi délkami. |f(a)| = |g(a)|, takze [ je také
minimalni. Pfedpokladejme sporem, Ze Ty neni minimalni strom. Pak existuje u € Ty takovy
ze u0 € Ty a ul ¢ Ty (nebo naopak). Sestrojme kéd

f(v) pokud wZ, f(v)
9(v) = { uw igkud f(v) = ubw

Pak g je prefixovy kéd kratsi nez f a to je spor, takze Ty je minimélni strom. Kdyby pro
P(a) < P(b) platilo |f(a)| < |f(b)], pak by zdménou f(a) a f(b) vznikl kratsi kéd. Nakonec
dokazme, Ze dvé nejdelsi kédova slova se lisi jen poslednim bitem. Necht f(a) je nejdelsi
slovo kédu, tj. |f(c)] < |f(a)| pro kazdé ¢ € A. Polozme f(a) = ud, kde d € B a uvazujme
kéd g : A — B* definovany predpisem g(a) = u, g(c) = f(¢) pro ¢ # a. Protoze f je
minimélni, g neni prefixovy a existuje b # a pro které u T, f(b) nebo f(b) T, u. Protoze
f je prefixovy kdd, neni f(b) C u, a tedy specidlné u # f(b), takze u je vlastni prefix f(b).
Protoze |u| +1 > |f(b)| > |ul, je f(b) =ud', kded =1—-de B. O

Tvrzeni 60 Necht P € A(A) a necht pro a,b € A platiVe € A\{a,b}, P(c) > P(a) > P(b).
Uvazugme abecedu C' = A\{a,b}U{c}, kde c ¢ A a sestrojme rozdéleni Q € A(C) predpisem

| P(x) pro x € A\ {a,b}
Q) = { P(a)+ P(b) pro xz=c

Necht g : C — B™ je minimdlni prefivovy kéd pro Q a sestrojme kéd f : A — B predpisem

g(x) pro =z € A\{a,b}
f(@)=q 9(c)0 pro z=a
glc)l pro xz=10

Pak f je minimalni prefixovy kéd pro P.
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Diikaz: Pfedpoklddejme sporem Ze minimalni prefixovy kéd f' : A — BT je kratsi nez
f. Vhodnou zaménou pismen lze kéd modifikovat tak ze jeho délka se nezméni a pritom
f'(a), f'(b) jsou kédy s nejmensi délkou, které se lisi jen poslednim bitem, tj. f/'(a) = 0,
1/ (b) = ul. Sestrojme kéd ¢’ : C — B™ predpisem ¢'(c) =u a ¢'(z) = f'(x) pro xz € C'\ {c}.
Pak

L@Q.¢) = Y Q) -ld@l= Y Pl)-|f' @)+ (Pa)+Pb))-|ul

zeC zeC\{c}

< L(P,f') = P(a) — P(b) < L(P, f) — P(a) — P(b) = L(Q, 9)
a to je spor. [
0/:abcd, 100 O:/abcd, 100
1: ab“67 \ztd,sss 1: bcd, 67 2:a, 33

u A | 0O]1]00|01]|10]11 u A 0 | 1]00|01]010|011
lu) | O 1123|4516 Lu) | O 1 1213 |4]|5 6
f(u) | abed |ablcd| a | b | c | d f(uw) | abed | bed | a | b | ed| c d
p L 5lslslslsls wwl L[5 5lsl50515%

Obrazek 15: Ohodnocené bindrni stromy

Huffmannuv algoritmus pouziva datovou strukturu ohodnoceného bindrniho stromu. Pro
Huffmannovy kédy z obrazku 13 a 14 jsou piislusné ohodnocené stromy na obrazku 15.
Ohodnocen{ vrcholtt je zapsano ve tvaru £(u) : f(u), u(u), kde £(u) = [{v € T : v < u}|
je pofadi u v lexikografickém uspotadani T, f : T — P(A) ptifazuje vrcholim podmnoziny
abecedy A, a p: T — [0,1] pfifazuje vrcholum jejich pravdépodobnosti (vyjiddiené v pro-
centech).

Definice 22

(1) Ohodnoceny strom nad A je trojice T = (T, f,n), kde T C B* je 4iplny bindrni
strom, p: T — [0,00) je vdhovd funkce splniugict p(u) = pw(u0)+ p(ul), a f: A — L(T)
je bijektivni zobrazeni.

(2) Ohodnoceny strom T je uspotadany, pokud plati u < v = p(u) > p(v).

(3) Spojeni ohodnocengch stromu Ty = (To, fo,t0) o T1 = (T, f1, 1) nad disjunktnimi

abecedami Ay, Ay je ohodnoceny strom T = (T, f, u) = ToVT1 nad abecedou A = AgUA1,
kde

(a) T=0ToU1Ty U{A} ={0u: veTo} U{lu: ue T} U{A},
() 1(0u) = po(w), (1) = s (), (V) = po(N) + s (V)

[ 0fo(a) pro a€A
(¢) f(a) { 1f(;(a) im a€ A(l).
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Ohodnoceny strom (7, f, i) uréuje ohodnoceni f : T — P(A) vrcholti stromu podmnozinami
abecedy A predpisem
f(f(a) ={a}, fu)= f(u0)U f(ul).

Definice 23 Huffmanntv algoritmus na zdkladé vstupu P € A(A) vytvori ohodnoceny
bindrni strom ndasledujicim postupem:

(1) Inicializace: Vytvor seznamu ohodnocengch stromi (T = (T, fa, ta))aca nad jedno-
prokovgmi abecedami {a}. Zde T, = {A\}, pa(N) = P(a), fo(A) = a.

(2) V seznamu ohodnocengch stromi nad disjunktnimi abecedami (jejichz sjednocent je A)
najdi dvojici stromi To, T1 s nejmensimi vahami koveni po(\) > ui1(\) a nahrad je
jejgich spojenim To V T1.

(3) Opakuj krok (2) dokud nezustane jeding strom (nad abecedou A)

Konstrukce kédu rozdélenf P = (3, 1, ¢, ) na obrazku 14 probihé v nésledujicich krocich
Lo ((Aa )l (A5 (e gl [(Ad,g)]
Bl b3 [(Aed, 3), (0,

2. (A
3. [(Aab 3):(0,a,3),(1,
4. [(

1,0, 1)), [(/\,cd,%
A, abed, 1), (0,ab, 2), (00

1,cd, 1),(10,¢, %), (11,d, §)]

Alternativni konstrukce na obrazku 15 probl’hé v nasledujicich krocichsmallskip

[(>\ a, )], [(A b,5)), [(Ne )l [(Ad )]

2 (v, 1)) [ON6 D] [ cd,§>,<0 >,<1d >]

3. [(\a, 1), [()\ bed, 2)(0,b, 1), (1, ¢d, 1), (10,¢, 1), (11, d, 1)]

4 [(A abed, 1),(1,a,4), (0, bed, )7(0 b, 1y, (11, cd b, (110,075),(1117d7%)]

—_

l
’3
1
3

Véta 61 Huffmannuv algoritmus z Definice 23 sestroji usporddany strom a jeho kod je
manimalng.

Diikaz: Stejné jako v Tvrzeni 60 zvolime pismena a, b € A s nejmensimi pravdépodobnostmi,
tj. takové, ze pro kazdé ¢ € A\{a,b} plati P(c) > P(a) > P(b). Pro abecedu C = A\ {a,b}U
{c} a rozdéleni @ Huffmannuv algoritmus sestroji ohodnoceny strom 7. Pro ohodnoceny
strom T4 rozdéleni P plati

Ty =TcU{ul,ul}, pa(u0) = P(a), pa(ul)= P(b),

kde u = fo(c). Podle indukéniho predpokladu T¢ je usporddany a jeho kdéd je minimdlni.
Podle Tvrzeni 60 je kod T4 také minimélni. Ukazeme, ze T4 je uspoiddany. Pro dva nové
vrcholy 40, ul plati u0 < ul a pa(u0) = P(a) > P(b) = ua(ul). Predpoklddejme sporem
ze p(ui) < p(vj) a pitom ui < vj pro néjaké i € B, v € B*\ {u}, j € B. Pak |u] < |v] a
tedy u < v. Protoze p(u0) > p(ul), p(v0) > p(vl), dostdvame p(ul) < p(v0). Protoze také
w(u0) < p(vl), dostdvdme odtud p(u) < p(v) a to je spor. 0O

Véta 62 Je-li T = (T, p, f) usporddany strom a u(\) =1, je f minimdlni kéd pro rozdéleni
P(a) = p(f(a)).

Diikaz: Necht u0,ul € T jsou dva nejvétsi prvky T'. Protoze T je uspoiadany, maji u0 a ul
nejmensi pravdépodobnosti a strom T ktery ziskdme z T odstranénim «0, ul mé rozdélenf
Q. Podle indukéniho predpokladu je 77 minimélni kéd a podle Tvrzeni 14 je 7 minimdln{
kéd. O
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3.4 Kodovani spocéetnych abeced

Teorii kédu 1ze rozsitit i na spocetné abecedy. Blokovy kdd spocetné abecedy A je zobrazeni
f: A — BT, kde B je bindrn{ abeceda. Mnozina slov nad A je

A=A ={puAauAu-..
k>0

Kéd f: A — B* lze rozsifit na zobrazeni f* : A* — B*. Definice prostého, prefixového a
jednozna¢éného kédu zustavaji v platnosti. I pro nekonecné kédy plati Véty 54, 55 a 57.

Véta 63 Je-li f : N — BT jednoznacnyj kéd, pak plati Kraftova nerovnost Y ieN 2- 17O < 1.
Naopak je-li d = (d;);en posloupnost prirozenych disel, kterd spliiuje Kraftovu nerovnost
2 ieN 274 < 1, pak existuje prefivovy kéd f : N — B* pro kteryj |f(i)| = d;.

Diikaz: Necht f : N — BT je jednoznaény kéd. Pak jeho restrikce f : Z,, — BT je také jed-
noznacny kéd a tedy >, 27% < 1. Z toho plyne Y, . 27% < 1. Naopak predpoklédejme
ze Y ;en2”% < 1. Pak kazdd mnozina A, = {i € N: d; < k} je konecnd. Necht kg je
nejmensi ¢islo pro které je Ay, neprazdnd. Podle dukazu Véty 54 existuje prefixovy kéd
f i Ag, = BT s délkami | f(¢)| = d;. Je-li jiz definovdn prefixovy kéd f : Ay — BT, existuje
jeho rozsifeni na prefixovy kéd f : Axy1 — BT. Spoleéné rozsiteni viech téchto kédu je
prefixovy kéd f: N — BT. O

Véta 64 Necht P € A(N) je rozdéleni s konecnou entropii. Pak H(P) < L(P) < H(P)+1.

Tvrzeni 65 Existuje prosty kéd b : N — B* pro kteryg |b(n)| = [log(n + 1)] < log(n + 1)
(obrdzek 16). Ddle existuji prefizové kédy by, : N — B* takové, Ze

n+k
el = s | k=1

b(n) | bi(n) | ba(n) | bs(n) | bo(n) bn(n) l1(n) | la(n)
A 0 00 000 0 0 0 00
0 10 01 001 100 1000 1 01
1 110 100 | 010 101 1001 10
00 130 101 011 11000 10100 11

1%0 1100 | 1000 | 11001 10101
10 150 1101 | 1001 | 11010 10110
11 1%0 1200 | 1010 | 11011 10111
000 | 170 1301 | 1011 | 1%0000 | 11000000
001 | 1%0 1700 | 11000 | 130001 | 11000001

|| o a x| w| | =o| S
o
—_

14 [ 111 [ 10 | 1700 | 13010 | 130111 | 11000111
15 | 0000 | 1'°0 [ 1701 | 13011 | 1*00000 | 110010000
16 | 0001 | 180 | 1800 | 1*000 | 1%00001 | 110010001

Obrazek 16: Kédovani ptirozenych &isel
Dikaz: Definujme b(n) jako n-ty prvek v lexikografickém uspofaddni bindrnich slov

B* = {),0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010,011, .. .}.
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Pro b: N — B* a inverzni zobrazeni b~! : B* — N plat{ vzorce

- 1
b(n); = {nLOiMJ mod 2, i < |log(n +1)]
b~ Hu) = —14 2l ol Tlyy ol =2y by, we B

Kéd b je prosty ale nenf ani prefixovy ani jednoznaény. Necht [x(n) je n-ty prvek v lexiko-
grafickém uspofadani B* (obrazek 16). Kédy by jsou definovény vzorci by (n) = 170,

b(n) = 1127 (n — [n/25-1)). O

L(P,,by) L(P,,by) L(P,,bs)
| L(P;, bs)
| L(P, ba) HE)
r=E/(E+1)
: : : ; } } | E
5 10

Obrézek 17: Kody pro geometrické rozdéleni

Kédy by jsou vhodné pro geometrické rozdéleni (Piiklad 2) P.(n) = (1 — r)r™, kde
0 < r < 1 se stfedni hodnotou a entropif

r 1 r
T, H(P)=log +

[E(P) 1—r 1-—7r

1
log —.

r
Délky téchto kédu jsou na obrazku 17.

Tvrzeni 66 Pro preficovy kod by, a geometrické rozdéleni P, je

1
L(Prbg) =k =1+ 5
Diikaz: Polozme j = 2F~1
L(Pby) = (A—=r)(k-Q+-+r7 Y+ (k+1)-r7 - (14 4+r )+
= (1=r)-(k+k+1Dr +(k+1Dr¥ +-.)
= k+ri4r¥ 4 =k -1+ |
1—m

Specidlné pro r, = 272 " je —log Py, (n) = —log(1 — 272" ") 4 gier, L(Py, by) = K+ 1.
S pouzitim piiblizného vzorce ry ~ 1 — 2'=% . 1In(2) dostavdme H(P,,) ~ k + 0.972 — 21=F
takze délka kédu je velmi blizkd entropii.

Ukazeme nyni konstrukci prefixového kédu by, ktery ma stejnou asymptotickou délku
jako (nweprefixovy) kéd b.
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Tvrzeni 67 Ezistuji prefizové kédy bo, by : N — BT takové, Ze

lbo(n)] < 2log(n+1)+1

G

[bn(n)] < log(n+ 1)+ 2log(log(n+ 1)+ 1) +1, Jm ) =

Diikaz: Pro kéd bo(n) = b (|b(n)|)b(n) = 11*MI0b(n) je
[bg(n)| =2[b(n)| +1=2[log(n+1)] +1 < 2log(n+1)+1
Pro by(n) = bo(|b(n)|)b(n) pak plati
b (n)| < 2log(|b(n)] + 1) + 1+ |b(n)| < log(n + 1) + 2log(log(n + 1) + 1) + 1. O
Obecné pro libovolnou abecedu A lze sestrojit prefixovy kéd s asymptotickou délkou |u| log | A|.

Tvrzeni 68 Pro kazdou konecnou abecedu A existuje prefivovy kéd b4 : A* — BT pro ktery
plati

b
[64(w)] < |ul-log|A| + 4log(|u] + 1) + 2loglog |A| + 2, ‘ llim | ’|4u(|u)|
uU|—r o0

bp(u)| < |u| +4log(ju| + 1) + 2.

= log | A

Specidlné pro bindrni abecedu plati

Dikaz: Oznacime prvky abecedy A pfirozenymi ¢isly, takze A = {0,1,...,m — 1}. Pro
u € A* necht f(u) = ug - |AF~1 + -+ + up_; je poradi u v lexikografickém uspofddan{
mnoziny A*. Polozme b 4(u) = bo(|u|)by(¢(u)). Protoze £(u) + 1 < |A|lY, je

[64(u)] < 2log(Jul +1) 4+ 1+ log(|f(u)] + 1) + 2log(log(|€(u)] +1) +1) +1
< 2log(Jul + 1) + |u| - log |A| 4+ 21og(|u|log |A] + 1) 4 2
< ul-log|A| + 2log(Ju| + 1) + 21log((|u] 4+ 1) log |A]) + 2
< |u|-log|A| + 4log(Ju| + 1) + 2loglog |A| + 2. O
U A ]O 1 00 01 10 11 000
M) o [0 |1 0 |1 2 3 0
bs(u) || 00 | 1000 | 1001000 | 1010 | 1011000 | 1011001 | 10110100 | 110000

Pro d > 0 definujeme lexikograficky kéd 14 : [0,2%) — B?. Pro n < 2¢ je l4(n) n-ty prvek
BY v lexikografickém uspoiadani (obrazek 16).

3.5 Kody pro stacionarni procesy

Definice 24 Necht u : A* — [0,1] je symbolickd mira nad abecedou A a f : A* — B* je
zobrazeni do mnoZiny bindrnich slov. Horni a dolni délka f p7i p je

L, f) =tminf ~ 3 pu) - [f()l, Ll f) = limsup~ 3 pu(u) - [ £(w)

n—oo mn n
ucAn n—o0 UEAR

Piiklad 11 Pro prefizovy kéd b : A* — BV a kazdou symbolickou miru p plati
L(/u7 bA) = f(”) bA) = IOg |A‘

Také pro symbolické miry plati Shannonova véta 57, ale v silnéj$im tvaru: Délka kodu je
zdola omezend entropii nejen pro blokové kddy ale pro kazdé prosté zobrazeni f : A* — B*
(Véta 69). K entropii se 1ze délkou blokového kdédu libovolné ptiblizit (Véta 74). Dokonce
existuje prefixovy kéd f : A* — BT, jehoz délka je pfesné entropie symbolické miry (Véta
75).
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Véta 69 Necht A je koneénd abeceda, f : A* — B* je prosté zobrazeni a necht j : A* —
[0,1] je staciondrni mira nad A. Pak H(p) < L(p, f).

Dikaz: Pro prefixovy kéd bp : B* — B* sestrojeny v Tvrzeni 68 plati
B3 (w)] < Ju] + log(Jul + 1) + 2

Pro dané £ > 0 existuje n. takové ze pro viechna n > n. je [bg(u)| < (1+¢)|ul|. Prou € A™
polozme g, (u) = bp(f(u)). Pak kéd g, : A™ — B* je prefixovy. Podle Shannonovy Véty 57
plati

Hwan) < L{pan,gn) = Y plw) - lga(w)| < (L4€) Y p(w) - |f(u)l
u€An u€ A"

Po vydéleni n dostdvdme v limité H(p) = lim, oo H(pjan)/n < (1 +¢€) - L(u, f) a tato
nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0. O

Véta 70 Necht f : A* — B* je prosté zobrazeni, P € A(A) a (Xpn)n>0 bernoulliovsky
proces s rozdélenim P. Pak

X

n—00 n

Diikaz: Pro kazdé n plati [{u € A* : |f(u)| < n}| < |{u € B*: |u| < n}| < 2"*!. Pro dané
kladné €, ¢ zvolme kladné n < €. Podle Véty 47 o typické mnoziné existuje ns,, takové, ze
pro vSechna n > ns, plati

Pllf (Xjom)l/n <H(P) —e] <
< PlXjon € My(P)] + P[Xjo,n) € M (P) & | f(Xjo,n)| < n(H(P) —¢)]

< o427 e A | f(u)] < n(H(P) - o)}
< 52 (UP)=) gn(H(P)=e)+1 _ 5 4 g=nle—m+1

> H(P) i.p.

a tedy limsup,,_, ., P[|f(X[,n))l/n < H(P) — €] < 4. Protoze to plati pro kazdé § > 0, je
hmn—>oo |PHf()([Ofn))|/n>’H(]D> _E] =0. O

Pro konvergenci skoro jisté potfebujeme zesfleni Cebysevovy nerovnosti (viz Rényi [26]).

Véta 71 (Bernsteinova nerovnost) Necht (X;);>¢ jsou nezdvislé, omezené redlné nihodné
velic¢iny s stejnou stiedni hodnotou E(X;) = E a rozptylem Y(X;) = D pro které existuje
K > 0 takové Ze | X; — E| < K pro kazdé i. Pak pro kaZdé ¢ < D/K plati
P [ Xo+--Xp1 E‘ > 5} < 9.e—2ne’D/(2D+ek)® L o ,—2ne?/9D
I — el < <

7 Bernsteinovy nerovnosti dostdavame zesileni odhadu pravdépodobnosti typické mnoziny

<e}

— {’LL c A" - 2—7L(H(P)+E) < Pn(u) < 2—7L(H(P)—a)}

M2 (P) {u €A ’H(P) + %log P"(u)

Tvrzeni 72 Necht (X;)i>o je bernoulliovsky proces s rozdélenim P € A(A) a poloZme

D=V(Jx,)=— Y P(a)log’ P(a) - H(P)?, K =max{—logP(a): ac A}
acA

Pak pro e < D/K plati

P[Xjom) € MI(P)] > 1—2.¢ /90,
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Diikaz: Protoze H(P) < > .4 P(a)-K = K, je|Jx,—H(P)| < K. Protoze E(Jx,) = H(P),
tvrzeni plyne z Bernsteinovy nerovnosti. [J

Véta 73 Necht (X;);en je bernoulliovsky proces s rozdélenim P € A(A) a f : A* — BT
prosté zobrazeni. Pak
lim inf —————

n—00 n

> H(P) s.i.

Dukaz: Podle Véty 40 sta¢i ukazat konvergenci suprem v pravdépodobnosti. Pro dané
€,6 > 0 zvolme kladné n < ¢ a n > ns,. Pak

Plinf 1/(Xjo.m)l/m < H(P) ~ 2] <

< > PlIF(Xjom)l/m < H(P) — €]
m>n

< > PXjom) € M(P)] + P[X(o.m) € M(P) & |f(Xjo.m))| < m(H(P) —¢)]
m>n

< 32T Lo ORI e A" | f(w)] < n(H(P) — o)
m>n

< e Yy 2T gn(HIPmEL — gL o7y gy L ETOH

m>n

kde ¢, co, ¢ jsou kladné konstanty, takze lim,, o P[sup,,,, |f(X[o,m))|/m > H(P) —¢] = 0.
Podle Véty 40 je
|/ (Xjo,m)]
n

lim inf > H(P)s.j. O

n— oo
Véta 74 Pro kaZdou staciondrni miru p nad A a pro kaZdé € > 0 existuje n € N a blokovy
kéd f, : A" — BT takovy Ze

L 717
n

Diikaz: Existuje n takové ze + < & a H(pjan)/n < H(p) + 5. Pro pan existuje prefixovy
kéd fn : A" — BT pro ktery L(pjan, fn) < H(pan) + 1, takze

L(pan, fn) - H(pan) +1

n n

<H(u)+e O

Veéta 75 Pro kaZdou staciondrni miru u nad A existuje prefivovy kéd b, : A* — B*, takovy

Ze H(p) = L(p, b)) = L(p,by).

Dukaz: Podle Véty 57 pro kazdé n existuje blokovy prefixovy kéd f,, : A™ — B* takovy ze
> wean t(w) - [fu(w)] < H(ppan) + 1. Pro u € A" polozme b, (u) = bo(n)fn(u), kde bg je
prefixovy kéd z Tvrzeni 67. Pak b, : A* — B* je prefixovy kéd a plati

S ww) bu()] < DD ) (faw)] + 2log(n+1) + 1)
ueAm™ ucA”
< H(pan) +2log(n+1) +2
tsup - 3 [b,(u)] - ulw) < Hip)

ucAm”

takze L(u, f) < H(u). Podle Véty 69 je H(u) < L(p, f). O
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4 Univerzalni kody
4.1 Frekvencni kod

Optimalni kdédy, které jsme dosud sestrojovali, byly vzdy urc¢eny pro dané pravdépodobnostni
rozdéleni - bud pro P € A(A), nebo pro symbolickou miru u. Existuji viak také ”uni-
verzalni”kody, které dobie komprimuji celé tiidy stacionarnich procesu, napiiklad vSechny
bernoulliovské procesy. Nejjednodussi kéd tohoto typu je frekvenéni kdd, ktery popisuje
dané slovo tak, ze uda pocty vyskytu jednotlivych pismen, spolu s poradim daného slova v
mnoziné vSech slov se stejnymi pocty vyskyti. Piipomenme, ze frekvenéni rozdéleni slova
u € A* je P, (a) = |uls/|u]. Uvazujme linedrni uspoirdddni na A a jemu piislusné lexikogra-
fické usporddani na A*.

u<wv <= |u| <|v|nebo |u| = [v| a I < |ul,ujq = Vo, ui < Vi
Pro binarn{ abecedu je A <0<1<00<01<10<11<000<---

Tvrzeni 76 Pro kaZdou abecedu A existuje frekvenéni prefizovy kod §4 : A* — B* takovy
Ze pro véechna u € A* plati

[Fa(w)] < Jul- H(B,) + 2(1A] + 1) log(Ju| + 1) + |A] + loglog | A].

Dikaz: Predpoklddejme Ze abeceda A je usporadand a uvazujme lexikografické usporadani
na A*. Zndme-li poéty pismen |ul, ve slové u € A*, je slovo u jednozna¢né uréeno svym
poradim

(u) = [{fve A v <u&Va e A |vle = |ula}

v mnoziné slov se stejnymi frekvencemi jako u. Plati £(u) < |C(u)| < 2%/ "B < |All.
Polozme

fa(u) =bo(|ulo) ... bo(luljaj—1)bn(€(w))
Ziejmé f4 je prefixovy kéd a plati

[fa(w)] < [A]-(2log(lul + 1) + 1) 4+ log([¢(u)| 4+ 1) + 2log(log(|¢(u)| + 1) + 1) + 1
< JA]- 2log(lul + 1) + 1) + [u] - H(B,,) + 2log(|Jullog [A| + 1) + 1
< Jul-HEB) + |A|(2log(Juf + 1) + 1) + 2log((|u] + 1) - log | A])
< Jul-HBL) + [Al(21og(Jul + 1) + 1) + 2log(([u| + 1) - log |A[)
< lul - HEBL,) +2(JA] + 1) log(Jul + 1) + |A] + loglog | A].

Véta 77 Necht §, : A* — B* je frekvenéni kéd z Tvrzeni 76. Pak pro kazdy bernoulliovsky
proces X plati

nh_{{.lo H|fA(X[0n )| =H(X) s.j.
Dukaz: Podle Tvrzeni 76 plati limsup,,_, . ‘ff‘(xin[“))l < limsup, , H(Bx,,,,)- Podle
Véty 43 plati lim, oo H(Bx,, ) = H(P) s, takze

Xon
| fa( n[o, )] <H(P) s,

lim sup
n—oo

Opacnou nerovnost dava Véta 73. O
Frekvencéni kéd je univerzalni v tom smyslu, ze dosahuje optimalni kompresi dat pro kazdy

bernoulliovsky proces. Na rozdil od blokovych kédu mé vsak jednu velkou nevyhodu. Kédovaci
i dekédovaci algoritmus mé exponencidlni vypoctovou slozitost.

47



4.2 Adaptivni Huffmannav kéd

Dalsi moznosti jak efektivné kédovat zpravu u € A* s libovolnym rozdélenim je nejprve urcit
jeji rozdéleni 9B,,, sestrojit pro B, minimalni kéd, odeslat nejprve (v néjakém standardnim
kédovéni) tento kéd a potom kédovanou zpravu. Existuje ale efektivngjsi algoritmus, ktery
je pouze jednoprichodovy. Tento algoritmus méni minimélni kéd dynamicky podle pocta
pismen v dosud piectené zpravé. Dekddovaci algoritmus méni minimalni kéd presné stejnym
zpusobem, takze je schopen zprdvu spravné dekédovat. Pro implementaci této metody je
tfeba odstranit nejednoznacnost konstrukce Huffmannova kédu, kterd nastava pii stejnych
pravdépodobnostech.

Uvazujme linedrné uspotadanou abecedu A. Toto usporadéani urcuje lexikografické uspota-
déni na A*. Zavedeme jesté uspordddni mnoziny P(A) vSech podmnozin A. Pro mnozinu
x C A oznatme T € A* konkatenaci prvku mnoziny x ve vzestupném potadi. Toto vnotreni
prendsi lexikografické uspofaddni na P(A): z < y pokud T < .

Definice 25 Usporddany ohodnoceny strom T = (T, f,w) je A usporddany, pokud pro kazdé
u<wveT plati f(u) < f(v).

Huffmannuv algortimus z Definice 23 modifikujeme tak, ze v pifpadé po(A) = p1(N)
pozadujeme f;(\) < fo(A\) < f1()\) proi > 1. Timto zpisobem je Huffmanniiv strom daného
rozdéleni P na uspofddané abecedé A urcen jednoznac¢né. Dynamicky Huffmannuv algorit-
mus pouzivd misto redlnych vah (pravdépodobnosti) celo¢iselné viahy, které maji vyznam
poctu pismen v dosud precteném tiseku vstupniho slova.

c->10 a->10 b->110 a->1
abcd: 0 abcd: 1 abcd: 2 abcd: 3
VAR /\ /\
ab: 0 cd:0 c:1 abd:0 c:1abd: 1 bcd:2a: 1
/N / \ / N\ / N\
a:0b:0c:0d:0 a:0 bd:0 a:1l bd:0 b:1 cd:1
\ /N /N
b:0 d:0 b:0 d:0 c:1l d:0
b->00 a->1 a->1 c->110
abcd: 4 abcd: 5 abcd: 6 abcd: 7
/ N\ / N\ / N\
bcd: 2 a: 2 bcd: 3 a: 2 bcd: 3 a: 3 a: 4 bcd: 3
/\ /\ /\ \
b:1 cd: 1 b:2 cd: 1 b:2 cd: 1 b:2 cd: 1
\ /N /N /N
c:1l d:0 c:1l d:0 c:1 d:0 c:1 d:0

Obrézek 18: Adaptivni Huffmannav kéd

Piiklad konstrukce kédu je na obrazku 18. Algoritmus prevadi vstupni slovo cababaac
na 10,10,110,1,00,1,1,110 (¢arky jsou doplnény pouze pro piehlednost). Na zacdtku jsou
vsechny vahy nulové, a vSechny kody jsou stejné dlouhé. Prvni pismeno ¢ je kédovano
slovem 10. Po jeho piecteni se upravi véha tohoto vrcholu na ©(10) = 1. Aby zustala
zachovana vlastnost aditivity vah, je tfeba upravit u(1) =1 a u(A) = 1. Po tomto upraveni
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zkontrolujeme, zda je strom uspofadany, tj. zda pro w > v plati p(u) < p(v). V nasem
piipadé tato podminka neplati, takze je tfeba vytvorit novy Huffmannuv kéd. Dalsi vstupni
pismeno a mé pak kéd 10, a po dpravé vah dostaneme p(10) = 1, pu(1) = 1 a p(N) =
1(0) + (1) = 2 (ostatni vahy jsou nulové). Ovéiime, Ze tento strom je usporddany, takze
muzeme pokracovat dalsim pismenem b, které ma kéd 110. Po tomto kroku je opét tieba
prepocitat Huffmannav kéd.

Definice 26 Adaptivni Huffmannuv algoritmus usporddané abecedy A vytvori na zdkladé
vstupu v € A* kdd h(u) € B*.

(1) Inicializace: Vytvor jeding A-usporddany strom s vdhami p(u) = 0.

(2) Pro dany A-usporddany strom T = (T, p, f) a vstupni pismeno a € A vypis na vystup
jeho kdd f(a).

(3) Zvétsi vahu listu f(a) a viech jeho prefizi o jednotku.

(4) Owér zda upraveny strom je usporddany, tj. zda spliiuje u > v = pu(u) < u(v). Pokud
je podminka splnéna prejdi na (2)

(5) Pokud podminka spliiena nend, vytvor jediny A-usporddany strom s vahami listu p(f(a))
a prejdi na (2)

Huffmannuv adaptivni algoritmus ur¢uje prosté zobrazeni § 4 : A* — B*. Vyhradime-li v
abecedé A jeden specidlni znak ”eof”, ktery pouzijeme na ukonceni zpravy, stane se z b4
prefixovy kéd.

Véta 78 Pro bernoulliovsky proces (X;)i>o s rozdélenim P € A(A), adaptivni Huffmanniv
kéd skoro jisté konverguje k minimdlnimu kédu rozdéleni P. Délka |b ,(X(on))|/n skoro jisté
konverguje k H(P).

Dukaz plyne z Véty 43 podle které frekvence 3 Xioom) konverguji skoro jisté k P. Pi implemen-
taci Huffmannova adaptivniho algoritmu lze zvysit vypocetni rychlost tak, ze se podminka
uspoiddanosti nekontroluje v kazdém kroku, takze se pfepocitdvani minimalniho kéd provadi
méné casto.

4.3 Ziv-Lempeluv rekuren¢ni kéd

Dalsi typ kédu je zalozen na rekurenci. Podslovo kédovaného textu je uréeno adresou svého
predchéazejiciho vyskytu. Tyto kédy jsou stejné jako frekvencéni a adaptivni Huffmannuv
kéd univerzalni: Dosahuji optimélni kompresi dat pro kazdy bernoulliovsky proces. Casova
slozitost kédovaciho algoritmu je cnlogn, kde ¢ je konstanta a n je délka vstupniho slova.
Casové slozitost dekédovaciho algoritmu je dokonce linedrni. Rekurenéni kédy 1ze konstruo-
vat pro libovolnou abecedu. Ukazeme si konstrukei rekurenéniho kédu pro binarni abecedu,
pro kterou je dukaz optimality jednodussi. Dané slovo x € B* rozlozime na bloky proménné
délky tak, ze zacneme prazdnym slovem a pokracujme vzdy nejkratsim tsekem, ktery se mezi
predchazejicimi bloky nevyskytuje. Této reprezentaci fikdme rozbor. Naptiklad rozbor slova
2 =0000110011100110011011100 je R(x) =y = A,0,00,01,1,001,11,0011,00110, 111, 00.

i o1 2]131]4] 5 |6 7 8 9 |10
y@ 1 xlof]oo]o1r]|1]o001]11 0011 [ 00110 | 111 | 00
a; o1 [1 0] 2 5 7 6 | 1

¢ oo 1 1] 1 |1 1 0 1
k, [0[1] 356 9 [11] 15 20 23 [ 25
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Definice 27 Rozbor slova x € B* je posloupnost bindrnich slovy = (y(i))igc(z), kde y(©) =
A ay® = T(k;_y k) PrO 1> 0. Zde ko =0 a

ki1 =min{j € (k, [ul] - Ym < i, 2y, 5) # y(™},
Je-li mnozina {j € (ki, [ul] : Vm <i,zp, j) # y'™} prazdnd, je ki = |u| a C(z) =i — 1.
Oznaéme ¢; posledni bit slova y(. Jeho prefix délky k; — k;—1 — 1 je néjaké y(@), kde a; < 1,
takze y = y(@)¢;. Kédujeme-li kazdé a; jako bindrni slovo délky d = [log(C(x) + 1)],
dostavame rekurencni kéd
t(lﬂ) = [d(al)cl [d(ag)CQ Ce [d(ac(x))cc(z)

kde [4(n) je n-té slovo abecedy B? v lexikografickém uspotadani (viz obrazek 16). Napiiklad
pro uvazované slovo z dostdvdme C(x) = 10 a d = 4, takze

x = 0,00,01,1,001,11,0011,00110, 111,00
(aivci)iﬁlo = (O7O)a(170)7(L1)7(071)a(271)7(431)7(571)3(77 )7(651)7(1a0)
0 1 1 0 2 4 5 7 6 1

AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN

r(z) = 00000000100001100001001010100101011011100110100010

Vsimnéme si, ze rekurenéni kéd je nejefektivnéjsi pro Champernownovu sekvenci, kterd
vznikne jako konkatenace viech slov Bt v lexikografickém pofadi:

R(z) = \,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,...
(aiaci) = (070)7(031)7(170)5(171)v(250)7(2a 1)7(370)a(371)7(4v0>7
Pro délku rekurenéniho kédu slova x € B* plati
[v(z)| = C(z)([log(C(z) + 1)] + 1) < C(z)log C(x) + 3)

Ukédzeme, ze pro kazdy bernoulliovsky proces X s rozdélenim P € A(B), [v(X[on))|/n
konverguje skoro jisté k entropii H(X) = H(P).

Lemma 79 Necht x € B*. Za predpokladu, Ze jmenovatel zlomku je kladni plati

< o el
im
log |z| — loglog |z| — 3 lz]—oo |2

C()

Dukaz: Piedpoklddejme nejprve ze |z| = ny = Z?le 20 = (k —1)281 + 2. Pak C(z)

nabyva svou nejvétsi hodnotu pokud se v rozboru x vyskytuji vSechna slova délky nejvyse
k (Champernownova sekvence), takze

k
iy = O(z) < S 9 < okt o Tk
2| = ny, (z) < ; <T3

Je-li ng < |z| < nggr, je 28 < ny < |z|, takze k +1 <log|z| a
lz] < k2872 42 < (k +1)2"2 < log || - 2712

takze k 4+ 2 > log |z| — loglog |z|. Délka rozboru C(x) nabyva svou nejvétsi hodnotu pokud
se v rozboru vyskytuji vSechna slova délky nejvyse k a zadné slovo délky k + 2. Plati tedy

C(ZL‘) < Nk + |Z‘|—le |$| |l‘|

< . O
~ k-1 kE+1 — k—1" log|z| —loglog|z| — 3
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Pro [ > 0 polozme
Co()={i <C): V| =1}, Qu(1) =|Ca(D)]/C(x)

Pak @, € A(N) je rozdéleni na kladnych pfirozenych éislech, které mé jen koneéné mnoho
nenulovych hodnot.

Lemma 80 Necht P € A(B). Pak
log P(x Z|C )| - 1og [Ca(D)]-

Dukaz: Protoze log je konkdvni funkce, plati El o @ilogx; <log(} 1, ! qiz;) kdykoliv ¢ je
pravdépodobnostni vektor. Pro rozbor y plati

log P(z) = ZlogP D)= 1Cml Y |cl<z>|1ogP<y<i>>
=1 ieC, (1) T
3 PO\ S0t
< ;|C’z(1)|log (i%:(l) Cw(m) gglcm(z)l log 1775

Pokud totiz i, j € C, (1), pak bud i = j nebo y® # yU) takze Yicc.q) Py <1. O
Lemma 81

_log P(z)
||

L C@)logCw)  Ca)  Cla) _ < - C(x)) log < - C(x))

og
|z || || || ||

Diukaz: Stfedni hodnota rozdéleni @, je E =3, 1-|Cy(1)|/C(x) = |z|/C(x). Podle Véty
10 dostévame -

- E+1
log C(= Z log|Cx(l)| =H(Q:) < (E+1)log i +logE
Po vyndsobeni C(z)/|z| dostdvdme
C(z) - log C(x |C E+1, E+1 logk
— <
Podle Lemma 80 je
log P(x) C(z) & O(x),
- > log C(x);
2] o 2 TG 50
C(z)logC(z) E+1, E+4+1 1 1
_ 1 ~ log —
= 2] E ®TE TE®E

Po dosazeni E = |z|/C(x) dostaneme pozadovanou nerovnost. [

Véta 82 Necht X = (X;);>o je bernoulliovsky proces s rozdélenim P € A(B). Pak

o [F o)

n—00 n

=H(X) s.j.
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Dikaz: Protoze C(z)/|xz| = 1/FE se blizi k nule pro |z| jdouci k nekoneénu, plyne z Lemma
81
(C(x) log C(x) N log P(x))

|| ||

lim sup
|z|—o00

<0, limsup

Protoze —log P(X[g,,))/n konverguje skoro jisté k H(X), dostavame

lim sup < H(X) s.j.

n— oo

|t(X[0,n))|
n

Protoze v : B* — B* je prosté zobrazeni, plyne z Véty 73

i [e(X0,m))

n—00 n

=H(X)sj. O

Kédovaci algoritmus kédu ¢ potiebuje dva pruchody vstupniho slova. Po prvnim pruchodu
uré{ délku kédu d = [C(z)] a pfi druhém konstruuje vlastni kéd. Kédujeme-li doby ndvratu
pomoci prefixového kodu by, staci pouze jeden pruchod. Pfitom je efektivnéjsi kddovat
relativni adresy, tj. ¢ — a; misto a,;. Protoze i — a; > 0, lze nulu vyuzit pro oznaceni konce
kédu. Dostavame tak prefixovy kéd

v'(z) = bny(1 — a1)e1bn(2 — ag) - - by (C(2) — ag(a))ce () bn(0).

Rekurenéni kéd je optimdlni nejen pro kazdy bernoulliovsky proces, ale obecnéji pro kazdy
stacionarni ergodicky proces. Symbolickd mira se nazyvé ergodicka, pokud neni vlastni
konvexni kombinaci zddnych dvou jinych symbolickych mér. Napiiklad markovsky proces
s prechodovou matici R je ergodicky pravé kdyz R je ireducibilni matice, to znamen3,
Ze pro kazdé a,b € A existuje n > 0 takové, ze R"(a,b) > 0. (Kazda primitivn{ matice je
ireducibilni, naopak to vsak neplati.). Pro kazdy ergodicky stacionarni proces nyni plati, ze
[t(X[0,n))|/n konverguje skoro jisté k H(X).

4.4 Algoritmicka slozitost

Algoritmicka slozitost slova je délka nejkratstho programu, ktery toto slovo vypocitd. Slovo
je algoritmicky slozité, je-li samo svym nejkratsim popisem. Slova dané abecedy A tedy
kédujeme pomoci programiu, coZz jsou slova v abecedé B daného programovaciho jazyka.
Ne kazdé slovo abecedy B ale urcuje slovo abecedy A, protoze vypocet se muze zacyklit.
Kédovéni slov pomoci programu je ¢astetné rekursivni funkce M : B* — A*, jejiz defini¢ni
obor D(M) je algoritmicky nerozhodnutelnd podmnozina B*. To znamend, Ze neexistuje al-
goritmus, ktery by rozhodoval zda dané slovo nélezi do D(M ). Podstatnym principem teorie
algoritmické slozitosti je to, ze program urcuje sam svuj konec, fikame Ze je sebeomezujici.
Z&dné prodlouzeni korektnfho programu (tj, slova v D(M)) neni korektni program. To zna-
mend ze mnozina D(M) je (nekoneény) prefixovy kéd a lze na ni pouzit Kraftovu nerovnost.
Sebeomezujici podminku lze zaruéit tak, ze uvazujeme Turingtuv automat se vstupni pédskou,
po které se automat nemuze vracet (Obrézek 19).

Pro abecedu A oznaéme A = A U {\} jeji rozsfieni o prazdné slovo. i-té pismeno slova
u € A* zna¢ime wu;. Je-li ¢ > |ul, klademe u; = A. Zobrazen{ o : A* — A* je definovéno
predpisem o(u); = u;t1, takze |o(u)| = |o(u)] — 1 pro |Ju| > 0 a o(A) = A. Oznacme
B = {0,1} bindrni abecedu ve které jsou zapsdny programy na vstupni pasce, a abecedu
A D B kterou pouzivé pracovni péska.

Definice 28 Turingtuv automat M nad abecedou A je dan koneénou mnoZinou Q vnitinich
stavi, pocdtecnim stavem qg € @ a ¢dstecénou prechodovou funkci

§:QxAxB—QxAx{-1,0,1}
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p € B* <— vstupni paska

Po te Pn—1 q Pn [Pt |Pri2

pracovni péaska

V2 V1 |Vg |Ug | UL | U Ce v,u € A*

Obrazek 19: Turinguv automat

s definicnim oborem D(8) C Q x A x B takovou, Ze pro kazdé (q,a) € Q x A plati
(¢:a,\) € D(6) = (q,a,0) € D(9) a(g,a,1) ¢ D(5)

Pro dany vnitini stav ¢ € @Q a pismeno a € A pracovni pasky automat bud piecte
pismeno ze vstupni pasky, takze (g, a,0) nebo (g, a, 1) nélezi do D(J) a (g, a, A) nikoliv, nebo
automat zddné vstupni pismeno necte, takze (g,a,\) € D(J). Automat se zastavi pokud
dojde do nulového stavu A € @\ @, nebo pokud nemtiize pokracovat, tj. neni-li zddné pravidlo
pouzitelné. Konfigurace automatu je trojice (q,v,u), kde ¢ € Q je vnitini stav a v,u € A*
je obsah pracovni pasky nalevo a napravo od ¢teci hlavy. Ctené pismeno pracovni pasky je
ug, coz muze byt také A pokud u = A. Pfechodova funkce urcuje nekoneény oznaceny graf,
jehoz vrcholy jsou konfigurace a hrany jsou oznaceny prvky A. Je-li (¢, v,u) konfigurace a
5(q,u0,b) = (¢, a, z), pak existuje oznacend hrana

(g v,u) — (¢,0(v),v0a0(u)) pokud z=—1
(¢v,u) —= (¢ v,a0(u))  pokud z=0
(q3v)u) L> (q,7(],’l}70'(u)) pOkud Z - 1

Je-li tedy (g, w0, A) € D(6), vede z konfigurace (¢, v, u) jedind hrana oznacena A, v opa¢ném
piipadé z ni vedou nejvyse dvé hrany oznacené 0 nebo 1. Kazdé cesta v konfiguracnim grafu
je oznacena slovem p € B*, které je konkatenaci oznaceni jednotlivych hran cesty.

Pro kazdé u € A* definujme ¢asteénou funkci M, : B* — A* predpisem

M,(p) =z <= Jve A%, (g0, \,u) == (\, v, ).
To znamend ze M,(p) = = pravé kdyz existuje cesta z pocatecni konfigurace (qo, A, u) do
terminalni konfigurace, ve které je stav hlavy A € @) a na pracovni pasce napravo od ¢teci

hlavy je slovo z. Funkce M, je Gdstetné rekursivni a jeji definiéni obor je (nekone¢ny)
prefixovy kéd. Je-li p € D(M,) a ¢ T, p (prefix), pak ¢ & D(M,,).

Piiklad 12 Ezistuje Turingiv automat pro ktery My(by(n)) = b(n)~!

n 01 |2 3 4 5 |6 7 8
bi(n) |0 |10 110 [ 1110 | 11110 | 1°0 | 150 | 170 | 180
bn) P A0 |1 00 10 01 |11 | 000 | 100

Zde b1(n) = 1m0 je prefixovy kéd éisla n a b(n) je inversni slovo k n-tému slovu v
lexikografickém uspofddédni. Stavovd mnozina automatu je Q = {qo,q1,¢2} a abeceda je
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A =1{0,1,2}. Pismeno 2 je pomocné a oznacuje zacdtek bindrniho slova. Pfechodova funkce
je

5((]07 )\7 O) ()\7 27 1) 6((107 07 O) : (Av Oa O) 5(q0a 17 O) : ()\7 1 O)
6(Q07>\71) (QQ,Q,]-) 6(q07071) : (qulaO) 5((]07131) (Q1»0 1)
5((] 7)\7)\) ((I27070) 5(Q1»07)\) : (q2a170) 5((]1717)\) (q170 ]-) 5(611»27)\) : (qo»ovo)
5(q 7)\7)‘) (q07050) 6(q2,07>\) : (q2507_1) (5((1271’)\) (q2717_1> 5(Q2727)\) : ((JO,271)
Dostavame konfiguracni graf
(A2, (A, 2.0) (A 2.1)

/(1)4

(90, )= (q2,2.)

£

A
(90,2.0) = (g2,2.1) (g2, .21)

94
A A 1 A
— 4’((]0,21)4’((]1,20)4’ (QQ,QOO)

) (A, 2.00) (A, 2.10)
0
A A {
(g2.2.00) 2 (g, .200) 2> (qo, 2.00) —> (g2, 2.10)

a oznacené cesty

e

A 1
— (QQ, 210) (qO7 2 10) (CI1, 200)

(d0,) —= (A2),  My(0)=2A
(0,) % (A,2.0), Mx(10)=0
(g0,.) —3 (A,2.1), M,y(110) =1
(g0,.) ¥ (A,2.00), M, (1110) = 00
(go,.) =2 (A,2.10), M, (11110) = 10

Teorii algoritmické slozitosti lze rozvijet abstraktné, v ramci teorie castecné rekursivnich
funkei. Turingtv automat nad abecedou A urcuje pro kazdé u € A* sebeomezujici ¢astecné
rekursivni funkci M,, : D(M,,) — A*, kde D(M,,) C B*, pro kterou plati

p,q € D(My) = plyq

O abecedéch A, B piredpokladame, Ze jsou linedrné uspordadané a tato usporadani rozsifujeme
na lexikografické usporddani na celém A*, pii kterém kratsi slova predchazi delsi slova.

Definice 29 Nechf M je Turingiv automat nad A. Kanownicky program slova v € A* a jeho
sloZitost je
Py(u) =min{p € B*: Myx(p) =u}, Ky(u)=|Pp(u)|

Pron € N je Py(n) a Kp(n) kanonicky program a sloZitost bindrniho zdpisu b(n) éisla n.

Kanonicky program je tedy prvni program ktery u generuje a slozitost u je délka to-
hoto kanonického programu. Pokud takovy program neexistuje, neni Pjy;(u) definovdno a
K (u) = oo. Piechodovou funkei § Turingova automatu lze kédovat bindrnim slovem D(M)
tak, ze mnozina vsech D(M) tvoif prefixovy kéd. Popis automatu M s prechodovou funkef
0 muzeme definovat jako seznam

D(M) = QIalblqllallzla e 7Qmamme;na’;an~

kde 6(gi,ai,b;) = (qi,al,z). Prvky abeced A, B, Q a {—1,0,1} jsou kédovany bindrné.
Tyto binarni kédy jsou oddéleny ¢arkami a cely seznam je ukoncen teckou. Takovy seznam
je tedy slovo ¢tyiprvkové abecedy {0,1,,,.}. Kédujeme-li pismena této abecedy bindrnimi
slovy délky 2, dostdvame popis D(M) jako slovo bindrni abecedy.
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Definice 30 Rikdme, Ze automat U je univerzdlni nad abecedou A, pokud ezistuje funkce
popisu D, kterd kaZdému automatu M nad A pFirazuje slovo D(M) € B* a plati

(1) Pokud M # M’, pak D(M) Z, D(M’)
(2) Pro kazZdé p € B*, uw € A* a kazdy automat M plati M, (p) = U,(D(M)p), kde levd

strana je definovdna prdvé kdyz je definovdna pravd strana.

V teorii automatu se dokazuje, Ze pro kazdou abecedu A existuje funkce popisu a univerzdlni
automat nad A.

Tvrzeni 83 Je-li U univerzdlni automat, pak pro kazdy automat M existuje konstanta Cpy
takovd, Ze pro kazdé x € A* plati Ky(x) < Kpyr(x) + Chr. Je-li V' také univerzdlni automat,
pak existuje konstanta Cyy takovd, Ze

Vo € A", |Ky(x) — Kv(z)| < Cyvy.

Dikaz: Ziejme Cypy = |D(M)|. O

Je-1i U univerzélni, je Py : A* — B* definovédno pro kazdé x € A* a je to prefixovy kdd.
Pokud Py(z) C, Py(y), pak ¢ = y. Funkce Py ovSem neni rekursivni. Ukdzeme nyni ze
existuji algoritmicky slozitd slova, kterd jsou sama svym nejkratsim popisem. Algoritmicky
jednoduchych slov totiz nemuze byt pfili§ mnoho, protoze je malo kratkych slov.

Tvrzeni 84 Necht U je univerzdlni automat nad abecedou A.

(1) {z € A*: Ky(z) <n}| <2" pro kazdé n € N.

(2) {z € A*: Ky(x) < a}| < 2% pro kazdé a > 0 redlné.

(3) Pro kazdé n > 0 existuje x € A™, pro které Ky(x) > n -log |A|.

Diikaz: . (1) Zobrazen{ x + Py (z)0"~Pv@l 2 mnoziny {z € A* : Ky(z) < n} do B" je
prosté, protoze zadny prefix programu neni program.

(2) Proa=0je0=|{zr € A*: Ky(x) <0} <1=2 Proa> 0 existuje jediné n € N pro
které a —1 < n < a a plati

{z e A*: Ky(z) <a}|=|{z € A" : Ky(z) <n} <2" <2°

(3) Podle (1) plati [{x € A* : Ky(z) < n-log|A|}| < 2nsl4l = |A"|  takze mnozina
A"\ {z € A*: Ky(x) <n-|A|} je neprdzdnd. O

Tvrzeni 85 Necht U je univerzdlni automat nad abecedou A. Pak existuje C takové Ze
(1) ¥n e N, Ky (n) <log(n+ 1) + 2loglog(n +2) + C.

(2) Yu € A*, Ky (u) < |ullog|A| + 4log(u| + 1) + C.

(3) Vu € A* Ky (u) < |ul - H(B,) + 2(|A] + 1)(log(Ju| + 1) + C.

Duikaz plyne z Tvrzeni 67, 68 a Véty 77, nebot pifsluiné kédy zde sestrojené jsou ziejmé
rekursivni. Z Véty 73 pak bezprostifedné plyne

Véta 86 Necht U je univerzdlni automat nad A a X = (X;);>0 bernoulliovsky proces nad
A s rozdélenim P € A(A). Pak

Ku(Xj0,n))

n— oo n

= H(P) s.j.
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4.5 Pravdépodobnost zastaveni

Predstavme si, ze na vstupni pasce univerzalniho Turingova automatu je ndhodny program.
S jakou pravdépodobnosti takovy program vypocita dané slovo vystupni abecedy a s jakou
pravdépodobosti viibec néco vypocita?

Definice 31 Nechf U je univerzdlni Turingiv automat nad A. Absolutni pravdépodobnost
w(u) slova uw € A* a pravdépodobnost zastaveni Q (Chaitinovo ¢islo) je

wy(u) = Z o~ el Q= Z wy () = Z o—Ipl

peUL (u) ueA* pED(U»)

Kazdé koneénd mnozina M C D(U) je prefixovy kéd, takze podle Kraftovy nerovnosti plati
ZpEM 21l < 1. Je tedy také 0 < wy(z) < Qpy < 1.

Véta 87 Euxistuje C takové Ze pro vsechna u € A*
Ky(u) — C < —logwy(u) < Ky(u)

Diikaz: 7 definice wy (u) bezprostiedné plyne 275 (%) < wy; (u), tedy —logwy (v) < Ky (u).
Pro dukaz opa¢né nerovnosti sestrojime Turingiv automat M pro ktery plati wy(u) <
2~ K (W)+2 Existuje prosté rekursivni posloupnost dvojic (uj, n;);en kterd obsahuje viechny
dvojice (u,n) € B* x N takové, ze wy(u) > 27" Tuto posloupnost lze ziskat tak ze
postupné (a soucasné) pocitdme vsechny hodnoty wy (u): Simulujeme kroky vsech programu
p € Bt a pokud se p zastavi s vysledkem Uy (p) = u, pFipocitame k wy (u) &islo 2771, Pro
pevné u € B* polozme N, = min{n; : u; =u}, I, = {i e N: u; = u}. Pak

Z 27 < 27N o Numl <o Nutl () < 1

takze existuje prefixovy kéd {p; € BT : ¢ € I,}, pro ktery |p;| = n;. Existuje tedy
rekursivni posloupnost dvojic (u;, p;), kde p; € BT, |pi| = n; a pro kazdé u je {p; : i € I,}
prefixovy kéd. Automat M pii vstupu p prochédzi toto posloupnost dokud nenajde prvni
index ¢ pro ktery plati p; = p. V tomto piipadé vypise u; a zastavi se. Je-li tedy N, = n;,
je My(pi) = w; a Kpy(u) = |pi| = Ny, takze wy(u) < 27Net2 = 2= Ku(W)+2 Odtud
—logwy(u) > Ky(u) —2> Ky(u) —2—Cy. O

Pravdépodobnost zastaveni ma nékolik pozoruhodnych vlastnosti. Vyjadiime-li ji v binarnim
tvaru, ma kazdy jeji pocatecni tsek délky n algoritmickou slozitost nejméné n — C a vSechna
bindrni slova se v ni vyskytuji se stejnou pravdépodobnosti. Pisme € v bindrnim tvaru jako

Q=>"0;-27"7", VieN,3j>i,Q;=0

n=0

Tvrzeni 88 Euzistuje Turinguv automat, ktery na zdkladé vstupu by (n)Qo ) vypise seznam
vSech slov sloZitosti nejuyse n, tedy prdveé proky mnoziny {x € A* : Ky(z) < n}.
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Dukaz: Uvazujme automat

Omega(x:real; n:integer);
y :=0; list := (qo, A, A, \);
while y < x do begin
for all (¢,v,u,p) in list do begin
for all (g, v,u) by (¢',v',u') add (¢/,v', v/, pb) to list;
remove (q, v, u,p) from list;

end;
for all (¢,v,u,p) in list with ¢ = A do begin
yi=y+277

if |p] < n then write(u,’,’);
remove (q, v, u,p) from list;
end;
end;
write(’.");
end;

Automat sou¢asné pocitd vsechny programy a pritom s¢itd pravdépodobnosti téch, které se
zastavi. Soucasné na vystup zapiSe slovo, ktery takovy program vypocital. Automat se za-
stavi pokud soucet téchto pravdépodobnosti v proménné y pirekroc¢i danou mez x. Proménné
list obsahuje seznam konfiguraci vSech pocitanych programu. Pokud je na vstupu z = 1 a
n = oo, program se nikdy nezastavi a hodnota proménné y pritom konverguje k 2. Pokud
je na vstupu n < co a x = Qg ), program se po kone¢ném poctu kroki zastavi a hodnota y
pak spliiuje Qg ) <y < Q. Protoze 2 — Qg ,) < 27", je také Q —y < 27" a za4dny program
délky nejvyse n (kromé téch které byly nalezeny) se jiz nezastavi. [J

Véta 89 FExistuje C' > 0 takové, Ze K(Qn)) > n — C pro viechna n € N.

Diikaz: Existuje Turingtiv automat M, ktery na zakladé kanonického programu Py (o))
vypocitd prvni slovo u € A* slozitosti vétsi nez n. Automat nejprve vypocitd n a Q) a
spusti program z Tvrzeni 88. Nakonec nalezne prvni slovo, které se nenaléza na pracovni
pésce. To je prvni slovo slozitosti vétsi nez n. Je tedy

M(Py(Qo.n))) = min{z € A*: Ky(z) >n} =2™ € A*
Ku(Qo.n) = |Pu(Qony)l = K (z™) > Ky(a™) = Cyy >n— Cy O
Véta 90 Bindrni rozvoj ) obsahugje vsechna bindrni slova se stejnou frekvenct, tj.
Yu € B, lim |{i <n: Qi) = ull/n = 9~ Il
Diikaz: Pro dané k > 0 oznacme QI = (i, ki+k) )i>0 nekoneéné slovo v abecedé B* a
Q%}n) jeho prefix délky n (ktery odpovidd prefixu Q délky kn). Podle Véty 90 plati
kn—C <K@, )<n: H(Pom )+ 2(|A*| + 1) log(n + 1)

1 1
k <liminf ~H(P,w ) <limsup —H(Pom ) <k
n [0,n

n— 00 ) n—soo N [0,n)
Je tedy lim,, o0 ’H(‘BQW ) = k, takze lim,, o0 RUNT (u) = 27%. Stejny argument pouzijeme
[0,n) [0,n)

na posunutd nekoneénd binarn{ slova 07(Q) = (Qi4;)i>0 pro 0 < j < k a z kombinac{ téchto
vysledkt jiz plyne pozadovana rovnost. [
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Pokud se néjaky program p € B* nezastavi, tj. pokud p ¢ D(U), muzeme se pokusit
dokazat tento fakt matematickymi prostiedky. Takové dukazy lze formalizovat v néjaké te-
orii prvniho faddu, napiiklad v Peanové aritmetice, nebo v néjakém jejim rozsireni. Dukaz je
posloupnost formuli, g; . . . @, kde kazda formule je bud axiom, nebo vyplyvé z pfedchize-
jicich formuli podle dedukénich pravidel. Existuje algoritmus, ktery ovéruje zda dand po-
sloupnost formuli je ¢i neni axiom. Uvazujme rizné teorie T' s ruzné silnymi axiomatikami
(ale se stejnym jazykem). Pfedpokldddme, Ze tyto teorie jsou rekursivné axiomatizovatelné,
tj. existuje algoritmus, ktery pro kazdou formuli rozhodne, zda je ¢ nenf axiom. Pak muzeme
sestrojit obecny algoritmus, ktery na zdkladé popisu axiomatického systému o = D(T) € B*
teorie T prochazi v nekonec¢ném cyklu postupné vSechny koneéné posloupnosti formuli,
ovéfuje zda to jsou dukazy a pokud ano, vypiSe na vystup jejich posledni ¢len. Takovy
algoritmus tedy postupné vypisuje celou (rekursivné spocetnou) mnozinu dokazatelnych for-
muli. Pti studiu problému zastaveni se omezime na formule tvaru 2; = 0 a ; = 1. Zajima-li
nés pocdtecni isek {1 ,), nechdme algoritmus vypisovat jen dokazatelné formule €2; = ¢;
pro i < n.

Tvrzeni 91 FEzistuje automat M, ktery na zdkladé vstupu n € N a popisu axiomatického
systému o = D(T') vypisuje postupné tvrzeni tvaru Q; = ¢;, kterd jsou dokazatelnd v teorii

T. Automat se zastavi pravé kdyz pro kazdé i < n najde jednu z vét Q; = 0 nebo Q; = 1.

Tato konstrukce vede na alternativni dikaz Godelovy véty o nedplnosti o existenci ne-
rozhodnutelnych vét:

Véta 92 V kazdém bezesporném rekursivné aziomatizovatelném rozsireni Peanovy aritme-
tiky existuje tvrzent, které v ni neni ani dokazatelné ani vyvratitelné.

Diikaz: Pokud se program M z Tvrzeni 91 zastavi pfi vstupu a = D(M) a n € N, pak plati
n—C1 < Ky(Qon)) < [D(M)] + |af +2logn + Co
Pii pevném « je tato nerovnost splnéna jen pro koneény pocet cisel, takze existuje n, pro

které se program M nezastavi. To znamend ze existuje ¢ < n, pro které tvrzeni 2; = 0 neni
rozhodnutelné v teorii 7. [
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5 Ergodické procesy

Na zakladé zakonu velkych ¢isel jsme odvodili limitni véty teorie informace pro bernoul-
liovské procesy. Tyto véty lze zobecnit na S§irsi t¥idu ergodickych procest, neplati vsak
obecné pro vsechny stacionarni procesy. To si ukazeme na piikladu konvexni kombinace
bernoulliovskych procesu.

Priklad 13 Necht (X; : Q — B);>o, (Yi : Q = B);>¢ jsou bernoulliovské procesy v bindrni
abecedé s rozdélenimi P = (p,1—p), Q = (¢,1—q), a nechf V : Q — B je ndhodnd veli¢ina
s rozdélenim Py = (a,1 — a). Predpoklddejme ddle, Ze vSechny ndhodné veliciny X;,Y;,V
Jsou navzdjem nezdvislé a 0 < p,q,a < 1. Definujme proces (Z; : Q@ — B);>o predpisem

Xi(w) pro V(w)

0
Zi(w) :{ Yi(w) pro V(w)

1

Pak rozdéleni procesu Z je konvexni kombinace rozdéleni procesu X a Y:
Pr=a-Px+(1—a) Py
Pro stfedni hodnotu vyskytu pismene 0 € B plati
E(Zilo) = a- E(|Xilo) + (1 — ) - E(¥ilo) = ap + (1 — a)g
Dale plati

Vw) =0 = lim Y [Zw)lo/n=p

i<n
Vw)=1 = nh_}rrgcz |Zi(w)|o/n=q
i<n

To znamena 1
lim — ilo = —
Jim =37 Zilo =p(1=V) +aV s
<n
Néhodnd veli¢ina |Z[g ,,)|o/n nekonverguje skoro jisté ke ke konstanté ale k ndhodné veliciné
p+ (¢ — p)V. Stiedni hodnota této ndhodné veliciny je ovsem

E(p+ (¢ —p)V) =pa+q(1 —a) =E(Zo)

Ergodicka véta se zabyva konvergenci funkci stacionarnich procesu. Tyto procesy je vyhodné

chépat jako dynamické systémy. Nadhodny proces X muzeme chapat jako proces na pravdépodobnostnim
prostoru (AN, B, 1), kde B je o-algebra borelovskych mnozin, a u = Px je symbolickd mira.

Zobrazeni posunu o : AN — AN zapoming nulty ¢len sekvence x:

O'(CL‘)Z‘ = Ti+1
Tvrzeni 93 Symbolickd mira je staciondrni prdvé kdyz je invariantni vici o, tj.
YV e B u(o™ (V) = u(V)

Diikaz: Symbolickd mira v definovand jako v(V) = u(c=1(V)) je rozlozenim posunutého
procesu (X;);>1. O

Zékon velkych ¢isel 1ikd, ze pro bernoulliovsky proces X pro kazdé u € A* plati

N .
lim ﬁHZ <n: X[Z"/L’Jr‘ul) = u}| = Px(u) S.J.

n—roo
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Oznacime-li X[, charakteristickou funkci cylindru [u], mizeme to psét ve tvaru

nl

-3 "Xy,
Jim Z = Px(u)

Ergodickd véta se zabyva existenci limit tohoto tvaru. Pritom misto charakteristickych funkci
uvazuje obecnéji integrovatelné funkce.

5.1 Integrace

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (2,4, p). Funkce f : Q@ — R je méfitelnd, jestlize
f~1la,b) € A pro kazdy interval [a,b) C R. Méfitelna funkce je schodovitd, pokud jeji obor
hodnot je konetny. V takovém piipadé je f linearni kombinace charakteristickych funkei:
Existuje koneény soubor disjunktnich méfitelnych mnozin (V;);c; a redlnych ¢isel (¢;)ier
takovych ze f = _;¢; - Xy,. Integrél schodovité funkce je

[ran=3ci-nvi)

i€l

i€l

Integral métitelné nezéporné funkce f: AN — [0,00) definujeme jako supremum integralu
vSech schodovitych funkei mensich nez dana funkce:

= /fdu zsup{/sd,u: s je schodovitd funkce a s < f}

Integral E(f) € [0,00] mize byt nekoneény. Pro méFitelnou funkei f : AN — R definujeme
jejl kladnou a zédpornou komponentu

fH(x) = max{0, f(2)}, f~(2) = max{0, —f(z)}

takze fT a f~ jsou nezdporné méfitelné funkce a f = f+ — f~. Funkce f je integrovatelna,
jestlize oba integraly [ fTdu a [ f~dp jsou konecné. V tomto pifpadé klademe

:/fduz/ﬁdu—/f*du

Mnozinu vSech integrovatelnych funkei znacime L£(£2,.A, ) nebo kratceji L£(u). Integral
funkce f pres métitelnou mnozinu V € A definujeme

Evf) = [ fdu= [ 1xvau

1%

Priklad 14 Necht p je bernoulliovskd mira. Funkce R(x) = inf{n > 0 : =z, = zo} je
integrovatelnd na AN, [E[a](R) =1aE(R)=|A].

Diikaz: Funkce je konstantni na cylindrech [u] takovych zZe ug = ujy—1 & u; # ug pro
0<i<|ul—1. Proz € [u] je f(z) =|u| — 1. Odtud

Ew(R) = > Y (n+1) p(aua) Zn+1 2(1 = P(a))"

n=0ue(B\{a})"

= P> (1- Yy (- -

n>0 n>1
= Pla)1+(1—-Pla)+(1—P(a))*+---) =1
E(R) = ) Eu(R)=]A]

acA
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5.2 Ergodicka véta

Definice 32 Dynamicky systém je trojice (2, A, T), kde (0, A) je méritelny prostor a T :
Q — Q je méritelné zobrazeni. Pravdépodobnostni mira p : A — [0,1] je T-invariantnt,

pokud Ty = p, tj. w(T=1(V)) = u(V) pro kazdou V € A.
Pro dynamicky systém (2, A, T'), T-invariantn{ miru p a f € L£(u) polozme
n—1
sn(fiz) = Z f(Tk(x))7 n>1lxée
k=0
V(f)

{r € Q: sups,(f,z) >0}
n>0

Lemma 94 Necht u je T-invariantni mira a f : Q@ — R u-integrovatelnd funkce. Pak

/ f(z)du > 0.
V(f)
Dukaz: : Polozme

on(z) = max{0, s1(f,2),...,sx(f,2)}, Vo ={2z € Q ¢n(x) >0}
Protoze £(z) + sa(f, T(@)) = swsa(f, ),

f(x) + (pn<T(l')) = max{sl(f,x),SQ(f, .Z'), - -asn(.ﬂx)aanrl(fv .’17)}
2 maX{Sl(fvx)st(fvx)a"'7sn(f7x)}

Pro x € V,, tedy plati f(z)+¢n(T(x)) > @n(z). Protoze v, (x) > 0, a ¢, (x) =0 proz & V,,
dostavame

[ ea@ndn< [ oa@)dn, [ enterdn= [ oufe)du
Vi Q Vi Q
Odtud integraci nerovnosti f(z) > p,(x) — @n(Tx)
| @z [ - [ ou@@ninz [ ealedn- [ ou@a)de=o
Vi Vi Vi Q Q
Protoze V,, € Viiy1 a V(f) = U0 Vi, plati fV(f) f(x)dp>0. O
Véta 95 (Birkhoffova ergodicka véta) Necht (Q, A, T) je dynamicky systém, pu je T-

invariantni mira a f: Q — R p-integrovatelnd funkce. Pak existuje p-integrovatelnd funkce
f*: Q= R takovd ze f*(T(x)) = f*(x) s4. a plati

1 n—1
lim — % f(T*(x)) = f*(@) sd., [ f*@)du= | f(x)dp.

Dukaz: : Pro redlna a < b ozna¢me

n—o00 n n—o0 n

Protoze s, (f,T(x)) — sn(f,2) = f(T™(x)) — f(z), je mnozina E T-invariantni, tj. T~1(E) =
E. Definujme integrovatelné funkci g, h : X — R predpisem

_J fl@)—bprozeE [ a—f(z) pro z € E
g(x)_{o pr0x§ZE’h(x)_{0 pro x ¢ F
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Ukéazeme ze V(g) = E = V(h). Pokud « € E, pak T"(z) € E pro vSechna n, takze

lim sup sn(9,2) = limsup slfim) b>0
n—00 n n—o00 n
n h7 . . n )
lim sup M = a — liminf M >0
n—o0o n n—oo n

Odtud sup,,~q sn(g, ) > 0 takze x € V(g), a podobné inf,5g s,(h,z) > 0, takze € V(h).
Pokud z ¢ E, pak pro kazdé n, T"(x) € E, takze g(T"z) = h(T™z) = 0. Odtud s,(g,z) =
Sn(h,x) =0, atedy z € V(g) ax € V(h). Je tedy V(g) = E = V(h). Podle Lemma 94

[ gdurine)= [ gaus [ van= [ ran
V(g) E E E
/adu—/hd,u:a,u(E)—/ hdp < ap(E)
E E V(h)

takze p(E) = 0. Protoze to plati pro vSechna a < b existuje f*(x) = limy, 00 $n(f,)/n
skoro vSude. Pokud f*(z) existuje, existuje i f*(T'(z)) = f*(x), takze f* je skoro vsude
invariantni. Pro kazdé n > 0 je

[ LD < L[S ke dn= 5 [ st anldn = [ 15 dn <o

k<n k<n
takze f* je integrovatelna. Pro pevné ¢ > 0 a p € Z oznac¢me

n
Cp= {x e Q; P liminfM & limsupm < p—i—l}
q

n—oo n n—o00 n q

bu(E)

IN

gp(:v):{ f(z) =% pro z €, 7 hp(x):{ %—f(x) pro z € C)

0 pro =z ¢ C, 0 pro z € C,
takze V(gp) = C, = V(hp) a podle Lemma 94 plati

ESH k]

-M(Cp)S/C fdusl%l-u(cm

Ziejmé také

ESH RS

1
W< [ ran< it ue,)

takze

’/f*(w) du~ [ 1la) du‘

i /Cpf*dﬂ—/cpfdu

- * +oo C’p )
< 3 @) = s an <5 G 1

Protoze to plati pro kazdé g, tyto dva integraly se rovnaji. O

Ergodicka véta tikd ze funkce f* je invariantni, tj. f = f o T s.j.. V piipadé ze f* je
skoro jisté konstantni, fikame ze dynamicky systém je ergodicky.

Definice 33 Necht (2, A,T) je dynamicky systém. T-invariantni mira p je ergodicka,
pokud kazda skoro vsude invariantni funkce je skoro vsude konstanini, tj.

feLl(p),foT=fsj = FceR, f=cs,j.
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Tvrzeni 96 Necht (2, A, T) je dynamicky systém a u je T-invariantni mira. Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(1) w je ergodickd.
(2) Kazdd invariantni mnoZina md miru nula nebo jedna, tj.
UcA & THU)=U = pu(U) €{0,1}
(3) Kazdd subinvariantni mnoZina md miru nula nebo jedna, tj.
UecA & T7HU)CU = wU)e{0,1}
(4) Kazdd superinvariantni mnoZina md miru nula nebo jedna, tj.
UcA & UCT Y U) = wU)c{0,1}
(5) Kazdd skoro invariantni mnozina md miru nula nebo jedna, tj.
UcA & u(T HU)AU) =0 = u(U) € {0,1}]
(6) Kazdd subinvariantni integrovatelnd funkce je skoro jisté konstantnd
fellp) & foT<fsj = JeceR,f=cs,j.

Diikaz: (1) = (2) : Je-li T7'(U) = U, je Xy invariantni a tedy skoro jisté konstantni. To
znamend ze bud Xy = 0's,j. nebo Xy = 1s.j. a tedy u(U) € {0,1}.

(2) = (3). Polozme V = (,5, T ™(U). Pak V. € A a T-H(V) = V, takze u(V) € {0,1}.
Protoze pu(V) = limy 00 p(T7"(U)) = p(U), je u(U) € {0,1}.

(3) & (4) : Plati U C T71(U) pravé kdyz T-1(Q\U) C Q\ U a u(Q\ U) € {0,1} pravé
kdyz u(U) € {0,1}.

(3) & (4) = (5) : Polozme Uy = (,50 T "(U), U1 = U,,5o T ™(U). Pak Uy C T~*(Up) a
T—1(U;) C Uy, takze obé tyto mnoziny maji miru nula nebo jedna. Déle plati

W(UAT(U)) < f(UAT(U)) + p(T - (ULTH(U)) =0,

a podobné odvodime pu(T~"(U)AT~*(U)) = 0 pro kazdé n, k. Odtud

pUNU) =p | J UTT"ONTHU) | <30D w@U)N\NTHU)) =0

n>0k>0 n>0k>0

takze p(Uo) = p(U) = p(Us) € {0,1}.

(5) = (1) : Pro kazdé a < b je mnozina V,, = f~*(a,b) skoro invariantni, takze md miru
nula nebo jedna. Existuje n € Z takové ze pu(Vy n41) = 1 a délenim intervalu na intervaly
poloviéni délky dospéjeme ke konstanté ¢ € [n,n + 1] takové ze f = cs.j. .

(3) = (6) : Prod € R polozme Vy = {z € Q : f(z) > d}. Pak T71(V,) < Vg, takze
1(Vy) € {0,1}. Polozme ¢ = inf{d € R: u(Vy) = 1}. Pak f =cs.j.

(6) = (1) plyne z definice. O

Shrnuti 97 Je-li (0, A, T) dynamicky systém a p T-ergodickd mira, pak pro kaZdou f €
L(p) plati
1 n _ .
Jim =% f(T" (@) = E(f) si.

<n

Véta 98 Necht (2, A, T) je dynamicky systém a u je T-invariantni mira. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:
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(1) u je ergodickd.
(2) Mnozinu kladné miry navstivi skoro kazdy bod, tj.

UeA& pU)>0 = p|JT7"(0) ] =1
n>0

(8) Pro kazdé U,V € A plati
1 r B
Jim — k§< w(T=U)NV) = puU) - (V)

(4) w je extremdlnt, tj. nent vlastni konvexni kombinaci Zddnigch dvou jingch mér.

Diukaz: (1) < (2) plyne bezprostiedné z Tvrzeni 96

1) =03):
Jim S U)X X o
k<n k<n
= /(nli_{rgoiZXU(Tk(x))> Xy (z) dp
k<n

[ 1) Xy (@) du = ) - )
(3) = (1) : Necht U je invariantni mnozina tj. T-1(U) = U. Pak
2 — —
p(U) = lim ST p(THU) N ) = p(0)

takze p(U) € {0,1}.

(1) = (4) : Predpoklddejme sporem, ze T-ergodickd mira p je vlastni linedrni kombinaci
W = agvy + ayvy, kde 0 < ag,a1 < 1 a ag + a; = 1. Protoze vy # v1, existuje U € A
takovd ze vp(U) # v1(U). Piedpokladejme bez tjmy na obecnosti v(U) < v1(U). Oznaéme
V mnozinu téch = € 2, pro které existuje limita

Fla) = tim S X (T )

k<n

Podle Ergodické véty je vo(V) = v1(V) = 1 a platf

[ @ydn =), [ f@)dn =n©)

Zvolme b takové ze vo(U) < b < 1v1(U). Mnozina W = {z € V : f(z) > b} je p-skoro
invariantni. Predpokldadejme ze pu(W) € {0,1}:

W) =0 = (W) =0 = ul(U):/fdulgb

PV) =1 = (W) =1 = w(0) = [ fdn =

a v obou piipadech dostavame spor. Mira u tedy neni ergodicka.
—(1) = —(4) : Necht U je T-invariantn{ mnozina (tj. T=1(U) = U), pro kterou 0 < p(U) < 1.
Definujme miry vy, v predpisem

(V) =p(VNU)/uU), vi(V)=p(V\U)/uQ\U)
Pak p=p(U) -vo+ (1 —p(U)) 1. O
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Tvrzeni 99 Symbolickd staciondrni mira p : A* — [0,1] je ergodickd prdvé kdyz pro kazdd

slova u,v € A* plati
. 1
Jim = 0 0 p(uw) = p(u) - p(v)
k<n weAF

Kazd4 bernoulliovskd mira je ergodicka. Markovska mira stochastické matice R je ergo-
dicka prave kdyz R je ireducibilni. Ergodicka véta umoziuje zobecnit nékteré limitni véty
teorie informace.

5.3 Entropicka véta

Horni a doln{ limita posloupnosti mnozin (V,, C Q),>¢ je

liminfV, = |J [\ Va={z€Q: IkVn>kzecV,}
nee E>0n>k

limsupV,, = m UVnz{xEQ: Vk,In > k,x € V,,}
nreo E>0n>k

Ziejmé plati liminf, o V5, C limsup,,_, Vi a Q\ liminf, ,o V,, = limsup,,_, (2 \ V,).
Pro monoténni posloupnosti mnozin plati

Vi CVoy1 = liminfV, =limsupV, = U Vi

nree nTreo n>0

Vat1 CV, = liminfV, =limsupV, = ﬂ V.,

n—oo
n—oo
n>0

Tvrzeni 100 (Borel-Cantelliho lemma) Necht U,,, V,, jsou posloupnosti méritelnijch mnozin.
Pak

Zu(Vn) <oo = p(limsupV,)=0

>0 n— 00
p(liminfU,) =1 & p(limsup(U, NV,)) =0 = p(limsupV,) =0
n—oo n— oo n—o0

Diikaz: (1) Pro kazdé £ > 0 existuje k takové ze 3 o, u(Vi) <e, takze

p(limsup Vi) < p U V] < Z,u(Vn) <e

n—oo n>k n>k

(2) Plati (liminf, oo Up) N (liminf,, oo (Q2\ (U, NV4))) C liminf,,_,(2\V,,). Obé mnoziny
na levé strané maji miru 1, takze také jejich prinik ma miru 1 a mnozina na pravé strané
ma také miru 1. [

Shrnuti 101 Pro ergodickou miru pu a méritelnou funkci f polozme
< }

Definice 34 Posloupnost intervalii S = ([ni,m;))i<o(s) je 6-rozklad intervalu [0, k), pokud
intervaly [n;, m;) C [0, k) jsou navzdjem disjunktnd a 3>,y mi —n; > (1 —06)k.

Slovo u € A* je §-pokryto mnoZinou T C A*, pokud existuje d-rozklad S intervalu [0, |u|)
takovy Ze up,, m,) € T pro kazdé i < ((S).

USRI ) ~ ()

i<n

Va(e) = {xEQ:

Pak p(liminf, o V,(e)) = 1.
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Lemma 102 Necht h > 0, necht M C A* je mnozina slov takovd Ze |M N A™| < 2™ g
necht D, (0) je mnoZina slov u € A™, kterd jsou §-pokryta mnoZinou M, tj.

Dn(é) = {u € A" El([ni,mi))id,mi < it 15 Ulng,m;) S M,Zmi —n; > (1 — 5)77,}
i<t
Pak | D, (0)| < 27t . 2nHOA=0) (| A" Jestlize n > 2L/5, pak
{ueA™: [{i<n—L: 3j< Loy € M} >(1—-3)(n—L)} CD,(5)

Diikaz: d-rozklad S = ([ni,m;))i<e je jednoznacné urcéen mnozinou [0,n) \ ;. [n:, ms),
kterd mé nejvyse dn prvku. Pocet takovych mnozin je

Z ( 7; ) < on-H(6,1-6)
i<én
Pro pevny rozklad S = ([n;,m;))i<¢, pocet viech slov u takovych ze up,, m,) € M je nejvyse
AP TLIM 47| < fajen . g
i<l
5

Predpokladdejme ze [{i <n—L: 3j < L,uj; i3 € M}| > (1—35)(n— L) a sestrojme rozklad
S. Polozme m_, = 0,

ng =min{k >m;_1: 3 < Lyuppqjy € M}, m; =min{j < L: up, ;) € M},
a £(S) je prvni index i, pro ktery n; neni definovdno. Pak

0,2)\ |Jmi,mi) € {i<n—L:Vj<Lug) &€ Mpu(n—L,L)
i<l

[07 n) \ U[ni’ ml)

i<l

< g(”—L)+LS5-n O

Véta 103 (Entropickd Véta - Shannon,McMillan,Breiman) Necht (X;:Q — A);>o
je ergodicky proces. Pak
hm IX[OJL) (x)

n—00 n

= IH(:P)() S_]
Diikaz: Oznaéme pu = Px. Pro z € AN polozme

~1 n
_ M, h(z) = liminf Ay, (z).

n n— 00

b (x)

Pak h(o(z)) < h(z) apodle Véty 98 existuje konstanta h, takova ze h(z) = h s.j. Ukdzeme ze
lim sup,,_, o An(x) = h s.j. Prodanée > 0 zvolme ¢ > 0 takové ze §+0-log |A|+H (5, 1-0) <
€. Pro skoro viechna x plati hy,(z) < h+49 a tedy pu(zjo,n)) > 2-n(h+9) pro nekoneéné mnoho

n. Polozme
M ={uec A" : p(u) > 27+

a necht D,,(§) je mnozina u € A", kterd jsou d-pokryta M. Pak |M N A™| < 27(h+9) 4
‘Dn(5)| < 2n-(h+6) X 2n-H(6,1—5) . |A|n5 < 2n(h+a)
Protoze p{x € AN 34 T,y € M} =1, existuje L > 0 takové ze

1)
pf{r e AN i< Liap, EM}>1-+
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Polozme
W,={zeAN: {i<n-L: 3 <Ly €M}>01-3)(n-L)}
Podle Shrnuti 101 je p(liminf, . W,)) =1 a podle Lemma 102 je W,, C [D,,(4)]. Polozme
Cn={ueA™: p(u) <27 mh+2)y
Pak p(Cy, N D, (8)) < |D,(8)| - 27"(h+2) < 2-7¢ Podle Borel-Cantelliho lemma je

p(limsup[Cy, N D, (8)]) =0, takze p(limsup[C,]) = 0.

n—roo n— oo

Proz € AN\limsup,,_, . [C,] plati limsup,, . hn(z) < h+2e. Dokézali jsme tedy lim,, o0 hy () =
h's.j. Protoze limy,_ o0 E(hy) = H(p), je h =H(p). O

5.4 Koédovani ergodickych procesa
Pron >k, m = [n/k], u € A", v € A* polozme
Julo = [{i <m: (wu)grinsr) = 0}, Bu(v) = lulo/m
Pak PF € A(AF).
Tvrzeni 104 Pro kazdy ergodicky proces plati

lim H(Px, ) = H(Xjox) Si-

n—oo
Dukaz: Proces Y; = X[g; ritr) je ergodicky a ‘Bl)f([oynk) = ﬁy[oﬂb). O

Veéta 105 Je-li X ergodicky proces s rozdélenim Px = p, pak existuje prefizovy kod b, :
A* — B* takovy Ze
lim |b#(X[0,n))| _

n—00 n

H(X) s.j.

Dukaz: K6d b, byl sestrojen v dikazu Véty 75 jako b, (u) = bo(|ul) fiy (u), kde f, : A" —
B* je prefixovy kdd spliujici —log pu(u) < |fn(u)] < —log p(u) 4+ 1. Pro dané £ > 0 polozme

Vile) = {z € AN : n(H(p) —e) < —log w(zpn) <n(H(p) +e)}, Vie) = liminf V,(e)

n—oo

Podle Entropické véty plati u(V(g)) = 1. Pro z € V,,(¢) plati
n(H(p) — &) < [bu(@pm)| < n(H(p) +¢) +2log(n +1) + 2
To znamend, Ze pro z € V(g) plat{

b " b n
H(p) — e < liminf 7| “(x[o’ ))‘ < lim sup 7| M<x[0’ ))|
n

n— oo n n—00

< H(p)+e

Pro x € (V50 V(1/k) je tedy lim,, o0 [b,([0,5)]/7 = H() a tato mnozina ma miru 1. O

Véta 106 Pro kazdé prosté zobrazeni f : A* — B* a kazdy ergodicky proces plati

X
tim inf L E0m)l H(X) s.j.

n—00 n
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Diikaz: Polozme Necht bp : B* — B* je prefixovy kéd sestrojeny v Tvrzeni 68. Pro kazdé e
existuje n. takové ze pro vechna n > n. plati |bg(u)| < (1+¢)|u|. Polozme g(u) = bp(f(u)),
takze g : A* — B* je prefixovy kéd. Polozme

Vi={ue A" : |g(u)|] < —logpu(u) — 2logn}, V =limsup|[V,]

n—oo
Pro g plati Kraftova nerovnost, tedy specidlné > _ ,» 2-ls(wl < 1, takze
_ _ 1
(V) < Z 9—lg(u)l9g—2logn < —~
ueV,

Je tedy >, oo u(Va) < o0 a u(V) = 0 podle Borel-Cantelliho lemma. Necht W C AN je
mnozina sekvenci, pro které plati Entropicka véta. Pak u(W\ V) =1aproxz € W\ V plati
> lim inf

—1 —21
liminf M > M > lim inf ogu(x[o,n)) ogn > HX)
n—o00 n n—oo n(l+¢ n— oo n(1—|—€) 1+¢

takze liminf,, oo | f(20,0))/n > H(X). O

Véta 107 Ezistuje univerzdlni frekvencni prefizovy kod § : A* — B* takovy Ze pro kaZdy
ergodicky proces plati

i T

im ————~—

n—00 n

=H(X) s.j.

Dikaz: Pro danou abecedu A uvazujme funkce

b = Lo (vt - 1) = | 2E | = i,

Pro k = ky,, m = m,, u € A", v € AF polozme
uly = [{i <m: (u)ginin) = v}, Bo(v) = |ul,/m
Déle oznacme CF(u) = {w € Al*l . pF = PF1 ¢(u) = {w € C* 1 w < u}. Pak plati
O(u) < |CF(u)| < 2mHBL) < |A|™k. Pro dané u € A™, polozme
f(u) = bo(|ul)(bo(|ulv))vearbr(€(u))
Protoze |A[* < /n —1, je
Ifw)| < 2log(|u| + 1) + 1+ |A¥*|- (2log(m + 1) + 1)

+m - HEPF) + 21og(m - klog|A| +1) + 1
(2log(n+1) + 1) - vn+m - H(PL) + 2logm - k + 2loglog |A| + 3

IN

Protoze lim,,_,o, v/n - log(n + 1)/n = 0 a lim,_,o, m,/nk, =1, je

krn
. |f(x[0,n))‘ . H(mX[o,m)
limsup ———— < limsup —————
n—00 n n—oo kn

Pro dané € > 0 existuje k. takové ze H(X|o r)) < k(H(mu)+e). Pro skoro vSechna x existuje
N(z,¢) takové ze pro kazdé n > N(zx,¢e) je 7-{,(‘43])“([0 o) < n(H(p) + ). Pro dosti velkd n je

k., > k. takze
kn )
X[0,n)

lim sup <H(p)+e

n—oo n

a tedy Hm sup, o |f(@p0.0)|/n < H(w) si. O
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5.5 Rekurenc¢ni kéd

Posloupnost slov y = (yi)i<s(y) je rozklad slova u € A* jestlize u je konkatenace u =
Yo Ye(y)—1 & Yi 7 yj pro i # j. Oznaéme R(u) mnozinu vsech rozkladu slova u.

Lemma 108 Pro a > 1 plati

k k+1 k k+2 k+1
. oa"tt—a . ked"Tr—(E+1D)d" T +a
:E ad = —— nk(a):E jaaj:
a—1"
=1

= (a —1)2
k+1 k- k+1
k a k a
<mg(a) < —, k-a* < <
a® < myg(a) ] a® < ng(a) ]

Dukaz: mk( ) je soucet geometrické posloupnosti. Pro ng(a) plati odhad ng(a) < 2?21 k

o < E ‘17 a presny vzorec

k k k k
; ; ; a® -1 a—1
ni(a) = Zaj—&—Za]—i—-“—f—ZaJ:a- p— +-~-+ak-a_1
j=1 j=2 j=k
_ 1 k.a,ﬁ_l_ak"’l—a :k-ak+2—(k+1)ak+1—|—am
a—1 a—1 (a—1)2

Lemma 109 V§ > 0,Vk > 0,3N5,Vn > Ny 5,Yu € A", Vy € R(u)

> Alyil = i < y), |yl <k} <nd
Diikaz: Polozme a = |A|, Ny s = k - a**1/§(a — 1). Pak
k k-+1

. ka
Dol 6 < L)l SBY <! < Ty <0 N <0

Tvrzeni 110 Necht L(n) je nejkratsi délka rozkladu slova délky n (v abecedé A). Pak

Vi inf n |A| —1
im in
n—oo L(n)-logn — |A|?-log|A]

Dikaz: Necht y = (;);<e(y) je rozklad slova z € A™. V posloupnosti y nahradme del3f slova
kratsimi tak aby vyslednd posloupnost y’ byla opét rozkladem (n&jakého jiného slova '),
pritom ale aby platilo ze pokud 1 < |u| < y;, pak u = y; pro néjaké j < £(y'). Pak £(y’) =
L(y) a || < |z|. Existuje k takové ze my(|A|) < L(y') < miry1(JA]), a n > |2'| > nk(|A]).
Protoze n/logn je rostouct,

n S k-a B k(a—1)
L(n)-logn ~— (k-loga+logk)a*+2/(a—1) a2(k-loga + logk)

Odtud jiz plyne tvrzeni. [

Lemma 111 Nechf p je ergodickd mira, h = H(p) a € > 0. Pak existuje V C A* takovd Ze
plati | < 2k(h+e) 4 pro posloupnost mnozin

Wi (e) = {x € ANy € Riapom). > {lyil : i < t(y) &y €V} = (1- E)n}

plat? p(liminf,,_, o Wy (g)) = 1.
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Dikaz: Existuje § < /2 takové ze 6 + H(4,1 — ) + 6 - log|A| < e. Podle Entropické
véty existuje d > 0 takové, Ze pro mnozinu M = {u € A? : p(u) > 279+ plati
u(M) >1—-6%/8. Pro K = [2d/6] + 1 podle Lemma 109 existuje Nx takové, ze pro kazdé
n > Nk, u € A" a kazdy rozklad (y;)i<(y) slova u plati

Z{|yl| si < L(y) & |lyi| < K} <nd/2.

Oznacme V;, = V,,(§) mnozinu vsech slov, kterd jsou é-pokryvana mnozinou M a 'V = J,, V..
Protoze |M| < 2%"+¢) je podle Lemma 102 |V,,| < 2"("*2)_ Podle Ergodické véty existuje
mnozina U miry 1 takovd, ze pro kazdé z € U existuje N(x) > Nk takové, ze pro viechna
n > N(z) plati

Hi<n: o'(x) € M}| >n(1l—5%/4).

Necht z € U, n > N(x) a necht (y;);<s(y) je rozklad slova z[g ). Oznacme y; = 2[4, 4, 1)
P o= {j<ly): lyl>K&[{i<lyl—d: o9 (z) € M} < (ly;| = )(1 — 3)}
a @ =[0,¢)\ P. Predpoklddejme sporem ze plati >, p |y;| > nd. Protoze |P| < n/K, je

n(1-%) < [i<n: T'2) e MY <Y (lyl—d) A=) +d- 1P|+ |yl

jEP JEQ
1) ) ndd  no>
< — J—d)= = — - = . —
JjEP JEP
< pqf0?_me®_ nd
4 2 4

a to je spor. Je tedy ZjeP ly;| < nd. Podle Lemma 102, pokud y; ¢ V, pak bud y; € P
nebo |y,| < 2d/6 < K. Odtud

DHlysl: d<t&y; ¢Vy = > {lyl: <&yl <K} +> {ly;l: je P}
< nd+nd <ne

takze x € W, (). Ukézali jsme tedy U C liminf,, o W, (¢) takze p(liminf, . W, (g)) = 1.
O

Tvrzeni 112 Pro ergodickou miru p s entropii h = H(u) poloZme

Un(e) = {w € AN Vy € R(zpm), > (il + Iyl < §E2} <e-n}

Pak p(liminf, o Uy(e)) = 1.

Diikaz: Pro § > 0 existuje podle Lemma 111 V C A* takové ze [V N AF| < 2k(40) 4
W (0) = liminf, ., W, () ma miru 1. Pro z € W(J) tedy existuje N(z) takové ze pro kazdé
n > N(z) je xj9,n) € Wrn(d). Necht y € R(xjon)) takze > {|lys| - vi € V} > (1 —0)n. S
pouzitim nerovnosti Zj<kj cal < kﬁak, kterd plati pro a > 1 dostavame

Z{lyil i< (y) & |yl < (1_h§+)1§gn}

- k. (1=4)logn
< Sl i<t &ng vy Xk wnarox< 0
1—9)logn
< 5. L 9(h+o)k (1—29)logn
< 9 n+§ {k 2 k< s }
h+8 _
< §m 2 (1 6)logn.n1_5:%(n)

T 1 hte
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Pro dané e zvolme nyni é takové ze %ﬁ < % a pro vSechna dosti velkd n plati p5(n) < e-n.

Pak x € U, (g), takze W(§) C liminf, o Uy (€), takze pu(liminf, ,o U,(e)) =1 O

Lemma 113 Pro y > 1/¢? a3§x§5~yplatz’l x
og

€ - .
logy

Véta 114 Pro rekurencéni kod ¢ a kaZdy ergodicky proces X plati

[e(Xj0,n))]

lim = H(X) s.j.
n— oo n
Diikaz: Je-li y = (yi)i<¢ rozbor slova Xg,), jsou slova y; navzdjem riznd, s moznou

vyjimkou posledniho slova g,. Toto slovo se vSak shoduje s néjakym predchazejicim y;,
takze |y¢| < n/2. Pouzijeme Tvrzeni 112 na rozklad ' = (y;)i<¢ délky m > n/2. Pro dané
e > 0 zvolme § < € takové 7ze § + 26| A|? log |A| < . Necht x € U(d) = liminf,, . U,(d) a
N(z) takové ze = € U,(J) pro vsechna n > N(z). Pro dané £ > 0 zvolme ¢ < € takové ze
d + 20| A|log|A| < e. Oznacme

. logm . logm
= DY —= > = T

Mo =3 icp, lvil, My =3, |yil. Pak My > |Li[logm/(h + 0) a podle Tvrzeni 112 pro
n > N(z) plati My < 6 - m. Podle Tvrzeni 110 je My/|Lo|log My > 1/]A|* log |A], takze

2My| Al log | A| . My(h+9)

¢ = |L L <
[ Lol +[L1] < log My logm
m - 26| A|*log |A| + m(h + 6) o nlh+e)
- logm ~ logn—1
Pro délku rekuren¢niho kédu plati
1 +1
[e(zjo,n))| < (€ +1)(logn +1) < n(h+e)- osn +logn +1

logn —1

takze limsup,, . [¢(Xjo,n))|/n < h + € skoro jiste. O

5.6 Doba navratu
Definice 35 Doba vstupu bodu x € AN do mnoziny V C AN je
Ry(z) =inf{k>0: of(x) eV}

Doba ndvratu bodu = € AN do cylindru [T0,m)] Je

R, (z) =inf{i > 0: Zliitn) = .Z'[O’n)}
Infimum prazdné mnoziny definujeme jako oo.
Véta 115 (Poincaré) Je-li p staciondrni mira, a (V) > 0, je doba ndvratu do V skoro
jisté konecnd

w{r €V : Ry(x) =00} =0

Dukaz: Predpoklddejme, ze mnozina Voo = {z € V : Ry(z) = oo} ma kladnou miru.
Mnoziny o~ *(V,,) jsou navzdjem disjunktni. Pokud by totiz bylo z € 079 (Voo) N o™ * (V)

pro j < k, bylo by 07 (z) € Voo N o~ =1 (V) a to je spor. Protoze mnoziny o~*(V,) maji
vSechny stejnou miru, musi byt tato mira nulovd. O
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Vio Vao ‘ Vao
T Vo1 # T Va1
i

Obréazek 20: Prumérné doba navratu

Véta 116 (Kac) Necht p je ergodickd mira, n(V) > 0, a necht uy(U) = p(U)/u(V) je
podminénd mira na V. Pak

I}ZM(RV.XV)z/VRV(x)du:L [EW(RV):/VRVdMV:ﬁ

Diikaz: Polozme V; = oY (V)N V ={z eV : 7 (z) =1},

Vo= (" (V)NV)\ |J o *(V)={zeV: rv(x) =n}
k<n

Mnoziny V;, jsou navzdjem disjunktni a podle Véty 115 je u(Vs) = 0, takze Y o2 u(V,,) =
w(V). Pro 0 < k < n polozme V,, = o *(V,,). Pak mnoziny (V,x)o<k<n jSOU navzijem
disjunktni (obrazek 20) a jejich sjednocenti je J,,~q 0 " (V\Vx) a o(V) C VigUVa1 UV3oU- - -.
Protoze p je ergodické, je B

H
I
=
_
q
3
=
AV
M8
]
=}
=
|
]
3
=
s
I

/V v (2)dp. O

n>0 n=1 k=0 n=1

Je-li u ergodickd mira, u € A™ a u(u) > 0, je

/Rn(x)du = Z{/[]Rndu:ueA",,u(u)>O}|{u€A":p(u)>0}

Véta 117 (Ornstein-Weiss) Je-li X ergodicky proces, je

log R, _
lim 28 g%y s
n—oo n
Diukaz: Pro z € AN definujme funkce
1 ” _ 1 ;
R(z) = limint 850 ) iy g 108 (@)
oo n n— 00 n

Protoze R,,_1(c(z)) < R, (z), je R(o(z)) < R(z), R(o(x)) < R(z), takze tyto funkce jsou
skoro v§ude konstantni a existuji r <7, takové ze

R(z) =rsj., R(z)=Ts.j.
Ukdzeme 7 < h = H(X). Pro € > 0 polozme

D, = {zeAYV: R,(x)>2""*9} D, (u) = D, N [u
T, {ue A" : p(u) > 27 nh+e/2y

Podle Entropické véty je p(liminf,, . [T,]) = 1. Pro u € A™ jsou mnoziny o~ *(D,,(u)) pro
k < 27(te) nayzdjem disjunktni a majf stejnou miru, takze p(D,, (u)) < 27(P+), Déle plat{

(D N [Tn]) < Z ,U(Dn(u)) < |Tn| . 9—n(h+e) < 9—ne/2
u€Ty
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protoze |T),| < 2"(h+/2) Podle Borel-Cantelliho lemma je p(limsup,, (D, N [T}])) = 0,
takze p(limsup,,_, . Dn) = 0. To znamend 7 < h + ¢ a tedy 7 < h.
Ukézeme h < r pro € > 0 zvolme 0 takové ze § + H (9,1 — &) + dlog |A| < e. Polozme

log R;
VvV, = {xeAN:3j<L,Ogjj(x)<r+6}

Existuje L > 0 takové ze u(Vy) > 1 — §/4. Polozme L = L + 2L(EH9) 5

W, = {xeAN: {i<mn: ai(x)evL}|>(1—g)n}, W = liminf W,

n—oo

Pak u(W) = 1. Pro x € W existuje N(z) takové ze pro n > N(x) je € W,,_r,. Polozme
M ={u€ A" 3j <Lul <2 4 j o 5) = uuj—j,jup}

Pak |[M N A" < 2™z+9) Pro mnozinu D, (8) véech slov délky n kterd jsou d-pokryta M
podle Lemma 102 plati

|D,(8)] < |A|n5 . QnH(8) L gn(r+0) < gn(r+e)

Pokud T;(z) € Vi, pak existuje j < La k < 27 (z:+96) +j < Ly takové Ze T(; i1 j) = Tlitr—j itk)
takze x(; 41y € M. Pokud x € W,_r,, pak

[{i <n—Ly: 3k < Ly, xp0) € M} > (1= 3)(n—Ly)
a podle Lemma 102 je z[g ) € Dy(0). Je tedy Wy, € Dy(9), takze

p(liminf[D,,(8)]) = 1.

n—oo

Pro mnoziny
Up={uec A" : p(u) < 27"h=2)

plat{ p(liminf, o [Uy]) =1 a tedy p(liminf,— o [Un N Dy, (8)]) = 1. Protoze
1(Up N Dy) < |Dy(8)] - 27 "(h=9) < gnlz—h+2e),

jer —h+2¢ > 0. Protoze to plati pro kazdé ¢, je h <r. O
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6 Symbolicka dynamika

V nékterych pripadech méame o textu ktery chceme pienaset, néjaké strukturalni informace.
Jednd-li se o text v néjakém umeélém jazyce daném formalni gramatikou, vime ze néktera
slova se v ném nemohou vyskytnout. Mnoziny (nekoneénych) slov, ve kterych se nevyskytujf
néjaka koneéna slova, se nazyvaji posuny.

Definice 36 Posun nad abecedou A je kaZdd neprdzdnd mnoZina tvaru
Sp={recAV: VuCaz,ugF}
kde F C A* je néjakd mnoZina zakdzangjch slov. Jazyk posunu ¥ C AN je

L) =JL"®), kde L") ={ue A": Fwr €L, uC 2}
n>0

Funkce sloZitosti posunu X je Ps(n) = |L™(X)]

Posun zlatého fezu je X1y a L(X413) = {A,0,1,00,01,10,000,001,010,100, 101, .. .}.
Funkee slozitosti tvoi{ Fibonacciovu posloupnost P(0) = 1, P(1) = 2, P(2) = 3, P(3) = 5.
Pii zapisu dat na magnetické disky se klade podminka aby nulové bloky nebyly ani pfilis
kratké ani prilis dlouhé. Pro dané 1 < k <[ definujme posun

Y1 =2p, kde F={11,101,1001,...,10*711,0"*'}

Sudy posun mé zakézana slova F = {012"*10,: n > 0}. Mezi dvéma po sobé jdoucimi
vyskyty nuly muze byt jen sudy pocet jednicek. Funkce slozitosti je P(0) = 1, P(1) =
2, P(2) = 4, P(3) = 7, £(Z) = {),0,1,00,01,10, 11,000,001, 011, 100, 101,110,111, ...}.
Bezkontextovy posun abecedé A = {0,1,2} mé zakdzand slova F = {017270 : i # j}.

Definice 37

(1) Posun ¥ je konecného typu, existuje-li koneénd mnoZina F C A*, pro kterou ¥ = Xp.
(2) Posun koneéného typu je Fddu k, pokud existuje F C A1 takovd Ze ¥ = Yp.

(3) Markovsky posun je posun rddu 1.

(4) Posun ¥ je soficky, pokud L(X) je reguldrni jazyk.

Posun zlatého fezu je fadu 1, Posun Xy ; je fadu {. Kazdy posun kone¢ného typu je soficky.
Sudy posun neni kone¢ného typu, ale je soficky. Bezkontextovy posun neni soficky.

Véta 118 Je-li P: N — N funkce sloZitosti posunu X, existuje limita

H(E) = lim log P(n)

n—00 n

Tato limita se nazyvd entropie posunu 3.

Dukaz: Je-li u € A", v € A™ a wv € L(X), pak u i v ndlezi do L(X). Z toho plyne
P(n+m) < P(n)- P(m). Pro a, =log P(n) tedy plati apn4m < ap + ap,. Pro pevné m > 0
an > 0 polozme ¢, = [n/m], takze (¢, — 1) - m <n < gy -m a an < @y - ap,. Odtud

An am A

. 29 .
limsup— < limsup —— — = —
n—oo M n—ooo Gn—1 m m

. Qp . 2 Om
limsup— < liminf — O
n—soo N n—oo M
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6.1 Prostor symbolickych mér

Na mnoziné AN definujeme vzdélenost

d(z,y) =2""kde n =min{i > 0: z; # y;}.

Cantorova mnozina C' je podmnozina realné piimky kterou ziskame tak, ze z jednot-
kového intervalu I = [0, 1] odstranime prostfedni otevieny interval (37 3) a tento postup
opakujeme s intervaly které zbydou (obrézek 21).

C=01\GH\EH\GEH) -

Cantorova mnozina sestava z Cisel intervalu I, které lze vyjadrit v trojkové soustavé pouze
s pouzitim &fslic 0,2, tj. ve tvaru >+, a;37"1, kde a; € {0, 2}.

Obréazek 21: Cantorova mnozina

Tvrzeni 119 Kazdy symbolicky prostor AN je homeomorfni Cantorové mnoziné.

Dukaz: Pro binérnl’ abecedu B definujeme vzdjemné jednoznaéné zobrazeni ¢ : BN — C

predpisem ¢(z 22@3_1 1 Pokud d(z,y) = 27", pak 2; = y; pro i <n, T # Yn, a
=0
1 2.3

lp(z) —p(y)| = —y)37 T < 223_1 =q-1 = 3"
i=n 3

o) — o) > 2-|zn—ynl 37" =2 Y (2 —wi)
1=n—+1

Z 9. 3—%—1 —9 Z 3—i—1 — 3—n—1

i=n+1
Dostavame tedy

dlz,y) <277 = o) —e(y)[ <37
lo(@) =) <3771 = d(z,y) <27"
To znamend Ze jak ¢ tak p~! jsou spojité. Pro obecnou abecedu A = {ay,...,ax_1}, kde
k > 3 zvolme libovolny tplny prefixovy kéd f : A — B, napiiklad f(a;) = 0'1. Pak jeho
rozsiteni f : AN — BY je homeomorfismus. Plati totiz d(f(z), f(y)) < d(z,y) a pokud
d(f(z), f(y)) < 27"k, pak d(z,y) < 27" O

Symbolicky prostor je kompaktni, protoze Cantorova mnozna je uzaviena a omezena.
Kompaktnost prstoru AN také plyne z Tichonovy véty. Diskrétni prostor A je kompaktni a
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AN je jeho spocetny produkt. Cylindr [u] = {z € AN : T,y = u} slova u € A* je obojetna
mnozina (tj. oteviend a uzaviend a plati

zefu] = [u] = By wni(@) = {y € 2% d(y,a) < 271}
Posun o : AN — AN definované predpisem o(x); = x;41 je spojité zobrazeni a plati
d(o(z),0(y)) < d(z,y).

Tvrzeni 120 Neprdzdnd mnozina ¥ C AN je posun prdvé kdyz je uzaviend a o-invariantni,
tj. o(X) C X.

Diikaz: Necht I C A* a nechf ¥r je neprdzdna. Ziejmé plati o(Xr) C Yp. Jestlize = €
AN\ S, pak T[n,m) € F pro néjaké 0 < n < m. Pak [z, C AN\ B, takze AN\ T je
oteviend a tedy Xp je uzaviena.

Naopak predpoklddejme ze ¥ je uzaviena a o-invariantni a polozme

F={ue A" : Ve X, ulL x}

Je-li z € ¥, pak zddné u C z nenalezi do F, takze x € X . Ukézali jsme tedy ¥ C Xp.
Predpoklddejme sporem Ze existuje z € X\ X. Protoze AN \ X je oteviend mnozina, existuje
n takové ze [r[,)] C AN\ ¥, Ukdzeme ze T[o,n) ndlezi do F. Kdyby do néj nendlezelo,
existovalo by y € ¥ takové Ze y[x x1n) = T[o,n) Pro néjaké k > 0. Protoze X je o-invariantni,
je a*(y) € T, ale o*(y) C [z9.n)) € AN\ T ato jespor. O

Pfipometime ze symbolickd mira je zobrazeni p : A* — [0, 1] které spliiuje podminky kom-
patibility.

Definice 38 Vzddlenost dvou symbolickych mér definujeme jako
o
du,v) = 3 max{lu(u) - v(u)| s ue A} -27m
n=0
Prostor symbolickjch meér nad abecedou A znacime M(A%). Podprostor staciondrnich mér
znacime My (A%).

Pro posloupnost staciondrnich mér plati lim,,—, oo ptn, = p prave kdyz lim, oo pn(u) = p(u)
pro kazdé u € A*. Prostor symbolickych mér je podprostor Hilbertovy krychle [0, 1]A*7 tj.
spocetného soucinu jednotkovych intervali. Podle Tichonovovy véty je Hilbertova krychle
kompaktni prostor. Prostory M(A%) a M, (A”) jsou jeji uzaviené podprostory, takze jsou
také kompaktni. Pro z € AN definujeme bodovou miru 8, € M(A%) predpisem

5m(u):{ 0 pro ulZz

1 pro uCzx

Necht z,y € AN jsou rizné body a m = min{i > 0: z; # y;}. Pak
d(6g,0y) = Z 27l =27 — d(x,y)

Symbolicky prostor AN je tedy vnofen do prostoru M(AZ). Je-li p € M(AZ), je mira op

definovana predpisem
(o) (u) =Y plau)
a€cA

Mira pu € M(AZ) je tedy staciondrni pravé kdyz ou = pu.
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6.2 Variac¢ni princip

Definice 39 Nosic¢ ¥, symbolické miry p nad abecedou A je posun, jehoZ zakdzand slova
jsou slova s nulovou pravdépodobnosti.

X, = {z e AN Vu C 2, pu(u) > 0}
Tvrzeni 121 Je-li i1 staciondrni mira, je H(pu) < H(X,).

Dikaz: Pro u ¢ £(X,,) je p(u) = 0, takze (u(u))ycan je pravdépodobnostni rozlozeni na
mnoziné £™(3,,). Odtud H(u|A™) <log P(n), takze H(u) < H(X,). O

Véta 122 (Variaéni princip) Pro kaZdy posun ¥ existuje staciondrni mira u takovd Ze

S, C % a Hip) = H(S).
Drikaz: Zvolme libovolny bod z € AN a sestrojme miry vy, 1, predpisem
k
Vp = |£n Z 5uza Hn = Z g Vp
uEE"(Z) k<n

Pro kazdé u € £*(X) tedy plati v, (u) = 1/|£"(X)|. Protoze prostor M(AZ%) je kompaktni,
existuje limita vybrané posloupnosti p = lim;_, o0 ;. UkéZeme Ze u je staciondrni a H(p) =
H(X). Pro kazdé u € A* plati

lim_|opin(u) = pn(u)| = lm fo"™ vy, (u) = vy (u)|/n =0

n—oo n—oo

takze oy = pa p € My(A%). Vypoctéme nyni entropii H(u). Pro pevné m a n > m polozme
n =qgm+rkde 0 < r < m. Necht X; : AN — A je projekce X;(z) = ;. Pro kazdou miru
v € M(A?%) je X ndhodny proces na (AN, B,v) s rozdélenim v. Z Tvrzeni 7 plyne

Hyu, (Xjom) > —ZH " X0.m)) >—ZZH (T7"™ X(o,m))

k<n i<m j<q
> LS o (Xpgr) >+ O (Mo, (Xigy) — 2o |A4)
<m <m
_— Z(logP(n) —2mlog|A]) = m log P(n) — % log | A]
n izm n n
Odtud
Hu(Xjo,m) = Zlg{.lo Hy, (Xjo,m)) = mH(X)
) = im0 gy

Opacna nerovnost plyne z Tvrzeni 121. [

6.3 Okénkové kody

Definice 40 Nechf ¥ C AN, © C BN jsou posuny. Okénkovy kéd je spojité zobrazend
F ¥ — 0, které komutuje se zobrazim posunu, tj. cgF = Fo 4. Rikime Ze posuny ¥ a ©
jsou konjugované, existuje-li mezi nimi bijektivni okénkovy kod.

Okénkovym kédum F : AN — AN se téz ks celuldrni automaty.
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Véta 123 (Hedlund) F : X — © je okénkovy kdd prdvé kdyz existuje r > 0 a zobrazeni
(lokdlni pravidlo) f : L (X) — LY(O) takové Ze F(x); = f(@[;,i4s)-

Dikaz: Jestlize F' je spojité, pak pro ¢ = 1 existuje § = 27" takové ze pro d(z,y) < 27" je
d(F(z),F(y)) <1, tj. F(x)o = F(y)o. To znamend Ze existuje f : L™71(X) — £1(0) takové
ze F(x)o = f(x)0,r)- Protoze F' komutuje se zobrazenim posunu, je

F(z)i(z) = 0" (F(x))o = F(o'(x))o = (0" (®)j0,1) = f(@[s,i4+]
Naopak je-li F(x); = f(2[;itr)), je F spojité a komutuje se zobrazenim posunu. [
Okénkovy kéd @, : AN — (A™)N definovany predpisem
(I)n (x)z = x[i,iJrn)
je bijektivni. Je-li ¥ € AN posun, je £ = &, (Z) € (A™)N konjugovany posun. Spojity
obraz kompaktni mnoziny je totiz kompaktni a tedy uzaviend mnozina.
Tvrzeni 124 Je-li F : ¥ — © prosty okénkovy kdd, je H(X) < H(O). Je-li F : ¥ — O
surjektiond okénkovy kdd, je H(X) > H(O).

Dukaz: Necht F(x); = f(x[;,i4,))- Je-li F prosté a (g n) # Y[o,n)» Pak F(2)[0.n) 7 F(¥)[0,n)
takze Px(n) < Po(n) a H(X) < H(O). Je-li F surjektivni, pak pro kazdé u € L£"(0O) existuje
v € f~(u), takze Ps(n+1r) > Po(n) a H(X) > H(O). O

6.4 Markovské posuny

Kazdy posun koneéného typu je konjugovany Markovskému posunu (fddu 1). Je-li totiz
¥ C AN posun f4du k, je £%) posun fadu 1 v abecedé A¥. Markovsky posun je ddn bindrni
prechodovou matici M nad A, kde

[ 0 pro ab ¢ L(X)
M(avb) = { 1 pro ab € L(Z)

Véta 125 Necht ¥ je markovsky posun s ireducibilni prechodovou matici M a necht o je
spektrdlnd polomér M. Pak H(X) = log o.

Dikaz: Slovo u € A™ nalezi do L(X) prave kdyz M (ug,u1) - -+ M (tp—2,un,—1) = 1. SloZitost

P(n) je tedy soucet viech prvkii matice M™~1. Z Perron-Frobeniovy véty plyne, Ze existuji

konstanty 0 < ¢g < ¢1 takové zZe cpo™ < P(n) < ¢10". Odtud lim,, %log P(n) = log o.
Ol

Piiklad 15 Entropie posunu zlatého fezu je maximum entropii procesu, jejichZ mosi¢ je
posun zlatého Tezu.

Diikaz: Markovsky proces jehoz nosic je posun zlatého fezu ma prechodovou matici
- 1 1- - 2 p_p?
R:plp,ﬂz 7 p,R2:1p+ppp
1 0 2-p'2—p p I—p
Entropie je #(X) = H(p, 1 —p)/(2 - p),

H(X2|Xo) = HA—p+p*p—p")/2—p)+H(p.1-p)(1-p)/(2-Dp).
V541

Maximélni entropii H(X) = log ¥*3= = 0.69 ma proces pro p = @ = 0.618. Pro entropii

posunu zlatého fezu dostavame

11 VE+1
;0=

=1.618, H(X)=0.69 O

M:[1 0
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H(X2|Xo)

H(X1]|Xo, X2)

1/2 D 1/2 p 1/2 p
Obrézek 22: Entropie markovského procesu

Véta 126 (Parryho véta) Nechtf Y je markovsky posun s ireducibilni prechodovou matici
M. Necht ¢ je spektrdlni polomér M, a u,v odpovidajici pravy a levyj vlastni vektor, jejichz
skaldrni souc¢in je 1, tj. Mu™ = ou™, vM = pv, vu’ = 1. Polozme

M(a, b)u(b)

Bla,b) = ou(a)

, m(a) = v(a)u(a)

Pak R je stochastickd matice 7 je jeji staciondrni rozdéleni. Pro markovsky proces X s matici

R plati H(X) = H(Z).

Dukaz: Plati

SR =1, 3 n()Rab) = 3 UMb _ )

beB acA a€cA 0

takze R je stochastickd matice 7 je jeji staciondrni rozlozeni. Pro a € A™ je

PLX(o.0 = a0l = olaou(ap) “HOt (). At Pt el
B U(GO)M(QO’ al) o M(a”*Qv anfl)u(an71>/gn_l

B { v(ao)u(an-1)e~"** pro a € L7(X)

0 pro a ¢ L(%)

Polozme ¢g = min{pv(a)u(a) : a € A}, ¢; = max{pv(a)u(a) : a € A}, takze

—n
Co0

Z Px(a)(nlogo—c1) <  H(Xpn) < Z Px(a)(nlogo— cp)
acLm (%) acLn (%)
H(Xjon)) < nlogo—rco

IN

[P[X[O,n) = a] S clg_”

A

IN

nlogo—c1
aH(X)=loge. O
Pro informacni obsah plati
JxX0.my = (n—1)log o —logv(Xo) — log u(Xy—1)
Odtud dostdvame silnéjsi verzi Entropické véty: limy, oo Tuy, ., /n =log o = H(X) plati pro

kazdé z € X.
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6.5 Sofické posuny

Definice 41 Prechodovd funkce (konecného automatu) nad abecedou A je zobrazeni d : @ x
A — Q, kde Q je konecénd (stavovd) mnoZina. Funkce 0 se rozsiruje na funkcid : QX A* — @

0(qg, A) =q, d(q,ua) =9((q,u),a), uec A", a€ A

Koneény automat muze rozeznavat jazyky. Automat startuje z vyznaceného pocatecniho
stavu i € Q. Jestlize po precteni slova u € A* skoné¢i v nékterém odmitajicim stavu, vstupni
slovo je odmitnuto, jinak je pfijato. Pfijimajic{ automat je specifikovan ctverici (@, 9,4, R),
kde @ je konetna mnozina stavi, 6 : Q x A — @Q je prechodova funkce, i € Q) je poc¢ateéni
stav a R C @ je mnozina odmitajicich stava. Jazyk akceptovany (Q, 9,1, R) je

{ue A" : §(i,u) € R}.

Jazyk L C A* je regularni, pokud je akceptovan néjakym automatem.

Je-li L jazyk posunu, je centralni, tj. obsahuje kazdé podslovo kazdého svého slova, a
pro kazdé slovo u € L existuje a € A takové ze ua € L. Automat ktery akceptuje centralni
reguldrni jazyk musi spliovat dalsi podminky. Protoze A € L, poc¢ateéni stav nemuze byt
odmitajici. Jakmile se automat dostane do mnoziny odmitajicih stavi, nemuze ji opustit,
protoze kazdé prodlouzeni odmitnutého slova musi byt odmitnuto. To znamenda Ze muzeme
redukovat mnozinu odmitajicich stavii do jediného odmitajiciho stavu {r}. Déle muzeme
predpokladat, ze kazdy jiny stav je dosazitelny z pocatecniho stavu, tj.

Vge Q\{r},Jue L,o(i,u) =q.

Pokud by to neplatilo, mohli bychom vynechat vSechny stavy, které nejsou dosazitelné, aniz
bychom zménili jazyk. Pokud automat splnuje toto omezeni, neni tieba vyznacovat pocatecni
stav, protoze kazdy stav kromé r miuze slouzit jako pocate¢ni. Plati

geEQ\R & §(qu) e Q\R = uel

Protoze totiz ¢ je dosazitelny, existuje v € L takovy, ze 6(i,v) = q, takze §(i,vu) = 6(q,u) €
Q \ R, a vu € L. Protoze L je centrélni, u € L. To zjednodusuje definici pfijimajictho
automatu.

Definice 42 Prijimajici automat nad abecedou A je trojice (Q,0,r), kde @Q je koneénd
mnozina, r € Q je odmitajici stav a 6 : Q X A — @ je prechodobvd funkce splriujici

(1) Vge Q\ {r},Ja € A,6(q,a) #r.
(2) Ya € A,6(r,a) =r.

Jazyk prijimany (Q,6,7) je L = {u € A* : 3g € Q,0(q,u) # r}. Posun ¥ C AN je soficky,
pokud jeho jazyk je prijimany néjakym prijimagicim automatem.

Naopak kazdy jazyk pfijimany koneénym automatem je centralni, takze urcuje soficky posun.
Piiklad 16 Posun zlatého tezu a sudy posun jsou sofické.

Sestrojime automaty s prechodovymi funkcemi

‘ do 41 Q2 ‘ do 41 42 g3
0l g @ g Olgn @1 a3 @3
e ¢ ¢ 1l ¢ @ g
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Obrézek 23: Grafy akceptujicich automatu

Pro posun zlatého fezu je Q = {qo,q1,92}, ¢ = qo, and 7 = g2. Automat je ve stavu
¢1, pokud posledni pfectené pismeno je 1. Pro sudy posun je @ = {qo,q1,92,43}, i = qo a
r = g3. Automat zustava v pocdtecnim stavu gg dokud nepiec¢te nulu. Pak prechdzi do stavu
q1 a zustava zde dokud ¢te dalsi nuly. Po precteni jednicky vstoupi do gs. Pokud nyni pfecte
nulu, vstupni slovo je odmitnuto, jinak se vraci do ¢;.

Koneéné automaty znazornujeme orientovanymi oznacenymi grafy, jejichz vrcholy jsou
stavy z @ a jejichz hrany jsou oznaceny pismeny A. Existuje hrana z ¢ do ¢’ oznacena a,
prave kdyz §(q,a) = ¢'. Z kazdého vrcholu tedy vede prévé |A| hran oznacenych pismeny
A (Obrazek 23). V tomto grafu je vsak odmitajici stav zbytecny. Pokud ho vynechdme a
vynechdme téz vSechny hrany které do néj vedou, mnozina pfijimanych slov se nezméni.
Slovo odmitneme pokud v grafu nemuzeme pokracovat hranou oznac¢enou dalsim pismenem
slova.

Definice 43

(1) Graf je étverice G = (V,E,s,t), kde V je koneénd mnozina vrcholi, E je konecnd
mnozina hran, s,t : E — V jsou zobrazeni pritazujici hrané jeji pocdtecni a koncovy
vrchol.

(2) Oznaceny graf nad abecedou A je dvojice (G,1), kde G je graf al : Eq — A je oznacovaci
zobrazend.

(3) Oznaceny graf (G,1) je rezolventni, pokud

Ve, es € Eg, (s(e1) = s(e2) & l(e1) =l(e2) = e1 = ea).
(3) posun ¢ grafu G je Bg = {u € EN: Vi > 0,t(u;) = s(uiy1)} C EN.
(4) Posun oznaceného grafu (G,1) je ¥, = 1(Xq) C AN,

Ziejmé Y je markovsky posun. Zobrazeni [ : EN — AN definované I(u); = I(u;). je
spojité a Y(g ) = I(X¢g), takze X(g ) je posun. Oznacené grafy pro posun zlatého fezu a
sudy posun jsou na obrazku 24.

Tvrzeni 127 Je-li & C AN soficky posun pak existuje rezolventni oznaceny graf (G,1) ta-
kovy ze ¥ = ¥q -

Diikaz: Necht (Q,d,7), je automat ktery ptijima £(X). Sestrojime graf G = (V, E, s, 1), kde
V=Q\{r}, E={(¢ga) eV xA: acAdlga)#r},
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— —
0 C\—\o/ 0 C\l/
Obrézek 24: Sofické posuny

s(q,a) = q, t(g,a) = 6(q,a). Oznaceni | : E — Ajel(¢,a) =a. O
Tvrzeni 128 KaZdy posun oznaceného grafu je soficky.

Dukaz: Necht (G,l) je oznaceny graf, nechf @ je mmnozina podmnozin Vg. Definujem
prechodovou funkci § : Q x A — Q

0(M,a)={qeQ: Je€ Eg,s(e) € M,t(e) =q,l(e) =a}.
Pocétecni stav je V' a odmitajici stav je (). Ukdzeme, ze (Q, 6, V, ) piijima L(Xq,;)). Pokud

uo uy Un—1
q0 q1 Q... qn-1—(n
jecestav (G, 1), pak g, € §(V,u), takze 6(V,u) # () a u je prijimdno. Naopak pokud §(V,u) #

Un—1

0, vybereme néjaky g, € d(V,u). Existuje ¢,—1 € 6(V,up,,—2)) takovy ze ¢,-1 —— ¢y
je oznacend hrana v G. Takto pokracujeme (pozpdtku) a ziskdme cestu v G s oznaéenim u.
(|

0 0

. o8

y,{%} 0 y-,{qo
1| |0 G@Q {q0, 1} 1 ) 1 C@Q
x{ql} ! ! ! {ql}/o !

Obrazek 25: Prijimajici automaty oznacenych grafu

{90, 1}

Kazdy soficky posun je faktor posunu koneéného typu, protoze | : ¥ — I(X¢) je fakto-
rizace (surjektivni okénkovy kéd). Naopak plati
Véta 129 (Weiss) Posun je soficky prdvé kdyz je faktorem posunu konecéného typu.
Diikaz: Pokud ¥ je soficky, pak ¥ = ¥ ;) pro néjaky oznaceny graf (G,1) al: Xg — X(g
je faktorizace. Naopak nechf F : (X,0) — (©,0) je surjektivni, & C AN SFT a © C BN,
Muzeme predpokladat, ze 3 je markovsky posun. Podle Hedlundovy véty 123 existuje lokaln{
pravidlo f : LX) — B takové ze F(z); = f(2};4,). Muzeme predpoklddat r > 1.
Definujme oznaceny graf (G, 1), kde Vg = L7(X), Eg = LTT1(2),

s(ugUyy .o Up—1Up) = UQ...Up_1

t(ug, -« - Up_1Uy) U ... Up

Pak E(G,l) =3. O

Entropii posunu lze uré¢it z matice ptifazené jejimu grafu.
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(o)
£(00) C@@@Q sa1)

Obrazek 26: Faktory SFT

| @—=@
\
of |1 (i) 1 // 0
/
1 W~——
Obrézck 27: Grafy S(00.111) 2 S{o00.111)

Definice 44 Matice M = (Myp)apev grafu G = (V, E, s, t) je
Mu, = |{e € E: s(e) = a,t(e) = b}

Tvrzeni 130 Necht G = (V, E,s,t) je graf a X\ je spekirdlni polomér jeho matice. Pak
H(Xg) = log .

Dikaz: Pro kazdé a,b € V a n > 0 plati

(M™)ap = Z My, - M, b=1{ueLlL(Zg): s(ug) =a, t(up—1) = b}|

Pro slozitost dostévame Px(n) =), oy (M™)ap, takze H(Xg) =logA. O

Véta 131 Necht (G, 1) je rezolventni oznaceny graf a X je spektrdlni polomér matice G. Pak
'H(E(G’l)) = log A

Dukaz: Necht k = |[Vg|. Pro kazdé u € L(X(q,)) existuje nejvyse k slov v € L(Xg) pro
kterd I(v) = u. Odtud
Py, (n) < PE(G,z)(n) <k-Psg (n)

a "Xy =HEg). O

6.6 Automatické kdédy

Pro posun X1 3y = Y{go00,11} je graf posunu Eg’)?)) na obrazku 28 vlevo. Z matice tohoto

grafu lze urcit spektrdlni polomér o = 1.465, takze jeho entropie je H(X(3)) = 0.551.
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Protoze 2 - H(X; 3)) > 1, lze bindrni slova kédovat v tomto posunu dvojnasobnou délkou.
Takovy kéd lze realizovat koneénym automatem na obrazku 28 vpravo. Pocdtecni stav au-
tomatu je qo. Pii vstupu a € {0, 1} automat v prvnim kroku sleduje hranu s ozna¢enim a/b
a na vystup zapise slovo b € {0,1}2. Kazdé x € AN je pak kédovdno néjakym y € Y1,3) a
toto zobrazeni je prosté.

000 ——— 001
1/01 0/ 00 0/ 10
—
O]
1/ 01

Obrézek 28: Automaticky kod

Definice 45 Konecény automat z abecedy A do abecedy B je trojice A = (Q,0,n), kde ¢ :
Q X A — Q je prechodovd funkce an: Q x A — B* je vystupni funkce, takovd Ze pro kazdé
g€ Q, uc AT plati

5(q,u) = q¢ = nlq,u) € BT.

Piechodova a vystupni funkce se rozsifuje na zobrazeni § : QX A* — Q, n: Qx A* — B*,
n:Q x AN — BN rekurentnim piedpisem

6(q,ua) = 6(8(g, u),a), n(q,au) =n(g,a)n(d(g, a),u)
Pro g € Q ozna¢me 7, : A* — B*an,: AN — BN z0brazeni dand predpisem Ng(w) = n(g, u).
Tvrzeni 132 Je-li (Q,0,n) koneény automat, je kazdé zobrazeni 1, spojité.
Dukaz: Je-li u € A* a |u| > |Q], je |n(q,u)| > 0. z toho plyne

dlz,y) <279 = 200 = Vonel = (@) 0.0 = 1@
= d(ne(x),ne(y)) <27" O
Definice 46 Zobrazeni F : AN — BN je automaticky kdd, pokud existuje automat (Q,d,n)

aq € Q takovy Ze F' = ny. Zobrazeni F' : AN — BN e wzaviract, pokud ezistuje m > 0
takové, ze pro vsechna x,y € AN plati

F(2)0,n4+m) = F)0,n4m) = Z{o,n) = Y[o,n)

Specialnim piipadem automatickych kodu jsou blokové kddy, které jsou definovany zobra-
zenim f : A" — B* ptedpisem F(z) = f(2[o,n))f(Z[n,2n)) - Okénkové kédy (celuldrni
automaty) jsou definovany zobrazenim f : A%t — B piedpisem F(z); = f (@[3 i4q)). Kazdé
uzaviraci zobrazeni je prosté. Naopak plati

Tvrzeni 133 Necht F : AN — BN je prosty automaticky kéd. Pak F je uzaviract a inverzni
kéd F~1: BN — AN je také automaticky.
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Dukaz: Necht (Q,d,n) je automat, gy € Q a predpoklddejme sporem, ze F' = 1, je prosté a
neni uzaviraci. Necht Qo = {¢ € Q : Ju € A*,0(qo,u) = ¢} je mnozina stavi dosazitelnych
z qo- Pro m > 0 polozme

Vi = {(g:2,9) € Qo x AN x AN+ wo £ yo, 1(q,%)10.m) = 1(¢,Y)10.m) }

Ukéazeme, ze mnoziny Y,, jsou neprazdné. Podle pifedpokladu pro kazdé m > 0 existuji =,y
an > 0 takové ze n(qo,x)[o,n+m] = n(q07y>[0,n+m] a Tjo,n] 7 Yo Je-li i <n prvnl’ index
pro ktery z; # y;, je o'(x)o # 0'(y)i a pro ¢ = 6(qo, z(0,i)) € Qo plati n(q,o*(x))j0,m =
n(q, " (y))o,m]> takze (¢,0'(x),0'(y)) € Y. Mnoziny Y, jsou tedy uzaviené neprazdné
mnoziny v kompaktnim prostoru Qu x AN x AN. Protoze Yim+1 C Y, je prunik vech Y,
také neprazdny. Jestlize (g, z,y) nalezi do tohoto primiku, existuje i > 0 a u € A?, pro které
0(go,u) = ¢. Pro nekoneéna slova uz, uy dostdvame (ux); # (uy); a n(qo, ux) = n(qo, uy) a
to je spor, takze F' je uzaviraci. Odtud plyne, Ze pro kazdé q € Qo je 1y uzaviraci. Ukdzeme
7e inverzn{ zobrazen{ F~! je také automatické. Pro ¢ € Qo oznaéme m, uzavirac{ konstantu
zobrazeni 7,. Existuje tedy zobrazeni f, : B™« — A takové ze plati

Uq(m)[o,mq) = ﬁq(y)[o,mq) = X0 = Yo

Pro konstrukci inverzniho automatu polozme Q' = Q¢ x B*, a definujme ¢’ : Q' x B — @',
7 : Q' x B — A* niseldujicim zpusobem. Pro dané (¢, u) € Q' necht k je nejmensi &islo pro

které plati |u| — k < M6 (gup.4)- Dok
§'((g,u),0) = (8(g,uqo.)), 0" (u)b)
n/((Q7u)ab)i = fq’(u[i,i+mq/))a kde q/ = 5(%”[0,1‘))7 1<k

Pocatecni stav je ¢ = (g0, \) a Q) C Q' je koneénd mnozina stavi dosazitelnych z ¢. Pak
(Qb,68',1') je koneény automat a F~! = 77;/. O
0

Tvrzeni 134 Je-li F : AN — BN prosty automaticky kéd a ¥ C BN posun takovy ze
F(AN) C %, pak H(E) > log |A.

Dukaz: Podle Tvrzeni 133 je F' uzaviraci. Je-li m uzaviraci konstanta, je Ps(n+m) > |A|",
takze H(X) > log|Al. O

Véta 135 Necht & C BN je soficky posun. Ezistuje automaticky uzaviraci kéd F : AN — %
prdvé kdyz log |A] < H(Z).

Dukaz viz Lind a Marcus [21].
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7 Prenos informace

7.1 Fanova nerovnost

Rikéme, 7e ndhodnd velicina X : Q — A je uréena ndhodnou veli¢inou Y : Q — B, pokud
existuje funkce f: B — A takova ze P[X = f(Y)] = 1.

Tvrzeni 136 Ndhodnd velidina X : Q — A je uréena ndahodnou veli¢inou Y : Q — B prdveé
kdyz H(X|Y) = 0.

Diikaz: Podle definice je H(X|Y) = >, s H(X|Y =b) - P[Y = b]. Je-li H(X|Y") = 0, musi
byt kazdé H(X|Y = b) nulové, takze piislusny sloupec matice podminénych pravdépodobnosti
obsahuje jedinou jednotku. To znamen4 ze existuje a = f(b) pro které P[X = f(b)|Y =] =1
a tedy také P[X = f(Y)] = 1. Naopak je-li P[X = f(Y)] =1, je H(X|Y = b) = 0 pro kazdé
b € B atedy také H(X|Y)=0. O

Je-li H(X|Y) > 0, mizeme X odhadovat z ¥ pomoci funkce odhadu f : B — A.
Definujme pravdépodobnost chyby odhadu a € A a priumérnou pravdépodobnost chyby
odhadu vzorci

Exiy(fra) = Pf(Y)#alX=a= >  Pxy(a,b)/Px(a)

beB\f~1(a)
Exy(f) = PIF(Y)#X]=> Exy(f.a) Px(a)=1-> Pxy(f(b).b)
acA beB
Exyy = min{Exy(f): f:B— A}

Pro z € [0,1] polozme h(z) = H(z,1 —z) = —z -log(z) — (1 — z) - log(1 — z) a
F,(x) = h(z) 4+ z -log(n — 1).
Funkce F), je rostouci v intervalu [0,1— %], mé minimum F,(0) = 0 a maximum F,(1— %) =

log n. Inverzn funkce F,; ' : [0,logn] — [0,1 — 1] je na Obrdzku 29

[ 2 [
Ex|y 31Exy

N[

Fyt Ft

HX|Y) | _HX]Y)

Obréazek 29: Fanova nerovnost

Tvrzeni 137 Necht X : Q — A, Y : Q — B jsou ndhodné proménné. Pak
Expy = Fi4 (H(X]Y)).

Diikaz: Necht f: B — A je funkce odhadu a necht E = [f(Y) # X] je ndhodnd proménna
”odhad je chybny”, tj.

[0 pokud f(¥(w) =
E(“’)—{ 1 pokud f(Y(w)) # X ().
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Pak H(E) = h(Exy (f), H(E|X,Y) =0, H(X|Y,E = 0) = 0, H(X|V, E = 1) < log(|A| —
1), takze

HX]Y) = HX|Y)+HEX,)Y)=HE,X|Y)=HE|]Y)+HXI|Y,E)
< H(E)+H(X|Y,E=0)-P[E=0] +H(X|V,E=1)-P[E = 1]
< R(Exy () FeExy (Al -1) = n(gx\y(f))

Protoze tato nerovnost plati pro kazdé f : B — A, plati také pro ?X|y. |

Odhad Fanovy nerovnosti nelze zlepsit. Pfedpoklddejme, ze X, Y jsou nezavislé, tj. H(X|Y) =
H(X). V tomto piipadé hodnota X musi byt odhadnuta bez jakékoliv predbézné infor-
mace, a nejlepsi odhad je hodnota X s nejvétsi pravdépodobnosti. Je-li [A] = n > 2 a
Py =(1-r-"5,...,-%5), kde 1 —r > r/(n — 1), je nejlepsi odhad f(X)=0aExy =r.
Ve Fanové nerovnosti pak dostdvdme rovnost f,(r) = h(r) + rlog(n — 1) = H(Px).

7.2 Kapacita informaéniho kanalu

Informacni kanal je model zafizeni, které prenasi zpravy. Pi prenosu dochazi k chybam, ale
zname pravdépodobnostni rozlozeni téchto chyb. Pro kazdé pismeno vstupni abecedy a € A
zname pravdépodobnostni rozlozeni na vystupni abecedé B.

Definice 47 Informaéni kandl R : A — B je stochastickd matice R = (R(a,b))acaben, t.
matice nezdpornyjch cisel kterd pro kaZdé a € A spliuje ), 5 R(a,b) =1

Kazdy radek matice R je tedy pravdépodobnostni rozdéleni na abecedé B. Pfichazi-li na
vstup ndhodna proménnd X s rozdélenim Px = P, je rozlozeni vstupni ndhodné veli¢iny
Py = P - R, tj. soucin fddkového vektoru P s matici R, tedy Py (b) = > .4 P(a) - R(a,b).
Rozdéleni dvojice (X,Y) je matice kterou znac¢ime P x R, tj. (P x R)(a,b) = P(a) - R(a,b).
Mnozstvi pfenesené informace, tj. vzdjemnd informace Z(X :Y) zdvisi pouze na rozdéleni
X. Kapacita kanalu je maximalni mozné mnozstvi vzajemné informace.

Definice 48 Kapacita informacniho kandlu R je

C(R) = max{Z(X:Y): P[Y =b|X =a] = R(a,b)}
= max{H(P)+H(P-R)—H(PxR): PecA(A)}

Piiklad 17 Kapacita bindrniho symetrického kandlu (BSC)

R= [ 1= lfr] je C(R)=1—h(r).

r

Dukaz: Pri vypoctu kapacity vyuzijeme toho, Zze oba fadky matice R maji stejnou entropii.
Jsou-li XY nahodné proménné s podminénou pravdépodobnosti R, je

I(X:Y) = HY)-HY|X) = =) Pa(a)H(Y|X = a)
acA

— H(Y)—h(r) <1-h(r)

Tento horni odhad na Z(X : Y) je nabyvén pii rovhomérném rozdélen{ X, pii kterém je
rozdéleni Y také rovnomérné (Obrazek 30 vlevo). 0O
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log 3
Al =2
11
‘ r
2 1 1
3
Obrazek 30: Kapacita informaéniho kanalu
Priklad 18 Kapacita qg-darniho symetrického kandlu (Obrdzek 30 uprostied)
L—r  r/(g—1) eor/lg=1)
R = :
r/(q—1) ceorflg=1) 1-r
je
Cy(r) =logqg—H(1 —r, q%l,...,#) =logqg+ (1 —r)log(l—r)+rlog qﬁl.

Dikaz: Pii vypoctu kapacity opét vyuzijeme toho, ze kazdy fddek matice R mé stejnou
entropii. Jsou-li X,Y ndhodné proménné s podminénou pravdépodobnosti R, je

I(X:Y) = HY)-HY[X)=HY) - Px(a) - H(Y|X = a)
a€A
= 'H(Y)—H(l—nﬁ,...,%)Slogq—?—[(l—r,q%v...,qil)

q—

Tento horni odhad na Z(X : Y) je nabyvdn pifi rovnomérném rozdéleni X, pii kterém je
rozdéleni Y také rovhomérné. [

Pro r = 1/2 m4 BSC nulovou kapacitu. Pro kapacitu ¢g-drnfho symetrického kandlu plati
C(0) =logg, C(2) =0, C(1)=log ;4.

Pfti prenosu zapométlivym kanalem se néktera vstupni pismena ztrdci, ostatni jsou pfenesena
bezchybné:

Piiklad 19 Kapacita bindrni zapométlivého kandlu (Obrdzek 30 vpravo)

1= 0 r

R = 0 L_p | J€ C(Ry=1-r

Dikaz: Vzdjemnd entropie je opét Z(X : V) = H(Y) — H(Y|X) = H(Y) — h(r). Pro
rozlozeni Px = (p,1 —p) je Py = (p(1 —r),(1 —p)(1 — r),r). Oznatme F = [X # Y]
nahodnou proménnou ”doslo k chybé”. Pak
HY) = HE)+HYIE)=hr)+(1—-r) HYIE=0)+r-HY|E=1)
= hA(r)+ (1 =r)h(p)+r-0<h(r)+(1—1r)
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a toto maximum je nabyvano pro rovnomérné rozdélenf X, kdy Py = (3(1-7),3(1—7),7) a
H(Py) = 1—r+h(r). Kapacita zapométlivého kandlu je tedy C(R) = h(r)+(1—7r)—h(r) =
1—r. O

Piiklad 20 Kapacita bindrniho asymetrického kandlu

R:[l_r " ] je C(R) = h(=%) —po - h(r) —py - h(s), kde

s 1-s atl
| h(r) — h(s) 1—s—as a—r1—ar
oga = = R =
& 1—r—s 0 (a+1)(1—7r—25s) P (a+1)(1—7—35)

Dikaz: Pro funkci g(z) = —zlogz plati g(zy) = zg(y) + yg(x) a h(z) = g(z) + g(1 — x).
Pro vstupni rozdéleni P = (po,p1) = (p,1 — p) je

PxR— p(l—r pr

(d—p)s A—pa—s) |@ PE=PA=r)+0=p)s, pr+{1-p)1-s)]

HX,Y) = p-gl—=r)+p-g(r)+(1—p)-g(s)+ (1L —p) g(l-s)
+ gp)-A=r)+gp)  -r+9(1-p)-s+g(1—p)-(1-s)
= p-h(r)+ (1 —p)- h(s)+ h(p)

Protoze H(X) = h(p), H(Y) = h(p(1 =) + (1 — p)s), I'(z) = log 1=% je

I(X:Y) = hp(l—r)+ (L =p)s)—p-h(r) = (1—p)-h(s)
or 9o pr+(1—-pL-s) . 5
- Ty a s MO

h(r)—h(s)
1

OZ(X :Y)/0p = 0 nastéva pii pre(op)=s) _ o™= — . Odtud jiz lze vypoéitat p jako

p(1-r)+(1-p)s
funkci @ a dosazenim do vzorce pro H(X :Y) ziskdme C(R). O

Specialné pro s = 0 plati

loga =

Na obrazku 31 je graf zdvislosti hodnoty pg (vlevo) a C(R) (vpravo) na r pii s = 0.

C(R)

Do

Obrézek 31: Kapacita asymetrického kandlu
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7.3 Chyba prenosu

Definice 49 Odhad pro kanal R : A — B je funkce f: B — A. Je-li X : Q — A vstupni
ndhodnd veli¢ina s rozdélenim Py, je pravdépodobnost chyby

ER, f,a) = > R(a,b)=1- > R(ab)

beB\f~1(a) bef=1(a)
Ex(f) = D _E&(fa)-Pala)=1=>Y Pa(f(b))- R(f(b),b)
a€A beB

Ex(f) = max{&(R,f,a): Px(a) >0}
Ex(R) = min{€x(f): f:B— A}
Ex(R) = min{éx(f): f:B— A}

Primérnd chyba je vzdy nejvyse rovna maximalni chybé, tj. Ex (R) < Ex (R). Pravdépodobnost
chyby lze snizit, posilame-li zpravy po blocich, tj. pouzivime misto daného kanalu jeho moc-
ninu.

Definice 50 Nechf R : A — B je informacnd kandl. Jeho n-td mocnina je informacénd kandl
R, : A" = B", kde R,,(u,v) = R(ug,v0) - - R(tun—1,0n-1) pro (u,v) € A™ x B".

Kapacita R, je ziejmé C'(R"™) = n - C(R).

Pro binarn{ symetricky kandl R s parametrem r < 1/2 je Ex(R) = Ex(R) = r kdy-
koliv Px(0) i Px (1) jsou kladné. V trividlnim piipadé Px(0) = 1 je sice Ex = 0, pak je
ovéem také H(X) = 0. Pravdépodobnost chyby lze snizit, pokud informaci pfendsime po
blocich. Je-li kapacita kandlu kladnd, Ize jim pfendSet zpravy s libovolnou pfesnosti. Pro
BSC kédujeme kazdy bit trojici stejnych bitu, tj. 0 — 000, 1 — 111. Na vystupu pak
dekédujeme hlasovanim. Je-li v pfijaté trojici vice jednotek nez nul, dekédujeme tuto trojici
jako 1. To znamend, ze vstupni ndhodna proménna X35 ma rovnomérné rozdéleni na mnoziné
{000, 111} a pravdépodobnost chyby je Ex,(R?) = 73 +3r%(1—r) ~ 3r2. Rychlost pfenosu je
viak H(X3)/3 = 1/3. Kédujeme-li kazdy bit pétici bitu stejné hodnoty, je pravdépodobnost
chyby 75 +5r4(1 —7) 4+ 1073(1 — r)? ~ 10r3. Pii tomto kédovan{ sice pii rostouct délce kédu
klesa pravdépodobnost chyby, ale také klesa rychlost prenosu. V prvnim piipadé je 1/3 a v
druhém pifpadé 1/5 bitii na znak. Staci-li ndm chyba fddu r2, uvazujeme ctyipismenovou
abecedu A = {a, b, ¢, d} kterou kédujeme bindrnimi slovy {00000,00111,11100, 11011}, takze
rychlost pienosu je log(4)/5 = 2/5. Dojde-li nyni pii pFenosu nejvyse k jedné chybé, jsme
schopni ji odstranit, takze pravdépodobnost chyby je fddu 5r2. Tento postup lze zobecnit

Definice 51 Hammingova vzddlenost na mnoziné A™ je ddana vzorcem
dlu,v) = |{i <n: u; #v;}|, Bo(u)={be A" : d(v,u) < a}

Mnozina K C A™ je a-separovand, pokud kazdé dva ruzné prvky K maji vzdalenost nejméné
a. Polozme

ko(n) = max{|K|: K C A" je a-separovand}, Cq(n)=logk.(n)/n

Je-li K C A™ (2a + 1)-separovand mnozina, je B,(u) N B,(v) = @ pro kazdé u # v € A™.
Mnoziny {000,111} a {00000,00111,11100,11011} jsou 3-separované, takze k3(3) = 2 a
k3(5) = 4.

n 3 | 4 |5 6 | 7 | 8] 9 |10 11 12
ksn) | 2 | 2 | 4 | 8 | 16 | 20 | 36 | 72 | 128 | 256
ks(n) | 1 1 | 2 2 | 2 | 4| 6 | 12| 24 | 26

Cs(n) | 033025 | 04| 0.5 | 057 | 0.54 | 0.57 | 0.62 | 0.64 | 0.67
Cs(n) | 0 | 0 [02]0.170.14]025]029]0.36] 042 0.39
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Obrézek 32: Rychlost pienosu a kapacita

Jestlize K, € A™ je (2a + 1)-separovand mmnozina a X, ndhodnd proménnd s rov-
nomeérnym rozlozenim na K,, je rychlost pfenosu a pravdépodobnost chyby

Char1(n) = H(X,)/n = logkn/n, Eroaii(n) =Ex, (R)=1-Y_ ( " > i1 — )

7
=0

Tato zavislost je zndzornéna na obrazku 32 pro r = 0.15. Pfi rostoucim n roste kapacita ale
také pravdépodobnost chyby. Chceme-li pfenaset zpravy s malou pravdépodobnosti chyby,
nemuzeme je prendset rychleji nez C'(R) bitu na jeden takt. To lze vidét z ndsledujiciho
heuristického argumentu. Uvazujme BSC s parametrem 0 < r < % Stredni hodnota poctu
chyb pii prenosu slova délky n je rn. Z CebySevovy nerovnosti plyne, ze pravdépodobnost
vice nez n(r + &) chyb konverguje k nule pro n — oco. Malé pravdépodobnosti chyby lze
tedy doséhnout s kédem K, C A™, pro ktery jsou mnoziny {B,(u) : v € K,} navzijem
disjunktni. Pocet prvku koule s polomérem nr lze aproximovat

Buto=tens (1) = (1) mzsn

nr nr

Odtud |K,| ~ 2"/27"(") = 27C(R) takie log |K,|/n ~ C(R). Tento heuristicky argument
dava horni mez na rychlost pfenosu. Shannonova véta ikd, ze tato mez je dosazitelnd.
Pro blokové kddy lze pravdépodobnost chyby libovolné snizit a pritom se libovolné priblizit
prenosové rychlosti dané kapacitou informaé¢niho kanalu. Pro obecny informaéni kanal je kon-
strukce zalozena na typické mnoziné z Tvrzeni 47. Je-li P4 = (Pa(a))qca pravdépodobnostni
rozdéleni na abecedé A, je jeho typickd mnozina

< 5}

Definice 52 Spoleénd typickd mnoZina rozlozeni P = (P(a,b))acapen na A X B s mar-
gindlnimi rozloZenimi Py na A a Pg na B je

n—1
1

MZ(P) = (MZ(Pa) x MZ(Pg)) N MZ(P).

Spoleénd typickd mnozina je ¢asti A™ x B™. Na obrézku 33 je spoleénd typickd mnozina
M;’;% pro asymetricky binarni kanal s parametry r = 0.19 a s = 0.21. Optim&ln{ vstupni a
vystupni rozlozen{ jsou P4 = (0.503,0.497), Pg = (0.512,0.488). Pro tyto parametry jsou
individualni typické mnoziny M3 o5(Pa) = A%, M os(Pp) = BP. Body typické mnoziny

MZ (P4, p) jsou vyznaceny ¢tverecky. Zvolme na vstupu 3-separovanou mnozinu kédovych
slov K = {00000,00111,11011, 11100} vyznacenou Sipkami. Pak pro kazdé y € B" existuje

nejvyse jedno x = f(y) € K, pro které (f(y),y) € M? (Pa.p). Timto zptsobem se sestrojuje
odhad f: B™ — A™.
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11111 = = »—==—— 11011
11110 - - = | —=—11100
11101 . . . ——=— 11100
11100 [] [] [} L]

11011 [] [] (] []

11010 - . = 11011
11001 . = L] 11011
11000 - . L 11100
10111 00111
10110 [] [ [] [ []

10101 [] [} [] [} []

10100 - . L] 11100
10011 - L = 11011
%88(])_8 [ [] [] [] [

10000 00000
01111 00111
8%%68 [] [] [] [} []

01100 - - L 11100
01011 - == . 11011
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01000 00000
00110 | " : : 00111
00101 | = - 00111
00100 00000
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00001 00000
00000 (] [] [] []
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Obrazek 33: Typickd mnozina

7.4 Rychlost prenosu
Tvrzeni 138 Necht (X,Y) = (X;,Y;) : Q@ — A x B)icn je posloupnost nezdvislyjch

ndhodngch velicin s rozlozenim P na A x B a necht (X,Y) = (Xi,Y;) : @ = A x B)icn
je posloupnost nezdvislych nahodngch velicin s rozloZenim P[X; = a,Y; = b] = Pa(a)Pg(b).
Pak pro kazdé €, > 0 existuje ns . takové, Ze pro vsechna n > ns. plati

(1) PI(X,Y) € NZ(P)] > 16
(2) (1 _ 5)2n(H(X07Y0)75) < |W(P)| < on(H(X0,Yo)+e)
(3) (1 _ 6)2—71(I(X0:Yg)+3£) < [P[()?,i;) € W(P)] < 2—TL(I(X0!Y0)—3E)

Diukaz: (1) Podle Véty 47 o rovnomérném rozlozen{ pro vsechna dosti velkd n plati

PX e MZ(Pa)] >1—32, PY e MZ(Pp)] >1-2, P(X,Y)eMI(P)]>1-2¢

PI(X,Y) ¢ MZ(P)] < PIX & MZ(Pa)] + P[Y ¢ MZ(Pp)] + P[(X,Y)  MZ(P)] < 6.

(2a) Podle Tvrzenf 47 je |MZ(P)| < |MZ(P)| < 2n(H(XoYo)+e),
(2b) Naopak je-li P[(X,Y) e MZ(P)] >1—14, je

(1-0) < 3 Pt(y) < ME(P)| -2 X0 Y0 —2)
(w,y)EMZ (P)

(3) P[(X,Y) e MZ(P)] = Z Pi(z)Pp(y) < [Mz(P)| - 27 n(H(Xo) T (Yo0)=2¢)
(2,y)EMZ (P)
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QH(H(XO,YO)—H(XO)—H(YO)-i-?)E) — 2—7L(I(X0:Yo)—3a)
P(X,Y)eMZ(P)] = > Pi(x)P(y) > [MZ(P)|. 27X #HO0)+29)
(z,y)eM7(P)
> (1-90)- gn(H(Xo0,Yo)—H(Xo) —H(Yo)—3¢)

— (1 _ 5) . 2—n(I(XU:Y0)+38). 0

IN

Véta 139 (Shannon) Nechf R: A — B je informaénd kandl s kladnou kapacitou. Pak pro
kazdé € > 0 existuje n > 0, a ndhodnd veli¢ina X,, : Q — A™, takovd Ze plati
Ex, <&, H(X,)/n>C(R)—
Dukaz: Necht P4 € A(A) je rozdéleni které maximalizuje Z(X : Y) a polozme P(a,b) =
Ps(a)R(a,b). Pro dané € > 0 zvolme n > n. ¢ z Tvrzeni 138, které navic splituje e4+27"¢ < 2¢
an > 1/e. Polozme m = [2"(C(7)=49)] Uvazujme kéd u € (A™)™, tj. posloupnost kédovych
slov ug, ..., um—1 v A™. Sestrojime odhad f, : B™ — A™. Pro y € B™ polozme
fuly) = ui, kde i =min{j <m: (u;,y) € MZ(P)}

Pokud takové j < m neexistuje, zvolime f,(y) libovolné. Ozna¢me Y; ndhodnou veli¢inu
vystupu pfi vstupu X; = u;. Pro pravdépodobnost chyby pfi vstupu u; dostavame

E(furui) < Pllui, Vi) ¢ MI(P ) vV 3j # i, (u;,Y;) € MZ(P))
< Pl(w;,Y;) € MZ(P)]+ Y Pl(u;,Y;) € MZ(P)]

J#i

Pfi rovnomérném rozdélenf na {uq, ..., um—_1} je prumérnd a maximélni chyba

m—1
= Z E(fu,uwi)/m, E(fu)=max{E(fu,ui): i <m}

i=0
Misto kédu u € (A™)™ uvazujme nyni ndhodny kéd, tj. ndhodnou veli¢inu X : Q — (A™)™
Vypoéitdme ocekavanou hodnotu [E(€(fx)) chyby pfenosu a z toho odvodime Ze existuje kéd
ktery tuto o¢ekdvanou hodnotu neprevysuje. Nahodné veli¢iny (X;;)i<m,j<n jSOU navzdjem
nezévislé s rozdélenim Py, tj. P[X;; = a] = Pa(a). Ndhodné veliciny Xo,...,Xpm—1: Q —
A™ jsou také nezdvislé. Necht Y; : Q — B"™ jsou ndhodné veli¢iny na vystupu kanalu R,, pii
vstupu X;. Pro i # j jsou X;, Y nezavislé, takze

PX:=uY, =v] = P*"(u,v), PIX;=uY, =v] =P3(u)Pg(v) pro i#j

Pocitejme nyni ocekdvanou pravdépodobnost chyby

m—1
_ - 1
EE(fx) = Y PX=ul-&(f)=— > PX=u} &(fuu)
ugAmn ug Amn i=0
< 72 > PX PI(X:,Y:) € MZ(P) V 3j#i, (X;,Yi) € MZ(P)|X = 4]
i=0 ue Amn
1 m—1 L L
= — > PUX.Y) g MI(P) v 3j#i, (X;,Y;) € MZ(P))
=0
1 m—1
< —Z [(X:,Y3) & MZ(P)] + ) _P[(X;,Y;) € MZ(P)]
m i= VED
m—1
1
_ _ . 771(I(X02Y0)73€) — _ . 771(I(X02Y0)73€)
< m;<s+(m 1)-2 ) et (m—1)-2
< e+ 2n(C(R)—4a) . 2—n(C(R)—35) — 427" £ 9
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Existuje tedy kéd u € (A™)™ pro ktery £(f,) < 2 am > 2(C(R)=4¢) 7 kédu u vybereme jen
ta slova, jejichz pravdépodobnost chyby nepiesahuje 2€(f,,). Tak dostaneme kéd v € (A™)P,
kde

Ko={vo,...,vp_1t={i <m: E(fu,ui) < 2E(fu)}
Pak p > m/2 a pro odhad f, : B" — K, a rovnomérné rozlozeni X,, na Ky plati

X 1 -1
E"Xn < g(fq)) < 45, H(n ) > ogm >

1
e — = — 5e.
- C(R) —4e n>C(R) 5e. O

7 Fanovy nerovnosti plyne, zZe pokud chceme dosahnout malé chyby pienosu, nelze piekrocit
rychlost prenosu danou kapacitou kanalu.

Véta 140 (Shannon) Nechf R : A — B je informacni kandl a (X, : @ — A™),>1 po-
sloupnost ndhodnijch veli¢in. Pak

lim £x, =0 = lim &x, =0 = limsup
n—00 n— 00 n—00

”H(T)Lfn) < C(R)

Diikaz: Nechf Y,, je ndhodn4 veli¢ina na vystupu. Podle Fanovy nerovnosti plati
H(X,) S I( Xy : Ya) + H(Xn|Ys) <nO(R) + h(Ex,) +Ex, -n-log|A|

Pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové Ze pokud Ex, < 6, pak h(€x,) + Ex, - log|A| < e.
Pro vsechna n pro ktera je £x, < ¢ tedy plati % < C(R) + €. Z toho plyne

lim sup H(Xn) <C(R)+e.
n—o00 n

Protoze tato nerovnost plati pro kazdé € > 0, je tim véta dokdzana. [

7.5 Linearni kédy

Diikaz Shannonovy véty je nekonstruktivni. Kéd s malou chybou pfenosu a optimélni kapa-
citou lze ziskat nahodnymi pokusy. Efektivni pouziti takového kédu je ale omezeno rychlosti
dekédovaci funkce f, : B® — K, C A". Neni-li v K,, z4dnéd symetrie, lze hodnotu f, (u)
ziskat pouze prohlizenim celé mnoziny K, a to je casové naro¢né. Proto se hledaji kody, pro
ktery méa dekédovaci funkce nizkou ¢asovou slozitost. Zde se pouzivaji algebraické metody.
Abeceda A s ¢ prvky se chdpe jako mnozina zbytkovych tiid A = Z, = {0,1,...,¢ — 1}.
S operacemi s¢itani a nasobenf modulo ¢ je Z, okruh. Pokud ¢ je prvoéislo, je Z, dokonce
téleso. Mnozina slov A™ je pak vektorovy prostor nad A dimenze n.

Definice 53 Mnozina K je q-drni (n,m)-kdd, pokud K C Z; a #K = m. Minimdlni
prumér a polomeér kédu je

d(K) = min{d(u,v) : u,v € K,u #v}, t(K)= [d(K;_l—‘

Kéd K je perfektni, pokud {By(u) : u € K} je disjunktni rozklad mnoZiny Z; .

Kéd K detekuje nejvyse d(K) — 1 chyb a odstraiiuje nejvyse ¢(K) chyb. Mnoziny By x)(u),
pro u € K jsou totiz disjunktni.

Tvrzeni 141 Je-li K C A™ perfektni q-drni (n,m)-kdéd, pak d(K) =2-t(K)+1 a
H(K)

w> (4) e

=0
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Dikaz: Pro kazdé u € A" je #B,(u) = Z?:o ( ;l ) (¢g—1)7. O
Tvrzeni 141 specidlné iiké ze ¢" je délitelné | By (u)|. Tato podminka je splnéna pouze

v jednom z nésledujicich péti pripadu

g=2,n=2t+1, m=2
q>2,t=1,FIr>2,n=(¢""—-1)/(g—1),m=q¢""
q=3,t=2,n=11,m=23°

.q=2,t=3,n=23 m=2"2
.q=2,t=1,n=90, m =278

Tk W N -

Prvni ptipad odpovidé opakovacimu kédu K,, = {0™,1"}. Druhy piipad nastavéd pro tzv.
Hammingovy kédy. Tteti a ¢tvrty piipad nastava pro tzv. Golovayovy kédy. Pro péaty piipad
zadny perfektni kéd neexistuje.

Definice 54 Linedrni (n,q")-kéd je linedrni podprostor Zy dimenze k. Matice G typu k xn
je generujici matice K, tvori-li jeji rddky bdzi prostoru K. Matice H typu (n — k) x n je

kontrolnd matice K, tvori-li jeji #ddky bdzi ortogondlniho dopliku K+ prostoru K.

Pi#iklad 21 Opakovaci kéd K = {0000,1111} je bindrni (4,2')-kéd s maticemi
1 0 0 1
G=[111 1], H=|01 0 1], dK)=4
0 0 11

Piiklad 22 Kdd kontroly parity je bindrni (4,2%)-kéd s maticemi
1 0 0 1
G=|0 10 1], H=[1 1 1 1], dK)=2
0 011

Kaéd kontroly parity dostaneme z opakovaciho kédu zdménou matice G a H.

Piiklad 23 Koktavy kéd je bindrni (4,22)-kéd s maticemi

11 00 1 100
G_[001 }H_[ 011}"1”{)_2
Koktavy kéd je samodudlni, jeho generujici a kontrolni matice jsou shodné.

Pi#iklad 24 Hammingiv kéd je bindrni (7,2%)-kéd s maticemi

G= JH=]10 1100 1 1|, dK)=3
0010110 L0101 01
0001 111

Hamminguv kéd je perfektni s prumérem d(K) = 3. Jeho kontrolni matice je sestavena ze
vSech nenulovych vektoru.

Véta 142 Pramér linedrntho kédu d(K) je nejmensi éislo takové, Ze kazdijch d(K) sloupci
kontrolni matice je linedrné zdvislyjch.

Diikaz: Nechf d = d(K) je prumér. Pak existuji vektory u,v € K, pro které d(K) =
d(u,v) = d(0,v — u), takze vektor w = v —u € K mé alesponn d(K) nenulovych prvkua
Wiy, ..., W5, , kde e > d(K). Pro j-ty fadek matice H plati Hj;, - w;, +---+ Hj;, -w;, =0

7ZE
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takze sloupce i1, ...,7, matice H jsou linedrné zavislé.

Naopak predpokladejme, ze sloupce i1, ...,i, matice H jsou linearné zavislé. Pak existuje
vektor w € A™ pro ktery w; je nenulové pravé pro ¢&isla j =iy,...,4. a H - w? = 0. Odtud
we K adK)<d0,w)=e 0O

Pro ¢ > 2 a r > 2 m4 linedrni podprostor prostoru A" dimenze 1 prévé g prvka (véetné
nulového). Rozdélime-li ¢" — 1 nenulovych vektoru prostoru A" do linedrnich podprostort,
dostaneme v kazdém podprostoru ¢ — 1 prvku. Existuje tedy pravé (¢" —1)/(¢ — 1) navzdjem
nezdvislych (a tedy nenulovych) vektoru v A". Kontrolni matice Hammingova kédu je sesta-
vena praveé z téchto linedrné nezavislych (sloupcovych) vektoru. Je tedy n = (¢"—1)/(¢—1),
k=n—r,t(K)=1,m=¢""". Rovnost z Tvrzen{ 141 mé tvar m(1+n(¢q—1)) =¢" "¢ =
q". Pro ¢ = 2, r = 3 dostadvame kéd z Prikladu 24. Pro ¢ = 2, r = 2 dostdvame opakovaci
kéd K = {000,111}

7.6 Linearni dekddér

Necht K C A™ je linedrn{ kéd s generujici matici G a kontrolni matici H. Jestlize z ¢ K, je
H - 27 € A"~* nenulovy vektor, ktery se nazyva syndrom z (soubor pifznaki). Definujme
ekvivalenci
r~y = H-zl =H. .y

T#idy ekvivalance jsou afinni mnoziny tvaru K, = x+K = {z+y: y€ K}a H(K,) = H-2T
nezavisi na vybéru x. Napfiiklad pro kéd kontroly parity je

Koo = {000,011,101,110}, H(Kqpo) =0

Koppn = {001,010,101,111}, H(Koo1) =1

Zvolme reprezentanta kazdé tiidy ekvivalence, tj. vibérovou funkci F : A% — A" piedpisem
F(0) =000, F'(1) = 001. Dekdédovaci funkce je pak ddna predpisem

fu) =u—F(H -ul)

To znamend ze od (vystupniho) slova u odec¢teme reprezentanta jeho t¥idy ekvivalence. Pfi
tomto dekédovani se kazdé slovo zobrazi na prvni slovo sloupce, ve kterém se nachézi. Pokud
ma lichou paritu, zméni se jeho posledni bit.

Definice 55 Necht K C Zy je linedrni (n, q*)-kéd dimenze k. Vijbérovd funkce je zobrazeni
F: ngk — Ly pro kterou plati

(1) s€e An%F = H-F(s)T =5
(2) uc A" & H-ul =5 = d(u,0) > d(F(s),0)

Tvrzeni 143 Necht F : A" % — A™ je vgbérovd funkce linedrniho kédu K C A™ a pro
u € A™ polozme f(u) =u— F(H -uT). Pak f je dekédovaci funkce f : A — K a plati

ue A" & we K = d(u, f(u) <d(u,w)

Diikaz: Pro u € A" polozme s = H -ul. Pak H - f(u)T =s— H-F(s)T =0. Jelliw € K,
jeH -(u—w)T =sa

d(u, f(u)) < d(u— f(u),0) = d(F(s),0) < d(u—w,0) = d(u, w)
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Pro Hamminguv kéd je

Ko = {0000000, 1000011, 0100101, 0010110, . . .
K7 = {1000000, 0000011, 1100101, 1010110, . . .
K5 = {0100000, 1100011, 0000101, 0110110, . ..
K5 = {0010000, 1010011, 0110101, 0000110, . . .
K, = {0001000, 1001011, 0101101, 0011110, .. .
K5 = {0000100, 1000111, 0100001, 0010010, . . .
K¢ = {0000010, 1000001, 0100111, 0010100, . . .
K7 = {0000001, 1000010, 0100100, 0010111, .. .

Vybérova funkce je

F(sos182); = {

e
o

s}
=

—
o

el
o

o
—

Il

= = = = O O O O
—
—_

—
o

—_
—_

0 pro j # 4sg + 2s1 + s2
1 pro j =4sg+ 2s1 + s2
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8 Klasicka termodynamika

Vychozim pojmem termodynamiky je izolovany termodynamicky systém. Je to prostorova
oblast vyplnénd néjakymi latkami, kterd je izolovana od vnéjsich vlivi. Zakladni predpoklad
termodynamiky ik, ze izolovany systém dospéje po urcité dobé do rovnovazného stavu a ze
tento stav je plné urcen stavovymi velicinami. Nékteré tyto veliciny prebira termodynamika
z geometrie a mechaniky. Jsou to napiiklad objem V, tlak P, mnozstvi (pocet molekul)
N. Stav jednoduchého systému, jakym je idedlni plyn, je urcen jiz témito tfemi veli¢inami.
Vsechny piipustné stavy systému tvofi stavovy prostor

X ={(P,V,N): P,V,N >0}.

Dalsi stavové veliciny zavadi termodynamika nové. Je to teplota T, energie E a entropie S,
jejichz vlastnosti vymezuje nulty, prvni a druhy zdkon termodynamiky. Obecné jsou stavové
veli¢iny funkce definované na stavovém prostoru. Objem, mnozstvi, energie a entropie jsou
veli¢iny extenzivni: To znamend, ze se vztahuji k systému jako celku, jejich hodnoty jsou
umeérné velikosti systému. Tlak a teplota jsou veli¢iny intenzivni. Jejich hodnota nezavisi na
velikosti systému. To znamend, ze pro kazdé kladné a musi platit

T(P,aV,aN)=T(P,V,N), E(P,aV,aN)=aE(P,V,N), S(P,aV,aN)=aS(P,V,N)

Je-li systém izolovany, pak se jeho mnozstvi, objem a energie neméni. Rikame, ze tyto
veli¢iny jsou konzervativni.

8.1 Teplota

Déame-li dva systémy (P1, Vi, N1) a (P2, V2, Na) do kontaktu (aniz by se mohla pohybovat
prepdzka mezi nimi), v nékterych pripadech se tyto stavy zac¢nou ménit (pfendsi se mezi nimi
teplo). Pokud se stavy systému pii kontaktu neméni, fkdme Ze jsou v tepelné rovnovize.
Nulty termodynamicky postuluje existenci intenzivni stavové funkce teploty, takové, ze dva
systémy maji stejnou teplotu pravé kdyz jsou v tepelné rovnovaze. U idealniho plynu je
podminka tepelné rovnovahy dvou systému vyjadiena Boyleovym zdkonem PiV; = PoVs.
Protoze teplota je intezivni veli¢ina, tj. T(P,aV,aN) = T(P,V, N), dostdvame odtud

T(P,V,N) = PV/kN,

kde k je konstanta. Za tuto konstantu se konvencné bere tzv. Boltzmannova konstanta
k = 1.38.10716J/K, a definuje stupeii Kelvina. Stavovd rovnice PV = kNT shrnuje do
jedné formule Boyleuv, Gay-Lussacuv a Avogadruv zdkon. Podle Boyleova zikona je za
stalé teploty souc¢in objemu a tlaku konstantni. Gay-Lussactuv zdkon fikd, Ze tento soucin
je umérny absolutni teploté. Avogadruv zakon fika, ze za stdlého tlaku a teploty je pocet
molekul v daném objemu nezdvisly na druhu plynu.

Termodynamicky systém je uzavieny, pokud se nemuze ménit jeho mnozstvi. Zménou
vnéjsich podminek se muze ménit stav uzavieného systému, zustava vsak zachovano jeho
mnozstvi. Je-li tato zména dost pomald jedna se opét o rovnovazny stav a systém prochazi
néjakou drdhu v = (P(t), V(t))iefto,] Ve stavovém prostoru Xy = {(P,V,N), P,V > 0}
pri konstantnim mnozstvi N. Pfitom muze vykonavat praci a prijimat nebo vydavat teplo.
Prace a teplo vSak nejsou stavové velic¢iny. Zavisi na celé trajektorii systému a jsou to tedy
diferencidlni formy. Konvenéné se s kladnym znaménkem bere prace w systémem vykonand
a teplo ¢ sytémem piijaté. Prace je diferencidlni forma

w = PdV.

Praci vykonanou systémem po néjaké draze v ve stavovém prostoru ziskame integraci

W= /w = /tt1 P(t)V'(t)dt.
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Obecné je diferencidlni forma (na prostoru X ) zobrazeni, které kazdému bodu prostoru
prifazuje linedrni formu. Jeji obecny tvar je

o= f(P,V)dP+g(P,V)dV

kde f, g jsou funkce na prostoru Xy. Integrél formy ¢ po draze v = (P(t), V(t))ie[to.t,] J€

/ o= / P, V) P(t) + g(P(1), V(£) V'(£)) dt

Specialni piipad diferencidlni formy je diferenciél

0H 0H

néjaké funkce H (P, V). Funkce f a g jsou zde parcidln{ derivace funkce H podle P a podle
V. Integral diferencidlu po draze v lze vyjadrit jako rozdil funkéich hodnot v po¢atecnim a
koncovém bodé drahy. Polozime-li h(t) = H(P(t), V(t), dostdvame

/ dH = / " W) dt = BP0, V(R) = H(P(to), V()

0

takze integral nezavisi na tom, po které cesté jdeme z vychoziho do koncového bodu.
Specialné je-li cesta y uzaviend, je f7 dH = 0. Pro obecenou diferencidlni formu naopak
integral zavisi na celé cesté, nejen na poc¢atecnim a koncovém bodé.

8.2 Energie

Prvni zdkon termodynamiky postuluje, ze existuje stavova veli¢ina energie, jejiz zména je
rovna rozdilu pfijatého tepla a vykonané prace

dE =q—w
Zahiivame-li systém pii stalém mnozstvi a objemu, nevykonavé zadnou praci a ¢ = dE =
N¢(T)dT, kde ¢(T) je mérné teplo pii stdlém objemu. Piijaté teplo je imérné mnozstvi a

prirastku teploty. U jednoatomdarniho idedlniho plynu je ¢(T") = 3k/2 a energie pii teploté
absolutni nuly je nulova. Z toho plyne

3 3
E=—-kNT =-PV
2 2
Odtud jiz dostavame diferencidlni formu pro teplo ve stavovém prostoru Xy
5 3
qg=dE+ PdV = §PdV + §VdP
Tepelné stroje jsou zalozeny na cyklickém pohybu ve stavovém prostoru. Projde-li systém

po uzaviené cesté, tj. (P(to), V(to)) = (P(t1), V(¢1)), pak pro ptijaté teplo a vykonanou praci
plati

QW_/tolq/tolw_/toldE_E(P(tl),V(tl)E(P(to),V(to))_O

Tepelny stroj tedy bud pfemétiuje praci na teplo nebo teplo na praci.
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Obrazek 34: Carnotuv cyklus

8.3 Carnotiv cyklus

Na obrazku 34 vlevo je uzaviend trajektorie Carnotova cyklu. Drahy 12 a 34 predstavuji
déj rozpinani a stlacovani pii stalych teplotdch Ti5 > T34. Jsou to hyperboly s rovnici
PV = ENT. Drahy 23 a 41 predstavuji adiabaticky déj, pfi kterém se nevyménuje teplo,
Adiabaticky déj mé rovnici ¢ = 0, jejiz integraci dostavame gan + %lnP = konst, tj.
VP P3 = konst. Pro tlaky a objemy v meznich stavech Carnotova cyklu dostdvame

PV = PV, PV = PJVY, PV = PVy, P}V) = P}VP

Vo Vi P P\, V, VoVy PPy

Vzhledem k adiabati¢nosti déju 23 a 41 je celkové prijaté teplo Q@ = Q12 + Q34. Cestu 12
vyjadifme funkci P(V) = knT/V, kde V =t je parametr.

V2 5 kNT)o 3 ENT)s Vas5qv 3V —dV
= = dV + =Vd = kNT, e
@z /\/12 v T < v > 12/‘/12V+2 V2

Vi Vs P P4_(v3 Vl)g L WV _ BP

V2 qv vz

= k:NTlg/ — = kNTi3ln =2 >0
w V Vi

Obdobné Q34 = kNT34In(Vy/V3) = —kNT54In(V5/V1) < 0. Celkovd prace W = f,y PdV je

plocha uzaviend kiivkou v Carnotova cyklu a je rovna rozdilu W = Q12 — (—Qs34) piijatého

a odevzdaného tepla. Pii prubéhu cyklu ve sméru hodinovych ruéicek je kladnd, v opacném

sméru je zapornd. Teplo @34 je ztratové: snizuje u¢innost tepelného stroje. Ucinnost se

definuje jako pomér vykonané prace k prijatému teplu Q12

W T

_ :Q12+Q34:1+Q34:17ﬁ<1

Q12 Q12 Q12 Ti2

Maximélni (jednotkové) ucinnosti by se dosahovalo pi T34 = 0. Naskytd se otdzka, zda

ztratové teplo Q34 lze vyloucit, zda lze konstruovat tepelny stroj, ktery by celé prijaté teplo

preménil na praci. Zakon zachovani energie takovou moznost nevylucuje.

8.4 Entropie

Neuskutecnitelnost takového stroje (perpetuum mobile druhého druhu) formuluje druhy
zdkon termodynamiky. Rikd, ze existuje kladnd funkce teploty f(T'), takovd, ze diferencidln{
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forma ¢/ f(T) = dS je diferencidlem néjaké stavové funkce S, kterd se nazyva entropie.
7 toho potom plyne, ze v uzavieném cyklu nemuze byt g vSude kladna. Pfijim&-li tepelny
stroj teplo, musf ho také odevzdévat. V pifpadé idedlniho plynu je f(T) = T, takze
q dE+PdV 3, _dT av 3
—=————=—"kN—+EkEN— =kN-d(sInT +1nV N
T T 2 T—|— v (5InT +InV +¢(N)),
kde ¢(N) je integra¢ni konstanta z&visla na N. Pozadujeme-li aby entropie byla extenzivni
veli¢ina v proménnych V, N, tj. S(T,aV,aN) = aS(T,V, N), dostdvame

Mﬂ%Nﬁ#W(ng+mV—mN+C)

kde C je konstanta. Pro popis termodynamickych déju 1ze zvolit i jinou dvojici proménnych
a v8echny ostatni vyjadiit pomoci nich. Naptiklad v proménnych T, S je Carnotuv cyklus
obdélnik (obr. 34 vpravo). Pfi izotermickém dé&ji se neméni teplota T a pfi adiabatickém
déji se neméni entropie S.

T,V T,V T,2V
N1 N2 = Nl +N2
(p17p2) (%7%)

Obrézek 35: Rust entropie

Uvazujme nyni dvé nddoby o stejném objemu, ve kterych je ruzné mnozstvi téhoz
idedlniho plynu pii stejné teploté a tedy ruznych tlacich. Stavy téchto systému jsou tedy
(T,V,N1), (T, V, N3) (obréazek 35) a plyn je mezi témito nddobami rozdélen pravdépodobnostnim

( ) N N}
p p17p2 N 7\7 ?N 7\7

Spojime-li tyto dva systémy do jednoho, bude vysledny stav (T, 2V, N1+ N>). Zména entropie
pii tomto spojeni je

S—8 -8 = k(Ni+N)EInT+mI2+InV —In(N; + Na) + C)
— kNiGInT+InV —InN; +C) —kN2(3InT+InV —In Ny + C)
= k(N1 + No)(In2+ pyInp; + polnps)
= k(N1 + No) (H(%, %) — H(pl,pg))

Zmeéna entropie je tedy rozdil (informaéné-teoretickych) entropii koncového rozdéleni (%, %)
a pocédteéniho rozdéleni (p1,p2) ndsobeny celkovym mnozstvim 14tky.

8.5 Slozené systémy

Dva nebo vice izolovanych termodynamickych systému tvoii sloZeny systém. Protoze
entropie je extenzivni veli¢ina, definujeme entropii slozeného systému jako soucet entropii
jeho podsystému. Predpokladejme, Ze stény mezi podsystémy jsou propustné pro pienos
tepla (v tom piipadé mluvime o uzavienych systémech) nebo i pro prenos hmoty (oteviené
systémy). Pak cely slozeny systém (o kterém predpokldddme, ze je izolovany), sméiuje
k rovnovaze. Pro tyto tvahy je vhodné charakterizovat termodynamicky systém stavovymi
velicinami, které jsou extenzivni a konzervativni. Uvazujme tedy stavovy prostor

M = {(B,V,N)|E,V,N > 0}
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Pomoci stavové rovnice a vyjadiime entropii jako
3 5
S :kN(ilnE—i—an . ilnN—Fc)

Druhy zdkon termodynamiky #iké, Ze entropie izolovaného systému nemuze klesat. Pokud
systém neni v rovnovazném stavu, entropie se zvySuje, az v rovnovazném stavu dosahne
svého maxima. Entropie je tedy veli¢ina extenzivni ale nikoliv konzervativni. Druhy zakon
termodynamiky lze vyjadiit tak, Ze entropie je konkdvni funkce proménnych E,V, N, tj.
plati nerovnost

S(Ey, Vi, N1) + S(E2, V2, No) < S(E1 + E5, Vi + Vo, N1 + Na)

Entropie systému slozeného ze dvou izolovanych podsystému (Eq, Vi, N1) a (Eq, Vo, Na), je
rovna levé strané nerovnosti. Zrusime-li mezi podsystémy prekazky, pak jeho entropie roste
az dosdhne svého maxima v rovnovézném stavu (Ey + E2, Vi + Vo, N1 + No). Piirustek
entropie I = AS pii tomto procesu, tj. rozdil levé a pravé strany nerovnosti, 1ze chapat jako
miru rozliSenosti puvodniho systému, nebo jako informacni obsah puvodniho systému.

Vyjadreni entropie jako konkavni funkce extenzivnich proménnych je vychodiskem k abs-
traktnimu pojeti termodynamiky. Intenzivni veli¢iny teploty a tlaku se pak odvozuji z deri-
vaci entropie podle jednotlivych extenzivnich proménnych.

os 3kN 1 90S kN P
OE 2E T 9V V V
Intenzivni veli¢ina, kterd odpovidd mnozstvi je chemicky potencidl .
- 0S 3 5
— =—=k(zInE+InV ——InN -1
T "oy MghEPAmV —ghN+e—l)

Uvazujme nyni dva uzaviené systémy, mezi kterymi se pienasi teplo. Velikost i objem
obou systému jsou stalé, mohou si vSak vymeénovat energii. Pfenese-li se mezi systémy energie
E, jsou stavy dvou podsystému (Ey + E, V1, N1), (Es — E, V2, N3) a entropie celého systému
je

S(E)=S(E1+ E,Vi,Ny) + S(Ey — E, V5, N3)
V rovnovazném stavu ma byt entropie maximélni, to znamenad, ze jeji prvni derivace podle
FE musi byt nulova a druhd derivace zapornd. Derivovanim ziskdme rovnici

S 3 kNi 3 EN» 1 1

IEd— I = — —— =0
oF 2K+ F 2FEy—F T Ty
s FeSenim
N1 E; — NoEy (Er+ E2) Ny (Ev + E2) N
p="t2m2m g p o TR o AT R2)
N1 + Ny ! Ny + Ny 2 N1 + Ny

V rovnovazném stavu jsou teploty obou systému stejné a celkova energie Fq + Es je
rozdélena v poméru mnozstvi Ny : Ny obou systému, tedy rovnomérné. Prirustek entropie
pri pfenosu tepla je

3 T 3 T 3 P1 D2
I =S(F)— = —kNiIn— + —kNoIn — = — k(N N. In — In—=
S(E) - 5(0) 5 kM1 HT1+2 2z =3 (N1 + N2)(p1 Hq1+p2 Hq2)

kde jsme oznacili p; = N; /(N1 + N3) , q¢; = E;/(E1 + E2). Chapeme-li I jako funkci g1, go
pti pevnych p1,pa, pak I je vSude nezdpornd a ma minimum pii ¢; = p1, g2 = pa.

Cviceni 1 Urcete rovnovdzny stav uvazZovaného systému pii dalsich typech vzdjemného kon-

v
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8.6 Nerovnovazné systémy

Na proces pienosu tepla se také muzeme divat dynamicky. Mnozstvi tepla, které se
prenese za jednotku ¢asu, je imérné rozdilu teplot. Tim dostdvame diferencidlni rovnici

dE Ey—E FE +FE
— =D(Ty, -T,)=D —
dt ( 2 1) (%kNQ %k’Nl

)

kde D je koeficient tepelné vodivosti. To je linedrni dynamicky systém, ktery ma jediny
stabiln{ staciondrni stav. Pro produkci entropie P = dS/dt dostdvéme

S _0SdB_ o, 10

_ — — F=D(I,-T
dt — OF dt T (T, - 1)

Velicina J vyjadiuje vychylku systému z rovnovazného stavu a oznacuje se jako termo-
dynamickd sila, velicina F vyjadiuje, jak rychle systém do rovnovazného stavu smétruje a
nazyva se termodymanicky proud. Na nevratné termodymanické procesy se muzeme divat
obecné tak, Ze jsou zpusobovany termodynamickymi silami a projevuji se termodynamickymi
proudy. Ze vzorcu je vidét, ze termodynamicky proud je nezdporny pravé tehdy, kdyz je
nezapornd termodynamickd sila, takze produkce entropie, ktera je jejich soucinem je vzdy
nezapornd: Pii spontdnnich pochodech nemuze entropie klesat. Pouze v rovnovazném stavu
je produkce entropie nulové, nebotf tam vymizi jak termodynamické sily tak proudy. To
jinymi slovy znamenad, ze entropie je Ljapunovskd funkce systému.

Termodynamické systémy, které jsou trvale udrzovany mimo rovnovazny stav termody-
namickymi toky z okoli, nazyvame nerovnovazné. V téchto systémech probihaji nevratné pro-
cesy, pii kterych se neustale produkuje entropie a tato entropie se odvadi do okoli. Piikladem
takového systému je systém v tepelném kontaktu s dvéma rezervoary udrzovanymi na stalych
teplotdch T1 < T» (viz obr. ?7?). Oznacime-li E, T energii a teplotu prostiedniho podsystému,
dostavame dynamicky systém

dE
o =Di(T1 —T)+ Dy(T> —1T)
Zména entropie je dS/dt = P — @, kde
11 11 DTy + DTy

P(T) = (5 = 7)Du(Ts = 1)+ (7~ 7:)Da(T ~ ) -

T T T T, (D1 + D)

je produkce entropie v systému. Protoze teploty krajnich systému jsou stélé, musi byt pienos
tepla z nich do prostifedniho systému kompenzovan pfenosem tepla z okoli. Tim dostavame
tok entropie do okoli (pfitok negativni entropie)

QT) = D1(7;1— ) D2(1;2"2_ T)

Za piedpokladu, ze ve vSech podsystémech je stejné mnozstvi N, je informac¢ni obsah

3 o Ti+T+T, Wn(LTT
I(T) = SkN(in 1+3+ 2 n(13 2

Zévislost téchto charakteristik na teploté 1" je na obr. ??7. Dynamicky systém ma jediny

staciondrni stav
D11 + DTy

T —
D1+ Dy

ve kterém je dS/dt = P—@Q = 0. Pii pevném T} zavisi produkce entropie a informaéni obsah
staciondrniho stavu pouze na Ty (viz obr. ?7).
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8.7 Abstraktni termodynamika

Abstraktni pojeti termodynamiky je zaloZzeno na entropii jako konkavni funkci extenzivnich
proménnych (energie, objem, mnozstvi komponent v jednotlivych podsystémech). Vysadni
postaveni ma tedy v tomto piistupu entropie, zatimco energie je pouze jedna z extenzivnich
veli¢in. Systém se muze v termodynamickém prostoru spontdnné pohybovat: Jednotlivé
extenzivni veli¢iny mohou prechazet mezi podsystémy, komponenty se mohou ménit che-
mickymi reakcemi. Pfi téchto zménach se zachovavaji néjaké linearni funkce extenzivnich
veli¢in: napf. celkovd hmotnost systému. Spontanni pohyb v termodynamickém prostoru
je tedy omezen pouze ve sméru néjakého linedrntho podprostoru. Za téchto podminak
dospéje systém do rovnovazného stavu, ktery ma v daném podprostoru nejvétsi entropii.
Dukaz existence jediného rovnovazného stavu je hlavnim obsahem termostatiky. Termodyna-
mika uzavrenych systému navic studuje dynamiku tohoto prechodu do rovnovazného stavu.
Konecéné termodynamika otevienyjch systému studuje systémy, které jsou z rovnovazného
stavu vychylovany neustalou interakci se svym okolim.

8.8 Termostaticky systém

Definice 56 Termostaticky systém je trojice (M = R}, S : M — R,V C R,), kde M je
stavovy prostor, S je extenzivni, diferencovatelnd funkce entropie, jejiz druhy diferencidl je
pozitivné definitni v prunich n — 1 proménngch (viz str.??), plati lim,, 0 0S/0x; = oo,
i # j = limy,,005/0x; < 0o aV je linedrnt podprostor, ktery neobsahuje Zddné nenulové
nezdporné vektory, tj. V N Ry = {0} (viz str. 77?).

. S 5 1o x« _ 0S ; o _ o
Tvrzeni 144 SdruZené veliciny x; = 52 jsou intenzivni a S =3, x;x7.
Dukaz: Eulerova véta. [

Tvrzeni 145 Je-li x € R, pak mnozina V, = {y € Ry — z € V} je neprdzdnd ome-
zend mnozina, a entropie nabyvd (globdlni) mazimum na V, v jediném stavu T € V,, ktery
nazgvdme rovnovazny stav. Je (Vv € V)(dS(Z,v) = vZ* = 0) a rovnovdiny stav je jeding stav
s touto vlastnosti. Rovnovdzny stav je také jediny stav, kde md entropie lokdlni mazimum.

Dikaz: Z podminky na limity parcidlnich derivaci entropie plyne, ze maximum entropie je
nabyvano na vnitiku V,: Zvolme totiz stav a € V, a uvazujme spojnici né¢jakého bodu y na
hranici V, se stavem a. Pak existuje okoli bodu y, ve kterém entropie ve sméru k a roste.
Existuje tedy € > 0, takové, ze pro kazdé y € V, existuje z € Vi = {w € V,|(Vi)(w; > ¢)},
a S(z) > S(y). Dokazme nyni, ze globalni maximum je nabyvano v jediném stavu. Necht
naopak je nabyvéano ve dvou ruznych stavech y,z € V,. Pak S(y + z) = S(y) + S(z) a ze
skoro striktni konkavnosti plyne, ze existuje a > 0, tak, ze y = az. Protoze vSak oba tyto
stavy nélezi do V., je a = 1, tedy y = z. Oznatme T € V, stav, ve kterém je globdlni
maximum entropie nabyvano. Pak T je jediné lokalni maximum: Necht naopak y je jiné
lokalni maximum. Pak pro kazdé 0 < a < 1 je S(aZ + (1 — a)y) > S(y), tedy v libovolném
okoli stavu y existuji stavy s vyssi entropii. Podminka (Vv € V)(vz* = 0) je nutna podminka
extrému. Naopak z konkdvnosti entropie plyne, ze proy € V,,y #Z je dS(y,T—y) > 0. O

Definice 57 Informacni obsah stavu x € M je I(x) = S(z) — S(x).
Tvrzeni 146 [(z) ="  z;(T;* —z}) >0

Dukaz: I(x) =), Tiz;" —xix) = Y ,(Ti — ;)T +x;(T;" — 2] ). Protoze T—x € V, je prvni
¢len nulovy (podminka rovnovézného stavu). 0O
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Tvrzeni 147 Necht T = (M = R},S : M — R,V) je termostaticky systém, necht V C
R,—1 = {z € R,|z, = 0}. Pak pro kaZdé pevné z} je T* = (M*,S*,V) termostaticky
systém. Zde M* = R | a S* je Legendrova transformace S (viz str. 7?). Stav (z1, ..., x,)
je rovnovdzny stav termostatického systému T pravé kdyz (x1,...,xn—1) je Tovnovdzny stav
systému T* pri x).

Dukaz: Parcidlni derivace S a S* podle x1,...,x,_1 jsou stejné, takze plati podfminka o
limitdch parcidlnich derivaci. Pozitivni definitnost dS* mv prvnich n — 2 proménnych je
dokazana ve tvrzeni na str. 7?7. O

8.9 Uzavieny termodynamicky systém

Definice 58 Uzavreny termodynamicky systém je c¢tverice

(M=R},S:M— Rv: Ry — Ry, L: Mx R, x RS, = R)

kde v je linedrni zobrazeni (termodynamickijch procesi), jehoZ obraz V = Im(v) neobsahuje
Zadny nenulovy nezdporny vektor (viz str. ?7), (M, S,V) je termostaticky systém a pro kazdé
x € M je L(x) symetrickd, pozitivné definitni forma na RY, (fenomenologické koeficienty).

Definice 59 Termodynamické sily a proudy J; ,F; : M — R jsou definovdany

" 99 m
Jj(z) = dS(z,v;) = a—miuji , Fj(z) = Zij(ﬂc)Jk(sc) , 7=1,...m
i=1 k=1
Uzavreny termodymanicky systém urcuje na stavovém prostoru M dynamicky systém
m
dx;/dt = ZFj(x)z/ji ,i=1,..,n

Jj=1

Tvrzeni 148 Stav x € R} je rovnovdzny prdvé kdyz vsechny termodynamické proudy Fj(x)
jsou nulové.

Dikaz: Protoze vektory v; tvoii bazi prostoru V, je rovnovédzny stav charakterizovan nu-
lovosti termodynamickych sil. Protoze je matice L pozitivné definitni, je tato podminka
ekvivalentni s nulovost{ termodynamickych sil. [

Tvrzeni 149 FEntropie je Ljapunovova funkce (viz str. ??) dynamického systému.
Dikaz:
ds 08 i i
o > 9z, S Fi(@vy =Y Ji(@)Fi(z) = > Lin()Jj(z)Jk(z) >0
i J Jj=1 Jik=1
Déle je-li P(z) =0, pak J;(z) =0 a x je rovnovézny stav. O
Definice 60 Vyraz P(z) =3_; J;(z)Fj(z) nazjvdme produkce entropie.

Tvrzeni 150 KaZdd trajektorie x(t) dynamického systému se limitné blizi k rovnovdZnému

stavu, tj. limy_ o0 2(t) = x(0).

Dukaz: Predpoklddejme, ze T ¢ Ao = {x(t)|t > to}. Pak na Ay plati dS/dt > ¢ a tedy
lim; oo S(t) = co. Je tedy T € Ag. Protoze T je jediné globalni maximum, pro kazdé jeho
okoli V existuje € tak, ze {y|S(y) > S(T) — e} C V. Z toho plyne lim; oo 2(¢t) =Z. O
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Cviéeni 2 Necht (M = R}, S,v, L) je uzavieny termodynamicky systém. Ukazte, Ze (M' =
R3SV L), kde

2n)

v 0 L 0 0
S'(z,y) = S(x)+S(y), V=0 v |, L'=[0 L 0
I —I 0 0 D

je uzavreny termodynamicky systém. Zde D je diagondlni matice difuznich koeficienti.
8.10 Otevieny termodynamicky systém

Definice 61 Otevieny termodynamicky systém (M, S,v,L,G) tvori uzavieny termodyna-
micky systém (M,S,v,L), a tok G : RY — R,. Otevieny termodynamicky systém uréuje
dynamicky systém

dl‘i/dt = Gl(l‘) + ZFj(.’IJ)Z/” ,1=1,...n

Tvrzeni 151 Nechf pro otevieny termodynamicky systém plati
lim,, 0 Gi(z)/2; > —c0. Pak M je jeho invariantni mnoZina.

Diikaz: Necht pro néjakou trajektorii x(t) systému existuje t1, takové Ze lim;_, o0 z(t) = y,
kde y; = 0. Pak existuje ¢y tak, ze pro kazdé ¢ € (to,t1) je dx;/dt > —at pro néjaké a > 0 a
tedy x;(t) > x;(to) exp(a(to —t)). O

Produkce entropie a informac¢ni obsah stavu otevieného termodynamického systému jsou
stejné jako u otevieného systému. Tok entropie do okoli je

ZZEG ; ﬁ = P(z) — Q(x)

Toky G;(x) jsou vétsinou definovany konstantnost{ nékterych intenzivnich stavovych velicin.

Tvrzeni 152

di(z) n
dt —_P($)+2Gl($)($z - ;)

Dikaz: Vybereme matici v, (¢ = 1,..n,k = 1,...p) pro kterou Im(v) = Ker(y) a jejiz
fadky jsou linedrné nezdvislé. Pro vektor € M oznacme Cj, = ). x;7v;,. Rovnovazny stav
T zavisi pouze na C' € R,. Dostdvame tedy vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi T a C,
jehoz inverzni zobrazeni je C; = >, T;y;;. Protoze Im(v) = Ker(y), existuje jediny vektor
Z € R, takovy, ze
Om; _

= i 25, tedy —— = —74,T;

zj:% o tedy 5o = =T
Méme tedy vzajemné jednoznacéné zobrazeni mezi T a Z, a tedy také vzajemné jednoznacéné
zobrazeni mezi Z and C. Pro Jakobidn tohoto zobrazeni plati

0C; 0T; _
Z = -~ = —Z’Yij%kxi
8Zk 0T; 07, p
Entropie v rovnovdzném stavu S(Z) zévisi pouze na C a

08 0%; _ 0T; 0Zy,
acl Z oz, 00, szk: 97, 0C;
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,;;%jzj§xi%kaicl = ;;Z]TZ;TQ =7

Protoze i .
Wk: 4 f”%/c ZZ 2)vji + Gi(x %k_ZG D
je také
T) dC
Z 8Ck dtk ZZZkGi(x)%‘k = ZGi(x)g;j
P p
a

=Y Gi()@* - a?) - P(e) O

Tvrzeni 153 UvaZujme uzavieny termodynamicky systém (M = R}t S v, F), takovy, Ze x,
je invariant, tj. (Vj)(vj, = 0). Pak ezistuje jeding otevieny termodynamicky systém takovy,
Zei <n= G;(x) =0 ax} jeinvariant. Ddle pro kaZdé pevné 7, je tento systém ekvivalentni
uzavienému termodynamickému systému (M* = RI 1, 8%, V", F*). Zde S* je Legendrova
transformace S, v* je omezeniv na M*, a F*(x1,...,xn-1) = F(21, ..., @pn_1,Tn(T1, ..., Tpn_1,2})).

Dukaz:
928 day | 08 da,
amnaxz dt 8952 dt

Protoze druha derivace entropie podle T, je vSude zapornd, dostdvame tim podminku na

42 tfm i podminku na G;(z). Pro derivaci S* plati

R o R et
p :in o —xnﬁ:inZFj(m)uﬁ:ZFijzo O
— ,

i= =1 7 7

8.11 Linearni nerovnovazna termodynamika

Linearni nerovnovazné termodynamika je zaloZzena na predpokladu, ze fenomenologické
koeficienty L;; nezavisi na x € M. Produkce entropie P = ij L. J;Ji je pak urCena ter-
modynamickymi silami a 0P/9.J; = 2F};. Uvazujme nyni otevieny termodynamicky systém,
ktery ma invarianty Ji,...,Jp, p < m. Pfedpoklddejme déle, Ze systém ma stabilni sta-
ciondrni stav, ve kterém jsou proudy Fpi1,...,Fy, nulové. Z toho pak plyne, Ze produkce
entropie ma v tomto staciondrnim stavu minimum. Linearni nerovnovazna termodynamika
popisuje dobie procesy prenosu tepla a difuze. V chemické kinetice jiz nema takové uplatnéni,
protoze dynamika chemickych reakci je podstatné nelinearni.
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9 Chemicka kinetika

9.1 Idedlni smési

Uvazujme smés idealnich plynu. Extenzivni veli¢iny jsou mnozstvi jednotlivych komponent,
objem a energie. To urcuje stavovy prostor

M = Riﬁ ={(N1,....,.N,,,V,E)|N;,V, E > 0}

Pro idealni smés plati stavovd rovnice PV = kNT, kde N = >, N;. Déle je energie smési
soucet energii jednotlivych slozek a zdvisi pouze na teploté. Oznacime-li ¢;(T) mérné teplo

i-té slozky, pak
T
E=) kNi/ ci(T)dT
P 0

Ptredpokladame-li kladnost mérnych tepel, pak z této rovnice lze vyjadfit teplotu T =
T(N1,..., Ny, E) jako intenzivni funkci mmnozstvi jednotlivych komponent a energie. Pfi
pevnych N; dostavame pro diferencidl entropie

dV)
|4

1
dS = 7 (dE + PdV)

Integrujeme-li tuto rovnici, a volime-li integraéni konstantu (zavislou na N; tak, aby vyslednd
funkce byla extenzivni, dostdvdme (za pfedpokladu limr_,o¢;(T)/T < o0)

s —ZkN / SO ar 4y —InN; +s)

Entropii zde chapeme jako funkci na stavovém prostoru M. Déale budeme pracovat s jeji
Legendrovou transformaci (viz str. 77). Je

., 08 ‘ OENT' 1
E_ETE_,’“TaE Zk T (8T) T

7

S*(Ny, ..., Ny, V,E*) =8 — = ZkN (14+na(T)+InV —InN;)

kde

T T

Ci(T) 1/

In oy (T :/ dT — — c(TYdT +s; — 1
() o T T Jo ()

Tvrzeni 154 Funkce S* je konvexni v E* a konkdvni v Ny, ..., N,, V.

Piiklad 25 (Entropie miseni) . UvaZujme systém sloZeny z n podsystémi, ve kterych
jsou jednotlivé cisté slozky za stejného tlaku. Stav j-tého podsystému je

. N; N
(0,...,0,N;,0,...,0,V;, E*), kde T N:;Ni, V:ZV;
Po smiseni vznikne systém (Ny, ..., Ny, V, E*). Informacni obsah puvodniho systému je pak

n

I = > kNi(Q+ha(T)+mV; —InN;) = Y kN;(1+Ina(T)+InV —InN;)

i=1 =1
= Zn: EN; In(V/V;) = =N Xn: k(N;/N)In(N;/N).
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Funkce, které jsou odvozeny Legendrovou transformaci z entropie, se nazyvaji Massieuovy
funkce. Postup v termodynamice obvyklejsi je vyjit z energie E(S,V,N;) jako konvexni
funkce entropie, objemu a mnozstvi. Pak plati

ok ok oF
T=%s '="av "=ax,

Odtud dostavame Legendrovy transformace

H(S,P,N;)=E+ PV enthalpie

F(T,V,N;))=E-TS Helmholtzova volna energie

G(T,P,N;) = E+ PV —TS Gibbsova volné energie
9.2 Zikon aktivnich hmot

Uvazujme stavovy prostor
M ={(Ny,...N,,V)|N;,V > 0}

Definujme koncentraci z; = N;/V jako pomér mnozstvi a objemu. Koncentrace jsou inten-
zivn{ proménné a jejich vektor x = (x4, ..., x,) spolu s objemem charakterizuje stav systému.
Funkce entropie je

n n
S(N1, .oy Npp, V) = ZNi(l +Ilna;+InV —InN;) = VZa:i(l +Ilno; —Inxz;)
i=1

i=1

kde a; > 0 je konstanta entropie i-té ldtky. Sdruzené intenzivni proménné jsou

N; = 3N, =In W, zlnx—i, 1% :;Ni/v
Systém chemickych reakci
+

k

ujJrle—i-...—&—V;;LXn = vy Xit v, Xn

k.
J

kde X; je symbol pro i-ty druh, je ddn reakénimi rychlostmi kj',k]_ > 0 a nezapornymi
stechiometrickymi vektory

vi = (i +.0), vy = V1,V 0)

spliujicimi podminku
n

Z(V; — 1/;) In(e;) = ln(k;‘/kj_)
i=1
+ . - z - . s/ 7 . — . v ’ .
Zde vj; je pocet molekul latky ¢ vstupujicich do reakce j a v; je pocet molekul latky i
z reakce vystupujicich. Podminka k4, Ze logaritmus poméru reakénich rychlosti je imérny
prirustku konstant entropie.
Chemicka reakce urcuje termodynamicky proces v; = (v —vt

VFj(z)=V (Ff(x) — F; (z)). kde b

) a termodynamicky proud
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Termodynamické sily jsou
Jj —Zln Vi—V +Zln xi)( L)ij'(:c)ij_(:v)

kde

J*(:r) = lnF*(m) Ji (z) =InF; (z)

Matice L, fenomenologickych koeficientti je zde diagonalni. Definujme funkei g(z,y) =
(z — y)/(In(z) = In(y)) pro = # y a g(z,2) = z. Pak Lj;(x) = g(F} (2), F; (z)) > 0.
Dostavame dynamicky systém
dN;/dt =V Z v, — v (F = F7)
a v koncentracich
da;/dt =Y (vy; — vi)(F;f (z) — F ()
J

Produkee entropie je P =V } . F;J; a informacni obsah

kde f(z) =z — 1 —In(z) > 0. Otevieny termodynamicky systém

m
v)+ > viF(x)
j=1
Ize nyni definovat konstantnosti nékterych koncentraci. Tok entropie je

Q=V ZG ) In(z; /o)
Pro zménu informaéniho obsahu plati

dI(x)
il +VZG ) In(z;/7;) +V;

9.3 Autokatalyza

Ukéazeme si na piikladé jednoduché disipativni struktury vztahy mezi produkei entropie
a informaénim obsahem. Uvazujme tii chemické latky: substrat A, meziprodukt X a produkt
B s termodynamickymi konstantami

aa=k,ax=1,ap=1/k,0<k<1

Entropie je S = A(1+1n(k/A)) + X(1 - InX) + B(1 — InkB).
Ptedpokladejme reakce
1 1
As X 5 B

V rovnovéazném stavu plati A/k = X = Bk. Pfedpoklddejme nyni stdlou koncentraci
substratu A a produktu B, pii které probihaji dopiedné reakce, tj. A > k?B. Pro dyna-
miku meziproduktu X dostdvame linedarni diferencidlni rovnici

dX/dt = A — kX — X + kB
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se staciondrnim stabilnim stavem Xy = (A + kB)/(1 + k). Produkce entropie, tok entropie
a informac¢ni obsah jsou

P = (A— kX)In(A/kX) + (X — kB) In(X/kB),
Q= (A —kX)In(A/k) — (X — kB)InkB,
I =Aln(A/A)+ Bln(B/B) + X In(X/X)

kde B= (A+X+B)/1+k+k?), X =kB, A= k?B. Pii pevném B je produkce
entropie a informaéni obsah rostouci funkce A.

Obrazek 36: Dynamika autokatalyzy

Uvazujme nyni kromé prvnich dvou reakci dalsi autokatalytickou reakci

c

A+2X o 3X

c

Vysledny efekt této reakce je, ze A prechazi na X, reakce je vSak katalyzovana svym vlastnim
produktem. Pomér reakénich rychlosti tedy musi byt 1 : k. Dynamika meziproduktu pak je

dX/dt = (14 cX*)(A—-kX)+ kB - X = F(X)

Grafy téchto funkef pro ruznd A jsou na obr. ??. Je F(0) > 0 a limx_,o, F(X) = —oo takze
systém ma bud jeden, dva nebo tii staciondrni stavy. Pro Ag = /3k(1 + k)/c m4 rovnice
F'(X) = 0 jediné Feseni Xog = cAg/(1 + k). Predpoklddejme F(X,) < 0, tj. B < (Xo— (1+
cX2)(A—kXy))/k. Protoze F(X, A) je rostouci v A, existuj{ hodnoty Az > A; > Ay, takové,
7e rovnice F(X) = 0 m4 jediné feseni pro A < A; a A > Ay a tii feSen{ pro 4; < A < As.
Dvé z téchto FeSeni jsou stabilni a tieti je nestabilni.

Pro dané parametry A, B je zavislost termodynamickych veli¢in na koncentraci X na
obr. ?7?. Informac¢ni obsah je stejny jako v predchozim piipadé, produkce a tok entropie nyni
jsou

P=(1+cX?)(A-kX)n(A/kX)+ (X — kB)In(X/kB),
Q=1+cX?)(A-kX)n(A/k) — (X —kB)InkB

Ve stacionarnim stavu je Py = Qo = (Xo — kB) In(A/k*B).

Vidime, ze za danych vnéjsich podminek neni stav systému jednoznacéné uréen. Stav, ve
kterém se disipativni struktura nachézi, zavisi nejen na vnéjsich podminkach, ale také na
jeji historii. To je vidét na obr. 7?7, ktery zachycuje zdvislost stacionarnich stavi na A. Je-li
zpocatku koncentrace A mald a postupné se zvySuje, pohybuje se stacionarni stav po dolni
vétvi grafu s nizkym X. Pii prechodu pres A, vSak tento stav zanika, a systém pieskoci na
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horn{ vétev grafu s vysokym X. (Tento dynamicky jev, kdy mald zména parametru zpusobi
velkou zménu stavu, se studuje v teorii katastrof.) Zacéne-li se nyn{ koncentrace A snizovat,
drzi se systém v horni ¢dsti grafu s vysokym X a teprve pii piechodu pires A; opét pieskoci
na dolni vétev. Dvé stabilni feseni se lis{ svou produkei entropie i informaénim obsahem. Ve

stavu s vyssi koncentraci X se tedy disipativni struktura chova ”zivéji”.

9.4 Akumulace negentropie

Ukéazeme si nyni piiklad systému, ktery je vystaven stdlym okrajovym podminkam, jeho
tok entropie nepfesdhne uréitou hodnotu a pritom jeho informaéni obsah roste nade vsechny
meze. Takovy systém je mozny pouze s nekone¢né mnoha chemickymi druhy. Nekoneéné
systémy poskytuji model pro biochemii (na rozdil od chemie), kde monomery se mohou
kombinovat do libovolné dlouhych polymeru. Zde mame posloupnost chemickych latek s
klesajici entropii.

Uvazujme nejprve konecny fragment systému s chemickymi latkami
A W)Y, B, Xg, ..., X,. Zde A je substrat, B je produkt a ostatni jsou meziprodukty Jejich
entropie jsou

1 1 )
aA:k2,aW:k,ay:E,aB:ﬁ7a¢:aXi:k’, (0<i<n)

kde 0 < k£ < 1. Entropie je

S=A(1+!1 k—2)+W(1+1 E)+Y(1+1 i)+B(1+1 i)+iX(1+1 k—i)

- A " Ry YR T "X,
Uvazujme systém reakci

N N N N
W+X; 5 Y+ X, 0<i<n

Na posledni reakci se muzeme divat jako na dvé sprazené reakce: pii spontannim prechodu
z W na Y se nespotiebuje veskerd negentropie ale ¢ast se pouzije na ptrechod z X; na X; ;.
Predpoklddejme, ze koncentrace A a B jsou konstantni, takze dostdvame otevieny systém

AW/dt = A—kW =S WX — kY X 11)

dY/dt =kB—-Y + 3" (WX, — kY X;y1)

dXo/dt = A+k*B—(1+k*)Xo— (WX, — kY X))

dXZ‘/dt = (WX1;1 — ]{ZYXZ) — (VV,Xz — kYXiJrl), 0<i<n
dX,/dt = (WX,_1 —kYX,)

To znamend, 7ze dA/dt = dB/dt = 0, a tedy —G4 = —A + kW — A+ k*Xy, —Gp =
—kB+Y — k2B + X. Systém m4 jediny stacionarni stav

A A+ KB AN
W = =—, Y= =kB, Xo=0y= ——+, X; =0; = —
Bw =+ By » Xo= 0o T2 Bi = Bo <k2B>
Tento stav je globalné stabilni, nebot mé Ljapunovovu funkci

_ Bw By ~ . Bi.
L(W.Y, X, .. Xp) = W(L+In 55) + Y (1410 55) + Y Xi(1+In %)

1=0

Ve stacionarnim stavu je P = Q = (A — k*B) In(A/k*B), coz nezdvisf na n.
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Piedpokladejme nynf B = 1/k?, A > 1, a ukazme, Ze informaén{ ~obsah ve stacion@u’m
iavu roste s n do nekone¢na. V rovnovazném stavu je A = k*Xy, W = kXo, Y = Xo/k,
= Xo/k?, X; = k' Xo, a tedy

A — 11
A+E+B+kB+ﬁo(l+...+A”):Xo(k2+k+k+§+1+ Ak

7 toho plyne, ze existuje konstanta C, takovd, ze pro viechna n je By/Xog > e“1 A"~ L.
Informaéni obsah je

w kY

I,=Aln +W1nk7+Y1nf+Bln—+BOZAl 1n7+21ng)

k2 X,

> —Co(n+1)+Bo Yy _ A(CL - (n+1)mA+iln ) =
=0

At 1 ny nA"+2—(n+1)A”+1+A1 A
A—1 (A—1)2 "%

—Co(n+1)+ Fo(C1 — (n+1)In A)

a to se limitné bliz{ k nekonecénu. Zde Cs je dalsi konstanta a pouzivame vzorec Y., iq" =
(ng"*? — (n+1)¢" ™ +q)/(q — 1)*.

Ukézali jsme tedy, ze informac¢ni obsah v n-tém staciondrnim stavu roste s n do ne-
koneéna. Uvazujme nyni prechod z n-tého na (n+1)-ty staciondrni stav. Pfi tomto pFechodu
vzroste jak produkce entropie tak tok entropie. Ke své staciondrni hodnoté (A—k*B) In(A/k* B)
se navrati teprve pii dosazeni dalsiho stacionarniho stavu. Nicméné i pfi tomto prechodu
ziistane tok entropie omezen. Je-li totiz A > k% a B > k72 pak Q = (A — kW + A —
k2Xo)In 75 + (kB —Y + k?B — Xo) Ink?B < 2AIn % + k(1 + k) BIn kB, coz opét nezdvisi
na n.

9.5 Bruselator

Piikladem systému s periodickym chovanim je tzv. Bruselator, ktery je zalozen na che-
mickych reakcich Sesti latek: substratu A, B, meziprodukti X,Y a produktu D, E s kon-
stantami

1 1
ozAzk,aB:k,ale,ayzk,aD:E,a :%

Chemické reakce mezi nimi jsou

A = X

X ? E
B+X ¢ D+Y
2X+Y =  3X

Vznik cyklu je podminén tim, ze pii tieti reakci se méni X na Y, zatimco pii ¢tvrté naopak
Y na X. Také zde hraje podstatnou roli autokatalyza, a to ve ¢tvrté reakci. Reakce maji dva
invarianty X+Y +A+FE a B+D. Rovnovazny stav je E = (X+Y +A+E)/(1+k +2k?), X =
kE, Y =FkE A=FkE D= (B+D)/(1+k?), B = k*D. Pfedpoklddejme
nyni, ze koncentrace substratu A, B a produktiu D, E jsou udrzovany stdlé a méni se pouze
koncentrace meziproduktu. Pak dostavame soustavu diferencidlnich rovnic

dX/dt =A— (B+1)X + X?Y — k(X - DY + X3 - E)
dY/dt = BX — X?Y — k(DY — X?)
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Obrazek 37: Fazovy portrét Bruselatoru

Uvazujme zjednodusenou verzi dynamiky systému pii k = 0, tedy

dX/dt =A— (B+1)X + X?Y
dYdt = BX — X?Y

Fazovy postrét systému je na obr. 37. Pro kazdé A, B existuje jediny stacionarni stav
Xo = A, Yy = B/A. Stabilitu tohoto stavu vySetifujeme linearizaci (viz str. 7?). Jakobidn
systému je

~B-1+2XY X2 ] [B-1 A?
B—-2XY XZ}_[ -B A2]

Vlastn{ éfsla A splitujf rovnici A2 + (42 — B + 1)\ + A% = 0 s feSemfmi

)\:%(B—Az—11\/(A2—1)2+2(A2+1)B+B2)

Vlastni ¢isla maji zdporné redlné éasti praveé kdyz B < A2 + 1 a nenulové imagindrni éasti
pravé kdyz (A —1)? < B < (A + 1)?. Z4vislost stability na hodnotdch A, B je na obr. ??. a
v tabulce:
B < (A-1)2 X, <0 stabilnf uzel
(A-1)*< B <A?+1 Re(A; <)  stabiln{ ohnisko
A2+1< B <(A+1)?2 Re(\i>0 nestabilni ohnisko
(A+1)2< B A1, A2 >)  nestabilni uzel
Chovani systému za podminek nestability staciondrniho stavu plyne z Véty o Hopfove

bifurkaci. Pti prechodu ptes hodnotu B = A2 + 1 jsou obé vlastni hodnoty ryze imagindrni,
takze v blizkosti stacionarniho stavu vzniké stabilni limitn{ cyklus. Trajektorie puvodniho
neredukovaného systému pii pomalém rustu B spolu s hodnotami informaéniho obsahu a
produkce entropie je na obr. ??. Tato draha je také vyznacena na obr. 7?7 tseckou ~.

9.6 Turinguv princip destabilizace difuzi

Uvazujeme-li kromé chemickych reakei jesté difuzi, miazeme popsat vznik prostorovych
struktur. V ruznych mistech prostorové oblasti jsou ruzné koncentrace jednotlivych latek,
nejsou v8ak navzajem nezavislé. Oblast se vyviji jako celek. Systémy tohoto druhu maji bo-
hatsi{ dynamické chovéani. Jiz r. 1952 si A.M.Turing povsiml, ze difuze muze stabilni systém
chemickych reakci destabilizovat. To je dost paradoxni jev, protoze kombinaci dvou stabilnich
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procesu takto vznika proces nestabilni. Matematicky se systémy s reakci a difizi popisuji
jako soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic. Koncentrace chemickych latek zavisi na pro-
storovych souradnicich a jejich ¢asovd zména (derivace podle ¢asu) zdvisi také na derivacich
podle prostorovych soutradnic.

Turinguv princip si ukdzeme na jednodussim systému dvou spojenych nadob, ve kterych
probihaji reakce Bruseldtoru. Piepazka mezi systémy je propustnad pro latku Y a nepro-
pustna pro latku X. Oznacime-li X;,Y; koncentrace latek v prvnim podsystému a X5, Y5
koncentrace latek v druhém podsystému, dostavame soustavu diferencidlnich rovnic

X, =A—(B+1)X, + X2y,
Yi = BX; — X{Y; + D(Y, — Y1)
X,=A— (B+1)Xs + X2Ys
Yo = BXs — X3Ys + D(Y; — Ya)

kde D je koeficient difuze. Tato soustava ma opét pro kazdé D staciondrni homogenni stav
X1 =Xy =AY, =Y, = B/A. Zavedenim novych proménnych x; = X; — A, z0 = X5 —
Ay = Y1 —B/A,ys = Yo — B/A a vypusténim nelinedrnich ¢lent dostdvame linearizovanou
soustavu

T = (B — 1)1‘1 + A2y1

1 = —Bxy — A%y1 + D(y2 — y1)

To = (B — 1).7,‘2 + A2y2

U2 = —Bxo — A%ys + D(y1 — y2)

se stacionarnim stavem (0,0,0,0). Je-li (A —1)2 < B < A2+ 1 a D = 0, jsou to dvé
nezdvislé soustavy, jejichz staciondrni stavy (0,0) jsou stabiln{ ohniska (viz obr. 19a), takze
stav (0,0,0,0) celé soustavy je také stabilni.

Zvétsujeme-li nyni D, ztraci tento stav pii dosazeni urcité kritické meze Dy svou stabilitu.
To je vidét na obr. 19a predstavime-li si, ze se oba podsystémy nachazeji v opa¢nych sta-
vech proti stavu stacionarnimu, tj. o = —x1,y2 = —y;1. Termodynamicka sila chemickych
reakci je tecnd k trajektorii, zatimco termodynamickd sila difuze pusobi ve sméru osy y.
Slozenim vektoru téchto dvou sil dostdvame vyslednici, ktera pusobi ve sméru od stiedu,
oba systémy se od stfedu symetricky vzdaluji. Destabilizujici efekt difuze je zpusoben jed-
nak tim, ze difunduje pouze jedna z latek (obecnéji nerovnosti koeficientu difuze), a jednak
tvarem trajektorii stabilniho ohniska. Oba podsystémy totiz ke svému stabilnimu stavu
nesméfuji primo, ale oklikou a zde jsou vychyleny difuzi. Nestabilitu stacionarniho stavu
(0,0,0,0) ovérit jednoduse tak, ze vySetiujeme takové trajektorie systému, pro které plati
To = —x1, Y2 = —y1. Dosazenim do soustavy pak dostadvame

d(El/dt = (B — 1)1’1 + A2y1, dyl = —Bml — (A2 + 2D)y1

Za predpokladu B < A? 4 1 je stopa této matice pro kazdé D zdpornd, takze podminka
stability je kladnost determinantu, tj. B <1, nebo B>1 & D < Dy = 2(1?7:)).

Pro D = 0 jsou obé vlastni hodnoty komplexni se zapornou realnou ¢asti. S rostoucim
D sice tato redlna ¢ast klesa ale soucasné klesa také imaginarni ¢ast az na nulu. Roste-1i D
déle, jedna z obou redlnych casti roste, az se stane kladnd, stacionarni stav soustavy je nyni
nestabilni sedlo. Linearizovany systém nemad zadny jiny stacionarni stav kromé nulového a
po ztraté stability tohoto stavu vedou trajektorie systému do nekoneéna. To znamen4, ze da-
leko od stacionarniho stavu jiz linedrni systém neni dobrou aproximaci. Chovéni puvodniho
systému je zndzornéno na obr. 19b. Pti piekroceni kritické hodnoty Dy pfestane byt systém
homogenni a pii dalsim rustu D se oba podsystémy od sebe dédle vzdaluji po draze . Tato
draha je rovnéz zakreslena na obr. 77.

VysSetiime nyni stacionarni stavy nelinearniho systému. Se¢tenim prvnich dvou a druhych

dvou rovnic dostdvdme A — X; + D(Yo, — Y1) =0, A— X5+ D(Y; —Y3) = 0. Oznacime-li
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Y=Y2—Y1,pakX1=A+DY,X2=A—DY

(B-‘rl)Xz—A (B+1)X1—A
) R -
2 1 X22 X12

Y (A? — D?Y?)?2 = —2Y D(B + 1)(A? + D*Y?) + 4Y A’DB
Odtud dostavame Y = 0, které odpovidd homogennimu feSeni a kvadratickou rovnici pro
Y2 : DV*+2D3(D(B +1) — A%)Y? + A* + 24%D(1 — B). Kazdé kladné fesen{ odpovida
dvéma symetrickym feSenim Y, —Y . Pocty feSeni v zdvislosti na parametrech A, B, D jsou
vyjadieny tabulkou

B <1, 0 feSeni
1< B <3, D < 2(37:) 0 feSeni
1< B <3, 2(%:) < D 1 feseni
3< B D < s 0 fesen
3< B B < D < gh 2 fesen
3< B 2(1?7:) < D 1 feSeni

Vsimnéme si, ze v bodech, které odpovidaji zméné poctu feseni na jedno, se také méni
stabilita homogenniho feseni. Roste-li D pii stalém B < 3, ztraci homogenni feSen{ stabilitu
a vznika stabilni nehomogenni feseni.
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10 Statisticka termodynamika

10.1 Kvantova mechanika

Necht (2, A, i) je méfitely prostor se o-koneénou mirou y, nejéastéji se jednd o eukleidovsky
prostor Q = R™ s lebesgueovskou mirou. Kvantové mechanika se odehréava v podprostorech
Hilbertova prostoru komplexnich méfitelnych funkei

X=L20)={f:Q—C: /|f|2du<+oo}

Na tomto prostoru je dén skaldrni soucin < 9|¢ >= [ 1*pdu. Uvazujeme (linedrni) operdtory
L : X — X, pripadné linedrni operdtory na néjakém podprostoru X. Pokud L(v) = a,
tikdme Ze « je vlastni hodnota L a 1 je jeho vlastni vektor. Nejdulezitéjsi operdtor kvantové
mechaniky je hamiltonidn. Pro ¢éstici s jednim stupném volnosti je to operdtor definovany
predpisem

h? 9%p(x)

HW)@) =~ S 4 Vi)

kde V() je (redlnd) funkce potencidlu a i = 1.054-0734Js je Planckova konstanta. Jednotka
energie joule je J = kg - m?/s?. Vyvoj kvantové-mechanického systému je ddn ¢asovou
Schrédingerovou rovnici

n 2?00 ), )
Tato rovnice mé fesen{ ve tvaru ¢ (z,t) = ¥ (x)T(t). Dosazenim dostadvéame
dr
D (1) = Hp@) fo@) = B

dt

kde E je konstanta celkové energie. To je rovnice pro vlastni hodnotu. Reseni Schrédninge-
rovy rovnice tedy ma obecny tvar

b(,t) = P(x)e PP Hy(x) = E ().

Zde v je vlastni funkce operdtoru H a F je odpovidajici vlastni hodnota. Vlastni funkce 1 od-
povida stavu systému pii pozorovani energie velikosti E. Kromé energie muzeme pozorovat i
jiné fyzikalni veli¢iny. Kazda pozorovatelna fyzikalni veli¢ina je urcena linedrnim operdtorem
L. Hodnota pozorované veli¢iny muze byt jen vlastni hodnota L. Jsou-li Ly, L; dva linedrni
operatory, muzeme je pozorovat oba jen pokud komutuji, tj. pokud LgL, = LiLy.

Definice 62 Nechf Li,...,L; jsou navzdjem komutujici linedrni operdtory zdvislé na pa-
rametrech a = (a1,...,a;) a o; jejich vlastnd hodnoty. Definujme entropii makrostavu o =
(a1,...,qr) jako

Hla, o) = kIng{y : Li(a)y = ary),..., Li(a)y = axy}

kde k = 1.3807 - 10723J/K je Boltzmannova konstanta. Entropie makrostavu je tedy opét
imérna logaritmu po¢tu jemu odpovidajicich mikrostavu. Ve statistické termodynamice stu-
dujeme systémy sestavajici z velkého poctu Céstic a vySettujeme zavislost entropie na poctu
Castic.

Uvazujme nyni soustavu N nezavislych ¢astic. Celkova enmergie systému je soucet energii
¢éstic, takze operator energie na prostoru £2(RY) je dan predpisem (HN)(z) = Zi\il (Hi)(x),
kde g

(Has) () = — o TV

2m  Ox?

+V(z)p(x), = (x1,...,z5) € RY
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Tvrzeni 155 Necht operdtor H md vlastni hodnoty 0 < Ey < Ey < --- s odpovidajicimi
vlastnimi funkcemi; € L(R). Pak vlastni funkce HYN jsouh;, -+ 1p;y s vlastnimi hodnotami
Ejy -+ Ejy

Dukaz: Pro funkci ¢(z) = ¢;, (x1) - - - ¥, (zn) plati

N

2 200 (5 T
(HNy)(z) = Z( i W+V(xi)wﬁ(m)) W ),

: 2m 0x?
=1

N
> B 2 = (32 ) o) ©

Pro dané N, E uvazujme Boltzmann-Maxwellovu, Bose-Einsteinovu a Fermi-Diracovu
statistiku

I'sy(N,E) = {w:N—N: Y E, =FE}
<N
I'pp(N,E) = {z:N=N:> 2,=N, > Eu;=FE}
ieN ieN
Iep(N,E) = {x:N—={0,1}: > 2;=N, > Eu;=E}
ieN ieN

Entropie systému N nezavislych ¢dstic je tedy In #I'sp (N, E). Ve fyzice se tato hodnota
nésob{ Boltzmannovou konstantou k = 1.3807 - 10%3J/K.

10.2 Gibbsovo rozdéleni

Entropie systému N nezavislych ¢astic lze ziskat z entropie Gibbsova rozlozeni, které zavisi

na vlastnich hodnotéch operatoru energie a paramatru (3, ktery mé vyznam pirevracené hod-

noty teploty, presnéji f = 1/kT. Uvazujme kvantovy systém jehoz energie mohou nabyvat

hodnot (E;);>o. Predpoklddame, ze 0 < E; < E;4q jsou piirozend ¢isla a ze plati
a=inf{E;/(i+1): i€ N} >0.

Pro kladné redlné 8 > 0 definujme rozdélovaci funkci z(5) a pravdépodobnostni vektor
(Gibbsovo rozlozeni) p(3) pfedpisem

2(B) = e PP, p(B)i = e PP /2(B)
=0

Podle odmocninového kriteria fada z(3) konverguje pro kazdé S > 0 a m4 derivaci, ze které
1ze urcit stfedni hodnotu energie u(f) na jednu ¢astici.

=Y EieF u(B) =Y p(B)iE: = =2 (8)/2(B)
1=0 1=0

Entropie Gibsova rozlozeni je

(BE; +Inz(8)) = kBu(p) + kInz(5)
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Tvrzeni 156 Necht a = inf{FE;/(i+1): i € N} > 0 a poloZme
I(E)y={z:N->N: ZEixi = E}.
ieN
Pak
In|IL(E)| <+v2E/a- (2In(E+ 1) —Ina)

Dukaz: Pro dané z :€ I'((E) polozme M, = {i € N : x; > 0}. Pro ¢ € M, plati
E > E; > ai, takze M, C [0, E/a). Déle

| Mg |—1 | M|

E=Y Ex;> Y E> Z E; >azz>a\M|/2

€N 1€M,

takze 0 < |M,| < \/2E/a. Kazdé z € I,(F) je jednoznacéné uréeno M, a omezenim x na
M, to znamend zobrazenim ' : M, — [0, E]. Takovych zobrazeni je nejvyse (E + 1)/M=l <

(E 4 1)V2E/a_Pocet rtiznych mnozin M, je nejvyse (E/a)V2E/? takze
ITo(B)| < (B(E +1)/a)V2F/* < (B +1)*/a)V?F/* O

Véta 157 Necht (E;);>o je neklesajici posloupnost kladnych prirozengjch éisel pro kterd plati
liminf; o F;/(i+1) >0 a necht 8 > 0. Pak

Ji TN 0(3)

=H(P(B))

Dikaz: Pro x € I'sg(N, N - u(B)) je /N pravdépodobnostni vektor, takze plati

ieN €N
Pro g =xz/N a p = P(p) plati
Hig) = =) qlpi—) g 1nf > ai(BEi +1n Z(8)) — D(q|p)

ieN ieN ieN

= Bu(B) +mmZ(B) — D(q|lp) = H(p) — D(qllp) < H(p)
Protoze I'grp(N,E) C I,(E), je

Ipu (N, Nu(f)) < > {w: N =N jw™'(5)] = 25}
mEFBE(N,Nu(ﬂ))

< Z C(xo,21,...) < |To(Nu(B))] - NP
z€lo(Nu(B))
: FBM(AJ[QN 2 < thO(ZJV\f “OD s ap(y)

Podle Tvrzeni 7?7 dostdvdme limitnim pfechodem na pravé strané H(P(5)). O

Ve statistické fyzice ma parametr § fyzikalni vyznam prevrdacené absolutni teploty 8 =
1/kT, kde k = 1.3807 - 10~23J/K je Boltzmannova konstanta. Entropii systému s teplotou

T definujeme jako
s(T) = kH(P(1/ET)).
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Vyjadiime-li zavislost rozdélovaci funkce na absolutni teploté, dostdvame

Z(T) _ o e_Ei/kT’ Z/(T) _ % ° Eie_Ei/kT
p(T)i = e /K /(T)
WT) = 3 Ep(T), = KT 2/(T)/=(T)
i=0
s(T) = k-HPT)=uT)/T+klnz(T)=kT-2'(T)/2(T) + kInz(T)

Pro celkovou energii U(N,T) = N - u(T) a celkovou entropii S(N,T) = Ns(T') plati
S(N,T) = U(N,T)/T + kN In 2(T)

Tyto vztahy lze ziskat piimo i z rozdélovaci funkce Z celého systému.

Z(N,B) = BN = i i e P2 B
i1=0  in=0

PN, By = €20t B 7(9)
Z'(N,B) = NZN71(B)---2(B)

L AB) 7B

UIN.B) = Ny =~ Z0p)

S(N,B) = KH(P(N,B)) =kNH(p(B)) = BU(B) + kInZ(N, §)

10.3 Harmonicky oscilator

Potencidlni energie harmonického oscildtoru je V(x) = %mwsz, kde w je parametr kruhové

frekvence. Schrodingerova rovnice mé tvar
o dPy(x)  mw?z?

o () = By()

Vlastni hodnoty a vlastni funkce jsou
h
E, = (2n + 1)7&}7 ’(/)n(x) = Cnhn(y)e_yz/Qa n=01,2---

kde

a hy,(y) jsou Hermitovské polynomy

ho(y) =1, hi(y) =2y, ha(y) =4y® -2, ha(y) =8y> —12y,...
které jsou resenim diferencidlni rovnice

o) (o)
dy? dy

+ 2nh,(y) =0

Boltzmann-Maxwellova statistika je tedy

I'ppy(N,E)={w: N —>N: Z(zz +1)w; = 2F /hw}

=0
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Na obrazku ?? jsou hodnoty InT'pp (N, N - uw)/N pii u = 2 a u = 3 spolu s jejich
asymptotickou hodnotou s. Rozdélovaci funkce je geometrickd rada

0 1 1
T _ —hw/2kT —hwdé/kT _ —

2(T) e ;::0 € P BRT _ o= ho/P6T 3 ginh(hw/2kT)
T) = hw cotc,h(iziw/2kT)

4kT? sinh” (hw/kT)

hw 2

uw(T) = (hbarw/2)coth(hw/2kT) = 5 1+ To/RT ]

hw 2 hw/2kT —hw/kT
s(T) = o7 1+m —k(lne +In(l—e )

_ hw —hw/kT
= k (kT(eh“’/kT my —In(l1—e )

Obrazek 38: Entropie harmonického oscildtoru a jeji aproximace pii k = fiw/2 = 1.

Grafy funkei z(T),u(T), s(T') jsou na Obrézku 38 vlevo. Pro T' >> §/k je zavislost z a
u na T pfiblizné linedrni, zdvislost s na T je logaritmickd (Obrdzek 38 vpravo).

.2(T) Kk .ouw(T) s(T) B
AT T AR T TR M ey w1
Po dosazeni dostavame
kT
T) ~ —
2(T) o
UT) = Nu(T)=kT
S(T) = Ns(T)=~kN(+ In(kT/hw))
= EN(1+InU—-InN —Inhw)
Pfesna zavislost S na N,U je
1/ 20 2U + hwN 2hwN
SIN,U) = kn (2 (th N 1) ST N n2U+th>

Vzorec plat{ pro diskrétni ndsobky hw/2 a U > Nhw/2.
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10.4 Jednorozmeérna krabice

Jednoduchy termodynamicky model je ¢astice hmoty m v krabici. Je-li krabice jedno-
rozmérnd s délkou a, ma potencial tvar

. 0 pro 0<z<a
V(x){—i—oo pro x <Oneboz >a

Hledédme tedy funkce spliujici

12 dPy(a)
2m  dx?

= Ey(x)

splitujici okrajové podminky (0) = t(a) = 0. Redeni jsou funkce

2 h?m?n?
dule) = Zein (M), B, =BT s
a a 2ma?

Dostavame kvadratické energetické hladiny E, = d(n + 1)?, kde § = h*n?/2ma?. Zévislosti
termodynamickych veli¢in na teploté jsou na Obrazku 39 vpravo.

o0 o0

AT) =3 e M y(T) =Y one /R /(T

n=1 n=1

Funkci Z(T) odhadneme integrélem pomoci lichobéznikové metody

.- +/ e KT gy — %(\/ﬂkT/(S -1

2 0

. kT2mET  kT/2 1 [6kT  d
uT) =~ Q(W/WkT/é—l)_l—\/Ww2<kT+ ™ +7r>

k wk [0 d
2<1nT—|-1n45—|-1+ 7rkT+7TkT>

Protoze pti a = 0.1m je §/k ~ 2.37 - 107° /K, mizeme vyrazy jesté zjednodusit.

2(T) =~ % (%W— 1) ~ a\/mkT/2h*®

kT2

8
3
2

Y
3
2

= =
53
!

k
5 (InT + 2Ina + In(mk/2h°7) + 1)

10.5 Trirozmérna krabice

Uvazujme castici hmoty m v tfirozmérné krabici se stranami a, b, c a objemem V = abec.
Potencidl systému je V(z,y,2) = Vx(z) + Vy (y) + Vz(z), kde Vx, Vy, Vz jsou nekoneéné
potencidlové jdmy na intervalech [0, al, [0, ], [0, ¢]. Operdtor energie je pak

n? [ 92 02 02
( + > JrV(x,y,z)

am \ 922 " 92 T 922
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Obrazek 39: Entropie ¢éstice v krabici a jeji aproximace pii k = § = 1.

Vlastni funkce a prislusné vlastni hodnoty jsou

Hoys) = \/Esin (nzam) i (nybﬁy) . sin (nzcﬂz)

2 2 2 2 2
hems [(n n n
_ T Y z —
E = ——l———l——cz s Mg, Ny,Ny =1,2,. ..

2m \ a2 = b2

Rozdélovaci funkce je souc¢in rozdélovacich funkei pro jednorozmérnou krabici.

AT) = V(ka>3/2

2K
3kT
Ty = 224
ur) = %
B u(T) 3. kTme
s(T) = klnz(T)+ 5 = k <an+ 5 In T )

Pro celkovou energii U = Nu a celkovou entropii S = ns plati

3. Ume
S(INU) =kN (InV + =In ——
( ) (n 2n3h277)

Hmotnost dvouatomarni molekuly kysliku je m = 32 - 1.66 - 10~2"kg. Pro nddobu objemu 1
litru tj. 1073m3 pfi teploté 300°K je

3
kTme\ 2

Tk=V- -[——] =17.92-10%.

S(T)/ (Zﬁﬂ)

Pii tlaku P = 10000Pa, tj. asi 1 atmosféry je poc¢et molekul v tomto systému N = PV/kT =
2.414 - 10?2 takze Ns(T)/k = 1.912 - 1052, Pro pocet mikrostavii tedy dostdvame

Tpat (N, T) = e19030% = jgfario®”
To je podstatné vice nez pocet molekul.

10.6 Symetrie a antisymetrie

Uvazujme na prostoru Q = R? operdtor vymeény Ei(x,y) = ¥ (y,z). Protoze £21p = 1,
plati pro jeho vlastni hodnoty A2 = 1 tedy A = +1. Pifslugné vlastni funkce se nazyvaji
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symetrické pokud ¢ (z,y) = ¢¥(y, z), a antisymetrické pokud ¥ (z,y) = —(y,x). Specidlné
pro antisymetrické funkce plati ¢ (z,z) = 0. Kazdé funkci lze pfifadit jeji symetrizaci a
antisymetrizaci

Y(,y) +¢(y, x)
2

1/)(:17, y) — ¢(yv 'T)
2

Ys(x,y) = , Yalr,y) =

a plati ¢ = g + 4.
Na prostoru = RY méme opertor vymény &;j pro kazdou dvojici soufadnic 0 < ¢ <
j < N. Pro dany Hamiltonidn a uvazujme soustavu operatoru

H:H0+"'+HN—17gij, 0<i<j<N

Pro dané N, E uvazujme Boltzmann-Maxwellovu, Bose-Einsteinovu a Fermi-Diracovu
statistiku

I'sm(N,E) = {yeL2RY): Hp = Ey}
I'pe(N,E) = {¢pcL*RYN): HyY=FEyp, Ejb=1, 0<i<j<N}
Iep(N,E) = {eL2RYN): Hp=Eyp, Ep=—, 0<i<j<N}

Tvrzeni 158

#Ipu(N,E) = #{w:N—>N: Y B, =E}
<N
#Ipp(N,E) = #{z:N->N: Y z;=N, » Euz; =E}
€N ieN
#Iep(N,E) = #{z:N—{0,1}: Y ; =N, Y Eu;=E}
€N ieN

Molekuly idedlniho plynu v uzaviené krabici jsou nerozlisitelné a vztahuje se na né Bose-
Einsteinova statistika. U systému idedlniho plynu pii pokojové teploté a tlaku 1 atmosféry
je pocet mikrostavu je podstatné vétsi nez pocet molekul. Kazdy mikrostav systému s ne-
rozlisitelnymi ¢asticemi tedy sestdvéd z N! mikrostavi systému s rozlisittelnymi ¢asticemi.
Pro Bose-Einsteinovu statistiku tak dostavdme I'pg(N, E) ~ I'pp (N, E)/N!. Pii aproxi-
maci N! = (N/e)" dostdvdme pro entropii Systému édstic v tifrozmérné krabici

3 3 km 1

S(N.T,V) = kn<21nT+1nV1nN+21n2h27T+2)
3 5 3 m 1

N.E = “WmE+InV - -InN+SIn—5 4=
SIEV) lm<2n Ve g +2n3n2w+2>

10.7 Hamiltonovska mechanika

Hamiltonovskd mechanika popisuje mechanicky systém, pomoci sdruzenych soutradnic g;
a zobecnénych hybnosti p;. Celkova energie je ddna Hamiltonidnem (Hamiltonovou funkei)
E=H(pi,--,Pn,q1,--->qn)- Hamiltonidn je definovan bud’to na 2n-dimenzionalnim euklei-
dovském prostoru nebo obecnéji na 2n-rozmérné varieté X . Casovy systému je dén soustavou
diferencidlnich rovnic pro funkce p;(t), ¢;(¢)

% - O0H dpi - _6H
dt — Op;’ dt  Og
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Hamiltonidn H (p, g, a) muze ziviset na dalsich parametrech a = (aq,...,am). Rozdélovaci
funkce systému a hustota pravdépodobnosti na prostoru X jsou déany rovnicemi

Z(a,B) = (2xh) ™" /X e PH®9) dpdg, D(p,q,a,B8) = (2nh) e PHP29) /7 (q, B)

Stredni hodnota pozorovatelné veliciny f: X — R je

Stredni hodnota energie je

0Z(a, p)

o5 /(.0

E(a,5)=(H) = (27Th)_”Z(a,ﬁ)_1 /X H(p,q,a)e_ﬁH(p’q’a)dpdq = —

Zobenéné sily prislusné parametrum a; jsou definovany vzorci

OH(p,q,a
Fi(pqua):_ (8a' )

(3
Diferencidlni formy prace a tepla jsou

m

w= Z(Fi>dai, qg=dE —w

i=1

Tvrzeni 159 Diferencidlni forma kBq je diferencidlem funkce entropie

S(a,B) = k (n Z(a, B) + BE(a, B)) = —kB>2 (8~ In Z(a, B)

op
Dukaz:

6 InZ(a 9?InZ(a

dE = d i
7 P Z aﬁaaz da
OH( p,q7 o~ BH(p..a) 91 Z(a, B)
= 20 dpdg = — S S0 g,
w / Z pdq ; A
O0ln Z(a, B) 0%In Z(a, B) 0%In Z(a, B)
s = - da; — f————=dp O
2( da; P 558a; G =5
Pro harmonicky oscildtor s Hamiltonianem
N 2 2,2
p q; MW
H — 3 3
(pq) = ; (2m +7 >
je
Z(m,w, T) = (2xh)™N . 2emkT)N/? . 2rkT/mw?)N/? = (kT /wh)N
E = EkNT
S = kEN(InT —Inw+In27k+1)
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10.8 Céstice v krabici

Castice v krabici se stranami a, b, c ma potencialni energii stejnou jako v kvatové mechanice.
Hamiltonian systému N c¢éstic je tedy

3N—-1 p2
H(p,q) = o
1=0

kde (p,q) € R*N x ([0,a] x [0, b] x [0, c]). Pro vypocet rozdélovaci funkce potiebujeme vzorce
pro povrch a objem n-dimenzionalni koule s polomérem 7:

n,ﬂ.n/Q

Sn(r) = mr

n-l Valr) = =——r"

Dale plati

/ / exp —aZx? dzy---dxy
- - i=1

/ e~ar’ Sy (r)dr
0

n/2 0
nm _ n_q
— az d
nm"/2 )
= —— g = n/2
ar(Z+1)" (3)=(n/a)

Pro rozdélovaci funkei dostdvame

3N/2
Z(V,N,p) = (27771)*3N/ e’ﬁH(p)dpdqz(Qﬂ'h)’?’NVN (27;)”1)
b'e

Odtud dostévéme E = 3N/28 = 3kNT a

E 3 3 km 3
SV,NNT)=klnZ+ ==kN(InV+_-InT+ -In—— + =
(VN T) =klnZ + (n +5n +2n2ﬂh2+2>
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