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Organizacni zalezitosti

o Prednaska:
» moodle https://dll.cuni.cz/course/view.php?id=5119
* login jako do SIS
> video nahravky prednasek z roku 2019
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NTIN071/1
* login jako do SIS
* posledni dvé prednasky jsou nové, nejsou tam.
@ Cvicent:
> vyzkousite si prakticky sestrojit automaty a gramatiky
> zazijete priklady, coz je néco jiného, nez je predist,
> potfebujete zapocet, ktery udéluji vyhradné cvicici.
o Zkouska:

» Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce (kromé predtermini).
» Pisemna pfiprava a Gstni ¢ast
» Porozuméni latce + schopnost formalizace

* Orientace v Chomského hierarchii, automatech, gramatikich, (ne)determinizmu,
* Napiste definici, formulujte vétu, popiste ideu dikazu, algoritmus,
* zaradte jazyk do Chomského hierarchie a svou odpovéd dokazte.

o Komunikace v konzultaénich hodindch: Stfeda 14:00-15:00 v S303.

> Jindy bez zaruky. Na maily se snazim odpovidat, na dotazy po prednasce také.
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Pozadavky ke zkousce

@ Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce.

@ Zkouska sestava z pisemné pripravy a dstni ¢asti.

@ Po vylosovani otdzek mizete byt vyzvan/a k ramcové odpovédi bez pFipravy.
Nevadi, Ze odpovéd je v takovém pFipadé nepresnd; jde o monitorovani
procesu promysleni, tj. prevence odpovédi nadiktované pomoci nedovolenych
postupl.

@ Pisemna priprava bude sestavat ze dvou az tfi otazek, které koresponduji
sylabu prednasky, ovéfuji schopnosti ziskané na cviceni a znalost definic, vét a
algoritm z prednasky.

I Po dobu pisemné pripravy musi byt veskeré ptinesené poznamky, pfipravy,
mobily, pocitace apod. ulozeny v uzavieném batohu. V pfipadé opomenuti
poznamek na zidli, stole, otevieném batohu apod. je zkouska okamzité
hodnocena 'nevyhovél' a student v ni dale nepokracuje.

o Pozadavky ustni €asti Ustni ¢ast bude vychézet z pisemné pripravy,
zpravidla budete dotazani na vysvétleni-zdlivodnéni-ptiklady k tvrzenim
v pisemné Casti. Ustni ¢ast mize byt doplnéna otazkou v rozsahu sylabu
prednasky s pisemnou pFipravou nesouvisejici.
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Hopcroft, John E. Introduction to Automata Theory, Languages, and
Computation. Third, Pearson new international edition. With Rajeev
Motwani and Jeffrey D. Ullman. Always Learning. Pearson, 2014.

Sipser, Michael. Introduction to the Theory of Computation. 3rd ed. With
Marie Lee. Course Technology Cengage Learning, 2013.

Arora, Sanjeev. Computational Complexity: A Modern Approach. With Boaz
Barak. Cambridge University Press, 2009.

moodle https://dI1.cuni.cz/course/view.php?id=5119

> textova verze slajdi
> korekce, jsou-li potteba
» moodle testy (které ale netestuji zdivodnéni a diikazy).

cviceni.
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Pohled do historie

@ Pocatky
> prvni formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess
of Lovelace 1852
> intenzivnéji az s rozvojem pocitall ve druhé
Ctvrtiné 20. stoleti
> co stroje umi a co ne?
» Church, Turing, Kleene, Post, Markov
@ Polovina 20. stoleti
> neuronové sité (1943)
> kone¢né automaty (Finite Automata) (Kleene 1956
neuronové sité ~ FA)
@ 60. léta 20. stoletf
» gramatiky (Chomsky)
» zasobnikové automaty
> formalni teorie koneénych automati.
o 80. léta 20. stoletf

» popularita t¥id ¢asové a prostorové slozitosti.
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@ Osvojit si abstraktni model vypocetnich zatizeni,

@ vnimat, jak drobné zmény v definici vedou k velmi odlisnym t¥idam,

@ zazit skutecnost algoritmicky nerozhodnutelnych problémi,

@ rychly tvod do slozitosti P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.

Automaty a gramatiky — dva zpisoby popisu

Turingovy stroje Lo
Vicepaskové, nedeterministické

gramatiky Typu 0

L
zasobnikové automaty 2 bezkontextové gramatiky
LEIgEDS ETTEy £s regularni gramatik
DFA, NFA, eNFA Y Y

Automaty a gramatiky May 17, 2026 6 /306



Praktické vyuziti

Zamysleni nad korektnosti programu, algoritmu, prekladace,

@ zpracovani prirozeného jazyka,

prekladace:
> lexikalni analyza,
> syntakticka analyza,

navrh, popis, verifikace hardware
> integrované obvody
> stroje
> automaty

realizace pomoci software
> hledani vyskytu slova v textu (grep)
» verifikace systému s konecné stavy
> transformace programi pomoci Abstract syntax trees.
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@ Navrh a verifikace integrovanych obvodi.
Koneény automat modelujici spina¢ on/off .

Push

~(arl__T=)

Push

o Lexikalni analyza

Konecny automat rozpoznavajici slovo then.
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Definice 1.1: Deterministicky konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat (DFA) A= (Q,X,0, qo, F) sestava z:
kone¢né mnoziny stavil, zpravidla znaime Q

kone¢né neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), znadime
PN

© prechodové funkce, zobrazeni Q@ x ¥ — Q, znadime ¢, kterd bude
reprezentovana hranami grafu (na hrané seznam C X) nebo tabulkou
pocatecniho stavu gy € Q, vede do néj Sipka 'odnikud’,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavi (final states) F C @,
oznacenych dvojitym kruhem ¢i Sipkou 'ven'.

Umluva: Pokud pro n&kterou dvojici stavu a pismene neni definovany ptechod, pfiddame

©0

novy stav dead a prechodovou funkci doplnime na totélni pridanim Sipek do dead.
Pokud je mnoZina F prazdn4, a je vyzadovana neprdzdna, priddme do ni i Q novy stav final
do kterého vedou jen prechody z néj samého Vs € ¥: §(final,s) = final.

then
}/ ‘t h,e,
( Fmal \F*
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Priklad 1.1
Automat A prijimajici L = {x01y : x,y € {0,1}*}. J

@ StaVOV}I/ diagram (graf) Automat A = ({q07 qi, Q2}7 {07 1}7 57 qo, {ql})

@&6

tabulka 1
» tadky: stavy + prechody — Qo q2 qo0

» sloupce: pismena vstupni *q1 || 91 | 41
abecedy g2 a2 | q1
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.2: Slovo, ¢,\,X*,X T ,jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé ¥.

Definice 1.3: operace zfetézeni, mocnina, délka slova

Nad slovy ¥* definujeme operace:

@ zietézeni slov u.v nebo uv

e mocnina (polet opakovani) u" (u° =€, u! = u, u"! = u".u)

o délka slova |u| (|¢] =0, |auto| = 4).

@ pocet vyskytu s € X ve slové u zna&ime |u|s (|zmrzlina|, = 2).
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Rozsitena prechodova funkce

Definice 1.4: rozsifena prechodova funkce

Mé&jme pfechodovou funkci § : @ X ¥ — Q.
Rozsitenou prechodovou funkci 6*: Q x X* — Q (tranzitivni uzavér §)
definujeme induktivné:

° 0"(q,€)=q
e 5*(q,wx) =d(0"(q,w),x) prox € L, w € L*.

Pozn. Pokud se v textu objevi § aplikované na slova, mini se tim §*.

5*(qo,1100) = g2, 6*(qo,1100111111111001) = gy
1 0 01
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.5: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje
kone¢ny automat A takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazyk( rozpoznatelnych konecnymi automaty oznacime F,
nazveme regularni jazyky.
Ptiklad 1.2 (regularni jazyk) 0
o L={w|w=xux,we{0,1}* x € {0,1},u € -
gy
lel A
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Priklady regularnich jazyki

Ptiklad 1.3 (regularni jazyk) b 2 s b )

—

v
Z

o L ={w | w = ubaba,
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

0
P¥iklad 1.4 (regularni jazyk) 1
o L={w|w € {0,1}*&w je binarn{ 1
zépis ¢isla délitelného 5}. ) 0
1
Ptiklad 1.5 (!NEregularni jazyk) 1

o L ={0"1"|w € {0,1}*, n € N}
NENI regulani jazyk.

J 0
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Definice 1.6: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ©*
(reflexivni, symetricka, tranzitivni). Potom:

/‘M\
L/

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z¥)u~ v = uw ~ vw.

@ je koneéného indexu, jestliZe rozklad ¥*/ ~ m3
koneény pocet tfid.

e T¥idu kongruence ~ obsahujici slovo u znaéime [u] .,
resp. [u].

Ptiklad 1.6 (Prava kongruence)

@ Relace ~¢pg 'kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,
pokud ux ~eng vx, pak i UXW ~epg vXW.

@ Relace ~p 'prvni a posledni pismeno stejné’ je ekvivalence, aa ~4 bb, ale
aaa 7Ly bba, tedy neni prava kongruence.

@ Relace ~|| 'maji stejny pocet znakii’ neni konecného indexu.
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.1: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle- .
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni: /24

'/

liip
L/

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem, =

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = 6*(qo, u) = *(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice 6*)
@ méa kone¢ny index (kone¢né mnoho stavil)

L= {w|6*(qo, w) € F} = | J {wl6"(q0, w) = q} = |J [W|6" (g0, W) = g~

qgeF qgeF
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

v

@ abeceda automatu vezmeme X
z 7 —
e 7, -

@ za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~ v e ey N
@ podatedni stav qo = [¢] i N
e koncové stavy F = {c1,...,c,}, kde L=,_; ,¢i -
o prechodova funkce &([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).
o L(A)=L

weLaweUizlm"c,»c»WEclv.,.wec,,@[w]:clv.,.[w]:c,,@[w]ch»weL(A)

8 (el w) = w] O
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové

u
@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
tidy ekvivalence 0,1,2 —( 0

L odpovida tFidé 2
a — prechody do nasledujici tridy

b — prechody zachovavaji tfidu.
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Dikaz: Jazyk L +pici neni regularni

o Diikaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni

= pak existuje prava kongruence ~; kone¢ného indexu m, L je
sjednoceni nékterych tiid ¥*/ ~;

@ vezmeme mnozinu Fetézcii S = {ab, abb, abbb, ..., ab™ 1}
o existuji dvé slova i # j, kterd padnou do stejné t¥idy
i#j ab' ~ ab/
pridame ¢/ ab'c’ ~ ablic! ~ je kongruence
spor ab'c' € L & ab/c’ ¢ L s 'L je sjednoceni nékterych tf{d ¥*,

Automaty a gramatiky May 17, 2026 19 /306




Priklad - 'soucin’ automatd

Priklad 1.9

L={w|we{0,1}* |w|o =2k & |w|; =20, k, ¢ € No}, tj.
@ sudy pocet 0
@ a zaroven sudy pocet 1.

o o | ¢t
« = [0,0] | [LO] | [0,1]
0 0.1 [ (L1 (0.0

[1,0] || [0,0] | [1,1]
[1,1] || [0,1] | [1,1]
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Dnesni téma

Iteracni lemma, Redukovany DFA

Marta Vomlelova

MS 303
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

Deterministicky kone¢ny automat (DFA)

= (Qv Za 5, do, F)
Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem
A=(Q,%,d, qo, F) nazveme jazyk 0
L(A) = {w|w € X*&*(qo, w) € F}.
Jazyk L je rozpoznatelny konecnym
automatem, jestlize existuje konecny automat A
takovy, ze L = L(A).
T¥idu jazyk( rozpoznatelnych deterministickymi
konecnymi automaty ozna¢ime F, nazveme
regularni jazyky.

4 b ¢ dv dofa \r(P &
NLh 5 50
1 ; =~ Y
Dnes budeme zkoumat: \
C| ¢ s
» Da se do kazdého stavu dojit? ) i s,
» Je v prechodové funkci cyklus? pdesinos LG PO PO
ez penéz "~ e
) 'O PGS PC
> Jagvaut?mat reduk(?v.at.. ) , I\P g\,s- r s LS (‘
» MauZe byt nedeterministicky? Fd Ke ,,},)w\f,c r

PN T il

ATiiE) © Gl Way 175026



Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1
Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:
@ abbbba ?
@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).
@ aaaaba ?
® aaaaba = (aaa)aba; Vi > 0; (aaa)'aba € L(A).
@ aa’?
@ aa neprojde cyklus, ale délka |aa| < pocet stava.
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Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Véta 2.1: !lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (zavisla na L) tak ze
kazdé w € L; |w| > n mazeme rozdélit na t¥i Casti, w = xyz, ze:

o yFe

e |xy| <n

e Vk € Ny, slovo xy¥z je také v L.
Automat A
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).

@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.

@ Definujme: Vi p; = 6*(qo, a1a2 . . . a;). Plati py = qo.

@ Mame n+ 1 p; a n stavi, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
tj. (3,))(0<i<j<n&pi=p)).

Definujme: x = aja>...a;, ¥ = aj418i42...dj, Z = aj+13j42 ... am, tj.
w=xyz, y ¢, |xy| < n.

Y = ai+1diy2... 8

Ly
X = aiap...aj Z = 8j414dj42..-4dm
—_— > >

Smycka nad p; se mize opakovat libovolné krat a vstup je také
akceptovany. =
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme w = 0"1" € L.
Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢, |xy| < n.

ProtoZe |xy| < n je na zatatku w, obsahuje jen 0.

Z pumping lemmatu: xz € Leg (pro k = 0). To ma ale méné 0 nez 1,
takZe nemiiZe byt v Lg. ]

Priklad 2.3
Jazyk L ={071%;i > 0} neni regularni. J
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Aplikace pumping lemmatu 2

Priklad 2.4

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni. J

Diikaz: Ly slov 1P kde p je prvodislo nenf regularn.

o Predpokladejme Ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvocislo p > n+ 2, ozname w = 1P,

o RozloZzme w = xyz dle pumping lemmatu, necht |y| = m. Pak
|xz| = p—m.

@ xyP~Mz € L, z pumping lemmatu, ale
[xyP~"z| = |xz| + (p— m)ly| = p—m+(p— m)m= (m+1)(p—m)
neni prvodislo (zadny z Ciniteld nenf 1). 0
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'Pumpovatelny’ ne-regularni jazyk

Priklad 2.5 (Ne—regularni jazyk, ktery lze pumpovat)

Jazyk L = {ulu = atb'c’ Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta), ale vzdy lze pumpovat prvni pismeno.
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Definice 2.1: Dosazitelné stavy

Méjme DFA A = (Q, %, 4, qo, F) a g € Q. Rekneme, e stav q je dosazitelny,
jestlize existuje w € X* takové, Ze 6*(qo, w) = q.

Algoritmus 2.1: Hledani dosazitelnych stavil

Dosazitelné stavy hledame iterativné.
o Zactatek: My = {qo}.
o Opakuj: M1 = M;U{qlg€ Q,(3p e M;, 3x e X) §(p,x) = q}
@ opakuj dokud M1 # M;.

Diikaz: Korektnost a Gplnost

o Korektnost: My C M; C ... C @ a kazdé M; obsahuje pouze
dosazitelné stavy.

e Uplnost:
> necht g je dosazitelny, tj. (3w € X*)6"(qo, w) =g
> vezméme nejkratsi takové w = x1...x, tZ. 0°(qo, X1 ...Xn) = q
> zFejmé (5*(qo,X1 .. .X,') e M; (dokonce M; \ M,;l)
> tedy 0"(qo,x1...Xn) € M, tedy g € M,. 0
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Nejednoznacnost

Automat prijimajici dany jazyk neni urcen jednoznacné.

o Jazyk L = {w|w € {1}*&|w| = 3k}.
Ot —0O——0
1 1 1
1
—ge—r—0 O OO

Definice 2.2: Ekvivalence stavi

Rikame, Ze stavy p, g € Q kone¢ného automatu A jsou ekvivalentni pokud:
@ Pro viechny fetézce w € X*; §*(p, w) € F iff §*(q,w) € F.

Pokud dva stavy nejsou ekvivalentni, fikdme, ze jsou rozlisitelné.

Definice 2.3: Ekvivalence automatu!

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli
Ze rozpoznavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).
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Priklad rozlisitelnych stavi

Ptiklad 2.6 (Rozlisitelné stavy)

Automat na obrazku:

1
/0\,/0\
o C a G nejsou ekvivalentni, 6*(C,e) e F | —{( A "8 )2 @ o\ D
ad*(G,e) ¢ F. 1
e A,G: 6*(A,01) = C je p¥ijimajici,
EV L F L)
O

0*(G,01) = E nenl.

@ AE jsou ekvivalentni — €, 1x zrejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavil, 01 a 00
se sejdou ve stejném stavu.

v

Lemma 2.1 (Tranzitivita ekvivalence na stavech) J

Ekvivalence na stavech je tranzitivni.
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Algoritmus 2.2: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavii v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
o Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.
o Indukce: Necht p,g € Q, a € X a o dvojici r,s;r = 0(p,a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.
» opakuj dokud existuje nova trojice p,g € Q, a € X.

1
0
/\% B | x
ﬁAofB\lfg\ D C | x| x
UO D | x| x| x
1 E x | x| x
F | x| x| x X
ElFlfG\ u G| x| x| x| x| x| x
\\/ 0 H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G
0 0

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tfi ekvivalentni dvojice stava.
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Priklad algoritmu hledani rozlisitelnych stavi

Piijimajici  vs. nepfijimajici  stavy
B 1
C x x 0
D x
E X —( A 0 @ 1 /C\ D
F x 1 N O
X
H x ] !
A B C D E F G
1.krokl: &(q, 1) po g € {B,C,H} 1 1 m
B [ x F G H
c T N
D X x
E X x
F X x 0 0
G X X I B a G jsou rozliditelné, 5(A, 0) = B, §(G,0) = G, tj. A,G jsou rozlisitelné.
H [x X | x | x | x | x ®bdobns pro EG vedouci 5(x, 0) do rozliitelnych stavi H,G.
A B C D E F G B [x
1.krok0:  &(q, 0) F pro g {D,F} C x X
B x D x X X
C s X E x X X
D [ x | x | x F x| x| x x
E x X x G x X x X x x|
F X x X X H X X x X x | x]
G x X x x| A B C D E F G
) ST E R B RE | < Gstavaji tri ekvivalentni dvojice stavi.
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Véta 2.2: Korektnost algoritmu hledani rozlisitelnych stava

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.

Diikaz: Koreknost algoritmu

@ UvaZujme Spatné pary stavi, které jsou rozlisitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich péar p, g rozlisitelny nejkrats$im slovem w = a; ... a,.

o Stavy r =d(p,a1) a s = d(q, a1) jsou rozlisitelné krat$im slovem
as...ap takze par neni mezi Spatnymi.
Tedy jsou 'vykfizkované' algoritmem.

@ Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, q. O]

Cas vypoétu je polynomialni vzhledem k poétu stavii.

@ V jednom kole uvaujeme viechny pary, tj. O(n?).

@ Kol je maximaln& O(n?), protoze pokud nep¥idame k¥izek, konéime.

@ Dohromady O(n*).
Algoritmus Ize zrychlit na O(n?) pamatovénim stavii, které zavisi na paru {r,s} a
nasledovanim téchto seznamil 'zpatky'.
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Testovani rovnosti regularnich jazykd

Algoritmus 2.3: Testovani rovnost regularnich jazyki

Rovnost (ekvivalenci) reguldrnich jazykd L, M testujeme nasledovné:
o Najdeme DFA A;, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Am) = M,
QLN Qu =0.
@ Vytvorime DFA sjednocenim stavii a prechodi
(QLU Qm, X, 8, Udm, qr, FL U Fu); zvolime jeden z poéateénich stavi.
@ Jazyky jsou stejné pravé kdyz pocatecni stavy plvodnich DFA jsou
ekvivalentni.

0 1

Priklad 2.7
1
Uvazujme jazyk ” e E X <
{e} U{0,1}*0 pFijimajici ° 0 D ~
prazdné slovo a slova koncici o
. . E | x x | x

0. Vpravo obrazek fjv\./ou ) @ A B C D ‘
DFA a tabulku rozlisitelnych of 11
stav(i. ) !

E 1
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Redukovany deterministicky kone¢ny automat

Definice 2.4: redukovany DFA, redukt

Deterministicky konecny automat je redukovany, pokud
@ nema nedosazitelné stavy a
@ zadné dva stavy nejsou ekvivalentn{

@ prechodova funkce je totalni (pozn. chceme jednoznaény redukt, tj. dead stav

vyzadujeme nebo zakazujeme)

Koneény automat B je reduktem automatu A, jestlize:
@ B je redukovany a

@ A a B jsou ekvivalentni.

1
0
1
El\f/l@

H 0
0/ 1
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Algoritmus 2.4: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

Ptechodovou funkci automatu A doplnime na totélni pfipadnym
pridanim dead stavu.

Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

Najdeme rozklad zbylych stavi na tfidy ekvivalence.

Konstruujeme DFA B na tridach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, ozna¢ime T t¥idu ekvivalence §(q, a) a definujeme

~v(S,a) = T. Tato tfida musf byt stejnd pro vSechny g € S.

Pocate¢ni stav B je tfida obsahujici pocate¢ni stav A.

Mnozina pfijimajicich stavii B jsou bloky odpovidajici pfijimajicim
staviim A.
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Priklad redukovaného DFA

1

0
~(a ()
o 0
1

1
1
0 0 0 1
B X
C X
E x | x Tridy ekvivalence:
F X X X X
N {AE}{B.H}.{C},{F}.{G}
A B C E F G
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Automatovy homomorfizmus

Definice 2.5: automatovy homomorfizmus

Necht A;, A; jsou DFA. Rekneme, Ze zobrazeni h: Q. — Q> Qi na Q, je
automatovym homomorfizmem, jestlize:

h(qo,) = qo, 'stejné’ pocatedni stavy
h(91(g,x)) = 02(h(q),x) 'stejné' prechodové funkce
ge FL< h(q) € R 'stejné’ koncové stavy.;

Homomorfizmus prosty a na nazyvame isomorfizimug.

"
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Automatovy homomorfizmus

Véta 2.3: Véta o ekvivalenci automatu

Existuje-li homomorfizmus konecnych automati A; do A, pak jsou A; a A,
ekvivalentni.

@ Pro libovolny Ffetézec w € ¥* konenou A A;
iteraci h
> h(61(q, w)) = 63(h(q),w) SRR

o dale:w € L(A1) & 07(qo,,w) € Ay
<~ h(aik(qu, W)) ek
& 55(h(a0,). w) € Fa wg. W
~ 5;(q02,W)EF2 .... R
& we l(A) “ “
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Redukty a jejich ekvivalence
Lemma 2.2

Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou izomorfni.

Proof.
o Kazdy stav g € @ je dosazitelny. Najdeme pro néj slovo g = 65 (qo,, w)
o a definujeme h(q) = 35(qo,, w).

o Lze dokazat, ze je h korektné definovana funkce, zachovava vlastnosti
homomorfizmu (qo, F,d) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

]

"~ Véta 2.4: Redukt

Pro kazdy deterministicky konecny automat A, ktery pfijima alespon jedno
slovo, existuje redukovany DFA, ktery je s nim ekvivalentni.

Definice 2.6: Redukt

Reduktem DFA A nazyvame redukovany automat s A ekvivalentni.
Z predchozi véty plyne, ze vSechny redukty automatu A jsou izomorfni.
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Pro nedeterministické FA to tak snadné neni

Priklad 2.8

Nedeterministicky FA na obrazku mazeme redukovat vypusténim stavu C.
Stavy {A, C} jsou rozlisitelné vstupem 0, takze algoritmus pro DFA redukci
nenajde.

Mohli bychom hledat exhaustivnim vypoctem. (minimalizace NFA je
PSPACE-complete).

0,1

Automaty a gramatiky May 17, 2026 42 /306



Dnesni téma

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovavajici
regularitu

Marta Vomlelova

MS 303
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Nedeterministické konecné automaty s e prechody (e-NFA)

Nedeterministicky automat mize byt ve vice stavech paralelné. Ma schopnost
'uhodnout’ néco o vstupu.

NFA prijimajici vSechna slova konéici O1.

01

(o )=(=)
—( 4o q1 q2
N

NFA zpracovava vstup 00101.

\\ \

(stuck) q1 —» G2 (stuck) 4> q2

q0
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Definice 3.1: Nedeterministicky kone¢ny automat s e ptechody (¢-NFA)

Nedeterministicky kone¢ny automat s e prechody (e-NFA) A = (Q, X, 4, qo, F)
sestava z:

@ konecné mnoziny stavii, zpravidla znaime Q

@ konecné mnoziny vstupnich symboli, znacime ¥

@ prechodové funkce, zobrazeni ¢ : Q@ x (X U {e}) — P(Q) vracejici

podmnozinu Q.
@ pocatecni ho stavu?® qp € Q,
@ a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavia F C Q.

2alternativa: mnoziny pocateénich stavi Sp C Q

Priklad 3.1
Tabulka pro e-NFA z predchoziho slajdu A = ({qo, 91, 92}, {0,1}, 9, g0, {g2}) je:
§ | € 0 1
—q || 0| {90, 91} | {90} .
q || 0 [ {3}
xqo || 0 0 0

v
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Koneéné automaty s € prechody

@ e-prechod znamena prechod bez precteni vstupniho symbolu.

Ptiklad 3.2 (e-NFA, silné nedeterministicka o)

(1) Volitelné znaménko + nebo -,
(2) Fetézec ¢islic,
(3) desetinn4 tecka a
(4) d
01,....9

€, +a -
—( 9o g1

(o)

al3f Fetézec Cislic. Nejméné jeden z Yetézcd (2) a (4) musi byt neprazdny.
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P¥iklad 3.3 (Pfechodova funkce v tabulce)
Predesly e-NFA je: E = ({qo0,q1,---,a5},{,+,—,0,1,...,9},9,90,{gs}) s 9:
5 Jle |+-]. ]01...9
q | {a} | {a} |0 0
q1 0 0 {q2} | {q1,q4}
92 1] 1] 0 {q3}
q3 {gs} | 0 0 {as}
a || 0 0 {as} | 0
*qs || 0 ) ) )
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e—uzaver

Definice 3.2: e—uzavér

Pro g € Q definujeme c—uzavér eclosure(q) rekurzivné:
e Stav g je v eclosure(q).
o Je-li p € eclosure(q) a r € §(p, €) pak i r € eclosure(q).

Pro mnoZinu stavii S C Q definujeme eclosure(S) = (J s eclosure(q).

Ptiklad 3.4 (e uzavér)

o eclosure(qo) = {qo.q1} A" o

o cclosure(qy) = {q1} 5 st @
@ cclosure(qs) = {q3, 95, Gs } 01,....9 s
o eclosure({qs, qa}) = {943, 94,Gs, g6 }

= ®
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Rozsitena prechodova funkce a jazyk prijimany e-NFA
Definice 3.3: §* pro eNFA

Necht E = (Q, X, 4, qo, F) je e-NFA. Rozsifenou prechodovou funkci 6* defin-
ujeme nasledovné:

@ 5*(q,€) = eclosure(q).
@ Indukéni krok: v = wa, kde w € £*, a2 € L.

6*(q, wa) = eclosure U 5(p, a)

pES*(q,w)
Priklad 3.5
0*(qo,€) = eclosure(qo) = {qo,q1}
5*(qo, 5) _eclosure(qué* (60,) 4(q,5)) =eclosure(d(qo,5) Ud(q1,5))= {q1,q4}
5*((70,5 ) - ec/osure(é(ql,.)US(q4,.)) :{CI2,‘737‘75,‘76
0*(qo,5.6)= eclosure(0(q2,6) U d(g3,6) U d(gs, 6)) = {g3,95, 6}

7/(1\ 01

Nt N\
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Jazyk prijimany eNFA
Definice 3.4: Jazyk ptijimany cNFA

Méjme nedeterministicky koneény automat eNFA A = (Q, X, 4, qo, F), pak
L(A) = {w] 6" (qo, w) N F # 0}

je jazyk pfijimany automatem A.
Tedy L(A) je mnozina slov w € X* takovych, Ze 6*(qo, w) obsahuje alesporn
jeden ptijimajici stav.

Priklad 3.6
Automat z pfedchoziho slajdu p¥ijima jazyk L = {w|w kon¢i na 01,w € {0,1}*}.
Diikaz indukci konjunkce tvrzeni:

@ 5*(qo, w) obsahuje qo pro kazdé slovo w.
01

@ 0*(qo, w) obsahuje gy iff w konéi 0.
@ 0*(qo, w) obsahuje g, iff w konéi 01. —( q @—L@
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Konfigurace automatu, Vypocetni graf

Definice 3.5: Konfigurace DFA, eNFA

Méjme eNFA A= (Q,X,0,q0, F), g € Q, v € X*, pak dvojice (g, v) oznaluje
konfiguraci kone¢ného automatu, nachézejiciho se ve stavu g s neprectenym
vstupem v.

Definice 3.6: Vypocetni strom, graf e/NFA

Méjme NFA A = (Q,X, 4, qo, F) a vstupni slovo w € X*. Uzly vypocet-
niho grafu jsou konfigurace A nad slovem w, orientované hrany znadi mozny
prechod mezi konfiguracemi, tj. z (p, au) vede hrana do (g, u) pravé kdyz

q € 6(p, a).

0 0 1
(90,00101) —— (qo,0101) ——— (qo,101) ———— (o, 01)

0 0
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Podmnozinova konstrukce (s e—pfechody)

Véta 3.1: Podmnozinova konstrukce (s e—pFechody)

Jazyk L je rozpoznatelny e-NFA pravé kdyz je L regularni.

Algoritmus 3.1: Podmnozinova konstrukce (s e—prechody)

Pro libovolny e-NFA N = (Qn, X, dn, go, Fn) zkonstruujeme DFA D =
(@b, X,0p, gp,, Fp) prijimajici stejny jazyk jako N.
@ Nové stavy jsou e-uzaviené podmnoziny Q.
Qp C P(Qn), VS C Qu : eclosure(S) € Qp. V Qp mize byt i (.
o Pocatecni stav je e-uzavér qq.
gp = eclosure(qo).
@ Prijimaci stavy jsou vsechny mnoziny obsahujici néjaky prijimajici stav.
Fo={S|S€ Qp & SnFy#0}.

@ Prechodova funkce sjednoti predchody z jednotlivych stavil a uzavre
eclosure.

ALl ina $ [ C N\ A1 | £ (o N\
Automaty a gramatiky May 17, 2026
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Ptiklad podmnozinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}

0,1
|0 | 1
[N [
—{q} || {90, a1} | {q0}
{a1} || 0 {a2}
g} || 0 0

{QO7CI1} {q07q1} {QO,qz}
#{qo, g2} {g0.q1} | {qo0}
w{qr, g} || 0 {g2}

*{qo0, g1, g2} {90, a1} | {90, 92}
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Rozsiteny Priklad podmnozinové konstrukce

0,1
| o |1 | 2
RN 0 0

—+{AB,C} | {B,C.aq1} | {C} {C}

{Ba C, ql} {Ca ql} {Ca ql} {C}
{ct | {Ca} |{C

{C7 ql} {C’ ql} {C7 q2}
*{C7 q2} {Ca ql} {C}
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Véta 3.2: Pfevod «-NFA na DFA

Pro DFA D = (Qp, %, dp, qp,, Fp) vytvoreny podmnozinovou konstrukci z
NFA N = (Qw, X, dn, qo, Fn) plati L(N) = L(D).

Proof.
Indukci dokazeme: 65(qo, w) = dx(qp,, w). O

Ptiklad 3.7 ('Tézky' pfipad pro podmnozinovou konstrukci)

Jazyk L(N) slov 0's a 1's takovych, Ze n—ty symbol od konce je 1. Intuitivné si
DFA musi pamatovat n poslednich prectenych symbold.

0,1
1 0.1 0.1 0,1 0.1

@ Aplikace hledani v textu
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Mnozinové operace nad jazyky

Definice 3.7: Mnozinové operace nad jazyky

Méjme dva jazyky L, M. Definujme nasledujici operace:
(1) binarni sjednoceni LUM ={w|w € LV w € M}

» Ptiklad: jazyk obsahuje slova zadinajici a' nebo tvaru b/c/.
(2) prinik LM ={wjw e L & w € M}

> Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky koncici na 'baa’.
(3) rozdil L - M ={w|lwe L& w¢ M}

» Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekondici na 'baa’.
(4) doplnék (komplement) L= —L={w|w¢ L} =%* L

> Ptiklad: jazyk obsahuje slova nekondcici na 'a’.

Theorem (de Morganova pravidla) Dikaz ze vztahi
— &, V, .
LnM=LUM
M T

Z*
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Véta 3.3: Uzavienost na mnozinové operace

Méjme regularni jazyky L, M. Pak jsou nasledujici jazyky také regularni:
(1) sjednoceni LU M,

(2) pranik LN M,

(3) rozdil L — M,

(4) doplnék L =X* — L.

Diikaz: Uzavrenost RJ na doplnék Priklad 3.8

@ Pokud ¢ neni pro nékteré dvojice g, a Jazyk

definovana, pfidame novy nepfijimajici stav {W-l w E {? 1}*01}
i a do né&j prechod pro vse dfive 0 1
Qfail ) P p ﬁs

nedefinované plus Va € ¥: §(qfir, ) = Gfail-

@ Pak stadi prohodit koncové a nekoncové 1 0
stavy prijimajiciho deterministického FA, tj.

0 1
Fcomp/ement = Qa — Fa. O *) 0 e
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Konstrukce soucinu automatu

Dikaz: Prinik, sjednoceni, rozdil

@ Pro sjednoceni a rozdil doplnime funkci § na totalni.
@ Zkonstruujeme soucinovy automat,
Q = (Qu X @2, X,8([p1, p2], x) = [01(p1, X), 62(p2, )] [d0,, 0., F)
@ prinik: F=F x F,
@ sjednoceni: F = (F1 x Q) U (Q1 x Fp)
e rozdil: F=F; x(Qx— F). 0O

PFl’kIad soudinu automatd (prl‘]nikjazyki]) Slova obsahujici 0,1, oboje.

Input

w

8%03 : * a

4
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Priklady na uzavérové vlastnosti

Priklad 3.9

Konstruujeme konecny automat pfijimajici slova, kterd obsahuji 3k + 2 symboli 1
a neobsahuji posloupnost 11.

@ Prima konstrukce je komplikovana.

o Ly ={wlw e {0,1}*&|w|; =3k +2}
o Lr ={wlu,ve{0,1}*&w = ullv}
o L= L1 - L2.

Priklad 3.10
Jazyk M slov s rliznym poctem 0 a 1 neni regularni.
o Je-li M regularni, M = ¥* — M je také regularni.

@ O M vime, Ze regulérni neni (pumping lemma).
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Jesté jeden priklad

Priklad 3.11
Jazyk Loy = {0V : i # j,i,j € No} nenf regulérni.

Jazyk Loy = {0'1;i,j € No} je regularni, umime sestrojit kone¢ny automat.
Lop — Lo#l = {Oi].i 1 E No}
Z uzavérovych vlastnosti vime, Ze rozdil regularnich jazykd je regularni.

Jazyk Lo; regularni je.

Ptedpokladejme, Ze Loz je regulérni. Pak by i {01 : i € No} musel byt
regularni, coz neni - SPOR.
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Retézcové operace nad jazyky

Definice 3.8: Retézcové operace nad jazyky

Nad jazyky L, M definujeme nasledujici operace:

zietézeni jazyki
mocniny jazyka

pozitivni iterace

obecna iterace

otoceni jazyka
(=zrcadlovy obraz,reverze)
levy kvocient L podle M
leva derivace L podle w
pravy kvocient L podle M
prava derivace L podle w

LM={uv|luel & veM}
Lx=L{x}axl={x}.LproxeX

L0 = {e}
L =i
Lr=1'UL2.. = Up, L

L=L00Ulrul?. . .=l

tedy L* = L+ U {e} -

LR = {uRlue L}

(xaxa ... %) = xox ... x0x

M\ L={vjuve Ll & ue M}

OwL = {w} \ L (pozn. derivace bude i v jiném vyzna
L/M={uluvel &veM}

ORL = L/{w}.
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Véta 3.4: Uzavrenost reg. jazyki na fetézcové operace
Jsou—li L, M regularni jazyky, je reguldmi i L.M, L* L+, LR, M\ La L/M.

Lemma (L.M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M. J

Vezmeme DFA Al = (Q1,2761, q1, Fl), pak A2 = (Qz, 2752, q2, F2) tak ze
L=L(A)) a M=L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {qo},X,d, qo, F2) kde:
Q= Q1UQ, predpokladdme riiznd jména stavd, jinak pfejmenujeme
konéime az po precteni slova z Lp

0(q0.€)  ={a,a} pro g1 € F1 tj. e € L(A)

6(qo,€)  ={a1} pro g1 ¢ F1 tj. e ¢ L(A;)

5(qo,x) =0 pro x € ¥

d(q,x) ={d(g,x)} pro g € Q1 & d1(q,x) ¢ F1  politdme v A;
={61(g,x), g2} pro g€ @ & d1(g,x) € F;  nedet. prechod z A;
= {d2(q,x)} pro g € Q> poditdme v A,.

= 1
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Uzavrenost iterace

Lemma (L*, L) J

Je—li L regularni jazyk, je regularni i L*, L.

o ldea: opakovany vypoclet automatu A= (Q, %, 4, qo, F)
@ realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart

@ speciélni stav pro prijem € € L% (pro L vynechame ¢&i ¢ F).

Dikaz: Dikaz pro L*

Vezmeme DFA A= (Q, %, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme NFA automat B = (QU {gg}, X, 95, g5, F U {gs}) kde:
0g(gs,€) = {qgo} novy stav gg pro pfijem ¢, prejdeme do g
ds(gs,x) =10 pro x € ¥
ds(g,x) ={d(q,x)} pokud g € Q & d(q,x) ¢ F uvnitf A
={d(q,x),q0} pokud g € Q & (g, x) € F mozny restart
Pak L(B) = L(A)" (45 € Fs), L(B) = L(A)* (qs ¢ F). =
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Uzavrenost reverze

Lemma (LF) J

Je-li L regularni jazyk, je regularni i LR.

o Zrejmé (LR)R = L a tedy sta&i ukazat jeden smér.
@ idea: obratime Sipky ve stavovém diagramu; nederministicky FA

Vezmeme DFA A= (Q, %L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (QU{gs}, X, d5, g5, {qo}) kde:

e 08(q,x) = {pld(p.x) =q} pro g€ Q
"] 5B(q3,e) = F, 5B(q5,x) = @
@ Pro libovolné slovo w = x1x5 ... x,

> qo,q1,q2,.-.,qn je prijimajici vypoclet pro w v A
<~
> GB8,qn, Qn—1,--.,,q2, 1, Go je prijimajici vypolet pro wf v B. ]

X R4 ieaan A indnadi 2] ntiilmaiis! ~ntamat
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Uzavrenost kvocientu

Lemma (M \ L a L/M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je reguldrnii M\ L a L/M. J

@ ldea: A;, budeme startovat ve stavech, do kterych se |ze dostat slovem z M.

o Vezmeme DFA A= (Q, %L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky NFA B = (Q U {qg.}, X, d, g, F) kde:
@ a pridame prechod 6(qe,€) = {glg € Q & (3u € M) g = 6*(qo, u)} do
stavli, kam lIze dojit slovem z M.
> |ze nalézt algoritmicky
({q; L(Aq) nM# 0 kde Ag = (Q72757 qo;, {q})})
eveM\L
< (ueMyuwel
< (Gue M,3g € Q) é(qo,u) =q & 6(q,v) € F
< 39 € 6(ge,€) & 6(q,v) € F
& veLB).
L/M = (MR\ LR)R, O
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Dnesni téma

Regularni vyrazy, Dvousmérné FA

Marta Vomlelova

MS 303
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Definice 4.1: Regularni vyrazy (Regular Expression) (RegE), hodnota Reg]

Regularni vyrazy «, 8 € RegE(X) nad kone¢nou neprazdnou abecedou ¥ =

{a1,a,...,a,} a jejich hodnota L(«) jsou definovany induktivné:
vyraz & pro hodnota L(a) = [a]
. € prazdny fetézec L(e) = {e}
° Zaklad: 0 prazdny vyraz L@ ={}=0
a aex L(a) = {a}.
o Indukce:
vyraz  hodnota poznamka
a+p Lla+p8)=L@)UL(B) vgrep, re]
af L(aB) = L(a)L(B) mizeme znadit ., ale plete se s UNIX gt
a* L(a*) = L(a)*
(a) L((a)) = L() zavorky neméni hodnotu.

Kazdy regularni vyraz dostaneme indukci vyse, tj. tfida RegE(X) je
nejmens{ tfida uzaviena na uvedené operace.

Lemma 4.1
Jazyk L(e) = {e} = 0*. V definici jr jen pro vyznam symbolu L(e).
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Priklady regulanich vyrazii, priorita

Definice 4.2: priorita

Nejvy$si prioritu mé iterace *, nizsi konkatenace (zfetézeni), nejnizsi sjedno-
ceni +.

Ptiklad 4.1 (Regularni vyrazy)
Jazyk stfidajicich se nul a jednicek Ize zapsat:
e (01)* 4+ (10)* +1(01)* + 0(10)*
e (e+1)(01)*(e+0).
Jazyk L((071071071)*0") = {w|w € {0,1}*,|w|; = 3k, k > 0}.
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Kleeneho véta

Véta 4.1: lvarianta Kleeneho véty

@ Kazdy jazyk prijimany kone¢nym automatem lze zapsat jako regularni
vyraz.

@ Pro kazdy jazyk popsany reguldrnim vyrazem existuje e-NFA (a tedy i
DFA), ktery ho pFijima.
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Prevod RegE vyrazu na e~NFA automat

Prevod RegE vyrazu na e-NFA automat.

Dikaz indukci dle struktury R. V kazdém kroku zkonstruujeme e-NFA E
rozpoznavajici stejny jazyk L(R) = L(E) se tfemi dal$imi vlastnostmi:

© Pravé jeden prijimajici stav.

@ Zadné hrany do podateniho stavu.

@ Z4dné hrany z koncového stavu.

Zaklad: Soucet R+ S:—
Prazdny fetézec ¢
Indukce: |
Prazdna mnoina 0 Ziewgzen( RS: 10 n ol o |
a€X: vjraz a Iterace R*: — -0 R

=)

€
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Konverze NFA na RegE eliminaci stavi

o Efektivnéjsi algoritmus na tvoreni reguldrniho vyrazu z automatu.

@ Dovolime regulérni vyrazy jako popisky na hranach grafu (transformovaného
automatu).

@ lterativné eliminujeme uzly. P¥i eliminaci s, spojime kazdého rodice s kazdym

ditétem s a anotujeme hranu.
Stav s vybran k eliminaci Vysledek eliminace s z predchoziho grafu.

Rii + Q1S*Py

Ro1 + QoS*P
o @57 B + Q15*Prn

Rim + QkS* Py
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Eliminace stavu s

Eliminace stavu s

1: procedure ELIMINACE( S, Q, ORege )

2 S = label smy¢&ky nad s nebo 0

3 for kazdou hranu g; — s do

4 for kazdou hranu s — p; do

5: R <« label(q; — p;) nebo 0

6 Q < label(q; — s) nebo

7 P+ label(s — p;) nebo

8 if neexistuje hrana q; — p; then
9: vytvof hranu gq; — p;

10: end if

11: label hrany(q; — pj) = R+ QS*P
12: end for

13: end for

14: odstran vSechny hrany obsahujici s z ¢’

15: return Q \ {s},d’
16: end procedure
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Konstrukce regularniho vyrazu RegE z e-NFA

@ Znaky na hranich prepieme na regularni vyrazy (jejich soucet).
@ Pro kazdy cilovy stav g € F aplikujeme pfedchozi redukci na vSechny
peQ\{q,q}.

R v
Pro g # go vezmeme S
o
RegE(q) = (R+ SU*T)*SU*. —
T
R
Pro g = go vezmeme
()

RegE(q) = R".

—>

@ Selteme vyrazy (jazyky sjednotime) pres vSechny pfijimajici stavy;
RegE(NFA) = ®4crRegE(q).
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Priklad 4.2

NFA prijimajici slova s 1 na 2. nebo 3. pozici od konce.

ﬂ& 1 @ 01 @ 01 @ pivodni automat

a@) ! @ L @ L @ Retézce nahradime RegE.

0+1

H@ 1(0+1) @ 0+1 @ Eliminujeme B.

0+1

”@) 100y @ Eliminujeme C.

A mame RegE vyraz: (0+1)*1(0+1)+ (0+1)*1(0+1)(0+1).

Nejdfiv eliminujeme uzly ne—cilové a ne-startovni q¢ ¢ F, q # qo.
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Zjednoduseni regularnich vyrazl (netfeba znat)

Lemma (Dalsi vlastnosti bez diikazu)

@ Zjednoduseni navrhu automati

LO=0.L = 0
{et.L=L{e} = L
Ly =
(Li+L2)* = Li(LeL})” = L3(LiL3)"
(Li.L)R = LR.LF
Ow(L1 + L) = 0uw(L1)+ 0w(L2)
ow(XT*—-L) = ¥ -0,L
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Shrnuti prevodli mezi reprezentacemi regularnich jazyki

Prevod NFA na DFA
o e uzavérv O(n®) -
prohledava n stavii
nasobeno n? hran pro e
prechody.

O(n
") O(n32m)

@ Podmnozinova konstrukce,

DFA s az 2" stavy. Pro
kazdy stav, O(n®) &asu na
vypocet prechodové funkce.

Pfevod DFA na e-NFA

@ Pridat mnozinové zavorky k prechodové funkci a pfechody pro € u e—NFA.
Prevod automatu DFA na RegE regularni vyraz

O(n34")

e O(n%4") = O(4™). (Vyrazy O(...) v grafu je mozné zjednodusit vynechanim
polynomu. SloZit&j$i vyraz znazorfiuje i napt. potfebu O(n3) i v ptipadé, Ze
pocet stavii DFA z NFA bude 'jen’ konstantnim nasobkem poctu stavii NFA.

RegE vyraz na automat

@ V &ase O(n) vytvofime e—NFA.
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Rozhodovaci problémy pro regularni jazyky!
Véta 4.2: Test ne—prazdnosti regularniho jazyka

Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk pfijimany DFA, NFA, e-NFA je prazdny.

Jazyk je prazdny pravé kdyz zadny z koncovych stavil neni dosazitelny.
Dosazitelnost Ize testovat O(|Q)?).

Véta 4.3: Test naleZeni do regularniho jazyka

Pro dany fetézec w; |w| = n a regularni jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,
zda je w € L.

o DFA: Spust automat; pokud |w| = n, pfi dobré reprezentaci a konstatnim
Case prechodu O(n).

e NFA o s stavech: ¢as O(ns?). Kazdy vstupni symbol aplikujeme na viechny
stavy predchoziho kroku, kterych je nejvys s.

@ ¢—NFA - nejdfive uréime e—uzavér. Pak aplikujeme prechodovou funkci a
e—uzavér na vysledek.
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Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty

o Konecny automat provadi nasledujici

innosti:

> precte pismeno q |

> zméni stav vnitfni jednotky Reject :

» posune ¢teci hlavu doprava X | Accept/Reject
o Cteci hlava se nesmf vracet.

Definice 4.3: Deterministické Dvousmérné konecné automaty

Deterministickym dvousmérnym konec¢nym automatem nazyvame pétici
A=(Q,X,4,qo, F), kde

Q Q je kone¢nd mnozina stavi,

@ X je kone¢nd mnozina vstupnich symbolii

@ prechodové funkce § je zobrazeni @ x ¥ — Q x {—1,1} rozsitrené o

pohyb hlavy
Q qo € Q pocatelni stav
@ mnozina pfijimajicich stavi F C Q.

Pozn.: Je deterministicky, nedeterministicky oy : @ X £ — P(Q x {—1,1}).
Pozn.2: Nulovy pohyb hlavy lze, jen trochu zkomplikuje dikaz dale.
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Vypocet dvousmérného automatu

Definice 4.4: Vypocet dvousmérného automatu

Slovo w je prijato dvousmérnym konecnym automatem, pokud:
@ vypocet zacal na prvnim pismenu slova w vlevo v pocateénim stavu
@ Cteci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém prijimajicim stavu

@ mimo ¢tené slovo neni vypocet definovan (vypocet zde konéi a slovo
neni pfijato).

Y

a I
Reject | .
X | Accept/Reject

o Ke sloviim si mlzeme pridat specialni
koncové znaky # ¢ ¥

o funkce dy odstrani # zleva, 0% zprava.

e T T Ey— ey 7, 257 515



Priklad dvousmérného automatu

Ptiklad 4.3 (P¥iklad dvousmérného automatu)

Necht A= (Q,X,d,qi, F). Dvousmérny koneény automat
B=(QUQ UQIU{qo,an,qv}, T U {#},4l,q0, {qv}) pfijimajici jazyk
L(B) = {#u#|uu € L(A)} (toto NENI levy ani pravy kvocient!) definujeme
nasledovné:
sl xeY | # poznamka
o | qn,—1 | q1,+1 | g1 je pocitek A
q p7+1 q|7_1 pzd(q,X)

gl | pll,+1 | qv,+1 | g€ F,p=6(q,x)

1 q
gl | pll,+1 | qn,+1 | ¢ F,p=6(q,x) at
S Il ign
' Y
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Dvousmérné a jednosmérné konecné automaty

Véta 4.4: 1

Jazyky prijimané dvousmérnymi koneCnymi automaty jsou pravé regularni
jazyky.

Dikaz: konecny automat — dvousmérny automat

@ Konecny automat predeveme na dvousmérny pfidanim posunu hlavy

vpravo
°e A= (QazaaaquF) —2A= (QazaalaqO)F)' kde
8!(q,x) = (8(g, x), +1). O

@ Moznost pohybovat Cteci hlavou po pasce nezvétsila silu kone¢ného
automatu (dokud na pasku nic nepiSeme!).

@ Pro dikaz potrebujeme pripravu.
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Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Algoritmus 4.1: Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

| u v
T

T
Definujeme funkci f, : QU {qg} — QU {0} |
qo |
° fu(q(l)) popisuje v jakém stavu poprvé : % ' g
odejdeme vpravo, pokud zaneme vypocet . g
vlevo v pocatecnim stavu qg,
@ symbol 0 znadi, ze dana situace nenastane
(odejdeme vlevo nebo cyklus),

u v

@ Definujeme ekvivalenci slov nasledovné: u ~ w <Sger f, = £y,
> tj. slova jsou ekvivalentni pokud maji stejné 'vypoctové’' funkce.

o fu,(p); p € Q v jakém stavu opét odejdeme
vpravo, pokud zacneme vypocet vpravo v p

Regularnost 2DFA |
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Konstruktivni diikaz véty o 2DFA

o Potfebujeme prevést navraty na linearni
vypocet. ! ! ! ! ! !
I

|

@ Zajimaji nas jen prijimajici vypocty SRR
e Divdme se na fezy mezi symboly (v jakém D '

stavu pfechazi na dal3i poli¢ko)

P - Algoritmus 4.2: 2DFA — NFA
ozorovani:

@ stavy se v prechodu fezu stfidaji o Najdeme vSechny mozné
(doprava, doleva) fezy — posloupnosti stavil (je

@ prvni stav jde doprava, posledni jich kone€n& mnoho).
také doprava o Mezi fezy definujeme

@ v deterministickych pfijimajicich nedeterministické prechody
vypoctech nejsou cykly podle ¢teného symbolu.

@ prvni a posledni fez obsahuji jediny @ Rekonstruujeme vypocet

skladanim fezl jako puzzle.

stav.
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Algoritmus 4.3: Formalni prevod 2DFA na NFA

Necht A = (Q,X,d,q0,F) je dvousmérny (deterministicky) konecny
automat. Definujeme ekvivalentni nedeterministicky automat B =
(Q,%,4!,(qo0), F!) kde:
e Q! jsou vdechny korektni prechodové posloupnosti :E:
» posloupnosti stavii (¢%,...,¢%);q' € Q —IL'—?'—
> délka posloupnosti je lichd (k =2m + 1) —e—e—
> 7adny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici !
(Vi #J) (6 # a7) & (Vi £ )@ # ¢¥*) % :

o Fl ={(q)|g € F} posloupnosti délky 1 ,
e 6l(c,a) = {d|d € Ql&c 2 d je lokaln& konzistentni prechod pro a} | {
d

> existuje bijekce: h: Codd U deven — Ceven U doda, tak, Ze: ¢
» zachovava usporadani

> pro h(q) € Ceven je (h(q), —1) = d(q, a)

> pro h(q) € dodd je (h(q),+1) = é(q, a).

L(A) = L(B) J

Trajektorie 2DFA A odpovidé fezim v FA B, odtud L(A) = L(B).
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Priklad prevodu 2DFA na NKA

Mozné fezy a jejich prechody

o Méjme nasledujici @ Doleva jediné r — vSechny sudé pozice r, tj. jedina
dvousmérny suda
koneény automat: o mozné tezy: (p),(q), (p.r.q),(q,r,p).
a b a b
pRt At ok () ()
*qopatt e (a) | (a).(a.rp)
r el rb [ (pira)
(a.rp) (a)
Ukazka (zacykleného, nepfijimajiciho)
vypoctu:
2 abaabaabb gedyNFa
PP P Q9 qgq a a
r
a
P g qgq b
SO )
P qg
ror b
p
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Automaty s vystupem

Ukazkou automati s vystupem je Mealyho a Moorelv stroj. Stavim nebo

prechodlim se pFifadi navic tzv. znackovaci (vystupni) funkce. Kapitolka odsunuta
do dodatki.

Marta Vomlelova
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Koneéné automaty — shrnuti

Konecny automat

» redukovany deterministicky automat (Ize definovat i jednoznaény)
> nedeterminismus e-NFA, 2", (dvousmérny FA n")
Regularni vyrazy
Automaty a jazyky
> regularni jazyky
uzavfenost na mnozinové operace
uzavrenost na fetézcové operace
uzavrenost na substituci, homomorfizmus a inverzni homomorfizmus,
automaty vyse i regularni vyrazy popisuji stejnou tridu jazykd.

vVvyVvVvyy

Charakteristika regularnich jazyk

» Mihyll-Nerodova véta (kongruence)

> Kleeneova véta (elementarni jazyky a operace)

> lteralni (pumping) lemma (iterace podslov, jen nutnd podminka).
Dvousmérny automat, pokud nesmi psat na pasku, prfijima jen regularni
jazyky.

» Dvousmérné automaty a automaty s vystupem se nezkousi.
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Dnesni plan

Kleenova véta - regularni vyrazy reprezentuji pravé jazyky prijimané
konecnymi automaty.

Substituce, homomorfizmus, inverzni homomorfizmus,

Dvousmérné koneéné automaty (nezkousi se).

Automaty s vystupem jediné na cviCenich.
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Dnesni téma

Bezkontextové (CFG) a Obecné Gramatiky,
Viceznacnost v CFG

Marta Vomlelova

MS 303
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Palindromy

Opakovani definice: palindrom

Ptiklad 5.1 (Gramatika)
Palindrom je fetézec w stejny pri Ctenf .
zepredu i zedadu, tj. w = wF. G = ({5} {0t} P, 5),
S—e
o Priklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’. S0
P=< S—t
Lemma S — 0So
Jazyk Lpy = {w|w = wR, w € £*} neni S — tSt
4

regularni. T

o Diikaz sporem. Predpokladejme L, je reguldrni, necht n je konstanta
z pumping lemma, uvaZujme slovo: w = 0"to".

@ z pumping lemmatu lze rozlozit na w = xyz, y obsahuje jednu nebo
vice z prvnich n o-Cek. Tedy xz ma byt v L, ale ma méné o-Cek vlevo
od 't' nez vpravo, tedy nenfi palindrom. lteracni lemma pro jazyk Ly

nedokaze najit nI Froto L,.; neni regularni. M
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Formalni (generativni) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definice 5.1: Formalni (generativni) gramatika

Formalni (generativni) gramatika je G = (V, T, P, S) sloZena z
o koneéné mnoziny neterminali (variables) V
@ neprazdné kone¢né mnoziny terminalnich symbolid (terminala) T
@ pocatecni symbol S € V.
@ kone¢né mnoziny pravidel (produkci) P reprezentujici rekurzivni
definici jazyka. Kazdé pravidlo ma tvar:
» Ay s w, AeV,B,yv,we (VUT)"

tj. leva strana obsahuje aspon jeden neterminalni symbol.

Opakovani definice: Bezkontextova gramatika CFG

Bezkontextova gramatika (CFG) je G = (V, T, P, S) gramatika, obsahujici
pouze pravidla tvaru

A= w AeV,we (VUT)
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Chomského hierarchie

Definice 5.2: Klasifikace gramatik podle tvaru pfepisovacich pravidel

e gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky Lo)
pravidla v obecné formé o« — w, a,w € (VU T)*,  obsahuje neterminal
e gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)
> pouze pravidla ve tvaru yAS — ywf3
AcV,y,Be(VUT)*,we (VUT)H!
> jedinou vyjimkou je pravidlo S — €, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £5)
pouze pravidla ve tvaru A - w, A€ V,w e (VUT)*
e gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni gramatiky, regularni
jazyky L3)
pouze pravidla ve tvaru A - wB,A - w,A,Be V,we T".
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyki
LoD L1 2L 2 Ls

@ dokonce vlastni podmnozZiny (pozdéji)
Lo 2 L4 rekurzivng spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla YAB — ywp obsahuji vlevo neterminal A
Lo O L3 bezkontextové jazyky zahrnuji regulrni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (VU T)*
L1 D L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky
problém je s pravidly typu A — ¢, ale ta umime eliminovat.

Ptiklad 5.2 (Notace)

a,b,c,1,%,( terminaly

A B, C netermindly, proménné

w,z fetézec terminali

X, Y bud terminal nebo neterminal

a, B, fetézec (T U V)*

A—alp {A — «a,A — B}, OR, kompaktni zépis vice pravidel.
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Definice 5.3: Derivace =*

Méjme gramatiku G = (V, T, P,S).
o Rikdme, Ze a se pfimo prepie na w (piSeme a = ¢ w nebo o = w)
jestlize
3B,v,mv e (VUT) ta=nbr,w=nya (B —~)€P.
o Rikame, Ze a se prepise na w (pieme o =* w) jestlize
3B, B €(VUT) ta=p=F=...= B =w,
tj. také a =" a.

Posloupnost 1, ..., 8, nazyvdme derivaci (odvozenim).
Pokud Vi # j : B; # fj, hovofime o minimalnim odvozeni.

Libovolny Fetézec w € (T U V)* odvoditelny z pocate¢niho symbolu
nazyvame sentencialni forma.

Definice 5.4: Jazyk generovany gramatikou G

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V, T, P,S) je mnozina terminal-
nich Yetézcd, pro které existuje derivace ze startovniho symbolu

I (N _ (v, — T*IC _* ,..0
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Gramatiky typu 3 a regularni jazyky
Opakovani definice: Gramatika typu 3, prava linearni

Gramatika G je prava linearni, tj. regularni, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A - wB,A — w, A, Be V,we T*.

Ptiklad 5.3 (P¥iklad derivace gramatiky typu 3)
P ={S — 0S|1Ale, A — 0A[1B, B — 0B|1S}
$=05S=01A=011B = 01108 = 01101S = 01101

Pozorovani:

> kazda sentencialni forma derivace obsahuje pravé jeden neterminal
> tento netermindl je vzdy umistén zcela vpravo

» aplikaci pravidla A — w se derivace uzavira

» krok derivace generuje symboly a zméni neterminal

Idea vztahu gramatiky a konecného automatu
neterminal = stav konecného automatu

pravidla = prechodova funkce.
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Priklad prevodu FA na gramatiku

Ptiklad 5.4 (G, FA binarni zapis Cisla délitelného 5)
L={w|w € {0,1}*& w je binarni zapis ¢isla délitelného 5}

W
1BJ|0Ale 1
0C|1D H 0 0
0E|1A .

0B|1C

0
0D|1E

A=0A=0 (
A= 1B=10C = 101A= 101 (
A= 1B =10C = 101A = 1010A = 1010 (
A= 1B=11D = 111C = 1111A = 1111 (

moOo®w>»
e

Priklady derivaci
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Vétab.l: Le RE=Le L3

Pro kazdy jazyk rozpoznavany koneénym automatem existuje gramatika typu
3, kterad ho generuje.

Dikaz: Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

o L = L(A) pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, X, 0, go, F).
o definujme gramatiku G = (Q, X, P, qo), kde pravidla P maji tvar
p—aq, kdyzd(p,a)=gq
p — €, kdyz p € F
e je L(A) = L(G)?
»ecl(A)eqgpeF<e(qp—e ePsecl(G)
> a1...an € L(A) = qu, ...,qn € Q tz. 6(q,-,a,-+1) = qit+1,9n € F
< (go= a1q1 = ...31...anqp = a1...an) je derivace pro ai ... a,
S oap...an € L(G) ]
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Ptiprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

o Opacny smér
> pravidla A — aB kdédujeme do prechodové funkce

» pravidla A — ¢ urcuji koncové stavy
» pravidla A— a;...a,B,A — ai...a, s vice neterminaly rozepiSeme
* zavedeme nové netermindly Ya2,...,Yn, Z1,...,2Z,
* vytvofime pravidla A — a1Y2, Yo = a2 Y3, ..., Y, — anB
* resp. Z —» a1Z1,21 — axZo, ..., Zn—1 — anZn,Zn — €
» pravidla A — B odpovidaji ¢ prechodiim
* zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
* nebo musime tranzitivné uzaviit S — B pro hledani S — e.
Lemma

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— ¢, ABe V,aeT.
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Standardizace gramatiky typu 3

Lemma

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk

a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A —¢, AL Be V,aec T.

Proof.

Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G = (V! T, S, P!), kde pro kazdé

pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminéli Y, ..., Y,, Z1,...,Z, a
definujeme

P P!

A— aB A— aB

A—e A—e

A—ar...a,B A—>21Y2,Y2—>22Y37..‘Yn—>2,,8 0

Z —ay...ap Z—>8121,Zl—)32227...,2,,,1—)3,72,,,2,,—)6

odstranime i pravidla:

A—B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}

A — ~ pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!
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Pouze pravidla A — aB,A — ¢

Priklad 5.5
P Pl
B — a; B—>31H1,H1—>6
U(A) = {A, B}, proto
A— B A—)31H2,H2—>6
A— a A— apH3, H3 — ¢

Automaty a gramatiky

May 17, 2026

102 /306



Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

Véta 5.2: e—NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny jazyk

Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje e-NFA rozpozna-
vajici L.

Dikaz: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P, S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ¢,
A,B € V, ,ae T generujici L (predchozi lemma)
o definujeme nedeterministicky e-NFA A= (V, T,4,S, F), kde:
F={Al(A—¢) € P}
0(A,a) = {B|(A— aB) € P}
o L(G)=L(A)
»ecl(G)e(S—eePeScFececl(A)
> a1...an € L(G) & existuje derivace
(S=aH =...=>a...apH, = a1...ap)
& JHo,...,Ho€ Vtak 3¢ Ho= S, H, € F
Hiy1 € 6(H;,ak) pro krok a1 ...ak—1Hi = a1 ... ak—1akHit1

\ —
o=y TR per by i1 e NEIE



Levé (a pravé) lineani gramatiky
Definice 5.5: Levé (a pravé) lineani gramatiky

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni (netermindl je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru A — Bw, A —
w,A,BeV,we T*.

Lemma J

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou pravé regularni jazyky.

= ’'otolenim’ pravidel levé linedrni gramatiky dostaneme pravou linearn{

A — Bw, A — w prevedeme na A — wRB, A — wF
@ ziskana gramatika generuje jazyk LR, najdeme automat
@ vime, Ze regularni jazyky jsou uzavrené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (LF)R je regularni
<« takto lze ziskat vSechny regularni jazyky
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Linedrni gramatiky (a jazyky)
@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definice 5.6: linearni gramatika, jazyk

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru A — uBw,A —
w,A,Be V u,w e T* (na pravé strané vzdy maximalné jeden neterminal).
Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linednimi gramatikami.

o Ziejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.

@ Jde o vlastni podmnozinu C.

Priklad 5.6 (linearni, neregularni jazyk)
Jazyk L = {071'|i > 1} nenf regularni jazyk, ale je linearni, generovany gramatikou
s pravidly S — 051|01.

Pozorovani:
@ linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé lineani pravidla: S — 0A, A — S1.
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Bezkontextovad gramatika pro jednoduché vyrazy
Opakovani definice: Bezkontextova gramatika

Bezkontextova gramatika je gramatika,

kde vsechna pravidla jsou tvaru A — CFG pro jednoduché vyrazy
w,we (VUT)* 1. E=
2. E-E+E
PHklad 5.7 (CFG pro jednoduché S 555
vyrazy) 5.1 a
Gramatika pro jednoduché vyrazy 6. I—=b
G=({E 1}, {+,%(),ab,0,1},P,E), P 7. 1 —la
jsou pravidla vypsand vpravo. 8. I—1Ib
9. 1—=10
10. I — 11

@ Pravidla 1-4 definuji vyraz.

@ Pravidla 5-10 definuji identifikator /,
odpovidajici regularnimu vyrazu
(a+b)(a+b+0+1)
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Derivacni strom

Definice 5.7: Derivacni strom

Méjme gramatiku G = (V, T, P, S). Derivacni strom pro G je strom, kde:
o Koren (kreslime nahofe) je oznacen startovnim symbolem S,
@ kazdy vnitfni uzel je ohodnocen netermindlem V.
o Kazdy uzel je ohodnocen prvkem € VU T U {¢}.
@ Je-li uzel ohodnocen ¢, je jedinym ditétem svého rodice.

@ Je-li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti zleva poradé jsou ohodnoceny
Xty ..y Xk, pak (A — Xq...Xk) € P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie stromi)

Uzly, rodice, déti, koren, vnitini uzly, listy, naslednici, predci.

@ Stromova struktura reprezentuje zdrojovy program v prekladadi. Struktura
usnadnuje preklad do strojového kédu.
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Priklady strom(, Strom dava sentencialni formu, slovo

Deriva¢ni strom E =* [ + E. Derivaéni strom P =* 0110.

E P
ST PN
E + E 0 P 0
| PN
| 1 P 1
|
€

Definice 5.8: Strom dava slovo (yield)

Rikdme, Ze derivancni strom dava sentencialni formu « (slovo w), jestlize
je a (w) zfetézenf listd brano zleva doprava.
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Leva a prava derivace
Definice 5.9: Leva a prava derivace

Leva derivace (leftmost) =,, =7, v kazdém kroku prepisuje nejlevnéjsi
neterminal.
Prava derivace (rightmost) =,,,, =%, v kazdém kroku pfepisuje nejpravéjs
neterminal.

Ptiklad 5.8 (leva derivace)

E:>/mE*E:>/mI*E:>/ma*E:>/ma>k(E):>/ma*(E+E):>/ma*(I+E):>/m
=max*x(a+E)=max(a+/!)=max(a+10) =, ax*(a+ /00) =m ax(a+ b00)

Prava derivace pouziva stejné prepisy, jen je provadi v jiném poradi.

P¥iklad 5.9 (rightmost derivation)

E =m E*E =y E*(E) =>m Ex(E+E)=m E*(E+1) =m
= m E * (E + 10) =m E * (E + 100) =m E * (E + b00) =5,
= m E (I + b00) = E % (a+ b00) =,y I % (a + 500) =,y a % (a + 500)
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Derivace a derivacni stromy

Véta 5.3: Existence derivace a derivacniho stromu CFG je ekvivalentni

Pro danou bezkontextovou gramatiku G = (V, T, P,S) a w € T* jsou nésle-
dujici tvrzeni ekvivalentni:

Q A= w.

Q A="w.

@ Existuje derivacni strom s kofenem A davajici slovo w.

Proof.

1 = 2 Leva derivace je derivace, druhy bod z prvniho plyne trivialné.

2 = 3 Z derivace vytvorime strom tak, ze koren ohodnotime pocate¢nim
netermindlem a kazdé pravidlo v derivaci 'zavésime’ pod uzel odpovidajici
prepisovanému neterminalu.

3 =1 Pro dilkaz ekvivalence zbyva pro libovolny derivaéni strom najit levou
derivaci.

O
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Od stroma k derivaci

Lemma

Méjme CFG G = (V, T, P, S) a derivacni strom s kofenem A davajici slovo
we T

Pak existuje leva derivace A =) w v G.

Priprava dlkazu: 'obaleni derivace’
Mé&jme nasledujici derivaci:
E= 1= Ib— ab.

Pro libovolna slova a, 5 € (V U T)* je také derivace:

aEf = alf = albf = «abp.
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Priklad levé derivace z derivacniho stromu

Je prijemnéjsi zachytit derivaci stromem.

Koren: E =, ExE

Levé dité korene: E =, | =, a

Koten a levé dité: E =, ExE =, IxE =, axE
Pravé dité kofene:

E =, (E) =Im (E—|— E) =Im (I—|— E) =Im (a—|— E)
=im (a+1) =m (a+10) =, (a+100) =, (a+ b00)
PIna derivace:

E =, ExE =, I¥E =, a%E =

=im a%(E) =m ax(E + E) =m ax(1 + E) =,
=m ax(a+ E) =m ax(a+ 1) =m ax(a+ 10) =
=m ax(a + 100) =, ax(a + b00).
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Dikaz: 3 derivaéni strom pak existuje leva derivace =,

Indukci podle vysky stomu.
o Zaklad: vyska 1: Kofen A s détmi davajicimi w. Je to derivacni strom,
proto, A — w je pravidlo € P, tedy A =, w v jednom kroku.

@ Indukce: vyska n > 1. Koren A s détmi X1, Xo, ..., Xk.
> Je—li X;i € T, definujeme w; = X;.
> Je—li Xi € V, z indukéniho pfedpokladu X; =, w;.
Levou derivaci konstruujeme induktivné pro i = 1, ..., k slozime
A #;km wiwsp ... W;X;+1X,'+2 oo Xk

» Pro X; € T jen zvedneme ¢itad i 4 +.
> Pro X; € V prepiSeme derivaci: Xj =m a1 =m @2... =m W; na

wiws .. Wi—1 Xi Xip1i Xivo ... Xk =im

wiws ... W,'71041X,'+1X,'+2 Xk = im

= m WiWs ... Wi_1 W,'X,'+1X,'+2 oo Xk

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A. 0
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Ekvivalence gramatik

Definice 5.10: ekvivalence gramatik

Gramatiky Gi, Gy jsou ekvivalentni, jestlize L(Gy) = L(Gy), tj. generuji
stejny jazyk.
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Dnesni téma

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL

Marta Vomlelova

MS 303
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Bezkontextové gramatiky (CFG) v Chomského normalni
formé

@ Chomského normélni forma bezkontextové gramatiky:

» neobsahuje zbyte¢né symboly (S neni nikdy zbyte¢ny)

> vsechna pravidla tvaru A — BC nebo A — a, A, B, C jsou netermindly, a
terminal,
nebo S — € pro startovni symbol S, ktery se pak nesmi vyskytovat na pravé
strané zadného pravidla.

» Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje gramatika v Chomského normalnim
tvaru, kterad generuje L.

Postupné provedeme zjednoduseni gramatiky, nejdfiv:
@ Eliminace zbytecnych symbolii
@ eliminace e—pravidel A — ¢, Ae V
@ eliminace jednotkovych pravidel A— B pro A,B € V.

To vse potrebujeme k formulaci iteraéniho lemmatu pro bezkontextové jazyky.

A ovéreni, zda zadany Fetézec patfi do jazyka gramatiky pomoci
Cocke-Younger-Kasami algoritmu.
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Eliminace zbytecnych symboli

Definice 5.11: zbytecny, uzitecny, generujici, dosazitelny symbol

@ Startovni symbol S je uzitedny vzdy (i kdyz negeneruje Zadné w € T*).
@ Nestartovni symbol X je uzite¢ny v gramatice G = (V, T, P, S) pokud
existuje derivace tvaru S =* aXf =>*wkdew e T* X € (VUT),

a,Be(VUT).

@ Pokud X neni uzitecny, tikdme, ze je zbytecny.

o X je generujici pokud X =* w pro néjaké slovo w € T*. Vzdy
w =" w v nula krocich.

e X je dosazitelny pokud S =* aXf pro néjakd o, 8 € (VU T)*.

Chceme eliminovat ne—generujici a ne—dosazitelné symboly.

Priklad 5.10

Eliminujeme B
(ne—generujici):
S—+a

A — b.
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(nedosazitelny):
S—a

Uvazujme gramatiku:
S — AB|a
A—=b




Lemma 5.1 (Eliminace zbyte¢nych symboli)

Necht G = (V, T, P,S) je CFG. Zkonstruujeme Gy = (V4, Ty, Py, S) nésledovné:
o Eliminujeme ne—generujici symboly (kromé S) a pravidla je obsahujicf
@ poté eliminujeme vSechny nedosazitelné symboly

Pak G; nema zbyteéné symboly a L(G;) = L(G).

Algoritmus 5.1: Generujici sym-
boly Algoritmus 5.2: Dosazitelné sym-
boly

Ziklad Kazdy a€ T je

generujici. Zaklad S je dosazitelny.
Indukce Pro kazdé pravidlo Indukce Je-li A dosazitelny, pro

A — «, kde kazdy symbol v véechna pravidla A — «

« je generujici. Pak i A je jsou vSechny symboly v «

generujici. dosazitelné.

(Veetné A — ).

Lemma 5.2 (generujici/dosazitelné symboly) J

Vyse uvedené algoritmy najdou prévé viechny generujici / dosazitelné symboly.
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Eliminace ¢ pravidel

Definice 5.12: nulovatelny neterminal

Neterminal A je nulovatelny pokud A =* e.

Pro nulovatelné netermindly na pravé strané pravidla B — CAD, vytvotime dvé
verze pravidla — s a bez nulovatelného neterminélu.

Algoritmus 5.3: Nalezeni nulovatelnych symboll v G

Zaklad Pokud A — € je pravidlo G, pak A je nulovatelné.

Indukce Pokud B — Ci ... Ck, kde jsou vSechna C; nulovateln3, je i B
nulovatelné (termindly nejsou nulovatelné nikdy).

Algoritmus 5.4: Konstrukce gramatiky bez e—pravidel z G

@ Najdi nulovatelné symboly
@ Pro kazdé pravidlo A — Xy ... Xk € P,k > 1, necht mz X; je
nulovatelnych. Nova gramatika G; bude mit 2™ verzi tohoto pravidla

s/bez kazdého nulovatelného symbolu kromé e v pfipadé m = k.
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Algoritmus 5.5: 5 — ¢

Pokud S je startovni symbol a gramatika obsahuje pravidlo S — ¢, zavedeme
novy polateéni symbol Sy, pfiddme S; — Sle, toto pravidlo nechdvéme a s
S — € eliminujeme.

Priklad 5.11

Méjme gramatiku ({A, B, S},{a, b}, P,S):
S— AB

P={A— AAB|e
B — bBB|e

@ Pro kazdé pravidlo pfiddme verze s/bez nulovatelnych symboli kromé e.
S — AB|A|B

A — AAJA|AIB

B — bBB|bB|bB|b

@ Vysledna gramatika:
51 — 5|€

S — AB|A|B

A — AA|A|B

B — bBB|bB|b
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Eliminace jednotkovych pravidel

Definice 5.13: jednotkové pravidlo
Jednotkové pravidlo je A — B € P kde A, B jsou oba neterminaly.
Idea: Rodic iterativné kopiruje pravou stranu ditéte jednotkového pravidla

P¥iklad 5.12 (Eliminace jednotkovych pravidel)
I — a|b|la|lb|10]/1 Expanze TVE — T

F — I|(E) E— F|TxF Expanze E — /
T— F|TxF Expanze E — F E — a|blla|lb|l0]/1
E-TIE+T E — I|(E)

Dohromady: E — a|b|/a|lb|IO|/1|(E)|T = FI[E+ T.

Déle se musime vyhnout moznym cyklim.

Definice 5.14: jednotkovy par

Dvojici A, B € V takovou, Ze A =* B pouze jednotkovymi pravidly nazyvame
jednotkovy par (jednotkova dvojice).
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Algoritmus 5.6: Nalezeni jednotkovych pard

Zaklad (A, A) pro kazdy A € V je jednotkovy par.

Indukce Je-li (A, B) jednotkovy par a (B — C) € P, pak (A, C) je
jednotkovy par.

Ptiklad 5.13 (Jednotkové pary z predchozi gramatiky)

(E,E),(T,T),(F,F),(I,1),(E, T),(E,F),(E,),(T,F),(T,1),(F,1).
Algoritmus 5.7: Eliminace jednotkovych pravidel z G

@ najdi vSechny jednotkové pary v G

o pro kazdy jednotkovy par (A, B) ddme do nové gramatiky viechna
pravidla A — a kde B — a € P a B — « nenf jednotkové pravidlo.

Priklad 5.14

I = a|b|la|Ib| 10|11 I = a|b|la|Ib|10]/1

F = I|(E) ) F — (E)|a|b|/a|Ib| 0] 11

T FIT+F prevedeme 4 -, FI(E)|a|b|Ja|Ib| /0| /1
E-TIE+T E — E + T|T  F|(E)|a|b|/a| Ib] 10]/1
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Gramatiky v normalnim tvaru

Lemma 5.3 (Gramatika v normalnim tvaru, redukovana)

Méjme bezkontextovou gramatiku G,pak existuje CFG G; takova ze L(Gy) = L(G)
a Gy neobsahuje e—pravidla kromé S — €, neobsahuje jednotkova pravidla ani
zbyte¢né symboly. Gramatika G; se nazyva redukovana.

Redukce bezkontextové gramatiky.

Idea dikazu:
@ Zacneme eliminaci e—pravidel.
@ Eliminujeme jednotkova pravidla. Tim neptiddme e—pravidla.
@ Eliminujeme zbyte¢né symboly. Tim nepfiddme zadna pravidla.

Nejdfive negenerujici (kromé poéate¢niho symbolu S),
pak nedosazitelné.
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Definice 5.15: Chomského normalni tvar

O bezkontextové gramatice G = (V, T, P,S) bez zbytednych symbold kde
jsou vsechna pravidla v jednom ze t#i tvari

e A—» BC,AB,CeV,

e A—a AcV, aeT,

@ pripadné S — ¢, pak S neni na pravé strané zadného pravidla,

7

fikdme, Ze je v Chomského normalnim tvaru (ChNF).

Potfebujeme dva dalsi kroky:
@ pravé strany délky 2 a vice predélat na samé neterminaly
@ rozdélit pravé strany délky 3 a vice neterminald na vice pravidel

@ Pro kazdy terminal a
vytvofime novy neterminal,
reknéme A,

@ Pro pravidlo A — By ... By
zavedeme k — 2

netermindld C;

Fida idlo A
¢ pridame pravidio A = 4, @ Pridame pravidla

@ pouzijeme A misto a na A B Cl,CL — BGy
pravé strané pravidel délky -...Cx_o — Bx_1Bx.
2 a vice.

Ty — sy 1773026 24406



Véta 5.4: Chomského normalni tvar bezkontextové gramatiky

Mé&jme bezkontextovou gramatiku G.Pak existuje CFG G; v Chomského nor-
malnim tvaru takova, ze L(Gy) = L(G).

Priklad 5.15

{1 = a|b|la|Ib|I0|/1,F — I|(E), T — FIT+F,E— T|E+ T}
I = a[b[IA[IB]IZ]IU

F — LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

E — EPT|TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

F — LGs|a|b|IA|IB|IZ|IU
T — TG|LCs|a|b|IA|IB|IZ|IU

) E — EG|TGILGs|a|b|IA|IB|IZ|IU
B—b
Ci — PT
Z—0
Cz% MF
U—1
P+ C3—)ER
I,A,B,Z,U,P, M, L, R jako predchozi
M — %
L—(

R —)
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P¥iprava na (pumping) lemma o vkladani

Lemma (Velikost derivacniho stromu gramatiky v CNF)

Mé&jme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského
normalnim tvaru, ktery dava slovo w. Jeli délka nejdel3i cesty n, pak |w| < 271,

Proof.

Indukci podle n,

Zaklad |a| =1=20

Indukce 272 4 27=2 = 2n—1,

Lemma (Ddsledek)

Méjme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského normalni
formé&, ktery dava slovo w, |w| > p = 2"~1. Pak ve stromé existuje cesta del3i nez

v
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7 Ve

Lemma o vkladani (pumping) pro bezkontextové jazyky

Véta 5.5: !'Lemma o vkladani (pumping) pro bezkon

Me&jme bezkontextovy jazyk L. Pak existuje
prirozené Cislo n € N takové, ze kazdé z €
L,|z| > n lze rozloZit na z = uvwxy kde:

° |vwx| <n
o vx Fe

o Vi>0, wiwx'y € L.

Idea dikazu:

@ vezmeme derivalni strom pro z e podstromy definuji rozklad slova

@ najdeme nejdelsi cestu @ nyni mizeme vétsi podstrom
@ na ni dva stejné neterminaly posunout (i > 1)
@ tyto neterminaly uréi dva @ nebo nahradit mensim

odstrom podstromem (I = 0)
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Dikaz: |z| > n: z = uvwxy, |vwx| < n,vx # €,Vi > Ouviwx’y € L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {e} a () zvol n = 1).
Necht |V| = k. Polozime n = 2.

Pro z € L,|z| > 2%, m4 v derivaénim stromu z cestu délky > k

vezmeme cestu maximalni délky; terminal kam vede oznadime t
Aspon dva z poslednich (k + 1) neterminl na cesté do t jsou stejné
vezmeme dvojici Al, A% nejblize k t (uréuje podstromy T, T2)
cesta z Al do t je nejdeldi v podstromu T! a ma délku maximaln&
(k+1)
tedy slovo dané stromem T neni del$i nez 2% (tedy |vwx| < n)
z Al vedou dvé cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx # €
derivace slova (A! =* vA%x, A2 =* w)
S =" uAly =* uvA’xy =" uvwxy
posuneme—li A% do A! @ posuneme-li Al do A% (i =2,3,...)
(i=0) S = uAly =* uvAlxy =*

S =" uA’y =% uwy uwAZxxy =* uvvwxxy. O]
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Pouziti lemma o vkladani

Ptiklad 5.16 (ne—bezkontextovy

jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {01721]i > 1}

o dikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani madme n
zvolme z = |0"1"2"| > n
zadné déleni nesplnuje PL nebot

pumpovaci slovo [vwx| < n

o o k o o

tj. vzdy Ize pumpovat maximalné
dva rizné symboly
@ vx # ¢, iteraci se slovo zménf{

@ porusi se rovnost poctu symbolid —

—— R

Automaty a gramatiky

P¥iklad 5.17 (ne—bezkontextovy

jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {0/V2K0 < i< j<k}

o dikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani mame n
zvolme z = [0"1"2"| > n
zadné déleni nespliiuje PL nebot

pumpovaci slovo |vwx| < n

e o I o o

tj. vzdy lze pumpovat maximalné
dva rlzné symboly
> pokud 0 (nebo 1), pumpujeme
nahoru — SPOR / < j (nebo
j<k)
> pokud 2 (nebo 1), pumpujeme

May 17, 2026

129 /306



7 z

Pouziti lemma o vkladani
P¥iklad 5.19 (ne—bezkontextovy
s . Jjazyk)

Ptiklad 5.18 (ne—bezkontextovy

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy

jazyk)
g ) , o {wwlw € {0,1}"}
Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {0'V23/]i,j > 1} o dikaz sporem: predpokladejme

bezkontextovost
@ dikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani mame n

zvolme z = |0"1"0"1"| > n

@ z lemmatu o vkladani mame n ,
pumpovaci slovo [vwx| < n
@ zvolme z = |0"1"2"3"| > n L o
ol < tj. vzdy lze pumpovat maximalné
® pumpovaci slovo [vwx| < n dva riizné sousedni symboly
@ tj. vzdy lze pumpovat maximalné @ porudi se bud rovnost nul &
dva rlizné sousedni symboly jednigek
@ porusi se rovnost po¢tu symboli 0 > rozeberete 4 pFipady, vx
a2nebo1la3-SPOR. obsahuje znak z prvnich nul,

prvnich jednicek, druhych nul,
druhych jednicek.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky May 17, 2026 130 /306




Kdy lemma o vkladani nezabere

@ Lemma o vkladani je pouze implikace!

Ptiklad 5.20 (pumpovatelny, ne—bezkontextovy jazyk)
L ={a'bickd'|i =0V j= k = I} neni bezkontextovy jazyk, presto Ize pumpovat. J

i=0:bckd Ize pumpovat v libovolném pismenu
i>0:ab"c"d” lze pumpovat v ¢asti obsahujici a

Co s tim?
@ zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
> pumpovani vyznacenych symboli

@ uzavérové vlastnosti.
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v appendixu
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Priklad prevodu FA na gramatiku

Ptiklad 5.21 (G, FA binarni zapis ¢isla délitelného 5)
L={w|w € {0,1}*& w je binarni zapis ¢isla délitelného 5}

W
1BJ|0Ale 1
0C|1D H 0 0
0E|1A .

0B|1C

0
0D|1E

A=0A=0 (
A= 1B=10C = 101A= 101 (
A= 1B =10C = 101A = 1010A = 1010 (
A= 1B=11D = 111C = 1111A = 1111 (

moOo®w>»
e

Priklady derivaci
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Véta 5.6: Lc RE= L e L3

Pro kazdy jazyk rozpoznavany koneénym automatem existuje gramatika typu
3, kterad ho generuje.

Dikaz: Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

o L = L(A) pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, X, 0, go, F).
o definujme gramatiku G = (Q, X, P, qo), kde pravidla P maji tvar
p—aq, kdyzd(p,a)=gq
p — €, kdyz p € F
e je L(A) = L(G)?
»ecl(A)eqgpeF<e(qp—e ePsecl(G)
> ai1...an € L(A) = qu, ...,qn € Q tz. 6(q,-,a,-+1) = qit+1,9n € F
< (go= a1q1 = ...31...anqn = a1...an) je derivace pro ai ... a,
S ap...an € L(G) ]
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Ptiprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

o Opacny smér
> pravidla A — aB kdédujeme do prechodové funkce

» pravidla A — ¢ urcuji koncové stavy
» pravidla A— a;...a,B,A — ai...a, s vice neterminaly rozepiSeme
* zavedeme nové netermindly Ya2,...,Yn, Z1,...,2Z,
* vytvofime pravidla A — a1Y2, Yo = a2 Y3, ..., Y, — anB
* resp. Z —» a1Z1,21 — axZo, ..., Zn—1 — anZn,Zn — €
» pravidla A — B odpovidaji ¢ prechodiim
* zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
* nebo musime tranzitivné uzaviit S — B pro hledani S — e.
Lemma

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— ¢, ABe V,aeT.
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Standardizace gramatiky typu 3

Lemma

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk

a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A —¢, AL Be V,aec T.

Proof.

Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G = (V! T, S, P!), kde pro kazdé

pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminéli Y, ..., Y,, Z1,...,Z, a
definujeme

P P!

A— aB A— aB

A—e A—e

A—ar...a,B A—>21Y2,Y2—>22Y37..‘Yn—>2,,8 0

Z —ay...ap Z—>8121,Zl—)32227...,2,,,1—)3,72,,,2,,—)6

odstranime i pravidla:

A—B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}

A — ~ pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!

Automaty a gramatiky
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Pouze pravidla A — aB,A — ¢

Priklad 5.22

P Pl

B — a; B—>31H1,H1—>6
U(A) = {A, B}, proto

A— B A—)31H2,H2—>6

A— a A— apH3, H3 — ¢

Automaty a gramatiky
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Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

Véta 5.7: e—NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny jazyk

Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje e-NFA rozpozna-
vajici L.

Dikaz: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P, S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ¢,
A,B € V, ,ae T generujici L (predchozi lemma)
o definujeme nedeterministicky e-NFA A= (V, T,4,S, F), kde:
F={Al(A—¢) € P}
d(A,a) = {B|(A— aB) € P}
o L(G)=L(A)
»ecl(G)e(S—eePeScFescecl(A)
> a1...an € L(G) & existuje derivace
(S=aH =...=>a...a0H, = a1...3p)
& JHo,...,Ho€ Vtak 3¢ Ho= S, H, € F
Hiy1 € 6(H;,ak) pro krok a1 ...ak—1Hi = a1 ... ak—1akHit1

\ —
o=y TR per by i1 e NEIE



Levé (a pravé) lineani gramatiky
Definice 5.16: Levé (a pravé) lineani gramatiky

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni (netermindl je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru A — Bw, A —
w,A,BeV,we T*.

Lemma J

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou pravé regularni jazyky.

= ’'otolenim’ pravidel levé linedrni gramatiky dostaneme pravou linearn{

A — Bw, A — w prevedeme na A — wRB, A — wF
@ ziskana gramatika generuje jazyk LR, najdeme automat
@ vime, Ze regularni jazyky jsou uzavrené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (L®)R je regularni
<« takto lze ziskat vSechny regularni jazyky
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Linedrni gramatiky (a jazyky)
@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definice 5.17: linearni gramatika, jazyk

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru A — uBw,A —
w,A,Be V u,w e T* (na pravé strané vidy maximalné jeden neterminal).
Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linednimi gramatikami.

o Ziejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.

@ Jde o vlastni podmnozinu C.

Priklad 5.23 (lineérni, neregularni jazyk)
Jazyk L = {071'|i > 1} nenf regularni jazyk, ale je linearni, generovany gramatikou
s pravidly S — 051|01.

Pozorovani:
@ linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé lineani pravidla: S — 0A, A — S1.
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Ekvivalence gramatik

Definice 5.18: ekvivalence gramatik

Gramatiky Gi, Gy jsou ekvivalentni, jestlize L(Gy) = L(Gy), tj. generuji
stejny jazyk.
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Viceznacnost gramatik

Dvé derivace téhoz vyrazu:
E=E+E=E+ExE E=ExE=E+ExE

E E
TN TN
E + E E * E

PN TN

E * E E + E

@ Rozdil je dilezity, vlevo 1 4+ (2% 3) =7, vpravo (14+2)*«3=19.
@ Tato gramatika mize byt modifikovana na jednoznacnou.

Priklad 5.24

Rizné derivace mohou reprezentovat stejny derivaéni strom, pak neni problém.
1. E=E+E=I+E=a+E=a+l=a+b

22 E=E+E=E+I=I+I=I1+b=a+b.
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Definice 5.19: Jednoznacnost a viceznacnost CFr

Bezkontextova gramatika
G=(V,T,P,S) je viceznacna pokud
existuje aspon jeden fetézec w € T* pro
ktery mizeme najit dva riizné derivadni

stromy, oba s kofenem S davajici slovo w.

V opacném pripadé nazyvame gramatiku
jednoznacnou.

Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny,
jestlize existuje jednoznacnd CFG G tak,
ze L= L(G).

Bezkontextovy jazyk L je (podstatné)
nejednoznacny, jestlize kazda CFG G
takovd, ze L = L(G), je nejednoznalna.
Takovému jazyku fikdme i viceznacny.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky

Priklad 5.25
(nejednoznacnost

CFG)

Dva derivacni stromy
davajici a+ axa
ukazujici viceznacnost
gramatiky.

E E
T TN
E + E E * E
T T
| E * EE + E |
. I I
a | [ I a

\ | \

a a a a
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Priklad viceznaéného jazyka

Dva derivaéni stromy pro aabbccdd.
S S
Ptiklad 5.26 (Viceznalny jazyk) T~ |
P¥iklad viceznacného jazyka: A B C

L = {a"b"cmdm|n21,m21}u /’\ /’\ /‘\
U{a"b™c™dn > 1,m > 1}. a A b ¢ B da C d
/N /\ PN
f\% A,f))\cb a b c d a C d
— aAbla
B — cBd|cd SN
C — aCd|aDd b D ¢
5. D — bDc|bc. \
Jakakoli gramatika pro dany jazyk D
bude generovat pro nékterd slova typu
a"b"c"d" dva rzné derivacni stromy. /\
b ¢

b=
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Odstanéni viceznacCnosti gramatiky

o Neexistuje algoritmus, ktery nam fekne, zda je dana gramatika viceznacna

o Existuji bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednoznacna
bezkontextovd gramatika, pouze viceznaéné CFG.

@ Existuji urcitd doporuceni pro odstranéni viceznacCnosti.
Viceznacnost ma rlizné priciny:

@ Neni respektovana priorita operatord.

@ Posloupnost identickych operatori Ize shlukovat zleva i zprava.

@ S — if then S else S| if then S|e

slovo 'if then if then else’ ma dva vyznamy
'if then (if then else)’ nebo 'if then (if then) else’
Resent:
> syntaktickd chyba (Algol 60)
> else patfi k blizs&imu if (preference poradi pavidel)
» zavorky begin-end,odsazeni v Python (asi nej¢ist3i FeSeni).
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Vynuceni priority

Regenim je zavést vice riiznych proménnych, kaz- Jediny deriva&ni strom pro a+ ax*
dou pro jednu Groven 'priority’.
oy a. E
Konkrétné:
o Faktor je vyraz ktery nesmi rozdélit zadny /,\
operator. E 4+ T
> identifikatory \
> vyraz v zavorkach T *
o Term je vyraz, ktery nemiiZze rozdélit |
operator +. F
I
a

@ Vyraz mize byt rozdélen * i +.

Jednoznacna gramatika pro vyrazy:
1. I — a|bllallb]l0|I1

2. F=I|(E)

3. T = FIT*F

4. E-TIE+T.

T F
| |
F |
| |
| a
|

a
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Jednoznacnost a kompilatory

Kompilace vyrazu (zésobnik na mezivysledky + dva registry):
(1) E—E+T .. poprl; popr2; add rl,r2; push r2

2) E—>T

(3) T—TxF .. poprl;popr2; mul r1,r2; push r2
() T—F

(5) F—(E)

(6) F—a ... push a

@ 'ata*a’ ziskdme postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
@ posloupnost obratime a vybereme pouze pravidla generujici kéd
6,6,3,6,1

@ nyni nahradime pravidla prislusnym kédem

push a; push a; pop rl; pop r2; mul rl1,r2; push r2; push a; pop rl; pop r2;
add r1,r2; push r2
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Shrnuti

o Gramatiky

» obecné
kontextové
bezkontextové
regularni, pravé linearn{

vYyy

@ jazyk gramatiky, derivace, derivace dava slovo, derivalni strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentni gramatiky

@ ne kazda linearni gramatika méa ekvivalentni pravou linearn{
@ bezkontextové gramatiky

@ jednoznaéné a (podstatné) viceznacné gramatiky.
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Dnesni téma

Zasobnikové automaty
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Zasobnikové automaty

Zasobnikové automaty jsou rozsitenim e—NFA nedeterministickych konecnych
automatd s € prechody.
P¥idanou véci je zasobnik. Ma vlastni abecedu I.

@ V kazdém kroku vidime horni pismeno zasobniku (zde X), mizeme dat

navrch libovolny koneény pocet znakid v € .

M{ze si pamatovat neomezené mnozstvi informace.

Deterministické zasobnikové automaty ptijimaji jen vlastni podmnozinu
bezkontextovych jazykd.

e — NFA
vstup w € 17 test € F?

—_—

(g, a, X) —|(q,7)

$€ | pfistup jen na vrchol zasobniku

| Yoo| <
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Definice zasobnikového automatu (PDA)

Definice 6.1: Zasobnikovy automat (PDA)

Zasobnikovy automat (PDA) je P = (Q, X, T, 4, qo, Zo, F), kde
konecnd mnozina stavi

neprazdna konecnd mnozina vstupnich symboli
neprazdna konecna zasobnikova abeceda

pfechodova funkce ¢ : Q@ x (XU {e}) x I = Prn(Q x ),
(p,a,X) > (g,7)
kde g je novy stav a 7 je fetézec zasobnikovych symbold,
ktery nahradi X na vrcholu zasobniku
pro v = ABC jde C nejnize, A bude na vrchu zasobniku

> 1 MO

go € Q pocatedni stav
Zy € ' Pocatedni zasobnikovy symbol. Vic na za¢atku na zasobniku
neni.
F Mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi; miize byt
nedefinovana.
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V jednom casovém kroku zasobnikovy automat:

v v vz , . Nondet.| FA
@ PYelte na vstupu z4dny nebo jeden symbol. (e putw e =% | € F7 Acce
prechody pro prazdny vstup.) 8(a, 3, X) = (q,7)
@ Prejde do nového stavu. ¢
X'¢e fonly the top can
@ Nahradi symbol na vrchu zasobniku libovolnym z
v Ly .z . . ¢
Fetézcem (e odpovidd samotnému pop, jinak L

nasleduje push jednoho nebo vice symbold).

Priklad 6.1
Zasobnikovy automat pro jazyk: Ly, = {wwR|w € (0 + 1)*}.

PDA prijimajici Ly,
@ Start qg reprezentuje odhad, Ze je$té nejsme uprostred.
@ V kazdém kroku nedeterministicky hadame;
» Zistat qo (jeSté nejsme uprostied).
> Ptejit € prechodem do g1 (uZ jsme vidéli stfed).

e V qo, pfecte vstupni symbol a da (push) ho na zasobnik
@ V g1, srovna vstupni symbol s vrcholem zasobniku

pokud se shodujf, pfe¢te vstupni symbol a umaze (pop) vrchol zasobniku
o KdyzZ vyprazdnime zasobnik, pfijmeme vstup, ktery jsme doted precetli.
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PDA pro L,

Ptiklad 6.2 (PDA pro Lyu,)

PDA pro L,,,, mizeme popsat

Pda = ({qu q1, QQ}, {0, 1}, {0, 17 Z()}7 6, qo, ZO, {QQ}) kde (5 je definované:
9(0,0, Zo) = {(g0,02)}

g0, 1, Z0) = {(q0,120)}

90,0,0) = {(q0,00)}

ZE:?:;; ; &ZE:%;% Zistan v qg, precti vstup a dej ho na zasobnik

90,1,1) = {(go,11)}

qo, €, ZO) = {(q17 ZO)}

90,€,0) = {(g1,0)} e pfechod g; bez zmény zasobniku (a vstupu)

)
C'Io,€,1)): {(q1,1)}
)

Uloz vstup na zasobnik, startovni symbol tam nech

(=%}

T[S 9 S [T &3 &9 S
= ~= [ ~ |

q1,0,0) = {(a1,€)}
a1, 17 1) = {(q17 6)}
q1,6 20) = {(g2,Z0)}  nasdli jsme wwF a jdeme do prijimajiciho stavu

stav g; srovna vstupni symbol a vrchol zasobniku
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Grafickd notace PDA's
Definice 6.2: Pfechodovy diagram pro zasobnikovy automat

Ptechodovy diagram pro zasob-

- , . Anot h :
nikovy automat obsahuje: notace hrany

, L . vstupni_znak, zdsobnikovy_znak — push_fetézec
@ Uzly, které odpovidaji staviim

PDA 0,2y — 02
@ Sipka 'odnikud’ ukazuje 1628:(1)020
pocatedni stav, dvojité kruhy 0.1 01
oznaluji prijimajici stavy. 1,010 0,0 e
1,111 1,1—>¢
@ hrana odpovidé prechodu
PDA. Hrana oznalena O
—( 4o a1 q2
a,X — « ze stavu p do g ch2 \_ e~
) ¢,0—-0
znamena d6(p, a, X) 3 (q, «) 11

@ Konvence je, Ze podatecni
symbol zasobniku znadime
2.
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Notace zasobnikovych automati

Ptiklad 6.3 (Notace)
a,b,c,x,+,1,(,) symboly vstupni abecedy

p,q,r stavy

U, v,w,x,y,z fetézce vstupni abecedy
X,Y,E IS zasobnikové symboly

a, B,y fetézce zasobnikovych symboli

@ Narozdil od gramatik mize vstupni a zasobnikova abeceda obsahovat stejné
symboly.

@ Vyhybame se stejnym nazviim stavi jako jsou pismena kterékoli z abeced.
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Definice 6.3: Konfigurace zasobnikového automatu

Konfiguraci zasobnikového automatu reprezentujeme trojici (g, w, ), kde
g je stav
w je zbyvajici vstup a
~ je obsah zasobniku (vrch zasobniku je vlevo).

konfiguraci znaéime zkratkou (ID) z anglického 'instantaneous description
(ID)".

Definice 6.4: -, * posloupnosti konfiguraci

Mé&jme PDA Py, = (Q,%,T,4, qo, Zo, F). Mé&me stavy p,g € Q, a € (X U
{e}),X € I,a € T'* ainstrukci §(p, a, X) 3 (g, a). Pak Fkadme, Ze
@ konfigurace (p, aw, X3) bezprostifedné vede na konfiguraci
(g, w,ap),
» Znalime (p, aw, XB) F (g, w, aB).
o konfigurace |/ vede na konfiguraci J /=5 J a | * J pouzivdme na
oznaceni nuly a vice krokl zasobnikového automatu, t.j.

» [ F* | pro kazdou konfiguraci /
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konfigurace zasobnikového automatu na vstup 1111
(qo,llll,Zo)

(g0, 111,1Z) (g1, 1111, Z)
/\ l
(q071171120) (ql,lll,].Zo) (QQ,].].].].,Z())
— | |
(go,1,1112) (¢1,11,117y)  (q1,11,2Z5) nedoctené slovo
(qo, €, 11112) (q1,1,111%))  (q1,1,1Z)  (q2,11, Z)
| ! | |
(g1,€,11117,) (q1,€,112p) (g1,€,Z0) nedoétené slovo

| | |

neprijimajici stav  neptijimajici stav | (qo, €, Z0)
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Jazyky zasobnikovych automatd

Definice 6.5: Jazyk ptijimany koncovym stavem, prazdnym zasobnikem

Méjme zasobnikovy automat Py, = (Q, X, T, 6, go, Zo, F). Pak L(Pg,), jazyk
prijimany (akceptovany) koncovym stavem je
L(Paa) = {w|(qo0, w, Zo) Fp,. (q,€, ) pro néjaké g € F a libovolny
fetézec v € [*; w € T*}.
jazyk pfijimany prazdnym zasobnikem N(P,,) definujeme
N(P4a) = {w|(qo, w, Zo) Fp,. (g, ¢, €) pro libovolné g € Q; w € *}.
» Protoze je mnozina prijimajicich stavli F nerelevantni, miize se vynechat
a PDA je Sestice Pg, = (Q, X, T, 6, qo, Zo).

Priklad 6.5
Priklad 6.4 P! = P4, z predchoziho ptikladu, jen
Zasobnikovy automat z zménime instrukci, aby umazala poslednf{
predchoziho ptikladu pFijima symbol 6(q1, €, Zo) = {(g2, Zo)} nahradime
Lywr koncovnym stavem. 0(q1,€,20) = {(qz,€)}

Nyni L(Pg,) = N(Pg,) = Luwr-
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Priklad If-Else

Ptiklad 6.6 (If-else prijimané prazdnym
zasobnikem) e, —e

p L g P p = i,Z - 2727
Nasledujici zasobnikovy automat zastavi pri prvni chybé na ’

if (i) a else (&), madme-li vice else neZ if.
Pn = ({a},{i,e}.{Z},0n,q, Z) kde

e in(g,i,Z) ={(q,Z2)} push
o on(q.e,Z) ={(q,€)} pop )
Ptiklad 6.7 (P¥ijimani koncovym
stavem)
Pr = e,Z ¢
(kgp, q,r}, {i,e},{Z, Xo},dF, p, X0, {r}) i\Z =27
(S]

X ZXA X
@ dr(p,e,X0) = {(q,2Xp)} start L (p e TR gy e
N

(
° 5F(q7 ’7Z) = {(qVZZ)} pUSh
o 5F(qa €, Z) = {(qa 6)} pop
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Necteny vstup a dno zasobniku P neovlivni vypocet

Lemma 6.1

Méjme PDA Py, = (Q,X,T,6, g0, Zo, F) a (p, u, @) Fp,. (g,v,B). Potom pro
libovolné slovo w € ¥* and v € I'* plati: (p, uw, ) Fp, (q,vw, 7).
Specielné pro v = € a/nebo w = e.

Proof.

Indukei podle poctu konfiguraci mezi (p, uw, ay) a (q, vw, 57). Kazdy krok
(p,u,@) =5, (q,v,3) je urCen bez w a/nebo ~. Proto je mozny i se symboly na
konci vstupu / dné zasobniku. O

v

Lemma 6.2
Pro PDA Py, = (Q, %, T, 6, q0, Zo, F) a (p, uw, @) F5. (g, vw, B) plati
(p,u,a) F5. (q,v, B).

Remark Pro zasobnik ale obdoba neplati. PDA mize zasobnikové symboly
pouil't a zase je tam naskladat (push). L ={0'1'0/1/}, konfigurace
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Od prijimajiciho stavu k prazdnému zasobniku

Lemma 6.3 (Od

prijimajiciho stavu k Necht Py = (Q U {po,p},=,T U
prazdnému zasobniku) {Xo}, 9w, po, Xo), kde

4 Xo) = ZoXo)} start
Mgjme L = L(Pr) pro néjaky ® on(po, € Xo) = {(d0, Z0Xo)} star
PDA eV(ge Q,acxXU{e}l,Yer)
PFZ(Q,Z,F,5F,qo,Zo,F). 5!V(q, a.a Y):(SF(Q, a, Y)
Pak existuje PDA Py takovy, e simulujeme
L = N(Py). o V(g F,Y eTU{X})

on(g,6,Y) > (p,€) prijmout
pokud Pg prijima,
o V(Y e TU{Xp}),
on(p,€,Y) ={(p,€)} vyprazdnit
zasobnik.
Pak w € N(Py) iff w € L(Pg). O
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Od prazdného zasobniku ke koncovému stavu

Lemma 6.4 (Od
prazdne,ho ZEEelblal e Pe = (QU{po, pr}, L, TU{Xo}, dF, po, Xo, {pr})
koncovému stavu)
Pokud L = N(Py) LB

okud L = ro
néJaky PDA NJ P ) (SF(po,G,Xo) = {(qo, ZoXo)} (start).
PN:(Q,Z, r,5N,q0,Zo), ° V(qe Q7ae ZU{G},YE r)v
pak existuje PDA Pr 6r(q,a,Y) =dn(q,a,Y).
takovy, ze L = L(PF). e Navic, de(q,€,Xo) > (pr, €) pro kazdy

’ qge€ Q.

Chceme ukazat w € N(Py) iff w € L(P).
- o (If) Pg pfijima nasledovné:
Yoo 2% 6% (Po, w, Xo) Fpr (qo, w, Z0X0) Fp, —p,
(q7 €, XO) }_PF (Pf, €, 6)'
o (Only if) Do pr nelze dojit jinak nez
predchozim bodem. 0
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Ekvivalence jazyki rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Véta 6.1: IL(CFG), L(PDA), N(PDA)

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
o Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany bezkontextovou gramatikou.
o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym
stavem.
o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.
Diakaz bude veden sméry dle nasledujiciho obrazku.
Lemma 6.5 Lemma 6.4

bezkontextova ,PDA, PDA,
gramatika prazdnym koncovym
zasobnikem stavem

Lemma 6.6 Lemma 6.3
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Od bezkontextové gramatiky k zasobnikovému automatu

Algoritmus 6.1: Konstrukce PDA z CFG G

Méjme CFG gramatiku G = (V, T, P, S).

Konstruujeme PDA P = ({q}, T,V UT,d,q,S).

(1) Pro neterminaly A € V, §(q,€,A) = {(q,8)|A — S je pravidlo G}.
(2) pro kazdy terminal a € T, d(q, a,a) = {(qg,¢)}.

Priklad 6.8

Konvertujme gramatiku: G = ({E, I},{a, b,0,1,(,),+, *},{/ — a|b|/a|lb|I0]/1,
E - I|E « E|E + E|(E)}, E).

Mnozina vstupnich symboldé PDA je ¥ = {a,b,0,1,(,),+,*}, T =X U {/, E},
prechodova funkce d:

e (q,¢e,1) ={(q,a),(q, b),(q, 1), (q, Ib), (q,10),(q, /1)}.

° i(q,¢,E)={(q,/),(q, Ex E),(q, E+ E),(q,(E))}-

o VseX jed(q,s,s) ={(q,€)}, napt. 6(q,+,+) ={(q,€)} .
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Zasobnikovy automat k bezkontextové gramatice

Lemma 6.5 (P¥ijimani prazdnym zasobnikem ze CFG)

Pro PDA P, konstruovany z CFG G algoritmem vyse je N(P) = L(G).

(1) Pro netermindly A € V, §(q,¢,A) = {(q,8)|A — S je pravidlo G}.
(2) pro kazdy terminal a € T, d(q, a,a) = {(qg,¢)}.

o Leva derivace: E= ExE = I+xE = axE=axl=axb

@ Posloupnost konfiguraci:
(g,axb,E)F (q,axb,ExE)F (q,axb,IxE)F (q,a*xb,axE)
F (g, xb,*E) H(q,b,E)F (q,b,1) F (q,b,b) - (q,¢€,¢€)
Pozorovani:
o Kroky derivace simuluje PDA ¢ prepisy zasobniku
@ odmazavany vstup u PDA v derivaci zlistava az do konce

@ az PDA vymaze terminaly, pokraduje v prepisech.
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Dikaz rovnosti jazyka gramatiky a PDA z prevodu (dva
sméry)

Dikaz: w € N(Py4,) < w € L(G)

Necht w € L(G), w m3 levou derivaci S =y, SR =y = W
Indukci podle i dokdzeme (g, w, S) ’FD* (g,vi,a;), kde 7; = uir; je leva
sentencidlni forma a u;v; = w.
@ Pokud ~y; obsahuje pouze termindly, v; = uja; = w = u;v;, tedy
a; = v; a pravidly typu (2) vyprazdnime vstup i zésobnik.
o Kazda nekoncova sentencialni forma ~; mize byt zapsana u;Aq;,

A nejlevéjsi neterminal, u; Yetézec terminali

indukéni pfedpoklad nas doved| do konfigurace (q, v, Ax;), w = u;v;

Pro ~; l:> ~i+1 bylo pouZilo pravilo (A — ) € P

PDA nahradi A na zésobniku 3, pfejde na konfiguraci (g, vi, Ba;).
odstrarime viechny termindly v € L* zleva Sa porovnavanim se
vstupem

> v; = w1 a zaroven fa = vaii
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Dikaz: w € N(Pg4,) = w € L(G)

Dokazujeme: Pokud (g, u, A) g* (g,¢,€), tak A :Z_> u.
Indukci podle poctu kroki Py,.
e n =1 kroki:
» a€ X, prechod 6(q, a,a) > (q,€), v derivaci zadny krok,
» A €T, prechod 6(q,¢,A) > (g, €) pro pravidlo gramatiky (A — €) € G.
@ n > 1 kroki;

> Prvni krok typu (2) — termindly, nerozsifujeme derivaci.
> Prvni krok typu (1), A nahrazeno Y1Ya... Yk z pravidla
A— Y1Y2...Yk.
Rozdélime u = uiu> ... ug:

* ¢tenim symbolu Y; skondilo slovo u;—1 a zadina u;.
Pouzijeme indukéni hypotézu na kazdé i =1,... k:
(g, uitiy1 - .. uk, Yi) F* (g, i1 . . . uk, €) a dostaneme Y; =" u;.

DohromadyA:> YiYo... Yk = unYos... Yk =% =" uruz ... Uk. ]
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Od zasobnikového automatu ke gramatice

Priklad 6.9

Pfevedme PDA Py = ({q},{i,e},{Z},dn, g, Z) na obrazku na
gramatiku.
o Neterminaly gramatiky budou V = {S, [gZq]} novy start a
jedina trojice Py.
@ Pravidla:
S — [qZq].
[9Zq] — e
[9Zq] — i[qZq][qZq].
Muzeme nahradit trojici [qZq] symbolem A a dostaneme:
S—A
A — iAAle.
Protoze A a S odvozuji presné stejné fetézce, mizeme je
ztotoznit: G = ({S},{/, e}, {S — iSS|e}, S).

e, —¢
i,Z — 27
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Od zasobnikového automatu ke gramatice CFG

@ Zasobni automat bere jeden symbol ze zasobniku. Stav pred a po kroku
miiZe byt rizny.
o Netermindly gramatiky budou sloZené symboly [gXp], PDA vysel z g, vzal X
a presel do p;
a zavedeme novy pocatecni symbol S.

Lemma 6.6 (Gramatika pro PDA)

Méjme PDA P = (Q,X,T,0, o, Zp). Pak existuje bezkontextovd gramatika G
takova, ze L(G) = N(P).

Algoritmus 6.2: Konstrukce gramatiky k zasobnikovému automatu

Pravidla definujeme:
o Vpe Q: S — [goZop], tj. uhodni koncovy stav a spust PDA na
(q07 w, ZO) H* (pa €, E)'
@ Pro vSechny dvojice
(p, YiYo...Yk) €0(q,a1,X),a1 € ZU{e},Vp1, ..., pk—1 € Q vytvor
pravidlo

“é “1,] — 2:[pYap: D1 Yool .. [p. 1YibD]
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Proof.

Pro w € ¥* dokazujeme

[gXp] =* w pravé kdyz (g, w, X) = (p, €, €)

indukei v obou smérech (polet krokii PDA, pocet kroki derivace.) O

Priklad 6.10 (Gramatika z PDA pro jazyk {0"1"; n > 0})

1) Pravidla
S — [pZop]|[pZoq]
9(p,0,20) > (p,A)  [pZop] — O[pAp]
o7 a [pZog] — O[pAq]
0, A AA 1, 4-_9(p,0,A) 3 (p, AA)  [pAp] — O[pAp][pAp]

(1)

(2)

(3)

(4)

[PAP] — O[pAdg][gAp]  (5)

&_@) [pAq] — O[pAp][pAq]  (6)
LA=e [pAq] — O[pAq][gAq] (7)

(8)

(9)

6(p,1,A) > (q,¢)  [pAg] — 1
6(q,1,A) > (q,¢)  [gAq] — 1

Derivace 0011
S =W [pZoq] = 0[pAq] = 00[pAq][gAq] =®) 001[gAq] = 0011
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Shrnuti

@ Zasobnikovy automat PDA je e-NFA automat rozsiteny o zasobnik,
potencialné nekonecnou pamét

» a zasobnikovou abecedu, poéateéni zasobnikovy symbol, prechodova funkce
Cte a piSe na zasobnik, piSe i fetézec

@ PFijimani koncovym stavem a prazdnym zasobnikem, pro nedeterministiké
PDA prijimaji stejnou t¥idu jazykl

@ a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextovymi gramatikami.
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Dnesni téma

Deterministické PDA, Uzavérové vlastnosti

Marta Vomlelova
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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Definice 6.6: Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Zasobnikovy automat P = (Q,X%,T,4, qo, Zo, F) je deterministicky PDA
pravé kdyz plati zaroven:
@ 4(qg,a,X) je nejvyse jednoprvkova V(q,a,X) € @ x (X U {e}) xT.
o Je-li §(q, a, X) neprazdna pro néjaké a € ¥, pak d(q, €, X) musi byt
prazdna.

Definice 6.7: Deterministicky bezkontextovy jazyk

Deterministicky bezkontextovy jazyk L je jazyk, ktery je pfijimany néjakym
deterministickym zasobnikovym automatem P = (Q,X,T,d, qo, Zo, F) kon-
covym stavem, tj. L(P) = L.

Druha podminka zarucuje, Ze nebude volba mezi € prechodem a Ctenim vstupniho
symbolu.

P
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Regularni jazyky, DPDA’s

RL C Lpppa € Lppa = CFL = Nppa 2 Npppa.

Véta 6.2: RLC L(DPDA)
Necht L je reguldrni jazyk, pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.

Proof.

DPDA mize simulovat deterministicky konecny automat a ignorovat zasobnik.
(nechat tam Zp). Formaln+ji: Vp,q € Q,a € ¥ preménit prechodovou funkci

0r(p,a) = g na d(p, a, Zo) > {(q, 2)}- O

Lemma

Jazyk Ly, je prijimany DPDA ale neni regularni.

Dikaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 0"c0".
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Priklad 6.12

Jazyk Loy = {a'b'|i € N} U {a’b%|i € N} je bezkontextovy, ale nenf pfijimany
zadnym deterministickym zasobnikovym automatem.

Proof.
o SPOREM: PYedokladejme, Ze existuje deterministicky PDA M ptijimajici
jazyk Lapp.
@ Vytvorme dvé kopie, My a M,, odpovidajici si uzly budeme nazyvat
sourozenci.

@ Zkonstuujeme novy automat:

Pocate¢nim stavem bude pocatedni stav My
koncovymi stavy budou koncové stavy M,
prechody z koncovych stavi My §(p, b, X) = (q,7)

presmérujeme do sourozencli g v Mp a prejmenujeme b na ¢

v automatu M, hrany oznacené b pfeznacime na c.
e Vysledny automat pfijima {a’b'c’|i € N} protoze
M je deterministicky, nemd jinou cestu, tj. i ve slové a'b? musel jit zalatek
stejné a pak ¢&ist b', nyni c',
e o {a'b'c’|i € N} vime, Ze neni bezkontextovy, tj. deterministicky M nemiiZe
existovat.
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Bezprefixové jazyky

Definice 6.8: bezprefixové jazyky

Rikame, e jazyk L C ¥* je bezprefixovy pokud neexistuji slova u,v € L a
z € X1 tak, ze u = vz. Tj. pro 24dné slova jazyka u # v neni v prefix u.

Priklad 6.13

o Jazyk Lycur je bezprefixovy.
o Jazyk L = {0}* neni bezprefixovy.

Véta 6.3: L € N(Ppppa) iff L bezprefixovy a L € L(Pppp,)

Jazyk L je N(P) pro néjaky DPDA P pravé kdyz L je bezprefixovy a L je
L(P’) pro néjaky DPDA P’.

= Prefix pfijmeme prazdnym zasobnikem, pro prazdny zasobnik

. s
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72

3
regularni jazyky
{0,00

>0

bezprefixové
{albiclli=1,...}

deterministické PDA
{0"1™m:0 < n < m)}

bezkontextové (=CFL)
{ww|w € {0,1}}
Lo

kontextové (=CL)
L4
{ww|w € {0,1}}

\
_/reku.cz—ivﬂé/

spocetné
Lo
L, ={(M,w),
TM M pfijima w}

Ly ={w; TM s kédem w nepfijim3 vstup w}
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Uzavérové vlastnosti

Véta 6.4: CFL uzaviené na sjednoceni, konkatenaci, iteraci, reverzi

CFL jsou uzav¥ené na sjednoceni, konkatenaci, iterace (x), positivni iterace

(+), zrcadlovy obraz wF.

@ Sjednoceni:
» pokud Vi NV, # () ptejmenujeme neterminaly,
> pfiddme novy symbol Spen a pravidlo Spew — 51/S2
o zfetézeni (=konkatenace) L;.L,
Shew — $5152 (pro Vi N Vo =), jinak pfejmenujeme)
o iterace L* = |J;5o L'
Snew —> SSneule
e pozitivni iterace L = J,~, L'
Snew — SSnew|S
e zrcadlovy obraz LR = {wR|w € L}

— s TTEEy— Ny 107, 20703 e



Prinik bezkontextovych jazyki

Priklad 6.14 (!CFL ani deterministické bezkontextové jazyky nejsou
uzavrené na priinik)

o Jazyk L = {0"1"2"|n > 1} = {0"1"2/|n,i > 1} N {071"2"|n,i > 1}

neni CFL, i kdyz oba ¢leny priiniku jsou bezkontextové, dokonce deterministické
bezkontextové.

{0"1"2'|n,i > 1} {S — AC,A — 0A1]01, C — 2C|2}

{0/1"2"|n,i > 1} {S — AB,A — 0A|0, B — 1B2|12}

@ prinik neni CFL z pumping lemmatu.

Pro paralelni béh dvou zasobnikovych automati
e Fidici jednotky umime spojit (viz koneéné automaty)
@ (teni umime spojit (jeden automat muize ¢ekat)
@ bohuzel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho

dva neomezené zasobniky =Turinglv stroj
=rekurzivné spocetné jazyky Lo.
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Véta 6.5: CFL i DCFL jsou uzaviené na pranik s regularnim jazykem

o Méjme L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk. Pak LN R je
bezkontextovy jazyk.

@ Méjme L deterministicky CFL a R regularni jazyk. Pak LN R je
deterministicky CFL.

FA

=
rept/Reject
Input|w g =* pept/Reject

PDA

'

=

Dikaz:

@ zasobnikovy a konecny automat mizeme spojit
» FA A1 = (01,2,51, qi, F1)
» PDA prijimani stavem M; = (Qz,z, r,52, q2, 2o, Fz)
@ novy automat M = (@1 X Q, X, 1,9, (g1, q2), Zo, F1 X F2)
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Substituce a homomorfizmus

Opakovani definice: substituce, homomorfizmus, inverzni homomorfizmus

Méjme jazyk L nad abecedou ¥.
Substituce o; Va € X : o(a) = L, jazyk abecedy X, tj. o(a) C X}
prevadi slova na jazyky:

o o(e) = {e},

e o(ay...ap) =o(ar)..... o(an) (konkatenace), tj.

0T = P(Uyex Z2)°)

° (L) = Uyero(w).
homomorfizmus h, Va € ¥ : h(a) € %
prevadi slova na slova

o h(e) =¢,
e h(ay...an) = h(a1)..... h(a,) (konkatenace) tj. h: X* — (U,cx Xa)*
e h(L) ={h(w) |w € L}.

Inverzni homomorfizmus prevadi slova zpét
e h™}(L) = {w|h(w) € L}.
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Pr¥iklad: Substituce

Priklad 6.15

Méjme gramatiku G = ({E},{a,+,(,)},{E — E + E|(E)|a}, E). Méjme
substituci:

o o(a) = L(G,), G> = ({1}, {a, b,0,1}, {I — I0|I1|/a|Ib|a|b}, 1),

o o(+) ={—,*,:,div, mod},
o o(() ={(
o 0())=1{}

(a+a)+acL(G)
v o(+) chybi 4+ pro ukazku, ze (a+ a) + a ¢ o(L(G)).
(a001 — bba) * bl € o((a+ a) + a) C o(L(G)).
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Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazykd

S
Véta 6.6: CFL jsou uzaviené na substituci
Méjme CFL jazyk L nad ¥ a substituci o na S S
Y takovou, ze o(a) je CFL pro kazdé a € ¥. 2
Pak je i o(L) bezkontextovy (CFL). 4
X1 Xk n

@ Idea: listy v derivaénim stromu generuji dalSi stromy.
o Pfejmenujeme netermindly na jednoznaéné viude v G = (V, X, P, S),
Gs = (Vs T, Py, S,),a € X
@ Vytvofime novou gramatiku G = (V’', T', P’,S) pro o(L):
» V' =VUl,;5 Ve

> T/ = UaEZ Ta
» P'={J,.y PU{p € P kde viechna a € ¥ nahradime S,}.
G’ generuje jazyk o(L). a
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Substituce bezkontextovych jazyki

P¥iklad 6.16 (substituce)

L={a'b|0<i<} S — aSb|Shle

a(a) =1L, = {Cidi|i > O} 51 — C51d|6

U(b):LQZ{C’|IZO} 52—)C52‘6

O'(L)Z S — 51552|552|€, 51 — C51d|€, 52 — C52|€

Véta 6.7: homomorfismus

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfizmus.

o PYimy dlsledek predchozi véty.

o Terminél a v derivaénim stromé nahradim slovem h(a). ]
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Pouziti uzavrenosti priniku CFL a RL

Ptiklad 6.17
Jazyk L = {071/2%3!|i = 0V j = k = I} neni bezkontextovy. J

Dikaz: Dikaz sporem:

o Predpokladejme, ze L je bezkontextovy jazyk
o L; = {012k3!|j k,I > 0} je reguldrni jazyk
» {§—>0B,B— 1B|C,C — 2C|D,D — 3D|¢}
e LN Ly ={0172'3/|i > 0} neni bezkontextovy == SPOR s uzavfenosti
na prinik s reguldrnim jazykem. ]

L je kontextovy jazyk

S — E|0‘0A|81|C1|D1

B — 1|131|C1, G — 2|2C1|D1, D; — 3‘3D1

A — 0|0A|P

P — 1PCD|1CD

DC — CD piepiéeme {DC — XC, XC — XY, XY — CY, CY — CD}

22 2N _\ 3
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Rozdil a doplnék

Véta 6.8: Odecteni regularniho jazyka

Méjme bezkontextovy jazyk L a regularni jazyk R. Pak:
o L — R je CFL.

Proof.
L—-R=LNR,R je regularni.

Véta 6.9: CFL nejsou uzaviené na doplnék ani rozdil

Trida bezkontextovych jazyk( neni uzaviena na doplnék ani na rozdil.

CFL nejsou uzavrené na doplnék ani rozdil.
Méjme bezkontextové jazyky L, Ly, Ly, regularni jazyk R. Pak:
o L nemusi byt CFL. LNl =1 UL.
o L; — Ly nemusi byt CFL. >* — L neni vzdy CFL.
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Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

@ Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické CFL.

@ Deterministické bezkontextové jazyky
> nejsou uzaviené na prinik
> jsou uzavrené na prlnik s regularnim jazykem
> jsou uzavrené na inverzni homomorfizmus.

Lemma
Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL.

)

@ idea: prohodime koncové a nekoncové stavy
o nedefinované kroky oSetfime 'podlozkou’ na zasobniku
@ cyklus odhalime pomoci ¢itade

@ az po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
stadi si pamatovat, zda prosel koncovym stavem.
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Ne—uzavrenost deterministickych CFL

Ptiklad 6.18 (DCFL nejsou uzaviené na sjednoceni)
Jazyk L = {a'bick|i #jVj# kVi# k} je CFL, ale neni DCFL.

Proof.

Vzhledem k uzavfenosti DCFL na doplnék by byl DCFL i
LNa*b*c* = {a'b/ck|i = j = k}, o kterém vime, Ze neni CFL (pumping
lemma) O

Ptiklad 6.19 (DCFL nejsou uzaviené na homomorfizmus)
Jazyky Ly = {a'bick|i # j}, Lo = {a'bick|j # k} , Ly = {a'bick|i # k} jsou
deterministické bezkontextové.

o Jazyk OL; U 1L, U2L3 je deterministicky bezkontextovy

@ Jazyk L; U Ly U L3 neni deterministicky bezkontextovy
polozme h(0) =¢, h(l) =¢,, h(2) =c¢
h(x) = x pro ostatni symboly
h(0L1 UllL,U2ls) =L UL UlLs,

[-Na*b*c* =4a'bckli=i=k}
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednoceni | F = F1 x QU Q1 x S — 5115 ANB=AUB
priinik F=FxF L=1{0"1"2"|n > 1} = {r;[g,llnélfr’h’éll}}}
N'sRL F=FfXxF F=FXxF F=FXxF
dopln&k F=Qi— F, § tot. ANB=AUB | F = Q, — Fi, Zy, cykly, tot.
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

Marta Vomlelova
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocen{ F=FXQUQxF S — 5|5 ANB=AUB

. e {0"1"2'|n,i > 1}
prinik F=F X F L=4{0"1"2"|n > 1} {0{0’1"2"|n7i >1)
NsRL F=FxF F=FAXxF F=F xF
dopln&k F = Q. — Fi, ¢ tot. ANB=AUB | F = Q. — Fi, 7o, cykly, tot
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

i~} i

inverzni hom.

Start t h! ;\ A

Acceptireject

PDA || o Accepy
state reject

[}
]
g Stack
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Dodatky

Pokud ma semestr vice nez 11 tydnd, je mozné se vénovat kontextovym
gramatikam, linedrné omezenym automatlim a dalsim tématim. Nékterad z nich
najdete v Dodatcich.
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Dnesni téma

Turingtiv stroj, rozsireni

Marta Vomlelova

MS 303

Automaty a gramatiky May 17, 2026
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Turingovy stroje — historie a motivace

@ 1931-1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing
@ Turingliv stroj

» zachyceni prace matematika
* nekonec¢na tabule

Ize z ni &ist a lze na ni psat
* mozek (Fidici jednotka)
» Formalizace TM:

* misto tabule nekonecna paska
* misto kfidy Cteci a zapisovaci hlava, kterou Ize posunovat v obou smérech
* misto mozku kone&nd Fidici jednotka (jako u PDA)

» dalsi formalizace:

* Casteéné rekurzivni funkce, booleovské funkce, RAM, A—kalkul,

@ Snazime se definovat problémy nerozhodnutelné jakymkoli pocitaéem.
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Definice 7.1: Turingtiv stroj

Turingtiv stroj (TM) je sedmice M = (Q, %, T, 4, qo, B, F) se slozkami:
@ konecna mnozina stavii

> konecna neprazdna mnozina vstupnich symbolii

-

kone¢ni mnozina viech symboli pro pasku. Vidy T D X, QNI = 0.
(¢aste¢nd) prechodova funkce. (Q — F) xI' = Q@ x I x {L, R}, v
(g,x) = (p, Y, D):

€ (Q — F)! aktudlni stav

€ I aktualni symbol na pasce

novy stav, p € Q.

€ I symbol pro zapsani do aktudlni bunky, pfepiSe aktualni obsah.

€ {L, R} je smér pohybu hlavy (doleva, doprava).

[«

O <w Xa

go € Q pocatecni stav.

B €T —X. Blank. Symbol pro prazdné burky, na zacatku vSude kromé
konecného poctu bunék se vstupem.

F C @ mnozina koncovych neboli pFijimajicich stavi.

Pozn: nékdy se nerozliSuje I' a ¥ a neuvadi se prazdny symbol B, tj. pétice.
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Prechodovy diagram pro Turinglv stroj

Definice 7.2: Pfechodovy diagram pro TM 0/0 = 0/0 <
Y/Y = Y/Y +

Prechodovy diagram pro TM sestava z HO/X*

uzll odpovidajicim stavim TM. Hrany g —

. v v . Y/Y = X/X —
p jsou oznaleny seznamem vSech dvojic
X/YD, kde 6(q,X) = (p,Y,D), D € {« B/Bﬁ.
0y o
Pokud neuvedeme jinak, B znaéi blank — Y/Y =
prazdny symbol.

P¥iklad 7.1 (Turingtiv stroj pro jazyk {0"1";n > 1})

State | 0 1 X Y B
do (CI1,X, R) - - (Q3,Y7 R) -
q1 (g1,0,R) (a2, Y, L) - (q1,Y,R) -
Q2 (92,0, L) - (q0, X, R) (g2, Y, L) -
a3 - - - (q37Y7 R) (Q4,B7 R)
9a - - - - -
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Definice 7.3: Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace Turingova stroje je fetézec X1 X5 ... Xi—19X; Xj11 ... X, kde
@ g je stav Turingova stroje
@ Cteci hlava je vlevo od i—tého symbolu

@ Xj...X, je Cast pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjSim symbolem
raznym od prazdného (B). S vyjimkou v pfipadé, Ze je hlava na kraji —
pak na tom kraji vkladame jeden B navic.

Definice 7.4: Krok Turingova stroje

Kroky Turingova stroje M znacime /’\_/l’ Al—ﬂ*, F* jako u zasobnikovych automatd.
Pro 5(q7XI) = (p7 Y7 R)

(] X1X2 e Xi—quiXH—l . X,, ; X1X2 . X,'_lYpX,'+1 [N Xn.
Pro 5(qa XI) = (p, Yv L)

(] X1X2 e X;_qu,'X,'_;,_l . Xn I\}jl X1X2 . Xi—2pXi—1YXi+1 NN Xn
Odvozeni v kone¢ném poctu kroki ;* definuji rekurzivné pro Z, 7, K konfig-

urace Zéklad: Z F* 7 Rekurze: Pokud Z - J a JF" K, tak i Z +H* K.
M M M M
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Definice 7.5: TM prijima jazyk, rekurzivné spocetny jazyk

Turinglv stroj M = (Q,X,T, 4, qo, B, F) pFijima jazyk L(M) = {w € * :
Gow E* apB,p € F,a,8 € T*}, tj. mnozinu slov, po jejichZ precteni se
dostane do koncového stavu. Pasku (u nas) nemusi uklizet.

Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym (€aste¢né rozhodnutelnym),
pokud je pfijiman néjakym Turingovym strojem T (tj. L= L(T)).

Turingﬂv Stroj M = ({qu q1, 42,43, Q4}7 {07 1}'7 {07 17 X7 Ya B}a 6, qo, B) {CI4}) sd
v tabulce pfijimé jazyk {0"1";n > 1}.

Stav | 0 1 X Y B
do (QI;X7 R) - - (q37Y7 R) -
)] (Q1,07 R) (q2a Y7 L) - (qla Y7 R) -
a2 (CI2,0»L) - (q07X7R) (CI27 YaL) -
& | - - -

q3aY7R) (CI4737 R)
qa - - - - -
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TM pro jazyk {0"1";n > 1}

Priklad 7.4 (TM z ptikladu 7.1 pfijima jazyk {0"1"; n > 1})
Na pésce vzdy vyraz typu X*0*Y*1*

e 6 o6 o

postupné prepisujeme 0 na X a odpovidajici 1 na Y
go prepise 0 na X a preda fizeni g1
g1 najde prvni 1, prepiSe na Y a preda fizeni g
g> se vrati k X, necha ho byt a preda Fizeni g
pokud gy vidi Y, preds Fizeni gs
0/0 — 0/0 «+
g3 dojde zkontrolovat, jestli na konci nezbyly YIY S Y)Y«
1
pokud g3 naslo B, preda Fizeni ga ﬁ
qa skon&i Gspéchem (je pfijimajici) Y/Y = X/X =
..
pokud g3 narazilo na 1, tak skonci

nedspéchem Y/Y =
nema3 instrukci
neni pfijimajici.
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Jesté priklad, rekurzivné spocetné jazyky

Ptiklad 7.5 (Modifikace kone¢ného automatu na TM)
Jazyk L = {a*'|n > 0}
prijima Turingiv stroj M = ({qo, 91, 9r}, {a},{a, B}, 9, q0, B, {qr}) s 0 v tabulce:
) komentar
0(qo, B) = (gr, B,R) prazdné slovo, konec vypoctu
5(q0,a) = (q1,a,R)  zvétsi &itad (2k + 1 symbold)
9(q1,a) = (q0,a,R)  nuluje &ita¢ (2k symboli).

@ Turinglv stroj pro regularni jazyk:
» simuluje konec¢ny automat, pohyb hlavy vzdy vpravo,
» vidi-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA ptijimajici, prejde do nového
pfijimajiciho stavu gr.
> (Z gr nesmi byt instrukce, z p¥ijimajicich stavi DFA potfebuje rozlisit B a jiné
znaky.)

@ Bezkontextové jazyky: nejsnaze s pomocnou paskou simulujici zasobnik, bude
za chvili.
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TM s vystupem

Ptiklad 7.6 (TM s vystupem)

Turinglv stroj poéitajici monus m=n = max(m — n, 0).
o M= ({q07 a1, 42, 43, 44, g5, %}7 {07 1}) {0, 17 B}a 63 qo, Ba {qﬁ})
@ Pocatecni paska 0M10".

@ M zastavi s paskou 0™~ " obklopenou prazdnem B.

Najdi nejlevéjsi 0, prepis na B.

B/B—

Jdi doprava a najdi 1; pokracuj, najdi 0 a /1/H\.3mo
prepi$ na 1. ”o,/sqg OO =}

0/0 —

Vrat se doleva. 16

Pokud nenajde$ 0 (uklid): @

> vpravo: prepi$ vSechny 1 na B.
> vlevo: m < n: prepi$ véechny 1 a 0 na B, Vel et
nech pasku prazdnou.

B/B«
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Rekurzivni jazyky

Definice 7.6: TM zastavi

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a nenf instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., (g, X) neni definovano.

@ Predpokladame, ze v pfijimajicim stavu g € F TM zastavi,
o dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo nepfijme slovo.
Paralela:
@ Misto 'zastavit a neptijmout’ miZeme spustit nekone¢nou smycku vypoctu.
o Pak otdzka nalezeni slova do jazyka odpovida otazce zastaveni Turingova
stroje

Definice 7.7: Rekurzivni jazyky

Rikdme, e TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥*
stroj nad w zastavi.

Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.

Marta Vomlelova
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Pamét v ridici jednotce, Pomocna stopa
Priklad 7.7 (P¥iklad paméti ve stavu TM)

Pro jazyk L(M) = (01* + 10*) si pamatujeme prvni znak, stav je dvojice (obecné
n_tice)- M T ({qu ql} X {07 1a 8}7 {07 1}7 {07 1) B}767 [qu B]7 B) {[q17 B]})
) 1 B

0
- [quB] ([q170]707 R) ([q171]717R)
[ql,O] ([q130]117R) ([qlaBLB’ R)
[qlal] ([q131]707 R) ([qlaB]aBa R)
*[q17 B]

Ptiklad 7.8 (PFiprava pomocné stopy)

Budeme potrebovat dvé stopy na pasce. PrepiSeme vstup na dvojice, nahore
budeme mit volno na poznamky. V definici 6 pouzivdm zastupny znak pro vstupni
pismeno a € {0,1}.

® 6([q0a 3]7 a) = ([q07 B]a [B7 a], R)

@ 0([q0, B], B) = ([g-1, B],[B, B], L) jsem na konci, ota¢im

o 8(1g-1. B]. [B.2]) = ([g_1, BI. [B. 3], L) idi vievo

@ i([g-1, B], B) = ([q1, B], B, R) dvé stopy pfipraveny pro dalsi praci.
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Vice stop na pasce, spole¢na hlava

State

<

(o]
aQ

Storage | A

Track 1
Track 2
Track 3

N~<><%\
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Vice stop na pasce vyuziva nasledujici priklad

Ptiklad 7.9 (TM pro jazyk Lyen = {wew|w € {0,1}1})

o M= ({q,...,q9} x {0,1, B}, {[B,0],[B,1],[B, c]}, { B, *} x
{07 17 Ba C}a 67 [qla B]7 [Ba B]7 {[qga B]})
@ J je definovano (a, b € {0,1}):
0([q1, B], [B, a]) = (g2, a], [, a], R) nacti symbol a
0([qe, a], [B, b]) = ([g2, a], [B, b], R) jdi vpravo, hledej stted c,
0([qe, a], [B, c]) = ([gs, al, [B, c], R) pokraluj vpravo ve stavu gs,
6([gs, a, [, b]) = ([gs, 4], [*, b], R) pokraluj vpravo,
0([gs, a], [B, a]) = ([gas, Bl [*, a], L) zkontroluj shodu, vymaz pamét a jdi vlevo,
3([ga, B, [*, a]) = ([g4, BI, [, a], L) jdi vlevo,
0([gs, B], [B, <]) = ([gs, B, [B, c], L) ¢ pokracuj za stfed ve stavu gs,
@ rozeskok podle toho, jestli je jesté co kontrolovat
o([gs, B], [B, a]) = ([gs, Bl, [B, a], L) jesté budeme kontolovat,
([q67 B]a [Ba a]) = ([QG, B]a [Ba a]? L) jdi vlevo,
0([ge, B], [, a]) = ([g1, B], [*, a], R) znovu zalni,
0([gs, B, [*, a]) = ([g7, B], [, a], R) uz vSe vlevo od ¢ porovnano, jdi vpravo,
o([g7, B, [B, c]) = ([gs, B], [B, c], R) pokraéuj vpravo,
ey 215 ks ell) = g 1l s 2 () polvri) v,
— ([aa. Bl. [B. Bl. R) pfiimi.
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Vicepaskovy TM ma pro kazdou pasku vlastni hlavu

Definice 7.8: Vicepaskovy Turinglv stroj

Pocatelni pozice Vicepéskovy TM
@ vstup na prvni pasce, ostatni zcela prazdné
@ prvni hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné ‘
v 7 v s ~
@ hlava v pocatecnim stavu DN
" . [T T
Jeden krok vicepaskového TM \ ‘)
@ hlava prejde do nového stavu [ ﬁ/{

@ na kazdé pasce napiSeme novy symbol

@ kazda hlava se nezavisle posune vlevo,
zlistane, vpravo.

Véta 7.1: Vicepaskovy TM

Kazdy jazyk pfijimany vicepaskovym TM je pfijimany i néjakym (jednopaskovym)
Turingovym strojem TM.
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Diikaz: vicepaskovy TM

@ konstruujeme Turinglv stroj M

@ pasku si predstavime, ze ma 2k stop
> liché stopy: pozice k—té hlavy

> sudé stopy: znak na k—té pasce
Simulace 2-paskového

@ pro simulaci jednoho kroku navstivime . .
P ] TM na jedné pasce

vSechny hlavy
@ ve stavu si pamatujeme

> pocet hlav vlevo '
» Yk symbol pod k—tou hlavou A

@ pak uz umime provést jeden krok (znovu 5l
béhat) ]

@ Simulaci vypoctu k—paskového stroje o n krocich
Ize provést v &ase O(n?) (simulace jednoho kroku z
prvnich n trva 4n 4+ 2k, hlavy nejvys 2n daleko,
prelist, zapsat, posunout znacky).
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Nedeterministické Turingovy stroje

Definice 7.9: Nedeterministicky TM

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvdme sedmici M = (Q, X, T, 4, qo.
kde Q,%,T, qo, B, F jsou jakou TMad: (Q—F)xTI = P(Q xT x{L,R}).
Slovo w € ¥* je prijimano nedeterministickym TM M, pokud existuje
néjaky vypocet qow H* apf, p € F.

Véta 7.2: Nedeterministicky TM

Pro kazdy My nedeterministicky TM existuje deterministicky TM Mp takovy,
ze L(MN) = L(MD)

Velmi stru¢né (pfiprava)

prohledavame do Sitky mozné vypocty My
» odvozeno v k krocich
> maximalné m* konfiguraci
_ . v %(_/
* kde m = max|d(q, x)| je max. pocet <max [5(q.x)]

voleb M,
—— T ATieiE) © Gl sy 1773026 506306



Dikaz: idea dikazu

paska nekonecnd — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci

prohledadvame do Sitky vSechny vypolty My

modelujeme TM se dvéma paskami
> prvni paska: posloupnost konfiguraci

* aktudlni oznacena (kfizkem na obrazku) o
* vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout - ~
* vpravo aktudlni a pak dalsi ¢ekajici Qe S T
, , , , . of ID's %;
» druhd paska: pomocny vypodet o -
@ zpracovani jedné konfigurace obnasi
> precti stav a symbol aktudlni konfigurace 1D
> je—li stav prijimajici € F, pfijmi a skonci
» napi$ konfiguraci ID na pomocnou pasku
> pro kazdy mozny krok § (uloZeny v hlavé Mp)
* proved krok a napi$ novou ID na konec prvni pasky
> vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
> opakuj O
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Véta 7.3: Jednosmérna paska
Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj My, ktery prijima stejny
jazyk a

@ M nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice.

Xo | X1 | X5
* X1 | X

o Nejdfiv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.

@ Pod nejlevéjsi symbol dame novy znak *, abychom védéli, Ze jsme na
levém okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni.

o Ve stavu ('hlavé’) si pamatujeme, jestli ¢teme horni stopu ('norméalné’)
nebo spodni stopu (kde L znamend doprava a R doleva). Pokud
vidime *, odpovidajici instrukce pfepiseme na zménu stopy (zhora
vlevo prepnu na doll, pokud jsem dole pfesla na "*", madm rovnou &ist
horni symbol a smérovat dle horni pasky). 0
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Véta 7.4: Nepsani B

Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj M, ktery pFijima stejny
jazyk a
@ My nikdy nepiSe blank B.

@ Misto B blank zavedeme novy paskovy symbol, Bj.

@ Misto kazdého psani B piseme B; a vSechny instrukce pro ¢teni B
zkopirujeme téz pro cteni By.

o Takto modifikovany TM nikdy nepite B (pise By). 0
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@ Turinglv stroj: nekonelna oboustranna paska, mize &ist, psat, pohybovat
hlavou.
e Prijimani TM: TM prijima pokud vstoupi do koncového stavu.
TM s vystupem: Hlava na prvnim pismenu odpovédi, kromé odpovédi B.
o Rekurzivné spocetné jazyky (RE): jazyky pfijimané néjakym Turingovym
strojem.
o Konfigurace TM: VSechny symboly pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjsSim
ne—B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od pravé ¢teného symbolu.
@ modelovaci triky
» Pamét v Fidici jednotce
» Vice stop
@ Rozsiteni TM bez rozsiteni t¥idy pfijimanych jazyki:
> Vicepaskové TM Samostatny pohyb hlav na paskach (lze simulovat na
pridanych stopéach).
» Nedeterministicky TM: Ma instrukce na vybér, na pfijeti staci jeden
prijimajici vypocet.
» TM s Jednostrannou paskou nikdy nepisici B se bude hodit v dalSich
kapitolach. Dokaze simulovat libovolny TM.
@ Uz se neudi: Linearné omezené automaty LBA
» Turingovy stroje, kde je vstupni slovo mezi levou a pravou znackou, hlava
nesmi za tyto znacky ani je prepsat.
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Dnesni téma

Univerzalni TM, Diagondlni jazyk

Marta Vomlelova

MS 303
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Rekurzivni jazyky

Definice 8.1: TM zastavi

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., 6(q, X) neni definovano.

@ Z definice, v prijimajicim stavu g € F TM zastavi,
@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.

Definice 8.2: Rekurzivni jazyky

Rikdme, e TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥*

stroj nad w zastavi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.
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Hierarchie jazyki (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
Ly = {(M, w);
TM M prijima w}

Ly ={w; TM s kédem w
nepfijima vstup w}

bezkontextové
(=CFL)

rekurzivni (=R)
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Jazyk ktery neni rekurzivné spocetny

Sméfujeme k diikazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takovych, ze:

M je binarné kédovany Turingiiv stroj s abecedou {0, 1},
w=Mec{0,1}* a
M nepfijima vstup w.

Postup:

Kédovani TM binarnim kédem pro libovolny pocet stavi TM.
Kéd TM vezmeme TM jako binarni fetézec.

Pokud kéd nedava smysl, reprezentuje TM bez transakci. Tedy kazdy kéd
reprezentuje néjaky TM.

Diagonalni jazyk Lg;

Ly = {w; TM reprezentovany jako w takovy, ze nepfijima w}.

Neexistuje TM pfijimajici jazyk Ly. Spusténi takového stroje na vlastnim
kédu by vedlo k paradoxu.

Jazyk Ly neni rekurzivné spocetny. Proto Ly neni rekurzivni. Lze dokazat,
ze Ly je rekurzivné spocetny.
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@ Pro kédovani TM M = (Q,{0,1},T,4, g1, B,{g>}) ocislujeme stavy, symboly
asméry L, R.
o Predpokladejme:
» Pocatecni stav je vzdy qi.
» Stav ¢ je vZdy jediny koncovy stav (nepotfebujeme vic, TM zastavi).
> Prvni symbol je vzdy 0, druhy 1, tfeti B, prazdny symbol. Ostatni symboly
pasky ocislujeme libovolné.
> Smér L je 1, smér R je 2.
Jeden krok 6(qi, X;) = (qk, Xi, Dn) kédujeme: 0710/10¥10'10™. Viechna
i,j,k,I,m>1 takze se dvé jedni¢ky za sebou nevyskytuji.

o Cely TM se skldda z kédi vsech prechodi v néjakém porfadi oddélenych
dvojicemi jedni¢ek 11: G;11G11...C,_111C,.
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Ptiklad 8.1 (TM a jeho kédovani)
M = ({q17 q2, Q3}7 {07 1}7 {07 1) 8}7 67 qi1, B, {%})

5| o | 1 | B
— q1 (q?noa R)
*q2

as (qlalyR) (q2703 R) (q3717L)'
@ Kod pro transakce:
G G G Gy
0100100010100 | 0001010100100 | 00010010010100 | 0001000100010010
o Kéd celého TM:
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010.
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Diagonalni jazyk

Usporadani fetézci (technicky detail)

o Retézce {0,1}* bereme usporadané podle délky, stejné dlouhé
usporadame lexikograficky.
@ Prvni je ¢, druhy 0, tfeti 1, ¢tvrty 00 atd.
@ j—ty Fetézec oznalujeme w;.
Definice 8.3: Diagonalni jazyk
Diagonalni jazyk L4 je

Ly ={w € {0,1}*; TM reprezentovany jako w ktery nepfijima slovo w}.
Véta 8.1: L, neni RE
Ly neni rekurzivné spocletny jazyk, tj. neexistuje TM pfijimajici Ly.
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Na diagonéle pro wy = code(My) spor

Dikaz: Ly neni RE.

o Predpokladejme Ly je RE, Ly = L(My)

i-kod TM pro n&jaky TM M.
I vstuvpmw i s @ Jeho jazyk je {0,1}, tedy je v seznamu
1/0- prlleTeprljlma na obrazku: 'P¥ijima TM M; vstupni slovo
12 3 4 w;?'
NN oo @ Alespon jeden fetézec ho koduje,
; z (1) (1) ? ? feknéme code(My) = wy.
L 400 1 0\ o Jewy €Ly
: Co » Pokud 'ano’, na diagonale ma byt 0, tj.
Wq ¢ L(Md) = Ld, spor.
Diagonal » Pokud 'ne’, na diagonale ma byt 1,
Ly = {w; na diagonile je 0}. wa € L(Ma) = La, spor.
Proto takovy My neexistuje. Tedy Ly neni
rekurzivné spocetny. m
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Definice 8.4: Univerzalni jazyk

Definujeme univerzalni jazyk L, jakoZzto mnozinu binérnich fetézcl které
kéduji par (M, w), kde M je TM a w € L(M), tj. M pfijima slovo w.

L,={(M,w) | MjeTMaweL(M)}
TM prijimajici L, se nazyva Univerzalni Turingtv stroj.
Véta 8.2: Existence Univerzalniho Turingova stroje

Existuje Turingiv stroj U, pro ktery L, = L(U).

Finit v . z 7 s . o .

o Popiseme U jako vicepaskovy Turinglv stroj.

s) @ PrYechody M jsou napsany na prvni pasce
spolu s fetézcem w.
Input M w . . . L

/ \ @ Na druhé pasce simulujeme vypocet M,

Tape of M 0001000001010001 ** - / pouzivajici format jako kéd M, tj. symboly 0’
P oddélené jednickou 1.

Staieof M 000 " OBB " o Treti paska obsahuje stav M reprezentovany

i nulami.
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Operace univerzalniho Turingova stroje

Operace U jsou nasledujici:
@ Otestuj, zda je kéd M legitimni;
pokud ne, U zastav bez prijeti.
@ Inicializuj druhou pasku kédovanym slovem w: 10 pro 0 ve w, 100 pro 1;
blank jsou nechané prazdné a nahrazeny 1000 pouze 'v pripadé potreby'.
o Napis$ 0, pocatecni stav M, na treti pasku. Posun hlavu druhé pasky na prvni
simulované policko.
@ Simuluj jednotlivé pfechody M
» Najdi na prvni pasce spravnou transakci 0°10/10¥10'10™, 0 na pasce 3, ¢/ na
pasce 2.
» Zmé&h obsah pasky 3 na 0.
» Nahrad O/ na 2. pasce fetézcem 0'. PouZij &tvrtou 'scratch tape’ pro spravné
mezery.
» Posun hlavu 2. pasky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.
@ Pokud jsme nenasli instrukci pro M, zastavime.
@ Pokud M prejde do prijimajiciho stavu, pak U také prijme. O

Tedy mame TM pfijimajici L, = {(M,w) | w € L(M)}.
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Postova véta: (L € RE & L € RE) < L je rekurzivni

Lemma e —_| Accept
w o g
. g o g . ;. T Reject Reject

Je—li L rekurzivni jazyk, je rekurzivni i L.

Véta 8.3: Postova véta

Accept = Accept
Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L i L Accept | Refest

(doplnék) jsou rekurzivné spocetné.

Dikaz: Postova véta

= Vezmeme TM M pro L, ktery vzdy zastavi a vyda odpovéd (existuje,
protoze L je rekurzivni). Pro test naleZeni do L predlozime vstup M,
pockame na odpovéd a odpovime opak.

< > Mime TM L= L(M;) a L= L(M>).

> pro dané slovo w nardz simulujeme M; i M, (dvé pasky, stav se dvéma

komponentami).
» Pokud jeden z M; pFijme, M zastavi a odpovi.
» Jazyky jsou komplementarni, jeden z M; vzdy zastavi, L je rekurzivni. O
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Véta 8.4: Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

Dilkaz: Nerozhodnutelnost L, Modifikace TM pro L, na TM pro Lg:

e Mame TM prijimajici L,, tj. je Hypothetical = Accept —[—= Accept
RE. ¢ o

o Predpokladejme, ¥e je L, M
rekurzivni.

e Pak L, by byl také rekurzivni. o Retézec w prepis na wlllw

e Pro TM ptijimajici L, mizeme (2-paskovy, preved na 1-péaskovy).
zkonstruovat TM prijimajici Ly @ Simuluj M na novém vstupu.
(vpravo). PFijmi iff M pfijme.

@ ProtoZze vime, Ze Ly neni RE, @ Stroj M’ prijima L,(w, w), tj.
L, neni RE a L, nenf rekurzivni. ] pripady kdy M; neprijima w;, tj.

jazyk Lg.
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Véta 8.5: Rekurzivné spocetné jsou Ly

Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu O.

Dikaz: Od Turingova stroje ke gramatice

pro Turingilv stroj T najdeme gramatiku G, L(T) = L(G)
o G=({S,C,D,E} U {X}rerir U{Q}geca T, P, S), P je:
@ gramatika nejdfive vygeneruje pasku stroje a kopii slova
wB"WRQyB™ , kde B’ predstavuji volny prostor pro vypolet
@ potom simuluje vypolet (stavy jsou souéasti slova)

@ v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

D — xDX|E generuje slovo a jeho revizni kopii pro vypocet
E — BE|e generuje volny prostor pro vypocet
2) XP— QX pro d(p,x) = (g, %', R)
XPY - X'YQ pro 6(p,x) = (g,x’, L)
3) P=>C prop € F
CA — C,AC — C mazani pasky
C—e konec vypoctu
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Ptiklad 8.2 (Gramatika z TM)

Mg&jme turingfiv stroj pro jazyk L = {a*"|n > 0},
™ M= ({q07 a1, g2, qF}7 {3}7 {3}757 qo0, B7 {qF}) s § v tabulce:
) komentar
5(90,3) = (41,3, R) _ prvni symbol
5(q1,a) = (q0,a,R)  nuluje &ita& (2k symbolii)
0(q0, B) = (gr, B,L) pt¥ijme a zastavi
Pro tento TM zkonstruujeme gramatiku
G= ({5, C,D,E, Qy, @1, QF,Q}, {a}, S,PLUP,U P3),

Mazani
Inicializace Pfechodova funkce O  C
S — DQE aQy — (Qia Ca — C
Pr=<XD — aDalE}; P,=¢ a@ — (@Qa pP3=<¢aC — C
E — BE|e BQoa — BaQr BC — C
C — ¢

Konkrétné pro aa € L(M) vygeneruji aaBaaQp, mezivysledek aaBaQra a vysledek
aa.
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Od Turingova stroje ke gramatice

Pottebujeme ovéfit, zda L(T) = L(G)?

o wel(T)
> existuje koneény vypocet stroje T (konecny prostor)
» gramatika vygeneruje dostatecné velky prostor pro vypocet
» simuluje vypoclet a smaze dvojniky.

o weL(G)
» pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
» derivaci miZeme preusporadat tak, ze pofadi je 1),2),3).
» podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav.

Gramatika po zjednoduseni

P¥iklad 8.3 (Gramatika pro TM) G =({S,C,D,E, 3, Qo, Q},{a},P,S)

Méjme Turinglv stroj

S— DQO
M = D — aDa|B
({q07qlaqF}a{a}a{aa B}75, Q(),B,{QF}) B@Qy — C
(g0, B) = (gr. B, R) P={2aQ — Qa
5(‘707 a) = (QIv a, R) aQ: — Qoa
5(‘7173):(‘7073’ R) 7C§*> Ci
C—e
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Véta 8.6: L; jsou rekurzivné spocetné.

Kazdy jazyk generovany gramatikou typu O je rekurzivné spocetny.

Dikaz: Kazdy jazyk generovany obecnou gramatikou je rekurzivné spocenty.

idea: TM postupné generuje vSechny derivace
@ derivaci S = w; = ... = w, = w kbdujeme jako slovo
#SH#HwWIFH .. HwH
umime udélat TM, ktery prijima slova #a#8#, kde a = (3
umime udélat TM, ktery pfijima slova #w1F . . . HwikF#, kde w1 =" wyi

umime udélat TM postupné generujici postupné vsechna slova z

(VUTU{#})

o Kazdé zkontrolujeme, jestli je spravna derivace w. Pokud ano,
pfijmeme, jinak pokraCujeme.
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Hierarchie jazyki (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
L, ={(M,w);
TIM M pfijima w}

kon (=
Ly

{a'bicli=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

Automaty a gramatiky

Ly ={w; TM s kédem w
nepfijima vstup w}
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Dnesni téma

Nerozhodnutelné problémy, Postliv korespondencni p.

Marta Vomlelova

MS 303
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Definice 9.1: Rozhodnutelny problém

@ Problémem P myslime matematicky/informaticky definovanou
mnozinu otazek kédovatelnou fetézci nad abecedou ¥ s odpovédmi
€ {ano, ne}.

. Pokud problém definuji jakozto mnozinu, jde o otazku, zda vstup
kéduje prvek dané mnoziny (napf. polynom s celoiselnym kofenem).

o Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje Turinglv
stroj TM takovy, ze pro kazdy vstup w € P zastavi a navic pfijme pravé
kdyz P(w) = ano (tj. pro P(w) = ne zastavi v ne—pfijimacim stavu).

@ Problém ktery neni algoritmicky rozhodnutelny nazyvame
nerozhodnutelny problém.

'Rozhodnutelny’ mluvi o problémech, 'rekurzivni’ o jazycich, jinak jde o 'totéz"

Ptiklad 9.1 ('Problémy’)

(r1) Obsahuje vstupni slovo pét nul?

(r2) Je vstupni slovo korektné definovanym kédem Turingova stroje v kédovani
jako drive?

(nl) Zastavi TM kédu M nad slovem w?
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Redukce

Pojem redukce budeme zavadét dvakrat. Tady nas nezajima slozitost, staci, ze je
rekurzivni, tedy ze se vzdy dockame vysledného prevodu.

Definice 9.2: Redukce

Redukci problému P; na P, nazyvame
algoritmus R, ktery pro kazdou instanci yes
w € Py zastavi a vyda R(w) € P, tak, ze

e Py(w) = ano pravé kdyz "
P>(R(w)) = ano
o tj. i Pi(w) = ne pravé kdyz P )

P>(R(w)) = ne.

P¥iklad 9.2 (Redukce Ly na L,.)

Redukce TM pro Ly na TM pro L.: o p — Neptijimd TM reprezentovany

w vstupni slovo w?

‘ Hypothetical —  Accept Accept
w *— wlllw -=| algorithm

@ P, = Neprijima TM reprezentovany
M e Refest 7 Reje M vstupni slovo w?
M’ for Ld .
Automaty a gramatiky
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Véta o (ne)rozhodnutelnosti diky redukci

Véta 9.1: Dakaz (ne)rozhodnutelnosti redukci

Pokud existuje redukce problému P; na yes ves
P>, pak:
@ Pokud P; je nerozhodnutelny, pak no

je nerozhodnutelny i Ps.

@ Pokud P; neni rekurzivné spocetny, P
pak neni RE ani P;.

ol

Proof.

o Predpokladejme P; je nerozhodnutelny. Je—li mozné rozhodnout P,, pak
mizeme zkombinovat redukci P; na P; s algoritmem rozhodujicim P, pro
konstrukci algoritmu rozhodujiciho P;. Proto je P> nerozhodnutelny.

o Predpokladejme P; ne-RE, ale P, je RE. Podobné jako vyse zkombinujeme
redukci a vysledek P, k diikazu P; je RE; SPOR.

O
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Problém zastaveni

Definice 9.3: Problém zastaveni

Instanci problému zastaveni je dvojice fetézcd M, w € {0, 1}*.
Problém zastaveni je najit alogritmus Halt(M, w), ktery vyda 1 pravé kdyz
stroj M zastavi na vstupu w, jinak vyda 0.

Véta 9.2: Problém zastaveni

Problém zastaveni neni rozhodnutelny.
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Problém zastaveni neni rozhodnutelny

Proof.
o Predpokladejme, Ze mame algoritmus (Turingliv stroj) ktery pro kazdy vstup
odpovi ano/ne pro problém Halt(M, w).
o Modifikujeme ho na stroj Halt,,(w); w € {0,1}*:

Pokud Halt(w, w) odpovi 1, spustime nekoneény cyklus
jinak zastavime.

@ Z konstrukce Halt,o,(w) zastavi pravé kdyz neni pravda Halt(w, w)

o Vezmeme kéd stroje halt,, = code(Halt,,). Halt,,(haltn,) zastavi pravé kdyz
neni pravda Halt(Halt,,, halt,,)

e Halt(Halt,,, halt,,) odpovidajici spravné podle Halt,, neexistuje.
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Smérujeme k nerozhodnutelnym problémim o
bezkontextovych gramatikach

@ Ne-rozhodnutelnost univerzalniho jazyka
. " , L, o |MPCP [ PCP
o redukujeme na modifikovany PCP (MPCP)  “» -

algorithm algorithm

@ coz redukujeme na PCP
@ coz redukujeme na otazku L(Gy) = L(G) pro dvé bezkontextové gramatiky
> a dalsi podobné otazky.
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Postiiv korespondencni problém

Definice 9.4: Postiv korespondencni problém

@ Instance Postova korespondenc¢niho problému (PCP) jsou dva
seznamy slov nad abecedou ¥ znacené A= wy, wy, ..., wx a
B = x1,x2,...,xx stejné délky k.

e Pro kazdé i, dvojice (w;, x;) se nazyva odpovidajici dvojice.

@ Instance PCP ma reseni, pokud existuje posloupnost jednoho &i vice
prirozenych Cisel iy, i, ..., im tak Ze wywj, ... Wi, = Xi X, - - . X;,, t].
dostaneme stejné slovo.

@ V tom pripadé fikdme, ze posloupnost iy, ip, . .., iy je Feseni.
Postiiv korespondencni problém je: Pro danou instanci PCP, rozhodnéte,
zda ma YeSeni.
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Priklad 9.3

_ Seznam A | Seznam B o ¥ ={0,1}, seznamy A,B v tabulce.
1 ;Vi )1<l11 o Regeni 2,1,1,3 vytvori slovo

2 | 10111 10 101111110.

3110 0 o Jiné Yefeni: 2,1,1,3,2,1,1,3.
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V2

CasteénA redeni
Definice 9.5: Casteéné freSeni

Priklad 9.4
Casteénym FeSenim nazyvame posloupnost in- Pro X = {0,1}
dexti i1, i»,...,i, takovd 7e jeden z Fetézci neexistuje feSeni PCP
Wi, Wiyy - oo s Wi, @ Xjp, Xy, - .., X;, je prefix druhého  pro seznamy:
(i v pripadg, ze Fetézce nejsou totozné). List A | List B
i Wi Xi
Lemma 1] 10 101
2 | 011 11
Je—li posloupnost Cisel feSenim, pak je kazdy prefix 3| 101 011.
CasteCnym FeSenim. s /
Zduvodnéni: A: 10101 ---
. oy 1010
@ i =1, jinak by ® i =1, retézce 101101 B: 101011 - - -
prvni syn,wbol nesouhlasi na 4.pozici. © Jsme ve stejné
neodpovidal. 10011 pozici jako po volbé
o Méme &stetné ° =2 o111 h=1
'V’ei?nl'lb nesouhlasi na 3.pozici. @ Nelze dostat oba
: o Je mo¥né ien i» — 3. retezce na stejnou
B: 101--- jen délku.
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Modifikovany Postiiv korespondencni probém MPCP

Definice 9.6: Modifikovany Postiiv korespondenc¢ni probém MPCP

Méjme PCP, tj. seznamy A = wy, wy,...,wx a B = x1,x2,...,xx. Hledame
seznam 0 nebo vice pfirozenych Cisel iy, i, . . ., im tak Ze wi,w;,, Wi, ..., W;, =
X1,Xiy 5 Xiys - - -, X;,. V tom pripadé fikdme, ze PCP ma inicialni feSeni. Mod-

ifikovany Postiiv korespondencni problém: ma PCP inicialni feseni?

Priklad 9.5
Tento PCP nema inicialni
reseni.
seznam A | seznam B
i Wi Xj
11 111
2 | 10111 10
3110 0

O Cosm e -
111"
11 . »
111111 ¢ nikdy nesrovnaji na

stejnou délku.

@ Jiné volby vedou k riiznym
pismendm abecedy. 0
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MPCP redukce na PCP

| kdyz ne kazdy PCP problém ma inicialni feSeni, dokdzeme dotaz na inicialni
feSeni redukovat na R(w) dotaz na libovolné Yeseni PCP.

Véta 9.3: MPCP na PCP

Existuje redukce R takova, ze w € MPCP ma inicialni feSeni, pravé kdyz ma
R(w) Fesen.

Automaty a gramatiky May 17, 2026 239 /306



Ptiklad 9.6 (MPCP redukce na PCP.)

List C List D
List A | List B i |y z;
i| w X; 0 | *1* *¥1*¥1*1
1)1 111 1] 1* *¥1*¥1*1
2 | 10111 | 10 2 | 1*O*1*1*1* | *1*0
3110 0 3 | 1*0* *0
419 *$

v

Algoritmus 9.1: Pfevod MPCP na PCP

@ Vezméme nové symboly *,$ ¢ ¥.

e Vi=1,..., k definujeme y; rozsitenim w; s x* za kazdym pismenem w;.
o Vi=1,... k def. z rozsitenim x; s * pred kazdym pismenem x;.

@ Yo = *y1, 20 = Z1.

® yir1 =19, zp1 =+

® i1, iy ..., i, je inicidlni YeSeni, iff 0, i1, ia, . . ., im, (k + 1) je feSeni PCP.
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Nerozhodnutelnost PCP
@ Chceme dokazat, ze PCP je algoritmicky

nerozhodnutelny.

o Redukovali jsme MPCP na PCP (minuly slajd) | alecrithm algorithm [~

L MPCP pPCP

u an an

@ a redukujeme L, na MPCP.

Algoritmus 9.2: Redukce L, na MPCP

Konstruujeme MPCP pro TM M = (Q, X, T, 6, qo, B, F), ktery nikdy nepise
B a nejde hlavou doleva od pocatecni pozice. Necht w € ¥* je vstupni slovo.

seznam A seznam B

# #Qow#
X X vXerl
# #
gX Yp pro 6(q, X) = (p, Y, R)
ZgX pZY pro 6(q, X) = (p, Y, L),Z € T symbol pasky
q# Yp# pro 5(q,B) = (p, Y, R)
Zq# pZY # pro 6(q, B) = (p, Y,L),Z € T symbol pasky
XqY q q € F, prijimajici stav
Xq q geF
qY q qgeF
ﬁﬁﬁ # qgeF.
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Priklad 9.7

Konvertujme TM Seznam dvojic bez Blsym—
M = ({qla Q, q3}a {Oa 1}3 {07 13 B}7 57 a1, 87 {q3}) bolu (Ve dvou tabU|kaCh)
qi ‘ 5(q:,0) ‘ 5(qi,1) ‘ 5(qi, B) seznam A | seznam B
a1 (q231,R) (Q2707 L) (q231,L) # #qlol#
q2 (q3707L) (qlaov R) (q2307 R) 0 0
g3 - - - 1 1
a vstupni slovo w = 01 na instanci MPCP. # #
0gs30 a3
seznam A | seznam B zdroj 0gs1 o
q10 1g2 2 6(q1,0) = (g2, 1, R) 1930 a3
Oqll Q200 (qla ) (q27 7L) 1Q31 a3
1q11 q210 ( 1 ) (q27 L) 0q3 ek}
th# CI201# (qla ) (q27 7L) ].q?, q3
lgi# @11# | z6(q1,B) = (g92,1,1L) q30 a3
0q20 q300 ( 2 ) (q37 aL) q:;]. q3
1620 q310 2 6(q2,0) = (3,0, L) G H# #
¢-721 0(71 (Q2’ ) (qlvoa R)
q2# Oq2# (q27 B) = (q2v ) R)
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MPCP simulace TM dle algoritmu 9.2

seznam A | seznam B

# #q1017

seznam A | seznam B zdroj
(qla ) (q2a ]-a R)
(qla ) - (q270a L)
(qla ) - (q2707 L)
th B) = (Q2, 17 L)
z §(
z §(

ql’B) (q2717L)
q270) (q3707 L)
anO) (q370a L)
(q2a ) (qlaoa R)
(CI2, B) = (Q2707 R)

@ M prijima posloupnosti
q101 +1go1+ 10qg; F 19201 F g3101.

BHH# i
A H#q1014#1g21#10g1# 192014 g31014g3014 g3 14 qa#H#
B:  #qi10191q21410q1# 192019931014/ g301 g3 17 g3 4

— s TTEEy— Ny 107, 20703 ST



PCP je algoritmicky nerozhodnutelny

Véta 9.4: PCP je algoritmicky nerozhodnuteln £, [ . |MPCP[ PCP

algorithm algorithm _>

Postiv korespondenéni problém PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.

Proof.
Predchozi algoritmus redukuje L, na MPCP. Chceme dokazat:
@ M prijima w pravé kdyz zkonstruovany PCP ma inicialni feseni.

= Pokud w € L(M), za¢neme inicidlnim parem a simulujeme vypodet M na w.
< Mame-li inicidlni feSeni PCP, odpovida pfijimajicimu vypoltu M nad w.
MPCP musi zaéit prvni dvojici.
Dokud g ¢ F, mazaci pravidla se nepouZiji.

Pokud g ¢ F, &astetné fedeni je tvaru: , t.j. B je delsi nez A

A:x
B:xy
tedy musel skoncit v prijimajicim stavu.

O

v
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Algoritmicka rozhodnutelnost u CFL

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné
@ zda dané slovo patfi ¢i nepatfi do jazyka
> prazdné slovo zvlast
» prevést do ChNF a otestovat viechny derivace s 2|w| — 1 pravidly,

@ zda je jazyk prazdny
> algoritmus redukce gramatiky (ne—nenerujicich a nedosazitelnych), zjistime,
zda lze z S generovat terminalni slovo.
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Nerozhodnutelnost viceznacénosti CFG

Véta 9.5: Nerozhodnutelnost viceznacnosti bezkontextové gramatiky

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika viceznacna
(tj. existuje slovo jazyka gramatiky, které méa dva rGizné derivaéni stomy).

Redukujeme PKP na nas problém.

A
Méjme instanci PCP (A = wi,wy,...,w,B =
N X1,X2,...,Xk), mnozinu index{ aj, ap,...,ax € N a tfi
wi A3 gramatiky Ggu, Gg, Gag:
/\ GA A— W1A31‘W2A22| e |WkAak|
wi, . aj, W131|W232‘ e ‘Wkak
GB B — X1331|X2B«32‘ - |kaak\
A X131‘X232|...|Xkak

Gag {5 — A|B} U Ga U Gg.
— T Gramatika Gag je viceznand pravé kdyz instance (A, B)

Wini A3 PCP mé Yegent,
N @ Kazdé slovo v G4 mé jednoznagnou derivaci
Wi i (danou a; vpravo). Podobné pro B.
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky CFG

Véta 9.6: DalSi nerozhodnutelné problémy o bezkontextovych gramatikacl

Méjme Gi, G, bezkontextové gramatiky, R regularni vyraz. Nasledujici prob-
[émy jsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1 Je L(G)NL(G) =07

2 Je L(Gy) = T* pro néjakou abecedu T7?
3 Je L(G1) = L(Go)?

4 Je L(Gy) = L(R)?

5 Je L(G1) C L(Gy)?

6 Je L(R) C L(G1)?
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Pranik L(G) N L(Gy) =0

Dikaz: 1 L(G1)NL(G) =0

Prevedeme PKP na (1)

@ zvolime nové termindly {ay, as,...,am} pro kédy indexd

Gl A— W1A31|W2A32| coo |WkAak|
EAZE LD
G2 B — X1831|X2332| 000 ‘XkBak|
X181|X232| 000 |xkak
o PKP maé Yeeni pravé kdyz L(G1) N L(Gy) # 0
@ prvni &ast se musi rovnat, druhd (a;) zajistuje stejné poradf. 0
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Ve L(G) = T*

Dikaz: 2 L(G)=T*

Pfevedeme PKP na (2):

@ zvolime nové termindly {a;, as,...,am} pro kédy indexi

G1 A— W1A31|W2A32| . |WkAak|
W131|W232| PN |Wkak

G2 B — X1831|X2832| oo ‘XkBak|
X131|X232| 000 |xkak

o jazyky L(Gy), L(Gy) jsou deterministické,

o tedy L(Gy), L(G,) jsou deterministické CFL a L(Gy) U L(G,) je CFL

e mame CFG G gramatiku s L(G) = L(G1) U L(Gy)

o PKP mé fedeni & L(G1) NL(G) # 0 < L(G) = L(G1) U L(Gy) # Ity

@ Poznidmka: L(G) = () je algoritmicky rozhodnutelné.

o CFL nejsou uzaviené na doplnék, pouze deterministické CFL ano.
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Dikaz: 3-6

Zbylé algoritmicky nerozhodnutelné problémy.
3 Je L(Gy) = L(Gy)?
» Dikaz: at G; generuje L*.
4 Je L(Gy) = L(R)?
» Dikaz: za R zvolime X*.
5 Je L(Gy) C L(Gy)?
» Dikaz: at G; generuje L*.
6 Je L(R) C L(Gy)?
» Dikaz: za R zvolime X*. ]

@ Pozndmka: L(G) C L(R) je algoritmicky rozhodnutelné

L(G) C L(R) & L(G)N L(R) = 0 a z4roveri (L(G) N L(R)) je CFL
(uzavfenost operaci)
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Shrnuti

Popis nekonecnych objektil kone¢nymi prostfedky
o regularni jazyky
> kone¢né automaty (NFA, 2FA)
» Nerode (rozklad), Kleene (elementarni operace), pumpovani
@ bezkontextové jazyky
» zasobnikové automaty (DPDA# PDA)
» pumpovani
@ rekurzivné spocetné jazyky
» Turingovy stroje
> algoritmickd nerozhodnutelnost

pouZziti nejen pro praci s jazyky.
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Dnesni téma

Casova slozitost

Marta Vomlelova

MS 303
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Casova slozitost
Definice 10.1: ¢asova slozitost

Mé&jme Turingiiv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu. Casova sloZitost
M je funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni poéet kroki vypo¢tu M nad
vstupy délky n.

Definice 10.2: (Asymptoticka) horni hranice O(g(n))

Méjme funkce f,g : N — RT. Rikdme, ze f(n) € O(g(n)), pokud existuji
¢, ng € Nt takova, Ze:

Yn > ng plati f(n) < c-g(n).

V takovém piipadé fikdme, ze g(n) je (asymptotickd) horni hranice pro
f(n). (Slovo asymptoticka vyjadfujici ignorovani prvnich ng i konstanty ¢
se zpravidla vynechava.)

@ Redln3 disla jsou tam kvili logaritmu.
o Napr. f(5n +2n* +22n+6) € O(n®) s ng = 10, c = 6.
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Definice 10.3: tfida ¢asové sloZitosti

Méjme funkci t : N — RT. Definujeme tfidu ¢asové slozitosti TIME(t(n))
jakozto mnozinu vSech jazykd, které jsou rozhodnutelné jednopaskovy Turingovym
strojem v &ase O(t(n)) tj. vzdy zastavi, pro vstup délky n nejpozdéji po
O(t(n)) krocich, a vyda spravnou odpovéd.

Priklad 10.1 ({Oili|i € No} je O(n2))
Jazyk {0'1]|i € Np} je O(n?)
@ Zkontroluj vstup 0’1/, pokud za 1 je 0, nepfijmi (¢as O(n))
@ naévrat na zacatek se schova v konstanté, O(2n) = O(n)
© prochazej postupné 0 v &ase O(n?)
@ prepis 0 na X
@ najdi 1 a prepis na X
@ vrat se na zalatek

@ Kdyz uz neni 0, ovéf Ze neni ani 1 a pfijmi (s 1 nepfijmi). (¢as O(n))
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Jde to rychleji?

Priklad 10.2 ({0'1']i € Ng} je O(nlog n))
Jazyk {0'1/|i € No} je O(nlog n)
@ Zkontroluj vstup 0'1/, zkontroluj sudou délku (&as O(n))
@ prochazej dokud najdes 0 v ¢ase (O(nlog n))
@ prepis kazdou druhou 0 na X
@ prepis kazdou druhou 1 na X

@ zkontroluj sudost poctu nul a jedni¢ek dohromady, pokud ne, neptijmi.
@ a vrat se na zacatek

@ Kdyz zbyva posledni 0, ovéF zbyva pravé jedna 1 a pfijmi (jinak nepfijmi).

(¢as O(n))

Automaty a gramatiky May 17, 2026

255 /306



Regularni jazyky - jen pro zajimavost

@ O moc rychleji to nejde.

Definice 10.4: o() (jen pro info)

Méjme funkce f,g : N — R*. Rikdme, Ze f(n) = o(g(n)), pokud

lim f(n)

=0.
n—o00 g(n)

Tj. pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, ze (Vn > ng) (f(n) < cg(n)).
@ Malé o ma vyznam ’'ostfe mensi’, velké O mensi nebo rovno.

Theorem (regularni jazyky - jen pro info)

Kazdy jazyk rozhodnutelny v &ase o(nlog n) na jednopdskovém Turingové stroji je
regularni.
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Vicepaskovy Turinglv stroj

Vicepaskovy Turinglv stroj pro {0717}

1. procedure ONIN( w € {0,1}* )

2: Kopiruj nuly na pomocnou pasku.
3: Na prvni jednicce prepni do nového stavu, maz nulu i jednicku.
4: return Vymazaly se zaroven nuly i vstupni paska?

5. end procedure

Véta 10.1: Simulace vice pasek v exp. Case

Mg&jme funkci t : N — R, t(n) > n. Kazdy vicepaskovy Turinglv stroj s
&asem t(n) ma jednopaskovy ekvivalent O(t?(n)).

Diikaz: opakovén{ Simulace 2-pdaskového
TM na jedné pasce
@ Simulaci vypoétu k—paskového stroje o n
krocich Ize provést v éase O(n?) (simulace D
jednoho kroku z prvnich n trva 4n + 2k, A
hlavy nejvy& 2n daleko, preist, zapsat, TR I
posunout znaéky). 0 e o s
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Nedeterministicky Turinglv stroj

Definice 10.5: doba béhu nedeterministického TM

Méjme nedeterministicky Turinglv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu.
Doba béhu M je funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni pocet krokd ktery
M pottebuje v jakékoli vétvi vypoctu nad jakymkoli vstupem délky n.

O takovém nedeterministickém Turingovu stroji M Fikdme, Ze rozhoduje jazyk
L(M) v &ase f(n).

Véta 10.2: NTIME(t(n)) C TIME(20(t(n))

Mé&jme funkci t : N — R™, t(n) > n. Kazdy nedeterministicky Turingdv stroj
s asem t(n) ma deterministicky ekvivalent 20(t(n).

@ Pokud pro dvojici @ x ' mdme maximéalné d variant, pak po k krocich se TM
miize dostat maximalné do d* konfiguraci.

o Jeden krok zvladneme 'schovat do konstanty' k t(n), logaritmus d pro pfevod
také, proto simulace je v ¢ase O(t(n)d*(") = 20(t(n),

e Mame pridat prevod simulace vice pasek, ale (20(t("))2
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Jednosmérna paska

Theorem (Polynomialni pfevod na jednosmérnou pasku)

Pro kazdy Turingiv stroj M, existuje Turing. stroj My, ktery pFijima stejny jazyk
a

o My nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice.
Prevod Ize provést v polynomialnim Case.

X | X | X
* X, | X

@ Pocatecni pridani druhé stopy a identifikitoru aktudlni stopy a v
linedrnim Case.

o Kazdy prechod ma 3 verze (horni zpétny, s hvézdickou)
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Polynomialni problémy P
Definice 10.6: tfida P

Definujeme P (PTIME) tfidu jazykd rozhodnutelnych v polynomialnim
case jednopaskovym deterministickym Turingovym strojem. Tedy:

P = TIME(n*).

Véta 10.3: CFLC P

Kazdy bezkontextovy jazyk patfi to P.

netfeba.
o Gramatiku pfevedeme do ChNF (velikost nezavisi na n),
e CYK algorithmus je polynomialni (O(n%)). (CYK netfeba umét, nisleduje)
L]

Automaty a gramatiky May 17, 2026 260 / 306



Priklad gramatiky

P¥iklad 10.3 (Uzavorkovani v ChNF)

LR|SS|LA
SR

(

)

Méjme gramatiku G = ({S, L, R},{(,)}, P,S), kde P =

> W0
114l

e S=LR=(R=()
0 5=585=LRS=(RS=()S= (LR= ()(R=()(
e S=LA= (A= (SR= (LRR= ((RR=(OR = (())
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Priklad CYK: pro slovo najit derivacni strom

@ Chceme rozhodnout, zda dané slovo w patfi do O
jazyka bezkontextové gramatiky
» Vezmeme gramatiku v Chomského normalni
formé
> exponencialni slozitost: prozkousime vSechny
derivaéni stromy do hloubky |n],
» polynomialné: Cocke-Younger-Kasami

algoritmus.
Ptiklad 10.4 (CYK algoritmus)
Tabulku vypliujeme odspodu:
Gramatika {5}
G=({S ALRL{(,)}P,S) g {A
s {
S LR|SS|LA
- 0 0 0w
P=q1 - s 0 {4y
R — ) {ty {y {Ry {1y {R} (R}
( ( ) ( ) )

v
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus naleZeni slova do CFL

Algoritmus 10.1: CYK algoritmus O(n®)

o Méjme gramatiku v ChNF
G=(V,T,P,S) pro jazyk L a slovo
w=aa...a, € T

X15
@ Vytvorme trojihelnikovou tabulku X Xos
vpravo),
(vp ) X1z X Xss

> horizontalni osa je w
> Xj jsou mnoziny neterminalt A

takovych, ze A =" ajai11. .. a). Xu  Xoo Xz X Xss

Zaklad: Xi = {A;A— a; € P} e a as a4 as
Indukce: X = {A— BC;B € Xy, C €
Xit1,7}

o Vypliujeme tabulku zdola nahoru.

Theorem (CYK)
Slovo w patii do jazyka gramatiky G pravée kdyz je v CYK algoritmu S € Xi p. J
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Obecny priklad CYK

Ptiklad 10.5 (CYK algoritmus)

Uvazujme gramatiku
G=({S,AB,C} {ab},P,S):
S — AB|BC

A — BA|a

B — CClb

C — ABla

Pravidla pozpatku:

P=

v

Tabulku vypliujeme odspodu:

AB — {S,C} {S,A,C}
BA — {A} - {$,AC}
BC — {S} - {8y {8}

{s, A} {B} {s.¢r {S A}
cC — {B}

{B} {Ac {Ac {B} {AC
b — {B} b a a b a
a - {AC}
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Priklady problémi tfidy P, NP

Ptiklad 10.6 (Nalezeni cesty v grafu (s minimalni cenou) € P)

Z diskrétni matematiky znate Dijkstriv algoritmus, ktery nalezne cestu v grafu
(PATH) v &ase O(|V|? + |E|).

Ptiklad 10.7 (Jsou x, y nesoudélna? € P)

Nesoudélnd &isla RELPRIME

1. procedure RELPRIME( (x,y) )
2 repeat

3: X 4 x mod y

4 exchange x and y
5
6
7

until y =0
return x
end procedure

Piklad 10.8 (HAMPATH € NP (viz pozdgji))

Hamiltonovska cesta je takova (orientovand) cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol
grafu pravé jednou.
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Verifikatory, trida NP

Definice 10.7: Verifikator

o Verifikator jazyka L je algoritmus V/, kde:
L={w | V pro néjaky Fetézec c pfijima (w,c)}.

@ Napovéda c pro snadné ovéreni se nazyva certifikat.

o Casova sloZitost verifikatoru se mé¥ pouze vzhledem k délce w,
polynomialni verifikator rozhoduje v Case polynomialnim vzhledem k
|wl.

o Jazyk L je polynomialné verifikovatelny, pokud ma polynomialn{
verifikator. Pak i certifikat vzdy existuje i polynomialni, delsi by
verifikator nestihl ani predist.

Definice 10.8: NP

Trida jazykia verifikovatelnych v polynomialnim case NP je tvorena
jazyky s polynomialnim verifikdtorem.
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Hamiltonovska cesta

Priklad 10.9

HAMPATH = {(G, s, t)|G je orientovany graf s hamiltonovskou cestou z s do t}.

Hamiltonovska cesta je takova (orientovand) cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol
grafu pravé jednou.

@ Slozitost u grafii bereme vidi poctu uzlil, pocet hran je max. kvadraticky, tj.
polynomialni.

o Nas certifikat je posloupnost vrcholl cesty.

@ Algoritmus v polynomialnim Case ovéfi, Ze jde o hamiltonovskou cestu.

@ Pro HAMPATH, nezndme verifikator (jen umime ovéfit v exponencialnim
Case).
(HAMPATH je mnoZina (neplatnych vstupi HAMPATH a) orientovanych
grafii s dvojici vrcholi s,t, pro které neexistuje hamiltonovska cesta z s do t.)
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Tridy NTIME
Definice 10.9: NTIME

Mg&jme funkci t : N — R*. Definujeme t¥idu

NTIME(t(n)) = {L| L jazyk rozhodnutelny nedeterminist. TM v ¢ase O(t(n)).}

Opakovani definice: NP

T¥ida jazyki verifikovatelnych v polynomidlnim €ase (znaéime NP) je
tvorena jazyky s polynomialnim verifikatorem.

Véta 10.4: Vztah NP = |J, NTIME(n¥)
NP =|_J NTIME(n*).
k

o ldea dikazu: prevedeme verifikdtor na NTM a opacné.

LAt A cimanliin vavifil AbAr
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Dikaz: verif. =

o Predpokladame L € NP.
@ Hleddme nedeterministicky TM M.
o Vezmeme verifikator V' z definice NP. Necht rozhoduje L v &ase n*.
@ M na vstupu w délky n:
» Nedeterministicky uhodne Yetézec ¢ délky nanejvy$ n*.
> Spusti V na vstupu (w, c).
> Pokud V pfijme, M také prijme. m

Dikaz: |J = verifikator

o Predpokladdme L = L(M) rozhodnutelny néjakym NTM M
v polynomiélnim case.
@ Hledame verifikator V.
o Certifikdt ¢ ndm v kazdém kroku fekne, kterou z moznych akci/vétvi
volit.
e V na vstupu (w,c):
» Simuluje M na vstupu w, v bodech vétveni vybere vétev podle c.

> Pokud tato vétev NTM prijme, V pfijme.
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Ptiklad 10.10 (CLIQUE je NP)

Problém k-kliky CLIQUE je v daném grafu G urcit, jestli existuje klika velikosti k,
t].
CLIQUE = {(G, k)|G je neorientovany graf s klikou velikosti k}.

Verifikator pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE_ VERIFIER( ((G, k), c) )

2: Otestuj, jestli ¢ je podgraf G o k uzlech.

3: Otestuj, jestli je ¢ klika, tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.
4: return Oba predchozi testy TRUE?

5. end procedure

Nedeterministicky Turingtv stroj pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE_NTM( (G, k) )

2: Nedeterministicky vyber k prvkovou podmnozinu ¢ vrcholi G.
3: return Je c klika? tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.

4: end procedure
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Prevoditelnost v polynomialnim case

Definice 10.10: Polynomialni prevoditelnost

@ Funkci f : ¥* — £* nazveme polynomialné vycislitelnou, pokud
existuje Turinglv stroj M, ktery pro kazdy vstup w v polynomialnim
Case zastavi s f(w) na pasce.

@ Jazyk A je prevoditelny v polynomialnim case na jazyk B, A <p B,
pokud existuje funkce f : ¥* — X* vydislitelnd v polynomidlnim Case a
pro kazdé w € ©*

weAs f(w)eB.

@ Funkci f pak nazyvame polynomialni redukci A do B.
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Definice 10.11: SAT, 3SAT

Formuli ¢ nazveme 3-cnf formule, pokud je formule vyrokové logiky v CNF,
kde v kazdé klauzuli jsou pravé tfi literaly.

Formule je splnitelna, pokud existuje takové ohodnoceni vyrokovych promén-
nych, ze je hodnota formule TRUE.

Problém 3SAT je pro kazdou 3-cnf formuli rozhodnout, zda je splniteln3, tj.

3SAT = {¢ | ¢ je spinitelna 3-cnf formule}.
Problém SAT je pro kaZzdou booleovskou formuli v rozhodnout, zda je splnitelna

SAT = {¢ | ¢ je splnitelna formule}.
Véta 10.5: 3SAT <p CLIQUE

3SAT je polynomialné prevoditelny na CLIQUE.
Proof.

o Kazdy vyskyt proménné - uzel grafu.

@ Hrany vsude, jen ne:

mezi uzly z téze klauzule

mezi proménnou a jeji negaci x a —x.
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NP uplnost

Definice 10.12: NP aplinost

Jazyk B je NP uplny, pokud je NP a kazdy jazyk A € NP je na B poly-
nomialné preveditelny.

Véta 10.6: Pokud jeden NP-uplny € P, tak vSechny.
Pokud B je NP-tplny a B € P, pak P = NP.

Proof. DJ

Primy disledek definice polynomialni prevoditelnosti a NP.

Véta 10.7: Ditkaz NP-plnosti pfevodem
Pokud B je NP-tplny a B <p C pro néjaké C € NP, pak C je NP-Gplny.

Proof.

Pfevod problému na B dale prevedeme na C, stadi polynomialni Cas. O
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Cook-Levin-ova véta

Véta 10.8: Cook-Levin-ova véta

SAT je NP-Gplny.

@ idea dikazu dplnosti: prevedeme vypocet nedetrministického Turingova stroje
na SAT.
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Proof
e SAT is NP

Nedeterministicky TM uhodne spravné ohodnoceni a v polynomialnim Case
ovéFi, je je pro néj formule pravdiva.
@ SAT je NP-lplny
Vezmeme libovolny L € NP
necht M je nedeterministicky TM ktery rozhoduje jazyk L v &ase n* — 3 pro
néjaké k
(zde pro jednoduchost NTM s jednostrannou paskou)
Vytvorime tabulku (tableau) n* x n*, kazdy ¥adek odpovida konfiguraci M na

vstupu w
muZeme predpokladat (opatfit) kazdou konfiguraci ohraniéenou zardzkami #.
# g | w1 | wo | ... | wy | _ | _ 7#
# #
# #
# #
# #
Vypocet budeme sklddat po okynkach 2 x 3.
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Algoritmus 10.2: 2 x 3 okénka pro korektni vypocet

@ Vybrana dovolend okénka, (a,b,c,d €T)

(g1, b) 3 (g2, ¢, L) 6(q1,b) 3 (g2, ¢, R) 6(q1,b) 3 (g2, ¢, R)
a (¢} b a a1 b d a a1
Q| alc al c | g dla| c

prenos beze zmény 0(_,_)>(q,_, L) 0_,_)>(_¢cl)
#lal|b alb| c a|b|d
#1alb la|b| g lc|[b|d]

PY¥enos beze zmény viude, kde neni v okoli stav (hlava)
prenos beze zmény pokud stav je pfijimajici

na kazdém ¥adku nejvyse jeden stav

okénko musi byt ¢asti povoleného prechodu

rozbor technicky, udélali za nas jini.

Tvrzeni: Pokud je prvni radek tabulky pocatecni konfigurace a kazdé
okénko je legélni, pak kazdy raddek odpovida legalni konfiguraci
dosazitelné jednim krokem z predchoziho fadku.

> V hornim fadku neni stav, pak se prostfedni symbol musi opsat beze

Automaty a gramatiky May 17, 2026 276 / 306




Algoritmus 10.3: Formule k prevodu TM na SAT

o Z tabulky vytvofime formuli ¢ = Gcer & Pstart & Pmove & Paccept-

o pro kazdé policko tabulky (i,;) a pismeno a € T U QU {#} vytvofime
vyrokovou proménnou X; ; ,

EAN Vo oxie| & N\ FsvEgl)| #erave

1<i,j<nk aclTuUQU{#} sAteETUQU{#}

Gstart = X1,1,2&X1,2,00&X1,3,m, &X1 4w, & - . . &X1 12,0, &X1 01 3,_& .. &Xq ok

Paccept = Vlgi,jgnk Xij Gaccept
o Celkova formule ¢pmove bude konjunkce, ze kazdé okénko s hornim
stfedem na pozici i, je legalni

¢move = /\ ¢i7j # okénko (I,j) je Iegélnl'
1<i<nk,1<j<nk

o legalnost okénka (i, ) zajistime disjunkci legalnich okének

bij = \V (Xij— 1,218, &Xi 11,2, &Xi41,j1,0,&Xi41,j,25 & X141 j41,:

— T TTEEy— Ny 107, 20703 T



e Tvrzeni: Pfevod m4 polynomialnf sloZitost, konkrétn& O(n* log n).
> deen € O(n** log n), prochazime dvojice indexti do n krat konstanta T
indexujici bunku
> st € O(n* log n), prochazime prvni Fadek
> ¢mov57 ¢accept S O(n2k |Og n),
* podet bunék n?k, pro kazdou konstantni velikost formule.

@ log n se objevi, pokud pocitame i délku pro zapis indexu proménnych, jehoz
délka zavisi na n.

Automaty a gramatiky May 17, 2026 278 / 306



3SAT je NP-tplny.

Véta 10.9: 3SAT je NP-uplny.
3SAT je NP-uplny.

Proof.

@ Upravime predchozi prevod na formuli 3SAT.
@ V CNF je skoro vse, kromé disjunkce okének pohybu, kterd jsou konjunkci,

prevedeme do CNF
stadi polynomiélni (konstantni) &as - velikost podformule zavisi jen na stroji N,
nikoli na délce vstupu

o v kratkych klauzulich zkopirujeme proménnou

@ dlouhé rozdélime zavedenim novych proménnych.
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Shrnuti

Definice ¢asové slozistosti
asymptotické slozitosti O()
tfida P polynomialné slozitych problémi

tfida NP zavedena pres verifikatory

ttida NP odpovida jazykim rozhodovanym turingovymi stroji
v polynomialnim case
> vSechny vétve vypocCtu zastavi v polynomialnim case.

polynomialni prevoditelnost
NP-dplnost
SAT je NP-dplny.
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Dnesni téma

Prostorova slozitost, RAM

Marta Vomlelova

MS 303
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Opakovani NP

Opakovani definice: Verifikator, NP, NTIME(t(n))

o Verifikator jazyka L je algoritmus (Turingdv stroj) V/, kde:
L ={w | V pro néjaky Fetézec c pfijima (w,c)}.

e T¥ida jazykd rozhodnutelnych v polynomialnim €ase (znatime NP)
je tvorena jazyky s polynomialnim verifikdtorem.

@ Méjme funkci t : N — RT. Definujeme tfidu

NTIME (t(n)) = {L| L jazyk rozhodnutelny nedeterminist. TM v &ase O(t(n

Theorem

NP = J NTIME(n¥).
k
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co-NP, Tautologicnost

Definice 10.13: co-NP

Jazyk L C ¥* patti do tidy co-NP pravé kdyz jeho doplnék ¥* — L patfi do
NP.

Definice 10.14: tautologic¢nost

Problém, zda je dand DNF formule vyrokové logiky tautologie, nazyvame
tautologi¢nost TAUT.

Véta 10.10: TAUT je co-NP

Problém tautologi¢nosti TAUT je co-NP.

e Dukaz z pozorovani, ze doplnék TAUT (do mnoZiny korektnich formuli VL) je
snadno prevoditelny na SAT a SAT je v NP.

@ Doplnék SAT je otazka, jestli negace dané formule je tautologie.

@ Doplnék SAT je co-NP.
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NP N co-NP (nezkousi se)

Véta 10.11: P € NP N coNP

P je ¢asti NP i co-NP.

@ Domnivame se, ze NP-(plné problémy nejsou v co-NP.
» pokud P = NP, tak jsou.

Ptiklad 10.11 (Délitel mensi nez) {

Méjme dvé prirozena Cisla m, n € N,.. Existuje d délitel m ktery je 1 < d < n?

Lemma {

Problém existence délitele m mensiho nez n je NP i co-NP.

NP Délitel je certifikatem, vydélime a zkontrolujeme nulovy zbytek
v polynomialnim case, tj. poblém je NP.

co-NP Za certifikdt vezmeme seznam prvociselnych déliteld (faktorti) m vétsich
nez n. Vynasobenim ovéfime rovnost m, AKS (Agrawal-Kayal-Saxena)
testem ovéfime prvociselnost déliteld v polynomialnim case.
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Prostorova slozitost
@ Podobné jako casovou slozitost méfime prostor potrebny k vypoctu.

Definice 11.1: prostorova slozitost

@ Pro deterministicky Turingtv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu,
je prostorova slozitost M funkce f : N — N, kde f(n) je maximaln{
pocet bunék pasky, které M prelte pfi jakémkoli vstupu délky n.

@ Pro nedeterministicky Turingliv stroj M, ktery vSechy vétve vypoctu
zastavi na kazdém vstupu, je prostorova slozitost M je funkce
f:N— N, kde f(n) je maximalni polet bunék pasky, které M precte
pri jakémkoli vstupu délky n na libovolné vétvi vypoctu.

o V takovém pfipadé Fikame, ze jazyk L(M) je rozhodnutelny strojem
M v prostoru f(n).

@ Pro logaritmickou slozitost musime modifikovat vypocetni model:

@ vstupni paska je pouze na ¢teni
@ pracovni paska na psani i ¢teni, na ni méfime prostorovou slozitost.
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Tridy prostorové slozitosti

Definice 11.2: tfidy prostorové slozitosti

Mé&jme funkci f : N — R*. Definujeme tfidy prostorové sloZitosti SPACE(f(n))
a NSPACE(f(n)):
e SPACE(f(n)) =
{L| L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) deterministickym TM},

o NSPACE(f(n)) =
{L| L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) nedeterministickym TM}.
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ALLNEs € NSPACE(I’I)

Priklad 11.1 (P¥ijima NFA vse?)

Méjme nedeterministicky kone¢ny automat NFA. P¥ijima vSechny fetézce?
ALLyra = {(A) | Aje NFA a L(A) = T*}.

Prostorova slozitost ALLynga je NSPACE(n).
(Pozdé&ji: ALLnga je coNSPACE(n), SPACE(n?), tedy i PSPACE.)

@ Oznaéme g pocet stavil A. Pokud A nepfijima néjaky fetézec, musi
neprijimat i néjaky délky nanejvys 29

> Po precteni pismene si pamatujeme, v jakych stavech se A miZe nachazet.

> pokud se nachazi ve stejné podmnoziné stavi, v jaké uz byl, mizeme 'smycku’
mezi témito stavy vynechat.

» poclet moznych podmnozin stavi A je 29.

> Potfebujeme prostor pro pamatovani ano/ne kazdého stavu, jestli je
dosazitelny aktudlnim slovem, a &itaé cyklu do 29 - stadi linedrni prostor
(g < n, stavy jsou na vstupu).

* protoze Cisla zapisujeme v binarnim tvaru

> nedeterministicky ovéfime kazdy fetézec do 29 délky; pokud pti néjakém neni

ano pro zadny z pfijimajicich stavi, mame svédka L(A) # X*.
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Savitch-ova véta

Véta 11.1: Savitch-ova véta

Pro libovolnou funkci f : N — R, pro kterou f(n) > n plati:
NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)).

@ Kdybychom simulovali NTM pfimo:
> musime si pamatovat aktudlni vétev vypoctu
» vétev s f(n) prostorem miize bézet 2°0(") krokii, v kazdém z nich miize mit
nedeterministickou voIbu.
» potfebovali bychom 20(f(m) prostor SI volby pamatovat.
» Mame dovoleno jen O(f2(n)) < 2°((M) (asymptoticky).

Zacdatek dikazu Savitch-ovy véty pres CANYIELD(cy, ¢, t).

V kvadratickém Case vyfesime problém dosazitelnosti (yieldability)
@ Pro dvé dané konfigurace NTM ¢;, ¢, a Cislo t € N,

@ Je v NTM z konfigurace ¢; dosazitelna konfigurace c; v maximalné t krocich
a maximalné pouzivajici f(n) prostor?

o Pak c¢; pocatecni konfigurace, ¢, prijimajici, t maximalni pocet krokd NTM.
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Pokracovani dlikazu Savitch-ovy véty CANYIELD(cy, ¢, t)

1. procedure CANYIELD( (NTM nedeterministicky TM, ¢, ¢z, t) )
2 if t=1 then

3 return ¢; = ¢ nebo dosazitelné NTM v jednom kroku?

4 end if

5: if t > 1 then

6 for kazdou konfiguraci ¢, stroje NTM na prostoru f(n) do
7 prvni <— CANYEALD(c1, Cm, 5)

8 druha < CANYEALD(cm, c2, %)

o: if (prvni & druha) = TRUE then

10: return TRUE

11 end if

12: end for

13: if pokud dosud nepfijato then

14: return FALSE

15: end if

16: end if

17: end procedure
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TM M simulujici NTM N v kvadratickém prostoru

Vytvotime jednoznanou Caccept-
@ Méjme nedeterministicky NTM N.

@ Modifikujeme ho, aby pred prijetim smazal pasku a posunul se na nejlevéjsi
poli¢ko (pfi jednostranné pésce).

Vsechny prijimajici stavy slouc¢ime do jednoho, pak stejné vic nedéla.

Tim je prijimajici konfigurace Csccepr jednoznacna.
Najdeme d maximalni pocet Stépeni konfigurace v jednom kroku, tj. horn{
odhad pro pocet konfiguraci 24 (") (kde n = |w]).

e Tim je 2¢F(") i horni odhad &asu bé&hu libovolné vétve N.

Savitch_ Simulace

1. procedure SAVITCH SIMULACE( (w) )
2: return CANYIELD(Cstart, Caccept, 277(M)
3: end procedure
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Dokoncéeni diikazu Savitch-ovy véty CANYIELD(c1, ¢, t)

Slozitost Savitch__Simulace.

SlozZitost simulace

o CANYIELD potfebuje ukladat konfigurace a t, tj. O(f(n)) prostoru.

@ Pocet volani CANYIELD je logaritmicky vzhledem k t = 29f(")
Hloubka rekurze je O(log(2¢7()) tedy O(f(n)).
o Celkem O(f(n))- O(f(n)) = O(f?(n)) prostoru.

o Zamlceli jsme, ze M pottebuje znat f(n)
bud zkousi postupné f(n) =1,2,3,...

nebo ptidame do predpokladu Ze N rozhoduje jazyk v prostoru f(n).
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PSPACE
Definice 11.3: PSPACE

PSPACE je tfida jazykid rozhodnutelych v polynomialnim prostoru determin-
istickym Turingovym strojem, tj.

PSPACE = | J SPACE(n").

keN

o NPSPACE ani nedefinujeme,

» protoze NPSPACE = PSPACE, protoze mame Savich-ovu vétu a polynom na
druhou je také polynom.

e SAT is SPACE(n), tj. PSPACE.
o ALLNFA je
» ALLnra je NSPACE(n)
> dle Savitchovy véty i SPACE(n2)

» deterministické prostorové t¥idy jsou uzavfené na doplnék (stroj vzdy zastavi -
my jen obritime odpovéd).

> Proto ALLpra je SPACE(nz), tedy PSPACE.

Marta Vomlelova
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Prostorové a casové tridy

Véta 11.2: 1

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME = | ] TIME(2").
k

P C PSPACE Stroj v Case t(n) navstivi maximalné t(n) policek, proto pro
t(n) > n stadi prostor t(n).
@ Podobné NP C NPSPACE.
PSPACE = NPSPACE ze Savichovy véty.

PSPACE C EXPTIME Pro f(n) > n dosdhne TM M pracujici v prostoru f(n)
maximalné f(n) - 20((") raznych konfiguraci,

v kone¢ném deterministickém vypoctu se zadna konfigurace neopakuje

proto existuje TM My simulujici TM M v &ase f(n) - 20(/(") | tedy
PSPACE C EXPTIME.

@ Jedina nerovnost, co vime, je P # EXPTIME.
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EXPSPACE
EQrext

rozhodnu-
telné

PSPACE
TQBF
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PSPACE — complete

Toto uz neni treba ke zkousce.

Definice 11.4: 1

@ Problém je PSPACE-tézky, pokud je kazdy PSPACE problém na ngj
prevoditelny v polynomialnim case.
@ Problém je PSPACE-uplny, pokud je PSACE-tézky a zaroven PSPACE.

@ Jde o polynomialni casovou prevoditelnost, chceme 'jednoduchou’.

Priklad 11.2
o TQBF true quantified boolean formulas Mé&jme plné kvantifikovanou
booleovskou formuli v prenexnim tvaru. Rozhodnout jeji pravdivost je
PSPACE-(plny problém.
@ Booleovska znamend, ze univerzum pro proménné je dvohodnotové
{TRUE, FALSE}.
TQBF = {(¢) | ¢ je pravdiva pIné kvantifikovana booleovska formule}

V.
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TQBF € PSPACE

1:
2
3
4.
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

procedure TQBF( ¢ )

if ¢ neobsahuje kvantifikatory then
ovéf dosazenou formuli vhodné TRUE/FALSE
end if
if prvni kvantifikator je existenéni ¢ = (3x)1) then
if TQBF(y[x/0]) je TRUE then
return TRUE
else if TQBF(y[x/1]) je TRUE then
return TRUE
else
return FALSE
end if
end if
if prvni kvantifikator je univerzalni ¢ = (Vx)v then
if (TQBF(y[x/0]) and TQBF(v[x/0])) je TRUE then
return TRUE
end if
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TQBF € PSPACE-tézka

e Jazyk L(M) rozhodovany TM M v prostoru f(n) = n* redukujeme na TQBF.

o Vytvafime formule ¢, .,: dosazitelnosti konfigurace v Case t.

o Stadi t < 29F(n = 297" pro &t&pici konstantu d. Pro jednoduchost
predpoklddadme t je mocnina dvojky.

@ Formule pro jeden krok obdobné jako v diikazu Cook-Levin-ovy véty.

@ Obecné by byla ¢, ¢, + — 3m1[¢cl,m1,%&¢m1,c27%] moc dlouha.

e Formule zdvojnésobi délku, tj. prostor potfebujeme O(t) = O(24F(").

@ Pomizeme si univerzalnim kvantifikdtorem:

(3m)V(cs, ca) € {(c1,m), (M1, @)} [be, . 2]

o Kde (Im1)V(cs, ca) € {(c1, m1), (m1, c2)} je zkratka pres kvantifikaci
proménnych reprezentujici konfigurace a c =& ... V... — ...

e Formule zistava O(f(n)), pocet vnofeni je
O(log h) = O(log 24f(M) = O(f(n)), potiebny prostor je tedy O(f2(n)).
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Hra dvou hraci

FORMULAGAME = {(¢) | hra¢ E m3 vyhrévajici strategii pro ¢}.

o FORMULAGAME je PSPACE-lplna. Je to prevlecend TQBF.

» Existencni kvantifikdtor jsou moje tahy
> univerzalni jsou tahy oponenta.
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Counter machine, (zjednoduseny RAM)

@ jeden nebo vice neomezenych registrii na jedno nezaporné Cislo

mnozina operaci
S jednim registrem pfijima vlastni ¢at regularnich jazykl a deterministickych
bezkontextovych jazyki

@ se dvéma registry dokaze simulovat Turinglv stroj

@ se tfemi a vice registry spocte libovolnou ¢asteéné rekurzivni funkci jedné

proménné.
Operace
CLR (r) r<o0
INC (r) r + + inkrementuj r
DEC (r) r——tj.r«r-1
CPY (rj, rk) CoPY
JZ (r, 2) Jump to z if zero jinak pokracuj dale
JE (rj, rk, z) | IF rj = rk THEN Jump to instruction z ELSE continue in sequ
HALT zastav

@ stadi podmnozina, napt.: INC, DEC, JZ
@ Due to their unary processing style, counter machines are typically

exponentially slower than comparable Turing machines.
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Booleovské obvody

Booleovsky obvod C je orientovany acyklicky graf s uzly
@ vstupni uzly (sources) jsou oznacené proménnymi x;

@ gates, oznacené booleovskou funkci z predem daného seznamu, napf.
{AND, OR,NOT};

@ sinks se nazyvaji vystupni uzly.

Kazdy obvod C o n vstupnich uzlech a m vystupnich uzlech vyhodnocuje funkci
fc :{0,1}" — {0,1}™; my se omezime na obvody s m = 1.

Ptiklad 12.1 (parita na 2 bitech x; ® xo = (X1 V x2) A =(x1 A x2) )

el o
X2 —>°——>[ AND J—>[NOT

velikost size = 4 (#gates), hloubka depth = 3 (nejdel3i cesta od vstupu k
vystupu)

AND x1 D x2

v
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Priklad: Parita na 4 bitech

o
e o)
AND
AND

Velikost parity pro n bitd? O(n)
Hloubka? O(log n)
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Obvodova slozitost

Definice 12.1: obvodova slozitost

Rodina obvodi je posloupnost {C,}p>0 kde C, ma n vstupnich uzld.
@ prostorova slozitost {C,} je funkce s : N — N definovana
s(n) = size(Cy);
@ podobné hloubkova slozitost {C,}
Rodina obvodi {C,} rozhoduje jazyk L C {0,1}* pokudd pro kazné n a kazdé
we {0,1}", we Ll < fc,(w)=1.
@ Obvodova slozitost jazyka L je prostorova slozitost nejmensi rodiny
obvodi rozhodujicich L

@ obvodova hloubkova sloZitost L je hloubkové-minimalni rodina obvodi
rozhodujicich L

P¥iklad: PARITY = {w € {0,1}* | |w|; je liché } ma obvodovou slozitost O(n) a
hloubku O(log n).
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Shrnuti - Automaty, gramatiky, jazyky

Automaty a gramatiky — dva zpiisoby popisu

Turingovy stroje Lo
vicepaskové  nedeterministické |«—— gramatiky Typu 0
s jednostrannou paskou
e L , .
zasobnikové automaty bezkontextové gramatiky
konecné automaty L3 —_ .
DFA NFA  eNFA regularni gramatiky
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Definice

@ Jednotlivé typy automati a jazyky jimi pfijimané, gramatik a jazyky jimi
generované, ‘Jazyk generovany gramatikou  a definice k tomu nutné
(rozsitena prechodova funkce, posloupnost kroka-konfiguraci, vypocletni graf
apod.).

o reguldrni vyrazy  yztah k regularnim jazykiim

o Tretézcové operace

o bezkontextové gramatiky (CFG, CFL): derivacni strom
jednoznaénost /viceznaénost gramatiky a CFL jazyka,

Chomského normalni tvar gramatiky

o zasobnikové automaty  PDA,L(P), N(P), deterministické zasobnikové
automaty, bezprefixové jazyky

o Turingiv stroj | rekurzivni 5 rekurzivné spocetné jazyky,

Diagonalni jazyk [, = {w; TM s kédem w nepfijima vstup w},
Univerzalni jazyk ( Univerzalni Turingiv stroj

o SAT  3SAT PCP ; nerozhodnutelné problémy pro CFG

o Tridy Casové slozitosti ((TIME 'NTIME ) ‘P verifikator NP

co-NP ~ NP-tplnost jazyka t¥idy prostorové sloZitosti PSPACE

o Redukee (prevoditelnost) a - Polynomialni pfevoditelnost  rozhodovacich
problémd.
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Véty

Myhill-Nerodova véta ~ Pumping lemma pro reguldrni jazyky

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky == Kleeneho véta (algebraicka
definice regulérnich jazyka),
vztahy pojmi ve Figure Chomského hierarchie | i v ramci ramecku, i riiznych
ramecki,

nedeterminismus: nutny u zasobnikovych automatd a linearné omezenych
automatd, u konecnych automati a TM ne,

uzavérové vlastnosti — ditkaz ANO, protipfiklad NE k Tabulce nize, uzavérové
vlastnosti regularnich a CFL jazyk( na Fetézcové operace.

o Cook-Levin-ova véta (3SAT je NP-dplny), < Postova véta

e P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME =, TIME(Z”k).
Algoritmy

o Nedosazitelné a dosazitelné stavy konecného automatu (FA),

o RozliSitelné 5 ekvivalentni stavy FA, Ekvivalence FA,

o Nalezeni ‘reduktu DFA,

o Podmnozinova konstrukce DFA z NFA

o Redukce bezkontextové gramatiky

o Prevod CFG na zasobnikovy automat | ptevod PDA na gramatiku.
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL

sjednocenl' F1><Q2UQ1><F2 5%51‘52 AQB:ZUE
. B L ={0"1r2"|n > 1}

priinik F=hxh = {0"1"2/|n,i > 1} N {071"2"|n,i > 1}

N's RL F:F1><F2 F:F1><F2 F:F1><F2

doplnék F:Qlfl:l AQB:EUE F:QlfFl,Zo,CyHy
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Mnoziny jazykd

rozhodnu-
telné

PSPACE
TQBF

Automaty a gramatiky

rekurzivné
spocetné
LO,Lu

Ly
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Dékuji za pozornost.
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