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Historická motivace

Nizozemı́ - riziko povodnı́ na 55 % územı́, 3500 km hrázı́
1953 - povodně v Nizozemı́, 2000 mrtvých
Delta Committee - David van Dantzig - matematický model pro vybudovánı́ (cenově)
optimálnı́ch opatřenı́ za dodrženı́ standardů ochrany

53 samostatných chráněných okruhů s pevnou pravd. selhánı́ během 1 roku (dle škod
způsobených povodnı́)
O kolik je třeba současné hráze zvýšit, abychom dosáhli potřebného stupně ochrany?

Model postupně vylepšován, ale použı́ván cca do 2000.
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Chráněné okruhy
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Cost-Benefit model

Předpoklad

Jednotlivé okruhy jsou na sobě nezávislé, modelujeme každý zvlášt’.
Hráz i chovánı́ řek/mořı́ kolem celého okruhu je homogennı́.

Cı́l: Zı́skat optimalizačnı́ úlohu, která kombinuje:
Očekávanou finančnı́ ztrátu, způsobenou selhánı́m hrázı́ okruhu v roce t .

P(selhánı́ v t) · ztráta v t
P(selhánı́ v t) roste v čase - pokles terénu, nárůst hladiny moře
ztráta v t také roste v čase - nové, dražšı́ stavby, vı́ce obyvatel...

Cenu vylepšenı́ stávajı́cı́ch hrázı́
fixnı́ náklady + výška zlepšenı́ · cena za 10 cm
vyššı́ cena za 10 cm pro vysoké hráze (Musı́ se stavět i do šı́řky.)
když je hráz vyššı́ tak voda nemůže odtéct - vyššı́ ztráta při selhánı́ (okruhy s svahem k
moři)

Započtenı́ inflace/diskontovánı́ do modelu (výhled na 50+ let)
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Pravděpodobnost selhánı́

Předpoklad

Výška hladiny v řekách a mořı́ch se řı́dı́ exponenciálnı́m rozdělenı́m.

Pt pravděpodobnost selhánı́ v roce t
Ht výška hráze v roce t
α parametr exp. rozdělenı́ pro hladinu vody (1/cm)
η růst hladiny vody (cm/rok)

Potom Pt = P(hladina vody je vyššı́ než výška hráze) = 1 − F (Ht) = 1 − (1 − e−α(Ht ))

Pravděpodobnost selhánı́

Pt = P0 · e−α(Ht−H0−ηt)
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Výše škod při selhánı́ a očekávaná ztráta při selhánı́
Vt výše škod při selhánı́ v roce t
Ht výška hráze v roce t
γ tempo ekonomického růstu v okruhu (za rok)
ζ růst ztrát po zvýšenı́ hráze (1/cm)

Výše škod při selhánı́

Vt = V0 · eγt · eζ(Ht−H0)

Předpoklad

Selhánı́ nenastane vı́ce, než jednou do roka. (V praxi jsou záplavy tak zřı́dka, že předpoklad
platı́.)

Očekávaná ztráta při selhánı́

St = Pt · Vt kde
Pt = P0 · eαηt · e−α(Ht−H0)

Vt = V0 · eγt · eζ(Ht−H0)
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Reformulace problému

Očekávaná ztráta při selhánı́

St = Pt · Vt = P0 · eαηt · e−α(Ht−H0) · V0 · eγt · eζ(Ht−H0)

Reformulace:
St = S0 · eβt · e−θht

eβt - zvýšenı́ očekávaných ztrát kvůli rostoucı́m hladinám a ekonom. růstu, očekáváme
β > 0 (jinak by stačila 1/0 akce v čase 0).

e−θht - snı́ženı́ očekávaných ztrát dı́ky zvyšovánı́ hrázı́, očekáváme θ > 0 (jinak by
zvýšenı́ hráze nesnı́žilo očekávanou ztrátu).
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Cena zvýšenı́ hrázı́

h výše hráze před zvýšenı́m (cm)
u zvýšenı́ hráze (cm)
b ≥ 0; c > 0;λ ≥ 0 parametry

Cena zvýšenı́ hrázı́

I(h;u) =

{
0 pro u = 0
(c + bu)eλ(h+u) pro u ̸= 0
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Finálnı́ model
Zavedeme diskontnı́ faktory - δ1 pro škody a δ2 pro ceny zvyšovánı́ hrázı́.

Celková očekávaná ztráta a ceny zvyšovánı́ hrázı́

∫ ∞

0
Ste−δ1tdt =

∞∑
i=1

∫ ti+1

ti
S0eβte−θhti e−δ1tdt =

S0

β − δ1

∞∑
i=1

e−θhti [e(β−δ1)ti+1 − e(β−δ1)ti ]

∞∑
k=1

I(htk−1 ;uk )e−δ2tk

Finálnı́ model

min
S0

β − δ1

∞∑
i=1

e−θhti [e(β−δ1)ti+1 − e(β−δ1)ti ] +
∞∑

k=1

I(htk−1 ;uk )e−δ2tk
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Finálnı́ model

Finálnı́ model

min
S0

β − δ1

∞∑
i=1

e−θ
∑i

j=1 uj [e(β−δ1)ti+1 − e(β−δ1)ti ] +
∞∑

k=1

I(
i−1∑
j=1

uj ;uk )e−δ2tk

optimalizované proměnné ui ; ti i = 1 . . .∞

Model má samozřemě nějaké podmı́nky např. ui > 0 (pozor ti mohou být < 0). Nebo např.
I(h;u1 + u2) ≤ I(h;u1) + I(h + u1;u2). Podrobnějšı́ diskuze podmı́nek a také, zda je model
tohoto tvaru vhodný, či volby parametrů (δ1; δ2; θ;β) diskutovány v článku [1].
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Existence a periodicita řešenı́

Řešenı́ lze zı́skat položenı́m parc. derivacı́ dle ui ; ti rovných nule.
Za určitých předpokladů regularity (předevšı́m β; θ; δ1; δ2;λ jsou konstantnı́ v čase),
lze ukázat, že řešenı́ existuje a je periodické (viz [A]):

uj = v ∀j ≥ l tj = tl + (j − l)p ∀j ≥ l

Řešenı́ může mı́t 2 tvary:
t1 ≥ 0 (současná hráz je dostatečná) - V čase t1 hráz zvýšı́me a následně je řešenı́
periodické.
t1 < 0 (současná opatřenı́ jsou nedostatečná) - V čase t1 = 0 musı́me provést
nápravu situace a hráz hned zvýšit (je možné, že ui > v ), od t2 je řešenı́ periodické.
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Periodicita řešenı́

Výsledné pravděpodobnosti pro okruhy 15 a 22:
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Dostatečnost současných hrázı́
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Uvedenı́ do praxe

Legislativa - Stavba hráze začne, když je překročena daná pravděpodobnost záplavy
v okruhu.
U většı́ch projektů je doba od překročenı́ hranice po dokončenı́ stavby 15-25 let
Autoři [1] vyzkoušeli vı́cero možnostı́, jak tyto pravděpodobnosti určit, nejlepšı́
kandidát pro dobu [tj ; tj+1) určen:

Pmiddle
t =

Smiddle
t

Vt
kde Smiddle

t =
S−

tj+1
− S+

tj+1

ln St−j+1
− ln S+

tj+1

neboli Smiddle
t je logaritmický průměr očekávaných škod před a po zvýšenı́ hráze v

čase tj+1.
Jako přı́klad autoři použı́vajı́ okruh 22: Po vylepšenı́ v čase t = 13 doporučujı́ zlepšit
standart z 1/2 000 na 1/10 000.
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Model s nehomogennı́mi hrázemi

Předpoklad

Jednotlivé okruhy jsou na sobě nezávislé, modelujeme každý zvlášt’.
Hráz i chovánı́ řek/mořı́ kolem celého okruhu je homogennı́.

Okruh má segmenty l ∈ L, každý s vlastnı́mi charakteristikami (pravd. selhánı́, výšky a
ceny vylepšenı́ apod.).
Očekáváme, že musı́me vždy vylepšit segment s nejvyššı́ pravděpodobnostı́ selhánı́
(škody po selhánı́ jsou stejné pro všechny segmenty a minimalizujeme očekávané škody).
Rozhodovacı́ proměnné:

CY (t ; l ;h1;h2) = 1 pokud segment l je vylepšen v roce t z výšky h1 na výšku h2.
Jinak CY (t ; l ;h1;h2) = 0.
DY (t ; l ;h) = 1 pokud segment l s výškou h je nejslabšı́ článek (má nejvyššı́ pravd.
selhánı́) v roce t . Jinak DY (t ; l ;h) = 0.
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Model s nehomogennı́mi hrázemi
Model s nehomogennı́mi hrázemi

min
∑
t∈T

∑
l∈L

∑
h1,h2∈Hl

h2≥h1

l(t , l ,h1,h2) · CY (t , l ,h1,h2) (1)

+
∑
t∈T

∑
l∈L

∑
h∈Hl

P(t , l ,h) · V (t , l ,h) · DY (t , l ,h) (2)

(1) značı́ náklady na vylepšovánı́ segmentů hrázı́. (2) je očekávaná ztráta při selhánı́ nej-
slabšı́ho článku.
Podmı́nky:

CY (0, l ,0,0) = 1; CY (0, l ,h1,h2) = 0 ∀l ∈ L; h1,h2 ∈ Hl : h2 ≥ h1, h2 > 0 (3)

(3) dává počátečnı́ podmı́nky (v čase 0).
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Model s nehomogennı́mi hrázemi
Model s nehomogennı́mi hrázemi

∑
h1∈Hl
h1≤h2

CY (t − 1, l ,h1,h2) =
∑

h3∈Hl
h3≥h2

CY (t , l ,h2,h3) ∀t ∈ T \ {t0}, l ∈ L, h2 ∈ Hl (4)

(4) předává výšku h2 z roku t − 1 do roku t .

∑
h1∈Hl

∑
h2∈Hl

P(t,l0,h2)>P(t,l∗,h∗)

CY (t , l0,h1,h2) +
∑
l∈L

∑
h∈Hl

P(t,l,h)≤P(t,l∗,h∗)

DY (t , l ,h) ≤ 1 ∀t ∈ T , l0, l∗ ∈ L, h∗ ∈ Hl

(5)

(5) určuje, který segment je nejslabšı́ článek. Pokud segment l∗ s výškou h∗ je zvolen, pak
nemůže existovat žádný segment s nižšı́ pravd. selhánı́ a zároveň žádný segment s vyššı́
pravd. nemůže být vylepšován.
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Model s nehomogennı́mi hrázemi
Model s nehomogennı́mi hrázemi

∑
l∈L

∑
h∈Hl

DY (t , l ,h) = 1 ∀t ∈ T (6)

(6) určuje, že vždy je vybrán jen jeden nejslabšı́ článek.

CY (t , l ,h1,h2) ∈ {0,1} ∀t ∈ T , l ∈ L, h1,h2 ∈ Hl , h2 ≥ h1 (7)
DY (t , l ,h) ∈ {0,1} ∀t ∈ T , l ∈ L, h ∈ Hl (8)∑

t∗=t+1...t+m

∑
h1∈Hl

∑
h2≥h1∈Hl

CY (t∗, l ,h1,h2) ≤ 1 ∀t ∈ T (9)

(7) a (8) deklarujı́ CY a DY jako binárnı́. (9) bránı́ vylepšovánı́ segmentu l dvakrát ve
stejném časovém okně [t + 1; t + m]
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Software provedenı́
Algoritmus a snižovánı́ velikosti úlohy

Disktetizace času - vlády zajı́má výhled na 30 let, optimalizovat ale musı́me na 300 let
dopředu.

prvnı́ch 100 let - po 5 letech, dále po 10 letech

Disktetizace zvyšovánı́ hrázı́ - nenı́ třeba úplně přesné (hráz si v praxi ”sedá”).
prvnı́ch 100 cm - po 10 cm, do 200 cm po 20 cm, vı́ce po 30 cm

Preprocessing - snižovánı́ počtu optimalizovaných proměnných
Odloženı́ zvýšenı́ hráze o 1 časovou jednotku (pokud máme přı́pustné řešenı́, tak
zkontrolujeme řešenı́ daná tak, že postupně všechna zvýšenı́ posuneme o 1 časovou
jednotku dále).
Pozdnı́ zvýšenı́ hráze nenı́ efektivnı́ (pro některá zvýšenı́ na konci sledované doby se
stane, že přı́nos ze zvýšenı́ je menšı́ než cena za zvýšenı́).
Rozdělenı́ zvýšenı́ hráze do 2 kroků (pro řešenı́ kde docházı́ k vysokému zvýšenı́ v tj
najednou je možné najı́t lepšı́ řešenı́ menšı́m zvýšenı́m v tj a druhým menšı́m zvýšenı́m v
tj+k ).

Optimalizace byla provedena pomocı́ branch-and-cut algoritmu, preprocessing
dokázal snı́žit velikost problému o cca 40%, ale na dobu výpočtu neměl výrazný vliv.
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Závěr

Cost-benefit modely - lepšı́ metoda optimalizace problému, zohledněnı́ vývoje do
budoucna.
Možnost přizpůsobenı́ mnoha aspektů modelu - pravd. selhánı́, škod při selhánı́ atd.
Článek [1] - diskuze nad zvolenými modely pro pravd. selhánı́, škod při selhánı́ atd.
Článek [1] - metoda přijata vládou Nizozemı́ v roce 2015
Článek [2] - důležité zlepšenı́ rozdělenı́m na segmenty, dodánı́ lepšı́ výpočetnı́ metody
Možnost využitı́ v jiných státech - Bangladéš, Pákistán, USA ...
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Děkuji za pozornost.
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