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Rekurzivni jazyky

Definice 8.1: TM zastavi

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., (g, X) neni definovano.

@ / definice, v prijimajicim stavu g € F TM zastavi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.

Definice 8.2: Rekurzivni jazyky

Rikdme, ¢ TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥*
stroj nad w zastauvi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.
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Hierarchie jazykd (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
Ly ={(M,w);
TM M pfijima w}

Ly ={w; TM s kédem w
nepfijima vstup w}
bezkontextove
(=CFL)

rekurzivni (=R)
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Jazyk ktery neni rekurzivné spocetny

Sméfujeme k diikazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takovych, ze:

M je binarné kédovany Turinglv stroj s abecedou {0, 1},
w=M=ec{0,1}* a
M neprijima vstup w.

Postup:

Jazyk Ly neni rekurzivné spoletny. Proto Ly neni rekurzivni. Lze dokazat,

Koédovani TM binarnim kédem pro libovolny pocet stavii TM.
Kéd TM vezmeme TM jako binarni retézec.

Pokud kéd nedava smysl, reprezentuje TM bez transakci. Tedy kazdy kod
reprezentuje néjaky TM.

Diagonalni jazyk Lg;

Ly = {w; TM reprezentovany jako w takovy, ze nepfijima w}.

Neexistuje TM prijimajici jazyk Ly. Spusténi takového stroje na vlastnim
kddu by vedlo k paradoxu.

ze Ly je rekurzivné spocetny.
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@ Pro kédovani TM M = (Q,{0,1},T,0, g1, B,{qg>}) ocislujeme stavy, symboly
a sméry L, R.
@ Predpokladejme:
» Pocatecni stav je vzdy q;.
» Stav g je vzdy jediny koncovy stav (nepotfebujeme vic, TM zastavi).
» Prvni symbol je vzdy 0, druhy 1, treti B, prazdny symbol. Ostatni symboly
pasky ocislujeme libovolné.
» Smér L je 1, smér R je 2.
o Jeden krok 6(qi, X;) = (qk, Xj, Dmm) kédujeme: 0'10/10¥10'10™. V&echna
i,j,k,I,m>1 takze se dvé jednicky za sebou nevyskytuji.

@ Cely TM se skldda z kodi vsech prechodi v néjakém poradi oddélenych
dvojicemi jednicek 11: C3;11G11...C,,111C,,.
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P¥iklad 8.1 (TM a jeho kédovani)
M = ({q17 ao, q3}7 {07 1}7 {07 17 8}757 di, 87 {Q2})

) 0 1 B
— q1 (q3707 R)
*q2
ds3 (Q1717R) (q2707 R) (C]3,].,L).

@ Kdod pro transakce:
C1 G C3 Cy
0100100010100 | 0001010100100 | 00010010010100 | 0001000100010010
@ Kéd celého TM:
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010.
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Diagonalni jazyk

Usporadani retézcli (technicky detail)

o Retézce {0,1}* bereme usporadané podle délky, stejné dlouhé
usporadadme lexikograficky.

@ Prvni je €, druhy O, treti 1, ¢tvrty 00 atd.
@ j—ty retézec oznacCujeme w;.

Definice 8.3: Diagonalni jazyk

Diagonalni jazyk L, je

Ly ={w € {0,1}*; TM reprezentovany jako w ktery neprijima slovo w}.

Véta 8.1: L, neni RE

Ly neni rekurzivné spocCetny jazyk, tj. neexistuje TM prijimajici Ly.
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Na diagonale pro wy = code(M,) spor

i - kéd TM
J - vstup w
1/0 - pfijima/nepfijima
J —
1 2 3 4
IO T 0
21NN 0
" 300 oN\u\
toalo 1 o\

Diagonal

Ly = {w; na diagonéle je 0}.

Marta Vomlelova

Dikaz: Ly neni RE.

e Predpokladejme Ly je RE, Ly = L(My)
pro néjaky TM M,.

@ Jeho jazyk je {0,1}, tedy je v seznamu
na obrazku: 'Prijimad TM M; vstupni slovo
w;?'

@ Alespon jeden retézec ho koduje,
reknéme code(My) = wy.

@ Jewy € Ly

» Pokud 'ano’, na diagonale ma byt 0, tj.

wyg & L(Mg) = Lg, spor.

» Pokud 'ne’, na diagonale ma byt 1,

wyg € L(My) = L4, spor.
Proto takovy My neexistuje. Tedy Ly neni
rekurzivné spocetny. (]
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Definice 8.4: Univerzalni jazyk

Definujeme univerzalni jazyk L, jakozto mnozinu binarnich retézcli které
koduji par (M, w), kde M je TM a w € L(M), tj. M p¥ijima slovo w.

L,={(M,w) | MjeTM aw e L(M) }
TM prijimajici L, se nazyva Univerzalni Turingtiv stroj.
Véta 8.2: Existence Univerzalniho Turingova stroje

Existuje Turingiv stroj U, pro ktery L, = L(U).

Finite PopiSeme U jako vicepaskovy Turingiiv stroj.

control

@ Prechody M jsou napsany na prvni pasce
@ \ spolu s retézcem w.
R ’/ . \ @ Na druhé pasce simulujeme vypocet M,
Tape of M 0001000001010001 *** / pouzivajici format jako kéd M, tj. symboly 0’
o oddélené jednickou 1.
State of M 000 "7 08B T @ Treti paska obsahuje stav M reprezentovany
i nulami.

Scratch
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Operace univerzalniho Turingova stroje

Operace U jsou nésledujici:

Otestuj, zda je kéd M legitimni;
pokud ne, U zastav bez prijeti.
Inicializuj druhou pasku kédovanym slovem w: 10 pro 0 ve w, 100 pro 1;
blank jsou nechané prazdné a nahrazeny 1000 pouze 'v pripadé potreby'’.
Napis 0, pocatecni stav M, na treti pasku. Posun hlavu druhé pasky na prvni
simulované policko.
Simuluj jednotlivé prechody M
» Najdi na prvni pasce spravnou transakci 0'10°10X10'10™, 0’ na pésce 3, ¢/ na
pasce 2.
» Zmén obsah pasky 3 na 0.
» Nahrad O/ na 2. pésce fetézcem 0'. Pouzij ¢tvrtou 'scratch tape’ pro spravné
mezery.
» Posun hlavu 2. pasky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.
Pokud jsme nenasli instrukci pro M, zastavime.

Pokud M prejde do prijimajiciho stavu, pak U také prijme. []

Tedy mame TM prijimajici L, = {(M,w) | w € L(M)}.
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Marta Vomlelova

Postova véta: (L € RE & L € RE) < L je rekurzivni

- Accept> <: Accept

—™ Reject Reject

Y
<

Lemma J

Je—li L rekurzivni jazyk, je rekurzivni i L.

Véta 8.3: Postova véta

— Accept —  Accept

Jazyk L je rekurzivni, pravé kdy? L i L ”’_{ T
(doplnék) jsou rekurzivné spocetné.

Dukaz: Postova véta

= Vezmeme TM M pro L, ktery vzdy zastavi a vyda odpovéd (existuje,
protoze L je rekurzivni). Pro test nalezeni do L predlozime vstup M,
poCkame na odpovéd a odpovime opak.

< » Méme TM L= L(M) a L= L(M>).

> pro dané slovo w nardz simulujeme M; i M, (dvé pasky, stav se dvéma

komponentami).
» Pokud jeden z M; prijme, M zastavi a odpovi.
» Jazyky jsou komplementarni, jeden z M; vzdy zastavi, L je rekurzivni. ]
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Véta 8.4: Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

Dikaz: Nerozhodnutelnost L, Modifikace TM pro L, na TM pro Lg:

o Méme TM pFU |/maJ |/C|/ LU! tJ Je Hypot'hetical—"' Accept —T ™ Accept
W = Copy [*= wll11w —=| algorithm
RE . Mfor L, | » Reject —T—™ Reject
@ Predpokladejme, Ze je L, i
rekurzivni.
e Pak L, by byl také rekurzivnf. o Retézec w prepi$ na wlllw
o Pro TM ptijimajici L, mizeme (2—paskovy, preved na 1—paskovy).
zkonstruovat TM prijimajici Ly @ Simuluj M na novém vstupu.
(vpravo). Prijmi iff M prijme.
@ Protoze vime, ze Ly neni RE, o Stroj M’ prijima L,(w, w), tj.
L, neni RE a L, neni rekurzivni. pripady kdy M; neprijima w;, tj.
N jazyk Lg.
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Véta 8.5: Rekurzivné spocetné jsou L

Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu O.

Dikaz: Od Turingova stroje ke gramatice

pro Turinglv stroj T najdeme gramatiku G, L(T) = L(G)
@ G=({S,C,D,E} U{X}xesur U{Qi}tqeq, X, P,S), P je:
@ gramatika nejdrive vygeneruje pasku stroje a kopii slova
wB"WFRQyB™ , kde B’ predstavuji volny prostor pro vypocet
@ potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)

@ v koncovém stavu smazeme pasku, nechdme pouze kopii slova

D — xDX|E generuje slovo a jeho revizni kopii pro vypocet
E — BE|e generuje volny prostor pro vypocet
2) XP — QX' pro (p,x) = (q,x', R)
XPY — X'YQ pro 6(p,x) = (q,x’, L)
3) P—C prop e F
CA— C,AC — C mazani pasky
C — ¢ konec vypoctu

N

s

]
L
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Priklad 8.2 (Gramatika z TM)

Mé&jme turingiiv stroj pro jazyk L = {a°"|n > 0},
™™ M = ({q0,91,92,9r},{a},{a},d, qo, B,{qr}) s & v tabulce:
0 komentar
0(qo,3) = (q1,a,R)  prvni symbol
0(q1,3) = (qo,a, R)  nuluje citac (2k symbolii)
0(qo, B) = (qr, B, L) prijme a zastavi
Pro tento TM zkonstruujeme gramatiku
G = ({5, C, D, E, Qo, Ql, QF,Q}, {a}, 5, P1 U P2 U P3),

Mazani
Inicializace Prechodova funkce ) \
QF — C
S — DQE) ap — Qa Ca — C
Pr=¢D — aDalE } P,=4 a1 — (oa pP3=<aC — C,
E — BE|e | BQa — BaQf BC — C
¢ = €

y

Konkrétné pro aa € L(M) vygeneruji aaBaa(@y, mezivysledek aaBaQra a vysledek
aa.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky April 26, 2026 224 /297



Od Turingova stroje ke gramatice

Potfebujeme ovéfit, zda L(T) = L(G)?

o we lL(T)
> existuje konecny vypocet stroje T (konecny prostor)
» gramatika vygeneruje dostatecné velky prostor pro vypocet
» simuluje vypocet a smaze dvojniky.

o we L(G)
» pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
» derivaci mizeme preusporadat tak, ze poradi je 1),2),3).
» podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav.

Gramatika po zjednoduseni
P¥iklad 8.3 (Gramatika pro TM) G = ({S,C,D,E,a, Q, @1}, {a}, P, S)
Méjme Turingliv stroj (S DQ,
M = D — aDa|B
({q07q17qF}7{a}7{aa 8}757 q0787{qF}) BQO - C
9(q0, B) = (ar, B, R) P=1<aQ— Gia ;.
(4o, a) = (q1,a,R) a@Q; — Qa
5(q1,a):(q0,3, R) Cé—) C
- C—=e |
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Véta 8.6: Ly jsou rekurzivné spocetné.

Kazdy jazyk generovany gramatikou typu O je rekurzivné spocetny.

Dikaz: Kazdy jazyk generovany obecnou gramatikou je rekurzivné spocenty.

idea: TM postupné generuje vSechny derivace

@ derivaci S = w1 = ... = w, = w kdédujeme jako slovo
FSHWIFH .. HWH
@ umime udélat TM, ktery prijima slova #a#3#, kde a =
@ umime udélat TM, ktery prijima slova #wi# ... #wi#, kde w1 =™ wy

@ umime udélat TM postupné generujici vsechna slova.

derivace
kon&i w

slovo tvofi ano
derivaci

| - -

- l:l J

generuj (dalsi) slovo ——
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Hierarchie jazykd (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
L, ={(M,w);
ITM M pfijima w}

kontextové (=CL) Ly = {w; TM s kédem w

nepfijima vstup w}
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