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Turingovy stroje — historie a motivace

@ 1931-1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing

@ Turinguv stroj
» zachyceni prace matematika

* nekonecna tabule
|ze z ni ¢ist a Ize na ni psat
* mozek (Fidici jednotka)

» Formalizace TM:

* misto tabule nekonecna paska
* misto kridy Cteci a zapisovaci hlava, kterou lze posunovat v obou smérech
* misto mozku konecna fidici jednotka (jako u PDA)

» dalsi formalizace:
* castecné rekurzivni funkce, booleovské funkce, RAM, A—kalkul,

@ Snazime se definovat problémy nerozhodnutelné jakymkoli pocitacem.
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Definice 7.1: Turingliv stroj

Turingtv stroj (TM) je sedmice M = (Q,%,T,9, qo, B, F) se slozkami:
R konec¢nd mnozina stavii
> konecna neprazdna mnozina vstupnich symbolii

[ kone¢na mnozina vSech symboli pro pasku. Vzdy T DX, QNT = 0.

0 (Caste¢nd) prechodova funkce. (Q — F) x I — Q x I x {L, R}, v
6(q,x) =(p,Y,D):

€ (Q — F)! aktualni stav

€ [ aktualni symbol na pasce

novy stav, p € Q.

€ [ symbol pro zapsani do aktualni bunky, prepise aktualni obsah.

€ {L, R} je smér pohybu hlavy (doleva, doprava).

O <w Xa

qgo € () pocatecni stav.

B €I —X. Blank. Symbol pro prazdné bunky, na zacatku vSude kromé
koneCného poctu bunék se vstupem.

F C Q mnozina koncovych neboli prijimajicich stavd.

Pozn: nékdy se nerozlisuje [ a X a neuvadi se prazdny symbol B, tj. pétice.
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Prechodovy diagram pro Turinglv stroj

Definice 7.2: Prechodovy diagram pro TM 0/0 — 0/0 +
YIY > Y)Y«
Ptechodovy diagram pro TM sestiva z ﬁO/X %
uzld odpovidajicim stavim TM. Hrany g —
. v v . Y/Y—> X/X—>
p jsou oznacCeny seznamem vsech dvojic
X/ YD, kde 6(q,X) = (p, Y. D), D € {+ 20
Xy o
Pokud neuvedeme jinak, B znaci blank — Y)Y =
prazdny symbol.
Priklad 7.1 (Turingdv stroj pro jazyk {0717, n > 1})
State 0 1 X Y B
do (q17X7 R) - - (q37Y7 R) -
q1 (q17 07 R) (q27 Y7 L) — (q17 Y7 R) -
q2 (q27 0, L) B (q07 X, R) (q27 Y, L) B
as - - - (q37Y7 R) (Q4,B, R)
Ga - - - - -
4
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Definice 7.3: Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace Turingova stroje je retézec X1 X5 ... X;_1gX; Xi11... X, kde
@ g je stav Turingova stroje
@ Cteci hlava je vlevo od i—tého symbolu

@ Xi...X, je Cast pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjSim symbolem
riznym od prazdného (B). S vyjimkou v pfipadé, Ze je hlava na kraji —
pak na tom kraji vkladame jeden B navic.

Definice 7.4: Krok Turingova stroje

Kroky Turingova stroje M znacime ,\|_4’ /\l_ﬂ*’ * jako u zasobnikovych automatd.
Pro 5(q7XI) — (pa Y7 R)
o X1X2 ce Xi—quiXi—l—l ce Xn l\|_ﬂ X1X2 ce X,'_lYpX,'_|_1 “e Xn.

Pro 5(q7XI) — (p7 Y7 L)
o X1X2 .. .X,'_1 QX,'X,'_|_1 ce Xn l\|_/l X1X2 .. .X,'_QpX,'_]_YXH_]_ .. .Xn

Odvozeni v kone¢ném poctu kroki /\|_4* definuji rekurzivné pro Z, 7, IC konfig-

urace Zaklad: Z F* 7 Rekurze: Pokud ZFH 7 a JF K, taki Z F* K.
M M M M
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Definice 7.5: TM prijima jazyk, rekurzivné spocetny jazyk

Turingliv stroj M = (Q, X, 1,9, qo, B, F) prijima jazyk L(M) = {w € ¥* :
QoW ,\|—4>k apf,p € F,a,8 € T*}, tj. mnozinu slov, po jejichz precteni se
dostane do koncového stavu. Pasku (u nas) nemusi uklizet.

Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je pfijimadn néjakym
Turingovym strojem T (tj. L= L(T)).

Turingﬁv StI’O_j M = ({q07 di, 42, g3, q4}7 {07 1}7 {07 17 X» Y7 B}v 57 qo, Ba {q4}) S 0
v tabulce ptijima jazyk {0"1";n > 1}.

Stav 0 1 X Y B
do (Q1>X7 R) - _ (q37Y7 R) _
adi (qla 07 R) (q27 Y7 L) — (qu Y7 R) _
ado (Q270, L) - (C]o,X, R) (q2> Ya L) —
a3 - - - (q37 Y) R) (q4787 R)
qa - — — — —
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TM pro jazyk {0"1";n > 1}

Priklad 7.4 (TM z prikladu 7.1 prijima jazyk {0"1"; n > 1})
Na pasce vzdy vyraz typu X*0*Y*1*

postupné prepisujeme 0 na X a odpovidajici 1 na Y

qo prepise 0 na X a preda rizeni g1

g1 najde prvni 1, prepise na Y a preda rizeni g

q»> se vrati k X, necha ho byt a preda rizeni g

/ N4

pokud qo vidi Y, preda rizeni g3
_ 0/0 — 0/0 «
g3 dojde zkontrolovat, jestli na konci nezbyly YIY 5 Y)Y«

1 ﬁ
0/X — 1/Y «
pokud g3 naslo B, preda fizeni gy _’ e e

g4 skonci uspéchem (je prijimajici) Y)Y = X/X =

. i
pokud g3 narazilo na 1, tak skonci .‘

neuspéchem Y/Y =

nema3 instrukci
neni prijimajici.

y
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Jesté priklad, rekurzivné spocetné jazyky

Priklad 7.5 (Modifikace kone¢ného automatu na TM)

Jazyk L = {a°"|n > 0}
prijima Turingtv stroj M = ({qo, 91, 9 },{a},{a, B}, 9, qo, B,{qr}) s 0 v tabulce:
0 komentar
0(qo, B) = (gr, B, R) prazdné slovo, konec vypoctu
0(qo,a) = (q1,a, R)  zvétsi ¢itaC (2k + 1 symboli)
0(g1,3) = (qo,a, R)  nuluje citac (2k symbolii).

@ Turingldv stroj pro regularni jazyk:
» simuluje konecny automat, pohyb hlavy vzdy vpravo,
» vidi-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA prijimajici, prejde do nového
prijimajiciho stavu gr.
> (Z gr nesmi byt instrukce, z prijimajicich stavii DFA potrebuje rozlisit B a jiné
znaky.)

@ Bezkontextové jazyky: nejsndaze s pomocnou paskou simulujici zasobnik, bude
za chuvili.
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TM s vystupem

Priklad 7.6 (TM s vystupem)
Turingliv stroj pocitajici monus m=n = max(m — n,0).
o M= ({qo0,q1,92,43,G4,95,9},{0,1},{0, 1, B}, 6, qo, B, {gs})
@ Pocatecni paska 010".
M zastavi s paskou 0™~ " obklopenou prazdnem B.

@ Najdi nejlevéjsi 0, prepis na B.
B/B —
@ Jdi doprava a najdi 1; pokracuj, najdi 0 a /_\O:\
Yanid (a2 (@ ) 0
prepis na 1. O/B%V /1

@ Vrat se doleva. 1/ 00~ 1\/1053/%

@ Pokud nenajdes 0 (uklid): B8
Y s v * \q\\_yB/Oe o
> vpravo: prepis vsechny 1 na B.

» vlevo: m < n: prepi$ vSechny 1 a 0 na B, Ve Ve

nech pasku prazdnou.
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Rekurzivni jazyky
Definice 7.6: TM zastavi

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., (g, X) neni definovano.

@ Predpokladame, ze v prijimajicim stavu g € F TM zastavi,
@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.
Paralela:
@ Misto 'zastavit a neprijmout’ mizeme spustit nekonecnou smycku vypoctu.

@ Pak otazka nalezeni slova do jazyka odpovida otazce zastaveni Turingova
stroje

Definice 7.7: Rekurzivni jazyky
Rikdme, ¢ TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥*

stroj nad w zastauvi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky April 19, 2026 200 / 295



Pameét v ridici jednotce, Pomocna stopa

Priklad 7.7 (Priklad paméti ve stavu TM)

Pro jazyk L(M) = (01* + 10*) si pamatujeme prvni znak, stav je dvojice (obecné

n—tice). M = ({qo, q1} x {0,1, B}, {0,1},{0,1, B}, 8, [q0, B, B, {[q1, B]})

0 0 1 B
— [q0, B] | ([91,0],0,R) | ([91,1],1, R)
[qlao: ([ql,O],l,R) ([qlaB]an R)
[[qlaé; ([qlal]vov R) ([Ql,B],B, R)
*[q1, DB,

Priklad 7.8 (P¥iprava pomocné stopy)

Budeme potrebovat dvé stopy na pasce. Prepiseme vstup na dvojice, nahore
budeme mit volno na poznamky. V definici 6 pouzivdm zastupny znak pro vstupni

pismeno a € {0,1}.
¢ 5(:q07 B]v a) — ([q07 B]? [87 a]? R)

@ J([q0, B], B) = ([g-1, B, [B, B], L) jsem na konci, otac¢im
= 5(:q—17 8]7 [Ba a]) — ([Q—l, B]a [87 3]7 L) Jdl vlevo
e 4([g_1, B], B) = (g1, B], B, R) dvé stopy pripraveny pro dalsi praci.

4
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Vice stop na pasce vyuziva nasledujici priklad

Priklad 7.9 (TM pro jazyk Lyc, = {wew swee [4]5]C

o M=({qu,...,q0} x {0,1,B},{[B,0],[B, J/

@ ¢ je definovano (a,b € {0,1}): frackes
o([q1, B] [B, a]) = ([g2, 3], [*, a], R) nacti symbol a
d([qgo, a ,[B, b_) = ([q2, 3], [B, b: R) jdi vpravo, hledej stfed c,
d([q2, a], [B, c]) = ([gs, a], [B, c], R) pokracuj vpravo ve stavu gs,
d([g3, a], [ ¥ b]) = ([gs, a], [, b], R) pokracuj vpravo,
o([gs, al, [B, a]) = ([qa, B], [, a], L) zkontroluj shodu, vymaz pamét a jdi vlevo,
6( qa, B] [>|< d ) — (:q47 B]v [*7 3:7 L) Jdl vlevo,
d([qa, B], [B, c]) = ([gs, B], [B, c], L) c pokracuj za stfed ve stavu gs,

@ rozeskok podle toho, jestli je jesté co kontrolovat

d([gs, B, [B, a]) = ([ge, B], [B, a], L) jesté budeme kontolovat,
5[5, B], [B. a]) = ([ds. B, [B, o], L) idi vievo,

4([ge, B], [*, a]) = ([q1, B], [*, a], R) znovu zaéni,

d([gs, B], [*, a]) = ([g7, B], [*, a], R) uz vse vlevo od ¢ porovnano, jdi vpravo,
d([qg7, B, :B, c]) = ([qgs, B], [B c] R) pokracuj vpravo,

d([gs, B], [*, a]) = ([gs, B], [*, a], R) pokracuj vpravo,

MIags Bl [B.Bl) = ([aa. Bl. [B B] R) priimi.
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Vicepaskovy TM ma pro kazdou pasku vlastni hlavu

Definice 7.8: Vicepaskovy Turingliv stroj

Pocatecni pozice Vicepaskovy TM

@ vstup na prvni pasce, ostatni zcela prazdné

@ prvni hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné

@ hlava v pocatecnim stavu r\\\

Jeden krok vicepaskového TM u

@ hlava prejde do nového stavu

@ na kazdé pasce napiseme novy symbol

@ kazda hlava se nezavisle posune vlevo,
zlistane, vpravo.

Véta 7.1: Vicepaskovy TM

Kazdy jazyk prijimany vicepaskovym TM je prijimany i néjakym (jednopaskovym)
Turingovym strojem TM.
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Dikaz: vicepaskovy TM

@ konstruujeme Turinglv stroj M

@ pasku si predstavime, ze ma 2k stop
> liché stopy: pozice k—té hlavy

» sudé stopy: znak na k—té pasce
Simulace 2-paskového

@ pro simulaci jednoho kroku navstivime . L,
P J TM na jedné pasce

vSechny hlavy

@ ve stavu si pamatujeme

- PR o
» pocet hlav vlevo =

» Vk symbol pod k—tou hlavou

@ pak uz umime provést jeden krok (znovu A5 5
béhat) (]

@ Simulaci vypoctu k—paskového stroje o n krocich
Ize provést v &ase O(n?) (simulace jednoho kroku z
prvnich n trva 4n + 2k, hlavy nejvys 2n daleko,
precist, zapsat, posunout znacky).
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Nedeterministické Turingovy stroje

Definice 7.9: Nedeterministicky TM

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame sedmici M = (Q, X, T, 4, qo.
kde Q,%,I,qo, B, F jsoujakou TM ad: (Q—F)xI — P(QxT x{L,R}).
Slovo w € X* je prijimano nedeterministickym TM M, pokud existuje
néjaky vypocet gow " apf, p € F.

Véta 7.2: Nedeterministicky TM

Pro kazdy My nedeterministicky TM existuje deterministicky TM Mp takovy,
ze L(My) = L(Mp).

Velmi stru¢né (priprava)

prohledavame do Sirky mozné vypocty My
» odvozeno v k krocich
> maximalné m* konfiguraci
* kde m = max|d(q, x)| je max. pocet g

<max |6(q,x
voleb M, 18(a@.x)i
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Dikaz: idea dikazu

@ paska nekonecnd — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci

@ prohleddvame do Sirky vsechny vypocéty My

@ modelujeme TM se dvéma paskami

» prvni paska: posloupnost konfiguraci
Finite
* aktudlni oznacena (kfizkem na obrazku) control
* vlevo uz prozkoumané, miizeme zapomenout Rj

* vpravo aktualni a pak dalsi cekajici Qe

of ID’s

X
ID1 *ID2 *1D3 *ID4 *)

2

» druha paska: pomocny vypocet seove

tape

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi
> precti stav a symbol aktualni konfigurace ID
» je—li stav prijimajici € F, prijmi a skonci
» napis konfiguraci ID na pomocnou pasku
» pro kazdy mozny krok § (ulozeny v hlavé Mp)
* proved krok a napis novou ID na konec prvni pasky

» vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
> opakuj []
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Véta 7.3: Jednosmérna paska

Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj My, ktery prijima stejny
jazyk a

@ M nikdy nepise blank B,

@ My nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice.

Xo | X1 X
X | X

@ Misto B blank zavedeme novy paskovy symbol, B;.

» Misto kazdého psani B piseme B; a vSechny instrukce pro ¢teni B
zkopirujeme téz pro Cteni B;.
» Takto modifikovany TM nikdy nepise B (pise Bi).
@ Pro jednosmérnou pasku
» Nejdriv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.
» Pod nejlevéjsi symbol dame novy znak *x, abychom védéli, ze jsme na
levém okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni. ve stavu (hiave') si

pamatujeme, jestli ¢teme horni stopu ('normalné’) nebo spodni stopu (kde L znamena doprava a R doleva). Pokud vidime

*, odpovidajici instrukce pfepiS§eme na zménu stopy (zhora vlevo pfepnu na doli, pokud jsem dole presla na "*", mam
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@ Turingiiv stroj: nekonecnd oboustrannd paska, mize Cist, psat, pohybovat
hlavou.
@ Prijimani TM: TM prijima pokud vstoupi do koncového stavu.
TM s vystupem: Hlava na prvnim pismenu odpovédi, kromé odpovédi B.
@ Rekurzivné spocetné jazyky (RE): jazyky prijimané néjakym Turingovym
strojem.
o Konfigurace TM: Vsechny symboly pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjsim
ne—B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od pravé cteného symbolu.
@ modelovaci triky
» Pamét v ridici jednotce
» Vice stop
@ Rozsireni TM bez rozsiteni tridy prijimanych jazyki:
» Vicepaskové TM Samostatny pohyb hlav na paskach (Ize simulovat na
pridanych stopach).
» Nedeterministicky TM: Ma instrukce na vybér, na prijeti staci jeden
prijimajici vypocet.
» TM s Jednostrannou paskou nikdy nepisici B se bude hodit v dalsich
kapitolach. Dokaze simulovat libovolny TM.
@ Uz se neudi: Linearné omezené automaty LBA
» Turingovy stroje, kde je vstupni slovo mezi levou a pravou znackou, hlava
nesmi za tyto znacky ani je prepsat.
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