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Rating

Rating

Rating ≈ pravděpodobnost, že účastnı́k trhu dostojı́ svým závazkům
Rating firmy ≈ pravděpodobnost, že firma nezbankrotuje

Ratingové agentury - ohodnocovánı́ ekonomických ukazatelů
Standard and Poor’s (S&P)

Data v článku [1], data pokrývajı́ obdobı́ 1981-1997 a obsahujı́ 6659 firem.
Pro účely analýzy byly některé kategorie S&P sloučeny.
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Data

S&P kategorie Sloučená kategorie
AAA AAA
AA+, AA, AA- AA
A+, A, A- A
BBB+, BBB, BBB- BBB
BB+, BB, BB- BB
B+, B, B- B
CCC+, CCC, CCC-, CC, C CCC
D (Default) D
NR (Not Rated) NR

Tabulka: Ratingové kategorie S&P a v článku
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Motivace

Změny ratingu firem jsou důležitým ukazatelem v ekonomii, předevšı́m pak v oboru
řı́zenı́ rizika investic.
model: náhodný (Markovský) proces
cı́l: zı́skat vhodný odhad matice přechodu

obvyklý postup: modelovat proces jako diskrétnı́ a matici přechodu odhadovat metodou
kohort → řada nevýhod (změny ratingů jsou v čase spojitý proces)
článek [1] → metody založené na spojitém čase
testovánı́ Markovské vlastnosti (různé vlivy na pravděpodobnosti přechodu)
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Markovské procesy

Teorie: Markovský proces

At’ (Ω,A,P) je pravd. prostor, T ⊂ R a Xt ; t ∈ T jsou náh. veličiny definované na (Ω,A,P),
pak {Xt ; t ∈ T} nazveme náhodný proces.
Markovská vlastnost pro diskrétnı́:

P(Xn+1 = j |Xn = i ;Xn−1 = in−1; . . . ;X0 = i0) = P(Xn+1 = j |Xn = i)
∀n ∈ T ; i ; j ; in−1 . . . i0 ∈ S : P(Xn = i ;Xn−1 = in−1; . . . ;X0 = i0) > 0

Markovská vlastnost pro spojité:

P(Xt = j |Xs = i ;Xtn = in; . . . ;Xt1 = i1) = P(Xt = j |Xs = i)
∀i ; j ; in . . . i1 ∈ S; 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn < s < t : P(Xs = i ;Xtn = in; . . . ;Xt1 = i1) > 0
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Markovské procesy

Teorie: Markovský proces

Pravděpodobnost přechodu:

pij(s; s + t) = P(Xs+t = j |Xs = i) i ; j ∈ S

Matici Ps;s+t = {pij(s; s + t)} (diskrétnı́ čas); P(s; s + t) = {pij(s; s + t)}(spojitý čas)
nazveme maticı́ přechodu.

Pokud pij(s; s+t) záležı́ pouze na t, nazveme proces homogennı́. Přeznačı́me Ps;s+t → Pt
(diskrétnı́ čas); P(s; s + t) → P(t) (spojitý čas).

S nazýváme stavový prostor, S = {AAA;AA;A;BBB;BB;B;CCC;D;NR}.
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Kohortnı́ metoda

Kohortnı́ metoda

Předpoklad: {Xt ; t ∈ T};T ⊂ Z homogennı́
Pt = matice přechodu za čas t , dı́ky homogenitě: Pt = (P1)

t

Odhadujeme členy P1 pomocı́:

p̂ij =
Nij

Ni

kde Ni je počet firem v i-tém ratingu na začátku roku, Nij je počet přechodů z i do j za 1
rok.

Pro zlepšenı́ odhadu P1 se obvykle P̂1 zı́skává jako průměr odhadů z vı́ce roků.
Bez předpokladu homogenity lze odhadnout přı́mo Pt , ale nenı́ možné zlepšovat
odhad průměrovánı́m.
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Přı́klad

Uvažujme ratingy A, B a D. Na začátku roku je v A i B 10 firem, 2 z A přejdou v 1/3 roku do
B, jedna zde zůstane a druhá se v 2/3 roku přesune do D. Jedna firma z B se po 2/3 roku
přesune do A.
Zı́skáme:

P̂1 =

0,8 0,1 0,1
0,1 0,9 0
0 0 1


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Kohornı́ metoda - nevýhody

Uvažujme ratingy A, B a D. Na začátku roku je v A i B 10 firem, 2 z A přejdou v 1/3 roku do
B, jedna zde zůstane a druhá se v 2/3 roku přesune do D. Jedna firma z B se po 2/3 roku
přesune do A.

P̂D
1 =

0,8 0,1 0,1
0,1 0,9 0
0 0 1


Kohortnı́ metoda - nevýhody

Nepodchycenı́ nenastávajı́cı́ch změn (B → D)
Žádná informace o mezistupni, pokud přechod s mezistupněm nastane během
jednoho roku (A → B → D)
Nebere v úvahu dobu strávenou v daném ratingu (firma, co po 1/3 roku přešla z A do
B vypovı́dá vı́ce o stabilitě v B než přechodu A → B)
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Metoda se spojitým časem
Homogennı́ přı́pad

Metoda se spojitým časem

P(t) = exp(Λt) =
∞∑

k=0

Λk tk

k !
; t ≥ 0 kde λij ≥ 0 pro i ̸= j ;λii = −

∑
j ̸=i

λij

Členy Λ odhadneme pomocı́ MLE:

λ̂ij =
Nij(T )∫ T

0 Yi(s)ds

zde Nij(T ) je počet přechodů z i do j do času T a Yi(s) je počet firem v i v čase s
Diagonálnı́ členy dopočteme tak, aby součty řádků Λ̂ byly nulové.
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Přı́klad

Uvažujme ratingy A, B a D. Na začátku roku je v A i B 10 firem, 2 z A přejdou v 1/3 roku do
B, jedna zde zůstane a druhá se v 2/3 roku přesune do D. Jedna firma z B se po 2/3 roku
přesune do A.

Λ̂ =


−6
26

3
26

3
26

3
32

−3
32 0

0 0 0

 P̂(1) =

0,798 0,098 0,103
0,080 0,915 0,005

0 0 1


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Srovnánı́ metody kohort a metody se spojitým časem

P̂D
1 =

0,8 0,1 0,1
0,1 0,9 0
0 0 1

 P̂C(1) =

0,798 0,098 0,103
0,080 0,915 0,005

0 0 1



Kohortnı́ metoda - nevýhody

Nepodchycenı́ nenastávajı́cı́ch změn (B → D)
Žádná informace o mezistupni, pokud přechod s mezistupněm nastane během
jednoho roku (A → B → D)
Nebere v úvahu dobu strávenou v daném ratingu (firma, co po 1/3 roku přešla z A do
B vypovı́dá vı́ce o stabilitě v B než přechodu A → B)
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Srovnánı́ metody kohort a metody se spojitým časem
Data: S&P 1988 - 1998
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Metoda se spojitým časem
Nehomogennı́ přı́pad

Metoda se spojitým časem

P̂(s, t) =
m∏

h=1

(I+ Â(Th))

m je celkový počet přechodů mezi časy s a t . Th je čas h-tého přechodu
Členy Â(Th) odhadneme pomocı́:

â(Th)ij =
Nij(Th)

Yi(Th)

zde Nij(Th) je počet přechodů z i do j v čase Th a Yi(Th) je počet firem v i těsně před Th

Diagonálnı́ členy opět doplnı́me tak, aby řádky Â(Th) měly nulový součet.
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Přı́klad

Uvažujme ratingy A, B a D. Na začátku roku je v A i B 10 firem, 2 z A přejdou v 1/3 roku do
B, jedna zde zůstane a druhá se v 2/3 roku přesune do D. Jedna firma z B se po 2/3 roku
přesune do A.

Â 1
3
=


−2
10

2
10 0

0 0 0
0 0 0

 Â 2
3
=

 0 0 0
1

12
−2
12

1
12

0 0 0



P̂(0,1) =

0,817 0,167 0,017
0,083 0,833 0,083

0 0 1


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Srovnánı́ metody kohort a metody se spojitým časem
Uvažujme ratingy A, B a D. Na začátku roku je v A i B 10 firem, 2 z A přejdou v 1/3 roku do
B, jedna zde zůstane a druhá se v 2/3 roku přesune do D. Jedna firma z B se po 2/3 roku
přesune do A.

P̂D
1 =

0,8 0,1 0,1
0,1 0,9 0
0 0 1

 P̂C(1) =

0,798 0,098 0,103
0,080 0,915 0,005

0 0 1



P̂C(0,1) =

0,817 0,167 0,017
0,083 0,833 0,083

0 0 1


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Srovnánı́ homogennı́ metody a nehomogennı́ metody
Data: S&P 1997
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Testovánı́ hypotéz
markovská vlastnost - silný a nereálný předpoklad
možné vlivy:

vliv předchozı́ho ”upgradu/downgradu”na dalšı́ vývoj
vliv času stráveného v daném ratingu na dalšı́ vývoj

Intenzita přechodu k-té firmy

λijk (t) = Yik (t)αij0(t)exp(βijZk (t))

kde Yik (t) je indikátor výchozı́ho stavu Yik (t) = 1[firma k je ve stavu i v čase t ],
αij0(t) je základnı́ intenzita procesu, βij je regresnı́ parametr, který budeme testovat a Zk (t)
je náhodná veličina, jejı́ž vliv na proces testujeme.

Všimněte si podobnosti s logaritmickou transformacı́ lineárnı́ regrese, nebo Coxova mo-
delu doby přežitı́.

Můžeme použı́t různé Zk (t):
Zk (t) = 1[firma k se do současného stavu dostala ”upgradem”]
Zk (t) = 1[firma k se do současného stavu dostala ”downgradem”]
Zk (t) = 1[čas strávený v současném stavu (od poslednı́ho přı́chodu)]
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Hypotéza a test

Test

λijk (t) = Yik (t)αij0(t)exp(βijZk (t))

H0 : βij = 0

Test je prováděn poměrem věrohodnostı́, ale neznáme αij0 → použije se částečná
věrohodnost, viz [3]:

Částečná věrohodnost

L(βij) =
∏

t

∏
k

exp(BijZk (t))∑n
k=1 Yik (t)exp(BijZk (t))
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Částečná věrohodnost

Logaritmická částečná věrohodnost

l(βij) =
∑

t

∑
k

βijZk (t)− log(
n∑

k=1

Yik (t)exp(βijZk (t))) =

=

∫ T

0

∑
k

[
βijZk (t)− log(

n∑
k=1

Yik (t)exp(βijZk (t)))

]
dNijk (t)

kde dNijk (t) = 1[firma k přejde v t z i do j ]
Maximalizacı́ l(βij) zı́skáme β̂ij , podrobnějšı́ postup a asymptotická normalita viz [3].

Test poměrem věrohodnostı́

LR = 2(l(β̂ij)− l(βij0) = 2(l(β̂ij)− l(0) ∼H0 χ
2
1
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Testy hypotéz
Downgrade po downgradu a upgrade po upgradu
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Testy hypotéz
Vliv stráveného času na downgrade a upgrade
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(Ne)použitı́ v praxi
Výňatky z S&P reportu za rok 2024 [2], popis je trochu nejasný, ale nejspı́še S&P stále
použı́vá metodu kohort:
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Závěr

představenı́ nových metod
metoda se spojitým časem pro homogennı́ řetězec
metoda se spojitým časem pro nehomogennı́ řetězec
odstraněnı́ některých nedostatků metody kohort

testovánı́ hypotéz
široké možnosti, dle volby Zi(t)
možné rozšı́řit na vı́ce regresorů
může být velmi užitečné v praxi

nepoužitı́ v praxi
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Děkuji za pozornost.
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