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Podminky zapoctu

Zéapocet se udéluje za dosazeni dostateéného poctu bodu z aktivity v semestru (max 20 bodu) a testu na konci
semestru (max 120 bodi). Na zépocet je potieba 80 bodu. Test 1ze nejvyse dvakrat opakovat (jeden opravny termin
vypsén cvicicim, pfipadny dalsi uz sbérny pfes vSechny paralelky).

Seznam moznych tkolt v zapoctové pisemce

Jazyk, automat ¢i gramatika muze byt libovolna, popsana slovné, automatem, gramatikou, regularnim vyrazem,
pomoci operaci sjednoceni, dopliiku, pruniku, reverze, zfetézeni apod.
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10.

Trasujte vypocet daného automatu (DFA, NFA, PDA, TM) nad danym slovem, najdéte derivaci daného slova
v dané gramatice,

Rozhodnéte, zda je jazyk L reguldrni a svou odpovéd dokazte (bud pouzitim itera¢niho lemmatu, Mihyll-
Nerodovy véty, uzévérovych vlastnosti nebo sestrojenim konecného automatu ¢i reguldrni gramatiky).

Rozhodnéte, zda je jazyk L bezkontextovy a svou odpovéd dokazte (bud pouzitim itera¢niho lemmatu, uzave-
rovych vlastnosti nebo sestrojenim zdsobnikového automatu ¢ bezkontextové gramatiky).

Navhnéte kone¢ny automat piijimajici jazyk L.

Navhnéte zasobnikovy automat prijimajici jazyk L.

Prevedte € nedeterministicky koneény automat na deterministicky prijimajici stejny jazyk.
Najdéte redukt koneéného automatu, najdéte ekvivalentni stavy koneé¢ného automatu.
Napiste gramatiku generujici jazyk L.

Popiste Turingav stroj prijimajici konkrétni jazyk.

Jakykoli jazyk mize byt definovany slovné, mnozinové, mnozinovymi a fetézcovymi operacemi, automatem
(DFA, NFA, PDA, TM), reguldrnim vyrazem ¢i gramatikou, tedy mizete dostat kol pfevodu mezi jednotlivymi
reprezentacemi.

Pro informaci:

1.

Mealy a Mooruv stoj, CYK algoritmus nebude v zdpoctové pisemce ani u zkousky.



1 Konecéné automaty - tivod

1. Navrhnéte kone¢né automaty na pocitani symboli ve slovech. Pro popis automat pouzijte ohodnoceny graf
(stavovy diagram) nebo tabulku.

(a) L={w|we{a,b}* & (Ik € Ny)|w|, = 3k}

(b) L=A{w | w e {a,b}* & (Ik € Ny)|w|, = 2k}

(¢) L=Aw | we {a,b}* & [(Tk € Ny)|w|, = 3k V (3¢ € Ny)|w|, = 2{]}
(d) L=A{w | w e {a,b}* & (Ik € Ny)|w|, = 3k & (3¢ € Ny)|w|, = 2¢}

(e) L={w|we{ab}* & (Tk € No)|lw|, # 3k & (V¢ € No)|w|, = 2¢}

2. Navrhnéte koneéné automaty, které prijimaji slova obsahujici urcité podslovo:

(a) L=A{w | w e {a,b}* & (Fu € {a,b}*)w = abba.u} Jazyk obsahuje slova, kterd zac¢inaji abba.

(b) L={w | w e {a,b}* & (Fu € {a,b}*)w = u.abba} Jazyk obsahuje slova, kterd kon¢{ abba.

(¢) L=Aw]|w e {a,b}* & (Ju,v € {a,b}*)w = u.abba.v} Jazyk obsahuje slova, v nichz se vyskytuje podslovo
abba.

(d) L={w]|we{a,b}* & (Fu € {a,b}*)w = u.ab & (Ik € Ny)|w| = 3k + 1}

(e) L={w|we{ab}t & [(Bue{a,b}*)w=muab v (Ik € Ng)|w| =3k + 1]}.

3. Navrhnéte konecné automaty, které prijimaji slova, u nichz zacatek souvisi s koncem:

(a) L ={w | w e {a,b}* & (Fu,v € {a,b}")(Ju| =1 & w = u.v.u}. Jazyk obsahuje slova, kterd maji délku
aspon 2 a zac¢inaji a konci stejnym symbolem.

(b) L ={w | w € {a,b}* & (Fu,v € {a,b}*)(|u| = 2 & w = w.v.u}. Jazyk obsahuje slova, kterd maji délku
aspon 4 a zacinaji a konéi stejnou (usporddanou) dvojici symboli.

(¢c) L=A{w|we {a,b}* & (Fu,v,z € {a,b}")(|Ju] =2 & w = u.v & w = z.u)}. Jazyk obsahuje slova, ktera
zacinaji a koné{ stejnou (uspotrddanou) dvojici symboli.

(d) L={w|we{a,b}* & Fu,v,z € {a,b}*)(|u| =2 & |z] =2 & w = u.v.z & u # 2)}. Jazyk obsahuje slova,
kterd maji délku aspon 4 a zacinaji a konéi ruznymi (usporddanymi) dvojicemi symbolt.

4. Vyjadiete mnozinové (jako v predchozich tilohéch) jazyky, které jsou prijimany ndsledujicimi automaty popsa-
nymi tabulkou:
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5. Necht posloupnost kéduje pribéh tenisového zapasu. Z hlediska prvniho hrace necht 1 znamena ziskani bodu,
necht 0 znamena ziskani bodu protihra¢em. Navrhnéte kone¢ny automat, ktery piijima posloupnost 0,1 kédujici
hru, pravé kdyz kéd odpovidé vyhie prvniho hréce. (sta¢i jeden game).



2 Redukt DFA, Iterac¢ni lemma

1. Z nasledujicich automati odstante nedosazitelné stavy. Ve vyslednych automatech najdéte mnoziny ekvivalent-
nich staviu. Zkonstruujte redukty automata.

al|b alb al|b
—=*01015 —11213 —=*0|11]2
11113 21214 113]0
2127 *3131]5 (e) 21415
(a) 31312 (©) 41217 31012
*4141]1 *516 1|3 41215
51511 *6 1616 51013
*6 1612 7174 IR
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1{0]3
a|b (f) 21411
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C|E|D 51413

(b) c/|c|b () D|D|B
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—*F | F | E FIFIE

G|G|F

—*H | A |G

Reseni:

(f) Nedosazitelny 5. Mnoziny ekvivalence {0}, {1, 3}, {2}, {4}.
2. Jaké je nejkratsi slovo (pokud existuje), které rozlisuje stavy
e 1 a5 uautomatu a)?

e 2 a4 uautomatu c)?

e 3 a5 uautomatu e)?
Reseni:
(a) bbbb.

(b) Neexistuje, protoze jsou ekvivalentni.
(c) ba.

3. Rozhodnéte, zda jsou nékteré z automatu a)-d) z predchoziho ciceni po dvojicich ekvivalentni. Pokud ne, najdéte
slovo pattici do jazyka pravé jednoho automatu.

Reseni:
(a,b,d) Automaty (a,b,d) jsou ekvivalentni, pfijimaji slova s poctem b délitelnym Sesti.
(c) Slovo b patii do jazyka (c), nepatii do ostatnich.
4. Definujte automatovy homomorfizmus. Najdéte homomorfizmus automatu

5. Automaty jsou izomorfni, pokud existuje homomorfizmus ktery je zaroven bijekeci stavi. Navrhnéte dvojici
konecnych automatt, které jsou



(a) redukované a neizomorfn{
(b) ekvivalentni a neizomorfni.
6. Formulujte iteracni lemma pro regulérni jazyky.
7. Formulujte Myhill-Nerodovu vétu.
8. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici jazyky regularni:
(a) L={ww | we {a,b}*}
(b) L ={ww | w e {a}"}
() L={a'¥ |i,j=0,1,2,...}
(d) L={a%a'V’ |i,j=0,1,2,...}
(e) L ={a'va’|i,7=0,1,2,...}
(f) L= {a'b'a’ |i,j=0,1,2,...}
(g) L={a'bc* |i,jk=0,,2..}
(h) L = {ww? | w e {a,b}*}
(i) L={ww|we{a,b}" & |wla = |wlp}
() L={a%|i=0,1,2..}
k) L={a” |i=0,1,2,...}
() L ={a? | p je prvocislo}.

Reseni: (a) (e) (f) (h) (i) (k) (1) ne.



3 Nedeterministické konecné automaty, Myhill-Nerode, PL

obrazku sestrojte ekvivalentni deterministicky koneény auto-

mat.
(b) Deterministicky FA zredukujte.
(¢) Je vysledkem podmnozinové konstrukce vzdy redukovany au-

(a) K nedeterministickému automatu s prechodovou funkei na & %

tomat?

ResSeni: Jde o automat piijimajici slova konéici b, tedy staci dva stavy.

2. Méjme automaty A, B na obrazku.

@ a b

(a) L(A).L(B)
(b) L(A)"
(c) L(AT
(d) L(A).L(B).

Sestrojte prislusné deterministické automaty. Automat (2b) zredukujte.
3. Urcete vSechny tridy ekvivalence z Nerodovy véty pro nasledujici jazyky:

(a) L1 ={a,aab,abb}
(b) Ly = {a™ba™|m,n € Ny}
(¢) Lg = {a"ba™|n € Ny}.

4. Pokud jste ve druhém cviceni nedokondili priklad 8, vratte se k nému.
5. Je jazyk L. = {(ab)™a(ba)™|n € N} regularni? Dokazte.
6. Je jazyk Lq = {(ba)"a(ba)™|n € Ny} reguldrni? Dokazte.

L = {ab(ba)"ba"ba"|m,n € Ny} U {abba™ba™|m,n € Ny}

(a) Dokazte, ze splituje itera¢n{ lemma a najdéte konstantu n.

(b) Dokazte, Zze neni regularni pomoci Myhill-Nerodovy véty.

8. Necht A a B jsou konecné automaty pracujici nad abecedou Y. Navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne zda:

(a) L(A) =
(b) L(A) = L(B

(c¢) L(A) C L(B)

(d) L(A) =%

(e) L(A) je nekoneény.



Regularni vyrazy
1. Navrhnéte regulan{ vyrazy reprezentujici nasledujici jazyky nad ¥ = {a,b}:

(a) jazyk sestdvajici ze slov, kterd obsahuji abba jako podslovo
(b) jazyk sestévajici ze slov, kterd maji prefix abb a sufix bbaa
(c) jazyk sestavajici ze slov, kde podet vyskytu a je délitelny 3
(d) jazyk sestévajici ze slov, kterd zacinaji a konci stejnou dvojici symbola
(e) jazyk sestévajici ze slov, kterd neobsajuji podslovo aa
Reseni:
(a) (a+ b)*abba(a + b)*
(b) abbaa + abbbaa + abb(a + b)*bbaa
(c) b*(ab*ab*ab*)*
(d) aa + aaa + bb + bbb + aa(a + b)*aa + ab(a + b)*ab + ba(a + b)*ba + bb(a + b)*bb
(e) b*(abb*)*(ab* + ¢).

2. Pro néasledujici regularni vyrazy zkonstruujte koneéné automaty, které prijimaji jimi reprezentované jazyky:

(a) ab + ba (e) x ((ab +c)*a(bc)* + b)*
(b) x a2 +b% +ab (f) ((ab+c)*a(bc)* + b)*
(c) xa+b* (g) x (01* +101)*0*1

(d) x (ab+c)* (h) x (01)*11(01)*(0 + 1)*00

Reseni: U (f) ovéite, zda slovo abb neni prijimané.

3. Pro nasledujici kone¢né automaty sestrojte reguldrni vyrazy, které reprezentuji stejny jazyk:

(a)

~O——0——0——0——6——0O

b a
ﬁ(% 2 é}) P (Boab (@)
a,b

h (e) a
— b
b (f)
(c) *



Reseni:
i. a+ aaa + aaaaa(aaa)*
ii. b*aa*b(a+ b)*
i. (a+ba*b)(a+b)*
iv. (a+b)*aa(a+ b)*b)*a+ b)*aaa + b)*
v. a*(bb*aa*)*bb".
(g) Navrhnéte algoritmus pro rozhodovéani, zda je dvojice vstupnich reguldrnich vyrazu ekvivalentni, tj. zda
repezentuji stejny jazyk. Algoritmus aplikujte na dvojici reguldrnich vyrazu:

(a+b)la+b)*aala+b)*+bla+b)*

Reseni: Prevést na automaty a zjistit ekvivalenci.

jui

i

. Napiste regularnim vyrazem mozné forméty telefonniho ¢isla, véetné mezindrodniho smérovani. Predstavme si
navic, ze zemé s volackou ’11” md desetimistné ndrodn{ ¢islo, zemé s volackou '88’ jen sedmimistné (piipadné
doplitte podle skute¢nosti).

. Zapiste format pripustného identifikdtoru proménné. Muzete pouzivat intervaly a-z apod.

. Zapiste mozné formaty velikosti paméti pocitace, mozné jednotky Mb a Gb, ¢islo muze byt na jedno desetinné
misto.

. Uvazujme zjednodusené HTML, kde jsou k dispozici konstrukce

<p> </p>
<a> </a>
<table> </table>
<tr> </tr>
<td> </td>

vsechny bez atributti. Vyuzijte tvrzeni o reguldrni substituci k rozhodnuti, zda texty ve formatu zjednoduseného
HTML tvori regularni jazyk.



Uzavérové vlastnosti, 2DFA (+Mealy, Moore stroj)

. Necht h je homomorfismus h : {0,1,2} — {a, b}, h(0) = a, (1) = ab, h(2) = ba.

(a) Urcete h(0120).

(b) Urcete h(21120).

(¢) Méjme L = L(01*2). Urcete h(L).

(d) Méjme L = L(0 + 12). Urcete h(L).

. Méjme jazyk L nad abecedou ¥ = a, b. Leva derivace jazyka slovem v € 3* je definovana 9, (L) = {w | vw € L},
prava derivace 97 (L) = {w | wv € L}. Dokazte, 7e je-li L reguldrni, je regularni i jeho levd i prava derivace.

. Méjme jazyky L, M nad abecedou ¥ = a, b.

Quocient jazyka M\L = {w |(Jv € M)vw € L}, L/M ={w | (3v € M)wv € L}. Dokazte, Ze je-li L reguldrni,
je regularni i jeho levy i pravy quocient.

. Dokazte, ze regularni jazyky jsou uzavrena na operace:

(a) min(L) ={w | we L & —(Fv € L,u € ¥F : w = vu}, tj. zddny vlastn{ prefix w neni z L.

(b) maz(L) ={w | we L & —(Fv € L,u € ¥F : vu € L}, tj. w neni prefixem jiného slova z L.

(c) init(L) ={w | u € ¥* : wu € L}, tj. w je prefixem né&jakého slova z L.

Dvousmérné konec¢né automaty - doplnujici, ale nejzajimaveéjsi

1. Simulujte vypocet dvousméného automatu na vstupu #aaab#.

a b #
— Po - - p,+1
p p,+1 p,+1 q,-1
q qa,-1 qb,-1 -
qa - qa,-1 gqp,+1
qb qb7_1 - QFle
qr | qrst+l  qr, 1 gqrp,tl
*qFF - - -

. Necht L je reguldrni jazyk. Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda je jazyk K = {w | #w$ € L} reguldrni.
. Uvazujme koneény automat A = (Q, X, J, qo, F'). Navrhnéte dvousmérné automaty (pro L; a L, nedeterminis-
tické), které prijimaji jazyky:

(a) L1 = {#w$ | ww® € L(A)}

(b) Lo = {#w$ | ww € L(A)}

(¢) Ly = {#w$ | (Jv € Z*)wv € L(A)&|w| = |v|}

(d) Ly = {#w$ | Gu,v € T*)w = ww&uulv € L(A)}

. Navrhnéte nedeterministicky koneény automat ptijimajici jazyk L; = {#w$ | ww® € L(A)}. P¥itom nevyuzi-
vejte znalosti dvousmérnych automatu.

. Popiste princip konstrukce ekvivalentniho konec¢ného automatu k danému dvousmérnému automatu.

. Pro jazyky L1, Lo, L3, Ly navrhnéte (nedeterministické) kone¢né automaty, které je ptijimaji. P¥i ndvrhu vyu-
zijte znalosti dvousmérnych automati.

Mealy, Moore stroj - jen doplnujici

1. Navrhnéte prevod mezi Mealyho a Mooreovym strojem.

2. Navrhnéte Mealyho nebo Mooruv stoj, ktery realizuje operaci:

(a) bitového souctu bitovych vektoru



(b) bitového soucinu bitovych vektort

(c) aritmetického souctu bitovych vektort, kdyz ¢isla éteme odzadu.

3. Uvazujme konecény automat A zadany nasledujicim stavovym diagramem:

Sestrojte konecné automaty, které prijimaji jazyky:
o L1 ={w]| (Fu,v € {a,b}*)w =uv & uav € L(A)}
o Ly ={w| (Fu,v € {a,b}*)w =wv & (uav € L(A) V ubv € L(A)}
o Ly={w| (Fu,v € {a,b}*)w = uav & uwv € L(A)}



6 Gramatiky tvod

1. Navrhnéte gramatiky, které generuji nasledujici jazyky. Lze gramatiku zkonstruovat ve vSech pripadech? (Obec-
nou? Bezkontextovou? Reguldrni?)

(a) L={a’'|i=0,1,2,...} (g) L= {aibici | i= 0,1,2,...}

(b) L *{aibj|i,j:0,1,2,...} (h) L={a |i=0,1,2,...}

(¢) L={a'a'¥’ |i,j=0,1,2,...} (i) L= {ww? | we {a b} }

(d) L= {a'va’|i,j=0,1,2,...} () L=Aww | w € {a,b}*}

(e) L= {a'b'a’ |i,j=0,1,2,...} (k) L={ww | we {a}*}

(f) L ={a't’a" | i,j,k —0,1,2,...} (1) L={a'¥c* |i,j,k=0,1,2,...&i < j <k}

(m) spréavné uzavorkovani, tj. stejné levych a pravych, nikdy v prubéhu ne vice pravych nez levych; '()(())’
patfi do jazyka.

ReSeni

(a) ({S},{a,b},{S — aSble}, S)

(b) ({S},{a,b},{S — aS|Sb|e}, S)

(¢) ({S,B},{a,b},{S — aaS|B, B — bB|e}, S)

(d) ({S, B},{a,b},{S — aSa|B, B — bB|c}, 5)

(e) ({S,A,B},{a,b},{S — AB, A — aAble, B — aBle}, S)

() ({S,B,C},{a,b},{S — aS|B,B — bB|C,C — aCle}, S)

(g) viz prednaska

(h)
)
)
)
)
)

o~ o~ o~ o~ o~ o~

h
(i
@
(k) ({S},{a,b},{S — aaSe},S)

(1) obecnd gramatika

Jazyk neni bezkontextovy. Je potieba kontextova nebo obecnd gramatika.
({S},{a,b},{S — aaSe}, S)

obecné gramatika

(m

2. Pro nasledujici kone¢ny automat naleznéte ekvivalentni gramatiku. V jaké tiidé Chomského hierarchie se budete
pohybovat?

a b
ﬁ&*b

({S}. {a,b},{S — S|S5,5 = ()¢}, S)

3. Pro nasledujici gramatiku naleznéte ekvivalentni konec¢ny automat. Lze to provést s libovolnou gramatikou?

S — abS|babAl|e
A — abA|aB|bC
B — abS|BJbCle
C — aab|AlaAle.

10



4. Jaky jazyk generuje gramatika G? Je gramatika kontextova? Naleznéte ekvivalentni kontextovou gramatiku.
S — aSBCl|e
B — BBC
C—CccC
CB — BC
aB — ab

bB — bb

bC' — be

cC' — cc

G=({S4,B,C}{a,b,c},PS), kde P =

5. Dalsi jazyky k procviceni. Jsou jazyky bezkontextové? Najdéte gramatiku, generujici dany jazyk
(a) L, ={a'bickli£kvVvi#jVvi#k}
(b) Ly = {aibici|i € N} (stadi naznadit).
(¢) L< = {abick|0 <i < j <k} (stad{ naznadit).
)
)

(d) L={0192*3! )i =0V j=k=1.
(e) L= {wwf | we {a,b}*& |w|, = |w|p}.

11



7 Zasobnikové automaty (PDA), Deterministické PDA

1. Navrhnéte zdsobnikové automaty pro nasledujici jazyky (nebo zdivodnéte, pro¢ neexistuje):
(a) Ly = {w2w? | w e {0,1}*}

(b) Ly = {wwf | w e {0,1}*}

(c) Lz ={w | we {0,1}"&[wlo = |w|1}

(d) Ly = {u2v | u,v € {0,1}*&|ul| # |v|}

(e) L; = {u2v | u,v € {0,1}*&ui] #vi]}

(f) Ly = {u2v? | u,v € {0,1}*&u # v}

(g) Le ={a'bicti |i,5=0,1,2,...}

(h) Ly = {a't/c™ | i,j =0,1,2,...}.

2. Definujme opereaci slévani U jako slévani dvou pruht na délnici - ne nutné jedno a jedno auto, libovolné
mnozstvi aut z pruhu za sebou, tj.

aab U cc = {ccaab, cacab, caach, caabe, accab, acach, acabe, aacch, aacbe, aabec}.

Poradi v ramci pruhta zustava zachovano. Pro jazyky definujeme

LiULy, = U (’LL L U).
u€L,v€ELy
(a) Uréete Ly U Ly pro Ly = {a’b'|i € N} a Ly = {c*|k € N}.
(b) Dokazte, ze je jazyk Li Ll La bezkontextovy.
(c) Je jazyk L; U Lo bezkontextovy pro L; regularni a Ly bezkontextovy?

3. Najdéte podminky, podle kterych leze urcit, zda je jazyk generovany danou bezkontextovou gramatikou neko-
necény. Instpirujte se pumping lemmatem pro bezkontextové jazyky.

E—-E+T|T
4. Uvazujme G5 = ({E, T, F},{(,),*,+,,1}, E,P), kde P =< T — T % F|F ;. Sestrojte zasobnikové automaty
F = 1|(E)
Zl, ZQ 7€ L(Zl) = L(G) a N(ZQ) = L(G)

5. Zasobnikovy automat z tlohy (1c) prevedte na bezkontextovou gramatiku.
6. Uvazujeme jazyk Lo; = {0°1%|i € N}

(a) Je jazyk bezkontextovy?

(b)

(c)

(d) Je doplnék tohoto jazyka pfijimany néjakym deterministickym zdsobnikovym automatem prazdnym zd-
sobnikem?

Je jazyk prijimany néjakym deterministickym zdsobnikovym automatem?

Je doplnék tohoto jazyka prijimany néjakym deterministickym zasobnikovym automatem?

7. Uvazujeme jazyk Ly, = {w2wfw € {0,1}*} nad abecedou {0,1,2}*.
(a
(b
(c
(d

Je jazyk bezkontextovy?
Je jazyk prijimany néjakym deterministickym zdsobnikovym automatem?

Je doplnék tohoto jazyka prijimany néjakym deterministickym zasobnikovym automatem?

— = D

Je jazyk L N {0,1}*.2.{0,1}* piijimany néjakym deterministickym zésobnikovim automatem?

8. Je sjednoceni jazyktt Lo; U Ly bezkontextovy jazyk?
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8 Iteracni lemma pro CFL, (+ Redukce, ChNF gramatiky)
1. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici jazyky bezkontextové (pripadné zopakujte, zda jsou reguldrni).

(a
(b) L={a’"|i=0,1 ..} ReSeni: nenf regularni, je CFL

={ww | w € {a, b}*} Reseni: nenf bezkontextovy (CFL)

(¢) L ={a'ta’ |i,j= O, 1,2,...} ReSeni: neni regulérni, je CFL
(d
(e) L ={a'b’c¢" |i=0,1,2,...} ReSeni: neni CFL

(f) L ={a''c* | i,j,k=0,1,2,...&i < j < k} ReSeni: neni CFL
(g
(

) L

)

)

) L ={a'¥ad* | i, jk=0,1,2,...} ReSeni: je regularni
)
) L
)

h) L= {wwR | w € {a,b}*&|w|, = |w|p} Reseni: neni CFL

)
)
) L
)
)
) L

L = {ww” | w € {a,b}*} ReSeni: neni reguldrni, je CFL

(i) L={a"|i=0,1,2,. } Reseni: neni CFL
(j) L ={a”**'|i=0,1,2,...} ReSeni: neni CFL
(k) L={a? | pje prvoc1slo } Reéeni' neni CFL
(1) L={w]|we{0,1}*&w|o # |w|:} ReSeni: neni regulérni, je CFL
(m) L ={0°1°07 | 4,5 € Ng} U{0'190 | i,j € Ny} ReSeni: neni reguldrni, je CFL

(n) L= {0°1°07 | 4,5 € No} N {0?1907 | 4,5 € Ny}. ReSeni: neni CFL

Redukce CFG gramatiky, Uzavérové vlastnosti
2. Zredukujte nasledujici gramatik, tj. odstrante zbytecné neterminaly a je obsahujici pravidla.

S — aA|bB|aSalbSb|e
A — bCD|Dba

B — bB|AC

C — aA|AC

D — DFE

E—e

Gl = ({57 A’ B’ C? D7 E}’ {a7 b7 C}7 P7 S)? kde P =

Reseni:
e Negenerujici jsou A, B,C, D.
¢ Odstranénim pravidel s negenerujicimi se stane E nedosazitelné.
o Gramatika bez zbyteénych symbola ({S}, {a,b,c},{S — aSa|bSb|e}, S).

3. Nasledujici bezkontextovou gramatiku prevedte na redukovanou gramatiku bez e pravidel a jednotkovych pra-
videl, ktera generuje stejny jazyk.

S — aACa

A — a|B

B—Cle [’

C — cCle

S — ASC|e

(b) G5 = ({S,A,C},{0,1,2},P,S), kde P = { A— 1AOJ¢ 3,
C — 208

(a) Ga=({S,A,B,C},{a,c},P,S), kde P =

Reseni:

(a) Gramatika nemé zbyteéné symboly. Symboly A, B,C jsou nulovatelné. Proménnd B navic prevezme
vsechna pravidla od C' a vypusti jednotkové pravidlo B — C, A ptfevezme od B i C a vypusti A — B.

S — aACalaCalaAalaa

A — alcleC

B — cCle

C — cClc

Vysledna gramatika ma pravidla: P =
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(b) Gramatika nemé zbyteéné symboly. VSechny symboly S, A, C' jsou nulovatelné, nezapomeneme pfidat novy
startovni symbol pro jediné povolené e pravidlo. Proménné Sy, .S, C' navic prevezmou vsechna pravidla od
{S, A, C} a vypusti jednotkové pravidla ( vypousténim nulovatelnych symbolu ziskali jednotkové pravidla

Sy — €|ASC|AS|AC|SC|1A0|10]2C

S — ASC|AS|AC|SC|1A0|10|12C

A — 1A0|10

C — 2C|ASC|AS|AC|SC|1A0|10

S — A, S — C). Vyslednd gramatika m4 pravidla: P =

4. Nasledujici bezkontextovou gramatiku prevedte do Chomského normélni formy.
S — (E)
Gy=({S,E,F},{(,),*,+,a},P,S),kde P=<S E - F+ F|F*F
F — Sla

Reseni: Pro termindly (kromé a) musime zavést nové neterminaly. Dalsf tii nové netermindly pomohou rozdélit
dlouhd pravidla. Vyslednd gramatika méa pravidla (¢arky oddéluji pravidla, nejsou jejich soucasti)

S — LX, X — ER,
p_ E—-FY|FT, Y —JF, T— MF,
) F— LX]|a, M — *,
L—(, R —), J =+

5. Navrhnéte algoritmus, jak pro dané slovo w € ¥ a gramatiku G = (V, T, P, S) rozhodnout, zda slovo w pati{
do jazyka L(G). (Algoritmus nemusi byt efektivni, mize mit exponencialni slozitost. CYK algoritmus s poly-
nomidalni slozitosti neni povinny, ukdzeme pouze, pokud zbyde cas.

Reseni: Prevod gramatiky do ChNF je ’konstantni’, protoze nezavisi na délce slova w. Pro gramatiku v ChNF
staci ovérit v8echny derivadn{ stromy hloubky maximélné logs(Jw| + 1) + 1, kterych je konecéné. (41 je jen 'pro
jistotu)
Pokud ¢as dovoli, muze cvicici ukdzat CYK algoritmus na gramatice G4 v ChNF napi. na w = (a % a * a).
Vyjdou fadky ({S}), (0,{X}), (0,{E},0), (0,0,0,0), (0,{E},0,{E},0), (0,0,{T},0,{T},0),
(LY AFYAM} AP} M} {F} {R}).

6. Méjme abecedu ¥ = {a, b}. Je jazyk korektnich reguldrnich vyrazi nad ¥ reguldrni? Bezkontextovy? Existuje
pro néj jednoznac¢na gramatika?

7. Uvazujeme jazyk Lq1q = {0,1}*.11.{0,1}*.
(a) Je jazyk reguldrni? Dokazte.
(b) Je jazyk Ly regularni? Dokazte.

8. (*) Uvazujeme jazyk ptitazeni vyrazu do proménné, L, = L(I). + .L(FE), kde L(I) je jazyk moznych identifi-
P
kétort a L(E) jazyk moznych aritmetickych vyrazi.
(a) Naznacte gramatiku generujici jazyk L,.
(b) Je jazyk regularni? Dokazte.
()
(d) Je urcete levy kvocient L(I)\L,. Je jazyk reguldrni, bezkontextovy? Navrhnéte zasobnikovy automat,
ktery ho prijima.

Je jazyk bezkontextovy? Dokazte.

(e) Jak bychom pomoci kvocientu vyjadiili jazyk L(E)?
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10.

11.

Turingovy stroje

. Navrhnéte Turingtv stroj M = (Q, {a,b},T',0, qo, B, { fyes, frno}), ktery zjisti, zda se ve vstupnim slové vyskytuje

pismeno a a skon¢i ve stavu fyes nebo fpo.

Navrhnéte Turinguv stroj M = (Q, {a,b},T,0,qo0, B, {fa, fv, f=}), ktery zjisti, zda slovo obsahuje vice a nebo
b, skonci ve stavu f,, f, nebo f_.

a) MiiZete uvazovat vstupni slovo ve tvaru a’d’.

b) Totéz pro slovo z {a,b}*.

c¢) Upravte prechchozi stroj, aby smazal vstupni pasku a nechal na ni 'prebyvajici’ pismena napsand bez

mezer za sebou.

Navrhnéte Turingiv stroj M = (Q, X, T, 4, qo, B, F'), ktery ze zadaného vstupniho slova vytvori jeho zrcadlovy
obraz. Presnéji, poc¢atecéni konfiguraci gow prevede na fw’, kde f € F.

. Navrhnéte Turingtv stroj M = (Q,X = {0,1},T, 4, qo, B, F'), ktery za znak # ptidd tfi nuly, zbytek slova

odsune o tfi pozice doprava. Po¢ateéni konfiguraci gou#v, kde u,v € (X '\ #)* prevede na fu#000v, kde f € F.
Navrhnéte Turingtv stroj M = (Q, %X = {0,1},T, 4, qo, B, F), ktery prohod{ obsah dvou pamétovych bloki,

pricemz pamét je predstavovana paskou.
a) Pocateéni konfiguraci gou#v, kde u,v € (X \ #)* prevede na fo#u, kde f € F.
b) Pocétecni konfiguraci gou#tvH#wHz#y, kde u, v, w, z,y € (X \ #)* prevede na fufrHw#Hv#y, kde f € F.
¢) Vynasnazte se u predchoziho, aby vyuzival co nejméné dalsiho prostoru na pésce a co nejméné stavi.

Navrhnéte Turingtv stroj M = (Q,{0,1, ¢}, T, 6, qo, B, { fyes, fno}), zkontroluje, jestli je vstupni slovo ve formatu
wew, w € {0, 1}

Navrhnéte Turinguv stroj M = (Q,{0,1,¢},T, 8, qo, B, { fiiche; fsude}), ktery najde stied slova a skoné¢i bud na
ném (lichd délka) nebo na prvnim znaku druhé poloviny.

Navrhnéte Turingtv stroj M = (Q,{0,1},T',6, g0, B, { fyes, fno}), zkontroluje, jestli je vstupni slovo ve formatu
ww, w € {0,1}*.

Naprogramujte na Turingoveé stroji asoctativni pameét. Napriklad muzete predpokldadat Turinguv stroj se dvéma
paskami, kde prvni slouzi k dotazovani a odpovidani, a druhé reprezentuje obsah paméti.

a) Dotazem k#w, kde k,v € (3 \ #)* jsou po fadé kli¢ a data, vlozime do paméti asociaci klice k s daty

ponechéna beze zmény. Za oddélovac¢ dvojic muzete zvolit novy symbol paskové abecedy.
b) Na prvni pésce lze polozit dotaz: k, kde k € (X\#)* je kli¢, pficdemz jako odpovéd na prvni pésce ocekdvame

data asociované s klicem k.

Necht b € N. Navrhnéte Turingtv stroj, ktery prijimé jazyk L = {u#v#w|u,v,w € (0,1,...,(b—1))* & upo
vy = wp}, up kde znadi interpretaci slova u jako ¢isla v soustavé o zakladu b (tj. napiiklad 01013 = 5) a o
néjakou bindrni aritmetickou operaci, kde o € {4, —, *, div, mod}.

Necht b € N. Navrhnéte Turingovy stroje, které pfijimaji jazyky:

(a) L=A{wlwe (0,1,...,(b—1))* & wp je slozené ¢islo}
(b) L ={wlw e (0,1,...,(b—1))* & wy je prvocislo}.
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10 Uvod do sloZitosti

1. Ukazte, ze problémy clique, independent-set a vertex-cover, definované nize, jsou na sebe navzajem polynomiilné
redukovatelné.
e Clique
IN Graf G = (V, E) a pfirozené éislo k > 0.
Q Obsahuje G uplny podgraf na alespon k vrcholech?
« INDEPENDENT-SET
IN Graf G = (V, E) a prirozené ¢islo k > 0.

Q Obsahuje G nezdvislou mnozinu alespori k vrcholi, tj. mnozinu S C V', |S| > k, kde zaddné dva vrcholy
nejsou spojeny hranou?

o Vertex-Cover
IN Graf G = (V, E) a prirozené &islo k > 0.

Q Obsahuje G vrcholové pokryti velikosti nejvyse k, tj. mnozinu S C V, |S| < k, kterd méa alespon jeden
vrchol z kazdé hrany?

2. Ukazte, ze tfida P je uzaviend na sjednoceni, prinik a doplnék.
3. Ukazte, ze t¥ida NP je uzaviend na sjednoceni a prunik.

4. Formulujte Cook-Levinovu vétu a ideu jejiho dikazu.
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