10

Dnesni téma

Nerozhodnutelné problémy

Marta Vomlelova

MS 303

May 5, 2025

251



Definition 10.18 (Rozhodnutelny problém)

@ Problémem P myslime matematicky/informaticky definovanou mnozinu
otazek kédovatelnou Fetézci nad abecedou ¥ s odpovédmi € {ano, ne}.

Pokud problém definuji jakozto mnozinu, jde o otazku, zda vstup kéduje
prvek dané mnoziny (napf. polynom s celoliselnym kofenem).

@ Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje Turingliv stroj
TM takovy, Ze pro kazdy vstup w € P zastavi a navic prijme pravé kdyz
P(w) = ano (tj. pro P(w) = ne zastavi v ne—pfijimacim stavu).

@ Problém ktery neni algoritmicky rozhodnutelny nazyvame nerozhodnutelny
problém.

'Rozhodnutelny’ mluvi o problémech, 'rekurzivni’ o jazycich, jinak jde o 'totéz’.

Example 10.19 ('Problémy’)

@ Obsahuje vstupni slovo pét nul?

@ Je vstupni slovo korektné definovanym kédem Turingova stroje v kédovani
vyse?

@ Zastavi TM kédu M nad slovem w?

@ Zastavi TM kédu w nad slovem w?

_ Rozhodnutelné problémy, redukce 10

May 5, 2025

252



Redukce

Definition 10.19 (Redukce)

Redukci problému P; na P;, nazyvame
algoritmus R, ktery pro kazdou instanci
w € Py zastavi a vydd R(w) € P, tak, Ze

e Pi(w) = ano pravé kdyz P,(R(w)) = ano

o tj. i Pi(w) = ne pravé kdyz
Py(R(w)) = ne.

yes

no

Example 10.20

Redukce TM pro Ly na TM pro L,:

Hypothetical —= Accept ——* Accept
* wlllw —=| algorithm
M for I,

= Reject — Reject

M for L,

o P; = Neprijima TM
reprezentovany w vstupni
slovo w?

o P, = Neprijima TM
reprezentovany M vstupni
slovo w?
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Véta o (ne)rozhodnutelnosti diky redukci

Theorem 10.19 (Redukce)

Pokud existuje redukce problému Py na P,
pak:

o Pokud P; je nerozhodnutelny, pak je
nerozhodnutelny i P;.

o Pokud Py neni rekurzivné spocetny, pak
neni RE ani P;.

yes

Proof.

o Predpokladejme P; je nerozhodnutelny. Je—li mozné rozhodnout P,, pak
mizeme zkombinovat redukci P; na P, s algoritmem rozhodujicim P, pro
konstrukci algoritmu rozhodujiciho P;. Proto je P, nerozhodnutelny.

o Predpoklddejme P; ne—-RE, ale P, je RE. Podobné jako vyse zkombinujeme
redukci a vysledek P, k diikazu P; je RE; SPOR.

no

O

_ Rozhodnutelné problémy, redukce 10
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Problém zastaveni

Definition 10.20 (Problém zastaveni)

Instanci problému zastaveni je dvojice fetézcd M, w € {0, 1}*.
Problém zastaveni je najit alogritmus Halt(M, w), ktery vyda 1 pravé kdyz stroj
M zastavi na vstupu w, jinak vyda 0.

Theorem (Problém zastaveni)

Problém zastaveni neni rozhodnutelny.

Proof.
@ Redukujeme Ly na Halt.
o Predpokladejme, Ze mame algoritmus (Turingiv stroj) pro Halt().
e Modifikujeme ho na stroj Halt,o(w); w € {0,1}*:

Pokud Halt(w, w), spustime nekone¢ny cyklus
jinak zastavime.

o Otazka Halt(Halt,,, Halt,,) nenf YeSitelna, proto algoritmus Halt() nemiize
existovat.

_ Rozhodnutelné problémy, redukce 10
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Smérujeme k nerozhodnutelnym problémim o
bezkontextovych gramatikach

L, an MPCP an PCP

algorithm algorithm e

@ Ne-rozhodnutelnost univerzalniho jazyka
o redukujeme na modifikovany PCP (MPCP)
@ coz redukujeme na PCP

@ coz redukujeme na otazku L(Gy) N L(Gy) pro dvé bezkontextové gramatiky
> a dalsi podobné otéazky.

_ Rozhodnutelné problémy, redukce 10
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Postiiv korespondencni problém

Definition 10.21 (Postiv korespondenéni problém)

Instance Postova korespondencniho problému (PCP) jsou dva seznamy slov
nad abecedou ¥ znacdené A= wy,wo,...,wx a B = xy,x0,..., Xk stejné délky k.
Pro kazdé i, dvojice (w;, x;) se nazyva odpovidajici dvojice.

Instance PCP ma feseni, pokud existuje posloupnost jednoho ¢i vice pfirozenych
Cisel iy, in, ..., 0im tak Ze wyw,, ... w; = X; X, ...X;, tj. dostaneme stejné slovo. V
tom pripadé fikdme, ze posloupnost iy, iz, . . ., im je FeSeni.

Postiiv korespondencni problém je: Pro danou instanci PCP, rozhodnéte, zda
ma feSeni.

Example 10.21

. Seznam A | Seznam B e Y ={0,1}, seznamy A,B v tabulce.
1 ;V i )1<11 o Redeni 2,1,1,3 vytvoif slovo

2 | 10111 10 101111110.

3110 0 o Jiné feSeni: 2,1,1,3,2,1,1,3.

v
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Casteéna reseni

Example 10.22
Y = {0,1}. Neexistuje

feSeni pro seznamy:
List A | List B
i W; Xi
1110 101
2 | 011 11
3] 101 011.
Zdiavodnéni:

e i; =1, jinak by
prvni symbol
neodpovidal.

© Mame castecné
feseni:

A:10---
B:101---

Definition 10.22 (Céste¢né feseni)

Castecnym fFeSenim nazyvame posloupnost indexi
i1, 02, ..., i takovd ze jeden z fetézcl w;, wj,,...,w; a

Xy Xiyy - - -5 X;, je prefix druhého (i v pfipadé, Ze Fetézce
nejsou totozné).

Lemma

Je—li posloupnost Cisel fesenim, pak je kazdy prefix
CasteCnym Fesenim.

A:10101---
. _ 1010 i
@ ip = 1, fetézce 101101 B: 101011 N
nesouhlasi na 4.pozici. ° Jsm_e_v_e ksteJne
pozici jako po
. 10011 , e
@ Hh=2, 10111 nesouhlasi volbé i1 = 1.
na 3.pozici. @ Nelze dostat oba

retézce na

@ Je mozné jen i, = 3. . B}
jen 2 stejnou délku.
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Modifikovany Postiiv korespondencni probém MPCP

Definition 10.23 (Modifikovany Postlv korespondenéni probém
MPCP)

Méjme PCP, tj. seznamy A= wy, wa,...,wx a B=x1,x2,...,x,. Hledame
seznam 0 nebo vice pfirozenych Cisel iy, i, . . ., i, tak Ze
W1, Wiy, Wiy, ..., Wi, = X1,Xj,, Xy, - - -, Xi,,- V tom pripadé fikdme, ze PCP ma

inicialni feSeni.
Modifikovany Postiiv korespondencni problém: ma PCP inicialni feseni?

o

Example 10.23

P 1
Tento PCP nema inicialni o CastecCné instance 111
reseni. 11
- ive,-znam A j:znam B 111111 ¢ nikdy nesrovnaji na
111 111 stejnou délku.
2 | 10111 10 @ Jiné volby vedou k rliznym
3110 0 pismenim abecedy. 0

v
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MPCP redukce na PCP
Lemma 10.1 (Red. MPCP na | Example 10.24 (MPCP redukce na

PCP) PCP.)
w € MPCP ma inicialni YeSeni, pravé List C List D
kdyz ma R(w) feseni. iy z;
0 | *1* *1*1*1
LiSt A LiSt B 1 1* *1*1*1
i 4 Xi 2 | 1*Q*1*1*1* | *1*Q
11 111 3| 1*0* %0
2 | 10111 | 10 4ls *¢
3110 0 J

o Vezméme nové symboly *,$ ¢ %

o Vi=1,..., k definujeme y; rozsifenim w; s % za kazdym pismenem w;.
o Vi=1,..., k def. z rozSitenim x; s * pred kazdym pismenem x;.

@ Yo = *y1, 20 = Z1-

® yiy1 =98, ziy1 = #$.

° ii/i ..... im i€ inicidlni Yedeni, iff 0, i1, i>, ..., im. (k + 1) ie Yedeni PCP;
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Nerozhodnutelnost PCP

@ Chceme dokazat, ze PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.
@ Redukovali jsme MPCP na PCP (minuly slajd)

@ a redukujeme L, na MPCP.

. L, an MPCP [ o
Algorithm: Redukce L, na MPCP | algorithm [ | algorithm

(Q.x,T

Konstruujeme MPCP pro TM M =
B a nejde hlavou doleva od pocatecni pozice.

PCP
| I

767 do, B7 F)y kter}// nlkdy neplAs'e

Necht w € ¥* je vstupni slovo.

seznam A seznam B

# #Qow#

X X vXel

# #

gX Yp pro 6(g, X) = (p, Y, R)

ZgX pZY pro (g, X) = (p, Y, L),Z € T symbol pasky
q# Yp# pro 6(q,B) = (p, Y, R)

Zq# pZY # pro 6(q, B) = (p, Y,L),Z € T symbol pasky
XqY q q € F, prijimajici stav

Xq q geF

qY q geF

q## i qgeF.

_ Postiiv korespondenéni problém 10
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Example 10.25

Konvertujme TM Seznam dvojic bez Blsym—
M = ({q1, 4, 43}, {0,1}, {0, 1, B}, 6, a1, B, {g}) bolu (ve dvo: tabulkach)B
i ‘ 5(q,0) ‘ 5(qi, 1) ‘ 5(q:, B) seznam seznam
a1 (q231aR) (CI2707 L) (q231’L) 7(%;: #ql(-;)l#
az (q370a L) (CI170, R) (q2707 R) 1 1

a3 - - -

a vstupni slovo w = 01 na instanci MPCP. i #
0gs0 g3
seznam A | seznam B zdroj 0gs1 g3
q:0 1gz z 6(q1v ) (q2’ L R) 1g30 as
0g:1 q200 z6(q1,1) = (g2,0, L) 1gsl gs
1q11 q210 z 5(CI1, ) (q27 07 L) OQ3 as
Oqi# q201# z 6(q1a ) = (q2» 1, L) 1gs as
lgi# @11# | z25(q1,B) = (g2, 1, L) q30 g3
OQ2O q300 z 5(Q2, ) (q3, O, L) q3]. qs
1920 310 z 0(q2,0) = (3,0, L) qGBHH# #

921 0q: z26(q2;1) = (q1,0, R)

erYid 0ga# 4 6(‘727 ) (Q2,0, R)
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MPCP simulace TM

seznam A | seznam B

seznam A | seznam B zdroj # #q1014#
qi, ) (q2a ]-a R)
qi1, ) _(q270a L)
qi, ) _(q2703 L)

z o
z §(
z 4(
th B) = (Q2, 17 L)
z 8
z §(

ql’B) (q2717L)
q270) (q3707 L)
anO) (q370a L)
(q2a ) (qlaoa R)
(CI2, B) = (Q2707 R)

@ M prijima posloupnosti
q101 +1go1+ 10qg; F 19201 F g3101.

BHH# i
A H#q1014#1g21#10g1# 192014 g31014g3014 g3 14 qa#H#
B:  #qi10191q21410q1# 192019931014/ g301 g3 17 g3 4
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PCP je algoritmicky nerozhodnutelny

L an | MPCP PCP

Theorem 10.20 (PCP je algoritmicky nerozhod = gt

algorithm —

Postiiv korespondencni problém PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.

Proof.

Ptedchozi algoritmus redukuje L, na MPCP. Chceme dokazat:
@ M prijimd w pravé kdyz zkonstruovany PCP ma inicialni feSeni.

= Pokud w € L(M), za¢neme inicidlnim parem a simulujeme vypocet M na w.
< Mame-li inicialni feSeni PCP, odpovida prijimajicimu vypoctu M nad w.
MPCP musi zadit prvni dvojici.
Dokud g ¢ F, mazaci pravidla se nepouZiji.
iy v v o A: . . T
Pokud g ¢ F, &astetné feseni je tvaru: B'iy , t.j. B je delsi nez A
tedy musel skondit v prijimajicim stavu.

_ Postiiv korespondenéni problém 10
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Algoritmicka rozhodnutelnost u CFL

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné
@ zda dané slovo patfi ¢i nepatfi do jazyka
> prazdné slovo zvlast
> pak algoritmus CYK

> nebo otestovat vSechny derivace s 2|w| — 1 pravidly,
@ zda je jazyk prazdny

> algoritmus redukce gramatiky (ne—nenerujicich a nedosazitelnych), zjistime,
zda lze z S generovat terminalini slovo

_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10
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Nerozhodnutelnost viceznacénosti CFG

Theorem 10.21

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika viceznacnd (tj.
existuje slovo jazyka gramatiky, které ma dva riizné derivaéni stomy).

Redukujeme PKP na nas problém.

A
Mé&jme instanci PCP (A = wi,wy,...,w, B =
TN X1, X2, -« -, Xk), Mnozinu indexd a, ap,...,ak € N a tfi
wi A3 gramatiky Ga, Gg, Gag:
N Ga A= wAa|wmAay ... |wiAag]
Wi, . aj, W131|W232‘ ‘e \wkak
Gg B—  xiBai|xxBas|...|xxBag|
A x181|x082] . . . |Xkak

Gas {5 — A|B} U Ga U Gg.
T Gramatika Gag je vicezna¢na pravé kdyz instance (A, B)
Wini A3 PCP m4 teden.

/N @ Kazdé slovo v G4 ma jednoznacnou derivaci

Wiy 8in (danou a; vpravo). Podobné pro B.

_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10 ] May 5, 2025



_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10

Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky CFG

Theorem 10.22 (Nerozhodnutelné problémy o CFG)

Méjme Gy, G, bezkontextové gramatiky, R regularni vyraz. Nasledujici problémy
jsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1 Je L(Gl) N L(Gz) =07

2 Je L(Gy) = T* pro néjakou abecedu T?
3 Je L(G1) = L(Gy)?
4 Je L(G1) = L(R)?
5 Je L(G1) C L(Gy)?
6 Je L(R) C L(Gy)?

May 5, 2025

267



Pranik L(G) N L(Gy) =0

Proof: 1 L(Gi)NL(Gy) =0

Prevedeme PKP na (1)

@ zvolime nové termindly {ay, ao,

...yam} pro kédy indexd
Gl A—

W1A31|W2A32| PN |WkAak|
EAZE LD
G2 B — X1831|X2332| 000 ‘XkBak|
X181|X232| 000 |xkak

o PKP maé Yeeni pravé kdyz L(G1) N L(Gy) # 0

@ prvni &ast se musi rovnat, druhd (a;) zajistuje stejné poradf.

_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10
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Ve L(G) = T*

Proof: 2 L(G)=T*

Pfevedeme PKP na (2):

@ zvolime nové termindly {ay, ao,
G A—

W1A31|W2A32| 600 |WkAak|
W131|W232| PN |Wkak
G2 B — X1831|X2832| oo ‘XkBak|

X131|X232| 000 |xkak
o jazyky L(Gy), L(Gy) jsou deterministické,

., am} pro kody index

e mame CFG G gramatiku s L(G) = L(G1) U L(Gy)
@ PKP ma Yedeni & L(G1) N L(Gy) # 0 < L(G)

=L(G1)
@ Poznidmka: L(G) = () je algoritmicky rozhodnutelné.
_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10

o tedy L(Gy), L(Gy) jsou deterministické CFL a L(G;1) U L(Gy) je CFL
o CFL nejsou uzaviené na doplnék, pouze deterministické CFL ano.

UI(G) # Tt
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Zbylé algoritmicky nerozhodnutelné problémy.
3 Je L(Gy) = L(Gy)?
» Dikaz: at G; generuje L*.
4 Je L(Gy) = L(R)?
» Dikaz: za R zvolime X*.
5 Je L(Gy) C L(Gy)?

» Dikaz: at G; generuje L*.
6 Je L(R) C L(Gy)?

» Dikaz: za R zvolime X*.

@ Pozndmka: L(G) C L(R) je algoritmicky rozhodnutelné
(uzavfenost operaci)

L(G) C L(R) & L(G)N L(R) = 0 a z4roveri (L(G) N L(R)) je CFL

_ Rozhodnutelné a nerozhodnutelné otazky o CFG 10
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Shrnuti

Popis nekoneénych objektl koneénymi prostredky
o regularni jazyky
> koneéné automaty (NFA, 2FA)

> Nerode (rozklad), Kleene (elementérni operace), pumpovani
@ bezkontextové jazyky

> zasobnikové automaty (DPDA# PDA)
> pumpovani

@ kontextové jazyky

> linedrné omezené automaty
» monotonie

@ rekurzivné spocetné jazyky
» Turingovy stroje
> algoritmicka nerozhodnutelnost

pouZiti nejen pro praci s jazyky.
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