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Organizacni zalezitosti

o Prednaska:
» moodle https://dll.cuni.cz/course/view.php?id=5119
* login jako do SIS
> video nahravky prednasek z roku 2019
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NTIN071/1
* login jako do SIS
* posledni dvé prednasky jsou nové, nejsou tam.

o Komunikace v konzultaénich hodindch: Stfeda 14:00-15:00 v S303.

> Jindy bez zaruky. Na maily se snazim odpovidat, na dotazy po prednasce také.
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Organizacni zalezitosti

o Prednaska:
» moodle https://dll.cuni.cz/course/view.php?id=5119
* login jako do SIS
> video nahravky prednasek z roku 2019
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NTIN071/1
* login jako do SIS
* posledni dvé prednasky jsou nové, nejsou tam.
@ Cvicent:
> vyzkousite si prakticky sestrojit automaty a gramatiky
> zazijete priklady, coz je néco jiného, nez je predist,
> potfebujete zapocet, ktery udéluji vyhradné cvicici.
o Zkouska:

» Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce (kromé predtermini).
» Pisemna pfiprava a Gstni ¢ast
» Porozuméni latce + schopnost formalizace

* Orientace v Chomského hierarchii, automatech, gramatikich, (ne)determinizmu,
* Napiste definici, formulujte vétu, popiste ideu dikazu, algoritmus,
* zaradte jazyk do Chomského hierarchie a svou odpovéd dokazte.

o Komunikace v konzultaénich hodindch: Stfeda 14:00-15:00 v S303.

> Jindy bez zaruky. Na maily se snazim odpovidat, na dotazy po prednasce také.
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Pozadavky ke zkousce

@ Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce.

@ Zkouska sestava z pisemné pripravy a dstni ¢asti.

@ Po vylosovani otdzek mizete byt vyzvan/a k ramcové odpovédi bez pFipravy.
Nevadi, Ze odpovéd je v takovém pFipadé nepresnd; jde o monitorovani
procesu promysleni, tj. prevence odpovédi nadiktované pomoci nedovolenych
postupl.

@ Pisemna priprava bude sestavat ze dvou az tfi otazek, které koresponduji
sylabu prednasky, ovéfuji schopnosti ziskané na cviceni a znalost definic, vét a
algoritm z prednasky.

I Po dobu pisemné pripravy musi byt veskeré ptinesené poznamky, pfipravy,
mobily, pocitace apod. ulozeny v uzavieném batohu. V pfipadé opomenuti
poznamek na zidli, stole, otevieném batohu apod. je zkouska okamzité
hodnocena 'nevyhovél' a student v ni dale nepokracuje.

o Pozadavky ustni €asti Ustni ¢ast bude vychézet z pisemné pripravy,
zpravidla budete dotazani na vysvétleni-zdlivodnéni-ptiklady k tvrzenim
v pisemné Casti. Ustni ¢ast mize byt doplnéna otazkou v rozsahu sylabu
prednasky s pisemnou pFipravou nesouvisejici.
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Zdroje a literatura

e J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory,
Languages, and Computations, Addison—Wesley

@ M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation, Cengage Learning,
2013
o M. Chytil: Automaty a gramatiky, SNTL Praha, 1984

= moodle https://dl1l.cuni.cz/course/view.php?id=5119
> textova verze slajdi
> korekce, jsou-li potfeba
» moodle testy (které ale netestuji zdivodnéni a diikazy).

= cviéeni.
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Pohled do historie

@ Pocatky
> prvni formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess
of Lovelace 1852
> intenzivnéji az s rozvojem pocitall ve druhé
Ctvrtiné 20. stoleti
> co stroje umi a co ne?
» Church, Turing, Kleene, Post, Markov
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Pohled do historie

@ Pocatky
> prvni formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess
of Lovelace 1852
> intenzivnéji az s rozvojem pocitall ve druhé
Ctvrtiné 20. stoleti
> co stroje umi a co ne?
» Church, Turing, Kleene, Post, Markov
@ Polovina 20. stoleti
> neuronové sité (1943)
> kone¢né automaty (Finite Automata) (Kleene 1956
neuronové sité ~ FA)
@ 60. léta 20. stoletf
» gramatiky (Chomsky)
» zasobnikové automaty
> formalni teorie koneénych automati.
o 80. léta 20. stoletf

» popularita t¥id ¢asové a prostorové slozitosti.
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Cil prednasky

@ Osvojit si abstraktni model vypocetnich zatizeni,

@ vnimat, jak drobné zmény v definici vedou k velmi odlisnym t¥idam,

@ zazit skutecnost algoritmicky nerozhodnutelnych problémi,

@ rychly tvod do slozitosti P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.

Automaty a gramatiky — dva zpiisoby popisu

Turingovy stroje Lo
Vicepaskové, nedeterministické

gramatiky Typu O

L
zasobnikové automaty 2 bezkontextové gramatiky
LCIIEELS EEIE £s regularni gramatik
DFA, NFA, eNFA S ’
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Praktické vyuziti

@ Zamysleni nad korektnosti programu, algoritmu, prekladace,
@ zpracovani prirozeného jazyka,
o prekladace:

> lexikalni analyza,
> syntakticka analyza,
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Praktické vyuziti

Zamysleni nad korektnosti programu, algoritmu, prekladace,

@ zpracovani prirozeného jazyka,

prekladace:
> lexikalni analyza,
> syntakticka analyza,

navrh, popis, verifikace hardware
> integrované obvody
> stroje
> automaty

realizace pomoci software
> hledani vyskytu slova v textu (grep)
» verifikace systému s konecné stavy
> transformace programi pomoci Abstract syntax trees.
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Jednoduché priklady konecnych automati

@ Navrh a verifikace integrovanych obvodi.
Koneény automat modelujici spina¢ on/off .

Push

~(orl__T=)

Push
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Jednoduché priklady konecnych automati

@ Navrh a verifikace integrovanych obvodi.
Koneény automat modelujici spina¢ on/off .

Push

~(orl__T=)

Push

o Lexikalni analyza

Konecny automat rozpoznavajici slovo then.
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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
@ konecné mnoziny stavi, zpravidla znaime Q
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@ konecné mnoziny stavi, zpravidla znaime Q
@ koneéné neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), zna¢ime
PN
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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
@ konecné mnoziny stavi, zpravidla znaime Q
@ koneéné neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), zna¢ime
>
© prechodové funkce, zobrazeni Q@ x ¥ — Q, znadime ¢, kterd bude
reprezentovana hranami grafu (na hrané seznam C X) nebo tabulkou
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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
@ konecné mnoziny stavi, zpravidla znaime Q
@ koneéné neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), zna¢ime
PN
© prechodové funkce, zobrazeni Q@ x ¥ — Q, znadime ¢, kterd bude
reprezentovana hranami grafu (na hrané seznam C X) nebo tabulkou
@ pocatecniho stavu qo € Q, vede do ngj Sipka 'odnikud’,
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Deterministicky kone¢ny automat (DFA)

(2]
o
(%]
o

kone¢né mnoziny stavil, zpravidla znaime Q

kone¢né neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), znadime
PN

prechodové funkce, zobrazeni @ x X — @, znacime ¢, ktera bude
reprezentovana hranami grafu (na hrané seznam C X) nebo tabulkou
pocatecniho stavu gy € Q, vede do néj Sipka 'odnikud’,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavi (final states) F C @,
oznacenych dvojitym kruhem ¢i Sipkou 'ven'.
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Definice 1.7: Deterministicky konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat (DFA) A= (Q,X,0, qo, F) sestava z:
kone¢né mnoziny stavil, zpravidla znaime Q

kone¢né neprazdné mnoziny vstupnich symboli (abecedy), znadime
PN

© prechodové funkce, zobrazeni Q@ x ¥ — Q, znadime ¢, kterd bude
reprezentovana hranami grafu (na hrané seznam C X) nebo tabulkou
pocatecniho stavu gy € Q, vede do néj Sipka 'odnikud’,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavi (final states) F C @,
oznacenych dvojitym kruhem ¢i Sipkou 'ven'.

Umluva: Pokud pro n&kterou dvojici stavu a pismene neni definovany ptechod, pfiddame

©0

novy stav dead a prechodovou funkci doplnime na totélni pridanim Sipek do dead.
Pokud je mnoZina F prazdn4, a je vyzadovana neprdzdna, priddme do ni i Q novy stav final
do kterého vedou jen prechody z néj samého Vs € ¥: §(final,s) = final.

th € /tD n @ T
/

vc“‘t,h,e,n \
t,h,n ///;\ )

( final \F//
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Popis konec¢ného automatu

Priklad 1.1
Automat A pFijimajici L = {x01y : x,y € {0,1}*}. J

o Stavovy diagram (graf) Automat A = ({qo, q1, g2}, {0, 1}, 9, g0, {q1}).

1 0 0,1
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Popis konec¢ného automatu

Priklad 1.1
Automat A pFijimajici L = {x01y : x,y € {0,1}*}. J

° Stavovx'/ diagram (graf) Automat A = ({90, q1, 62}, {0, 1}, 9, g0, {q1 }).

@66

tabulka 1
» tadky: stavy + prechody — qo q2 do

» sloupce: pismena vstupni *q1 a1 | q1
abecedy g2 qQ | q1
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.8: Slovo, ¢,\,X*,X T jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.10: Slovo, ¢,\,X*, X jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vsech slov v abecedé ¥ znadime ¥ *,
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.12: Slovo, ¢,\,X*,X,jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vsech slov v abecedé ¥ znadime ¥ *,

@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.14: Slovo, ¢,)\,X*, X jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.16: Slovo, ¢,\,X*, X, jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.18: Slovo, ¢,\,X*, X jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .

Definice 1.19: operace zfetézeni, mocnina, délka slova

Nad slovy ¥* definujeme operace:

@ zietézeni slov u.v nebo uv
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.20: Slovo, ¢,\,X*, X jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .

Definice 1.21: operace zfetézeni, mocnina, délka slova

Nad slovy ¥* definujeme operace:

@ zietézeni slov u.v nebo uv

e mocnina (polet opakovani) u" (u° =€, u! = u, u"! = u".u)
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.22: Slovo, ¢,)\,X*,X,jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,
prazdné slovo se znadi € nebo \.

@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .

Definice 1.23: operace zfetézeni, mocnina, délka slova

Nad slovy ¥* definujeme operace:

@ zietézeni slov u.v nebo uv

e mocnina (polet opakovani) u" (u° =€, u! = u, u"! = u".u)

o délka slova |u| (|¢] =0, |auto| = 4).
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Abeceda, slova, jazyky

Definice 1.24: Slovo, ¢,)\,X*, X jazyk

Mé&jme neprazdnou mnozinu symboll X.

@ Slovo, fetézec je koneéna (i prazdnd) posloupnost symbolii s € T,

prazdné slovo se znadi € nebo \.
@ Mnozinu vSech slov v abecedé ¥ znadime X%,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ .

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé .

Definice 1.25: operace zfetézeni, mocnina, délka slova

Nad slovy ¥* definujeme operace:

@ zietézeni slov u.v nebo uv

e mocnina (polet opakovani) u" (u° =€, u! = u, u"! = u".u)

o délka slova |u| (|¢] =0, |auto| = 4).

@ pocet vyskytu s € X ve slové u znadime |u|s (|zmrzlinal, = 2).
Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026
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Rozsitena prechodova funkce

Definice 1.26: rozsitena prechodova funkce

Mé&jme pfechodovou funkci § : @ X ¥ — Q.
Rozsitenou prechodovou funkci 6*: Q x X* — Q (tranzitivni uzavér §)
definujeme induktivné:

° 0*(q,¢)=gq

e 5*(q,wx) =d(0"(q,w),x) prox € L, w € L*.

Pozn. Pokud se v textu objevi ¢ aplikované na slova, mini se tim §*.

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 12 /308



Rozsitena prechodova funkce

Definice 1.27: rozsitena prechodova funkce

Mé&jme pfechodovou funkci § : @ X ¥ — Q.
Rozsitenou prechodovou funkci 6*: Q x X* — Q (tranzitivni uzavér §)
definujeme induktivné:

° 0"(q,€)=q
e 5*(q,wx) =d(0"(q,w),x) prox € L, w € L*.

Pozn. Pokud se v textu objevi § aplikované na slova, mini se tim §*.

5*(qo,1100) = g2, 6*(qo,1100111111111001) = gy
1 0 01
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.28: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.29: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.30: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje
kone¢ny automat A takovy, ze L = L(A).

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 13 /308



Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.31: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje
kone¢ny automat A takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazyk( rozpoznatelnych konecnymi automaty oznacime F,
nazveme regularni jazyky.
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definice 1.32: jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
deterministickym koneénym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme
jazyk L(A) ={w | w € X* & 6*(qo, W) € F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje
kone¢ny automat A takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazyk( rozpoznatelnych konecnymi automaty oznacime F,
nazveme regularni jazyky.
Ptiklad 1.2 (regularni jazyk) 0
o L={w|w=xux,we{0,1}* x € {0,1},u € -
gy
lel e
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Priklady regularnich jazyki

Ptiklad 1.3 (regularni jazyk) b 2 s b )

o L ={w | w = ubaba,
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

J 0
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Priklady regularnich jazyki

Ptiklad 1.3 (regularni jazyk)

o L ={w | w = ubaba,
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

—

Ptiklad 1.4 (regularni jazyk)

o L={w|w € {0,1}*&w je binarn{

zépis ¢isla délitelného 5}.

.
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Priklady regularnich jazyki

Ptiklad 1.3 (regularni jazyk) b 2 s b )

—

v
Z

o L ={w | w = ubaba,
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

0
P¥iklad 1.4 (regularni jazyk) 1
o L={w|w € {0,1}*&w je binarn{ 1
zépis ¢isla délitelného 5}. ) 0
1
Ptiklad 1.5 (!NEregularni jazyk) 1

o L ={0"1"|w € {0,1}*, n € N}
NENI regulani jazyk.

J 0
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.33: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

/‘M\

@ ~ je prava kongruence, jestlize =

(Vu,v,w € Z*)u ~ v = uw ~ vw.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.34: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

/‘M\
L/

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z*)u ~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.35: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

/‘M\
L/

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z*)u ~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u].,
resp. [u].
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.36: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

/‘M\
L/

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z*)u ~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u].,
resp. [u].
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.37: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

/‘H\
L/

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z)u~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u].,
resp. [u].

Ptiklad 1.6 (Prava kongruence)

@ Relace ~g¢nq 'kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,

pokud ux ~epg vX, pak i UXW ~eng VXW.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.38: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

@ ~ je prava kongruence, jestlize
(Vu,v,w € Z)u~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u].,
resp. [u].

Ptiklad 1.6 (Prava kongruence)

v

)
(e

@ Relace ~g¢nq 'kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,

pokud ux ~epg vX, pak i UXW ~eng VXW.

@ Relace ~g 'prvni a posledni pismeno stejné’ je ekvivalence, aa ~y bb, ale

aaa 4 bba, tedy neni prava kongruence.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definice 1.39: kongruence

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

@ ~ je prava kongruence, jestlize =
(Vu,v,w € Z)u~ v = uw ~ vw.

v

(e
L/

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma
konecny pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u].,
resp. [u].

Ptiklad 1.6 (Prava kongruence)
@ Relace ~g¢nq 'kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,
pokud ux ~epg vX, pak i UXW ~eng VXW.

@ Relace ~g 'prvni a posledni pismeno stejné’ je ekvivalence, aa ~y bb, ale
aaa 4 bba, tedy neni prava kongruence.

@ Relace ~ 'maji stejny pocet znaki' neni konec¢ného indexu.
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.1: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle-

¥

dujici tvrzen{ jsou ekvivalentni: ﬁ

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem,

i

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.2: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle- .
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni: /24

'/

liip
L/

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem, =

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu

e definujeme u ~ v = §*(qo, u) = §*(qo, v).
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.3: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle- .
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni: /24

'/

liip
L/

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem, =

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = §*(qo, u) = 6*(qo, v).

@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.4: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle- .
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni: /24

'/

liip
L/

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem, =

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = §*(qo, u) = 6*(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)

@ je to prava kongruence (z definice 6*)
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Myhill-Nerodova véta

Véta 1.5: Myhill-Nerodova véta

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou . Potom nasle- .
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni: /24

'/

liip
L/

a) L je rozpoznatelny kone¢nym automatem, =

b) existuje prava kongruence ~ koneéného indexu nad **
tak, Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = 6*(qo, u) = *(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice 6*)
@ méa kone¢ny index (kone¢né mnoho stavil)

L= {w|6*(qo, w) € F} = | J {wl6"(q0, w) = q} = |J [W|6" (g0, W) = g~

qgeF qgeF
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

v

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat
@ abeceda automatu vezmeme %

z 7 —

fis
/
L/

O
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

v

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat
@ abeceda automatu vezmeme %

@ za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~

z 7 —

fis
/
L/

O
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

v

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat
@ abeceda automatu vezmeme ¥
@ za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~

@ podatedni stav qo = [¢] i o N—

z 7 —

fis
/
L/

O
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

v

@ abeceda automatu vezmeme %
Py e ——

@ za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~

fis
/
L/

@ podatedni stav qo = [¢] i o N—

@ koncové stavy F = {cy,..., ¢y}, kde L = U;:1 n Gi

O
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

v

abeceda automatu vezmeme X

z 7 —

za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~

fis
/
L/

pocatedni stav qo = [€] i N

koncové stavy F = {cy,...,¢cp}, kde L = U;:1 n Gi

prechodova funkce §([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).

O
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

v

Dikaz: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=

a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

abeceda automatu vezmeme X

z 7 —

za stavy Q volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~

fis
/
L/

pocatedni stav qo = [€] i N

koncové stavy F = {cy,...,¢cp}, kde L = U;:1 n Gi

prechodova funkce §([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).

L(A) =L
WEL‘i’WEU-,l GeweEqV.. weEggew=qV...wW=c < [w €Fewe LA
8% ([e], w) = [w] O
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a, b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové

u
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové

u
@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
—( 0
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové
u

@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
o tridy ekvivalence 0,1,2 —( 0
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7

Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a, b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové

u
@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
o tridy ekvivalence 0,1,2 —( 0

o L odpovida tridé 2
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové
u

@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
o tridy ekvivalence 0,1,2 —( 0

o L odpovida tridé 2
@ a — prechody do nasledujici tridy

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 18 /308



Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Priklad 1.7
Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

@ |ulx znadi pocet symboll x ve slové

u
@ definujme b
u~v=(luzmod 3 =|v|;mod 3)
tidy ekvivalence 0,1,2 —( 0

L odpovida tFidé 2
a — prechody do nasledujici tridy

b — prechody zachovavaji tfidu.
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Dikaz: Jazyk L +pici neni regularni

@ Diukaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Dikaz: Jazyk L +pici neni regularni

o Diikaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni

= pak existuje prava kongruence ~; kone¢ného indexu m, L je
sjednoceni nékterych tiid ¥*/ ~;
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Dikaz: Jazyk L +pici neni regularni

o Diikaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni

= pak existuje prava kongruence ~; kone¢ného indexu m, L je
sjednoceni nékterych tiid ¥*/ ~;
@ vezmeme mnozinu Fetézcii S = {ab, abb, abbb, ..., ab™ 1}
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Ne-regularni jazyk

Ptiklad 1.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Dikaz: Jazyk L +pici neni regularni

o Diikaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni

= pak existuje prava kongruence ~; kone¢ného indexu m, L je
sjednoceni nékterych tiid ¥*/ ~;

@ vezmeme mnozinu Fetézcii S = {ab, abb, abbb, ..., ab™ 1}
o existuji dvé slova i # j, kterd padnou do stejné t¥idy
i#j ab' ~ ab/
pridame ¢/ ab'c’ ~ ablic! ~ je kongruence
spor ab'c' € L & ab/c’ ¢ L s 'L je sjednoceni nékterych tf{d ¥*,

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 19 /308




Priklad - 'soucin’ automatd

Priklad 1.9

L={w|we{0,1}* |w|o =2k & |w|; =20, k, ¢ € No}, tj.
@ sudy pocet 0
@ a zaroven sudy pocet 1.

s o | 1
x — [0,0] || [1,0] | [0,1]
[0,1] {| [1,1] | [0,0]
[1,0] || [0,0] | [1,1]
[1,1] [ [0,1] | [1,1]
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Priklad (Spatného) protokolu pro elektronicky prevod penéz

@ TFi zOdastnéni: zdkaznik, obchod, banka.
@ Pro jednoduchost jen jedna platba (soubor 'money’).

Priklad 1.10

Zakaznik poskytne obchodu &islo kreditni karty, obchod si vyzada penize od banky
a posle zbozi zdkaznikovi. Zakaznik m& moznost zablokovat kartu a zadat zruseni
transakce.

Pét udalosti:

Zakaznik miZze zadat Cislo karty pay.
Zakaznik muze kartu zablokovat cancel.
Obchod miize poslat ship zbozi zdkaznikovi.

Obchod mize vyzadat redeem penize od banky.

Banka mize prevést transfer penize obchodu.
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(Nedplny) konecny automat pro bankovni piklad

cancel

pay

Zakaznik

redeem transfer

ship ship ship

Oredeem Otransfer

Obchod

)

cancel

(1 redeem 3 transfer@

Banka

cancel
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Hrana pro kazdy vstup

@ Mizeme vyzadovat, aby automat proved| akci pro kazdy vstup. Obchod prida
hranu pro kazdy stav do sebe samého oznacenou cancel.

@ Zakaznik by nemél shodit bankovni automat opétovnym zaplacenim pay,
proto pfiddme smycku pay. Podobné s ostatnimi akcemi.

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship
cancel

(1 redeemétransfer@
pay,ship pay,redeem, cancel, ship

Uplnéj$i automat pro banku.
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Souéin automatt

@ Soudin automatl pro banku a obchod ma stavy dvojice B x O.
@ Hrana v soucinu automati provadi paralelné akce v bance a obchodé. Pokud
jednomu chybi akce, bude chybét i soucinu automatd.

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to A Theory, L and C ions, Addison—Wesley

ﬁ( ) pay redeem/” “\transfer,
ship ship ship

( )redeem( )transfer

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship
cancel

redeem transfer,

pay,ship pay.redeem, cancel, ship
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Souéin automatt

@ Soudin automatl pro banku a obchod mé stavy dvojice B x O.
@ Hrana v soucinu automati provadi paralelné akce v bance a obchodé. Pokud
jednomu chybi akce, bude chybét i soucinu automatd.

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to A Theory, L and C ions, Addison—Wesley
Start
ﬁ( > pay redeem, transfer
\ ship ship ship
1 ( )redeem( )transier

ay,shi
2 pay,ship
odeslano a
bez penéz PC pay,redeem, cancel, ship
cancel ' p '
3 L redeem transfer,
pay,ship pay,redeem, cancel, ship
4

PC PC
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Dnes jsme probrali

@ Definice

> deterministického kone&ného automatu A = (Q, X, d, qo, F)

> jazyka LC T~

> jazyka rozpoznavaného konecnym automatem

LAY ={w |weX" &§(q,w) € F}

Myhill-Nerodova véta
priklad diikazu ne-regularnosti jazyka ({abc’|i € N}, {071/|i € N})
priklady regularnich jazyki
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Dnesni téma

lteracni lemma, Redukovany DFA, e-NFA

Marta Vomlelova

MS 303
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
= (Qa Za 6, qo, F)

bez penéz

C PC PC
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
= (Qa Za 6, qo, F)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem Q/K
=(Q,%,0, qo, F) nazveme jazyk 0
L(A) = {w|w € X*&*(qo, w) € F}.

bez penéz

C PC‘ PC
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (Q,Z,é, q07F)'

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem
A=(Q,%,d, qo, F) nazveme jazyk
L(A) = {w|w € X*&*(qo, w) € F}.

o Jazyk L je rozpoznatelny konecnym
automatem, jestlize existuje konecny automat A
takovy, ze L = L(A).

bez penéz

¢ PC PC
S~ . N _—T i
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (szaé, qo, F)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem

A=(Q,%,d, qo, F) nazveme jazyk 0

L(A) = {w|w € £*&*(qo, w) € F}.
o Jazyk L je rozpoznatelny konecnym

automatem, jestlize existuje konecny automat A 1
takovy, ze L = L(A).

@ Ttidu jazykd rozpoznatelnych deterministickymi
konecnymi automaty ozna¢ime F, nazveme
regularni jazyky.
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (szaé, qo, F)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem

A=(Q,%,d, qo, F) nazveme jazyk 0

L(A) = {w|w € £*&*(qo, w) € F}.
o Jazyk L je rozpoznatelny konecnym

automatem, jestlize existuje konecny automat A 1
takovy, ze L = L(A).

@ Ttidu jazykd rozpoznatelnych deterministickymi
konecnymi automaty ozna¢ime F, nazveme
regularni jazyky.
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (Q,Z,é, q07F)'

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem Q/K
A=(Q,%,d, qo, F) nazveme jazyk 0
L(A) = {w|w € X*&*(qo, w) € F}.

o Jazyk L je rozpoznatelny konecnym
automatem, jestlize existuje konecny automat A @/]\
takovy, ze L = L(A).

@ Ttidu jazykd rozpoznatelnych deterministickymi

konecnymi automaty ozna¢ime F, nazveme

regularni jazyky.

@ Dnes budeme zkoumat:

» Da se do kazdého stavu dojit?
» Je v prechodové funkci cyklus?
» Jak automat redukovat?

» Muize byt nedeterministicky?

Aoy S Bty TINGTA




Definice 2.1: Dosazitelné stavy

Méjme DFA A = (Q, X, 6, qo, F) a g € Q. Rekneme, Ze stav q je dosazitelny,
jestlize existuje w € L* takové, ze 6*(qo, w) = q.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 29 /308



Definice 2.2: Dosazitelné stavy

Méjme DFA A = (Q, X, 6, qo, F) a g € Q. Rekneme, Ze stav q je dosazitelny,
jestlize existuje w € L* takové, ze 6*(qo, w) = q.

Algoritmus 2.2: Hledani dosazitelnych stavii

Dosazitelné stavy hledame iterativné.
o Zactatek: Mo = {qo}.
o Opakuj: Miy1 =M;U{q|lge Q,(3p e M;, Ix € X) é(p,x) = q}
@ opakuj dokud M, 1 # M;.
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Definice 2.3: Dosazitelné stavy

Méjme DFA A = (Q, X, 6, qo, F) a g € Q. Rekneme, Ze stav q je dosazitelny,
jestlize existuje w € L* takové, ze 6*(qo, w) = q.

Algoritmus 2.3: Hledani dosazitelnych stavi

Dosazitelné stavy hledame iterativné.
o Zactatek: Mo = {qo}.
o Opakuj: Miy1 =M;U{q|lge Q,(3p e M;, Ix € X) é(p,x) = q}
@ opakuj dokud M, 1 # M;.

Diikaz: Korektnost a tplnost

o Korektnost: My C M; C ... C Q a kazdé M; obsahuje pouze
dosazitelné stavy.
o Uplnost:
> necht g je dosazitelny, tj. (3w € £*)6"(qo,w) = gq
> vezméme nejkratsi takové w = x1...x, tZ. 8" (qo,x1...Xn) = q
> zfejmé 6*(qo, x1...x)) € M; (dokonce M; \ Mi_1)

> tedy " (qo,X1...Xn) € My, tedy g € M,. M
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Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1
Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:
@ abbbba ?
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February 15, 2026

30/308



Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1

Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:

@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 30/308



Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1

Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:

@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).
@ aaaaba ?

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 30/308



Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1

Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:
@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).

® aaaaba = (aaa)aba; Vi > 0; (aaa)'aba € L(A).
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Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1

Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:
@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).

® aaaaba = (aaa)aba; Vi > 0; (aaa)'aba € L(A).

@ aa?
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Projde automat cyklus?

Automat A

Priklad 2.1

Projde automat vyse cyklus pri Cteni slova:
@ abbbba = a(b)bbba; Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).
® aaaaba = (aaa)aba; Vi > 0; (aaa)'aba € L(A).

@ aa neprojde cyklus, ale délka |aa| < pocet stava.

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026
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Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Véta 2.1: !lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (zavisla na L) tak ze
kazdé w € L; |w| > n mazeme rozdélit na t¥i Casti, w = xyz, ze:

o yFe

e |xy| <n

e Vk € Ny, slovo xy¥z je také v L.
Automat A

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 31/308



Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).

_ Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 32 /308



Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).
@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).
@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.
o Definujme: Vi p; = 6*(qo, a1az . .. a;). Plati po = qo.
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).
@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.
o Definujme: Vi p; = 6*(qo, a1az . .. a;). Plati po = qo.

@ Mame n+ 1 p; a n stavi, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
ti. (3,/)0<i<j<n&p=p)
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

Méjme regularni jazyk L, pak existuje DFA A s n stavy, ze L = L(A).
Vezméme libovolné slovo ajay...a, =w € Ldélky m>n, a; € ¥.
Definujme: Vi p; = 6*(qo, a1a2 ... a;). Plati pg = qo.

Mame n+ 1 p; a n stavi, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
tj. (3,))(0<i<j<n&pi=p)).
o Definujme: x = a1a...ai, ¥ = ai+1di42...3j, Z = 3j41dj4+2 .. - am, tj.
w=xyz, y ¢, |xy| < n.

Y = ai+1diy2... 8

Ly
X = aiap...aj Z = 8j414dj42..-4dm
— > .

O
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Diikaz: iteracniho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).

@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.

@ Definujme: Vi p; = 6*(qo, a1a2 . . . a;). Plati py = qo.

@ Mame n+ 1 p; a n stavi, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
tj. (3,))(0<i<j<n&pi=p)).

Definujme: x = aja>...a;, ¥ = aj418i42...dj, Z = aj+13j42 ... am, tj.
w=xyz, y ¢, |xy| < n.

Y = ai+1diy2... 8

Ly
X = aiap...aj Z = 8j414dj42..-4dm
—_— > >

Smycka nad p; se mize opakovat libovolné krat a vstup je také
akceptovany. =
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Pouziti pumping lemmatu

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

)
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
@ Zvolme w = 071" € Lgq.

)
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
@ Zvolme w = 071" € Lgq.

@ Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢, |xy| < n.

)
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
@ Zvolme w = 071" € Lgq.

@ Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢, |xy| < n.

@ Protoze |xy| < n je na zalatku w, obsahuje jen 0.

)
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme w = 0"1" € L.

Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢, |xy| < n.

ProtoZe |xy| < n je na zatatku w, obsahuje jen 0.

Z pumping lemmatu: xz € Leq (pro k = 0). To ma ale méné 0 nez 1,
takZe nemiize byt v Leg. 0

)
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Pouziti pumping lemmatu

Jazyk Leg = {w;|w|o = |wl1} slov se stejnym poétem 0 a 1 nenf regularni.

Ptiklad 2.2 (Pumping lemma jako hra s oponentem) J

Diikaz: Jazyk Leq neni reguldrni.

o Ptedpokladejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme w = 0"1" € L.
Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢, |xy| < n.

ProtoZe |xy| < n je na zatatku w, obsahuje jen 0.

Z pumping lemmatu: xz € Leg (pro k = 0). To ma ale méné 0 nez 1,
takZe nemiiZe byt v Lg. ]

Priklad 2.3
Jazyk L ={071%;i > 0} neni regularni. J
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Aplikace pumping lemmatu 2

Priklad 2.4 J

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni.
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Aplikace pumping lemmatu 2

Priklad 2.4

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni. J

Diikaz: Ly slov 1P kde p je prvodislo nenf regularn.

o Predpokladejme Ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvodislo p > n+ 2, oznaCme w = 1P,
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Aplikace pumping lemmatu 2

Priklad 2.4

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni. J

Diikaz: Ly slov 1P kde p je prvodislo nenf regularn.

o Predpokladejme Ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvocislo p > n+ 2, ozname w = 1P,

o RozloZzme w = xyz dle pumping lemmatu, necht |y| = m. Pak
|xz| = p—m.
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Aplikace pumping lemmatu 2

Priklad 2.4

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni. J

Diikaz: Ly slov 1P kde p je prvodislo nenf regularn.

o Predpokladejme Ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvocislo p > n+ 2, ozname w = 1P,

o RozloZzme w = xyz dle pumping lemmatu, necht |y| = m. Pak
|xz| = p—m.

@ xyP~Mz € L, z pumping lemmatu, ale
[xyP~"z| = |xz| + (p— m)ly| = p—m+(p— m)m= (m+1)(p—m)
neni prvodislo (zadny z Ciniteld nenf 1). 0
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'Pumpovatelny’ ne-regularni jazyk

Priklad 2.5 (Ne—regularni jazyk, ktery lze pumpovat)

Jazyk L = {ulu = atb'c’ Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta), ale vzdy lze pumpovat prvni pismeno.
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Nejednoznacnost J

Automat prijimajici dany jazyk nenf urcen jednoznacné.

o Jazyk L = {w|w € {1}*&|w| = 3k}.

1
O—
1 1 1 1
1 1
1

Definice 2.4: Ekvivalence stavi

Rikame, e stavy p, g € Q kone¢ného automatu A jsou ekvivalentni pokud:
@ Pro vSechny fetézce w € L*; §*(p, w) € F iff §*(q,w) € F.

Pokud dva stavy nejsou ekvivalentni, fikdme, Ze jsou rozliSitelné.
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Priklad rozlisitelnych stavi

Priklad 2.6

Automat na obrazku:

1
0
@ C a G nejsou ekvivalentni, 0*(C,e) € F | —{ A m@ —( o
ad*(G,e) ¢ F. .
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Priklad rozlisitelnych stavi

Priklad 2.6

Automat na obrazku:

1
0
@ C a G nejsou ekvivalentni, 0*(C,e) € F | —{ A *0/@\\1@@ —( o
ad*(G,e) ¢ F. .
e A,G: 0%(A,01) = C je prijimajici, o
\\//\Uj

0*(G,01) = E neni.
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Priklad rozlisitelnych stavi

Priklad 2.6

Automat na obrazku:

1
0
@ C a G nejsou ekvivalentni, 0*(C,e) € F | —{ A 'O/Ml@j —( o
ad*(G,e) ¢ F. .
e A,G: 6*(A,01) = C je p¥ijimajici,
) =

0*(G,01) = E neni.

o AE jsou ekvivalentni — €, 1% zfejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavl, 01 a 00
se sejdou ve stejném stavu.
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Priklad rozlisitelnych stavi

Priklad 2.6

Automat na obrazku:

1
0
@ C a G nejsou ekvivalentni, 0*(C,e) € F | —{ A 'O/Ml@j —( o
ad*(G,e) ¢ F. .
e A,G: 6*(A,01) = C je p¥ijimajici,
) =

0*(G,01) = E neni.

o AE jsou ekvivalentni — €, 1% zfejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavl, 01 a 00
se sejdou ve stejném stavu.
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Priklad rozlisitelnych stavi

Priklad 2.6

Automat na obrazku:

1
0
o C a G nejsou ekvivalentni, 6*(C,e) € F | —( A m D
N O
ad*(G,e) ¢ F. 1
o A G: 0%(A,01) = C je prijimajici,
(A,01) = C je pfijimaj ~
o)

0*(G,01) = E neni.

o AE jsou ekvivalentni — €, 1% zfejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavi, 01 a 00
se sejdou ve stejném stavu.

Ekvivalence na stavech je tranzitivni.

Lemma J

Automaty a gramatiky TINO71 February 15, 2026 37 /308



Algoritmus 2.4: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavii v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:

o Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.

B | x
Ca 17 N c [ x[x
—( A B C D
U D | x| x| x
1 E x | x| x
F | x| x| x X
G| x| x| x| x| x| x
H
H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tfi ekvivalentni dvojice stava.
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Algoritmus 2.5: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavii v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
o Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.
o Indukce: Necht p,g € Q, a € X a o dvojici r,s;r = 0(p,a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.

1
0
/\% B | x
ﬁAofB\lfg\ D C | x| x
UO D | x| x| x
1 E x | x| x
F | x| x| x X
ElFlfG\ u G| x| x| x| x| x| x
\\/ 0 H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G
0 0

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tfi ekvivalentni dvojice stava.
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Algoritmus 2.6: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavii v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
o Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.
o Indukce: Necht p,g € Q, a € X a o dvojici r,s;r = 0(p,a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.
» opakuj dokud existuje nova trojice p,g € Q, a € X.

1
0
/\% B | x
ﬁAofB\lfg\ D C | x| x
UO D | x| x| x
1 E x | x| x
F | x| x| x X
ElFlfG\ u G| x| x| x| x| x| x
\\/ 0 H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G
0 0

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tfi ekvivalentni dvojice stava.
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Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi

PHjimajici  vs. nephijimajici  stavy
B 1
C x x 0
D X
E X —( A 0 @ 1 /C\ D
F x 1 N O
X
H X ] 1
A B C D E F G
lkrokl: 8(q,1) € F pro g € {B,C,H}
B [ x H
¢ [ x [ x
D x | x
E x| x
F x | x
G X X I B a G jsou rozliditelné, 5(A, 0) = B, §(G,0) = G, tj. A,G jsou rozlisitelné.
H [x X | x | x | x | x Qbdobné pro E.G vedouci 5(x, 0) do rozliitelnych stavii H,G.
A B C D E F G B [x
1.krok0: &(q,0) € F pro g € {D,F} C X X
B x D x X X
C s X E x X X
D [ x [ x | x F x| x x x
E x X x G x X x X x x|
F X x X X H X X x X x | x]
G x X x x| A B C D E F G
) ST E R B RE | < Gstavaji tri ekvivalentni dvojice stavi.
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Véta 2.2: 1

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.
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Véta 2.3: 1

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.

Diikaz: Koreknost algoritmu

@ UvaZujme Spatné pary stavi, které jsou rozlisitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich péar p, g rozlisitelny nejkrats$im slovem w = a; ... a,.

o Stavy r =d(p,a1) a s = d(q, a1) jsou rozlisitelné krat$im slovem
as...ap takze par neni mezi Spatnymi.
Tedy jsou 'vykfizkované' algoritmem.

@ Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, q. O]
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Véta 2.4: 1

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.

Diikaz: Koreknost algoritmu

@ UvaZujme Spatné pary stavi, které jsou rozlisitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich péar p, g rozlisitelny nejkrats$im slovem w = a; ... a,.

o Stavy r =d(p,a1) a s = d(q, a1) jsou rozlisitelné krat$im slovem
as...ap takze par neni mezi Spatnymi.
Tedy jsou 'vykfizkované' algoritmem.

@ Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, q. O]

Cas vypoétu je polynomialni vzhledem k poétu stavii.

@ V jednom kole uvaujeme viechny pary, tj. O(n?).

@ Kol je maximaln& O(n?), protoze pokud nep¥idame k¥izek, konéime.

@ Dohromady O(n*).
Algoritmus Ize zrychlit na O(n?) pamatovénim stavii, které zavisi na paru {r,s} a
nasledovanim téchto seznamil 'zpatky'.
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Testovani rovnosti regularnich jazykd

Algoritmus 2.7: Testovani rovnost regularnich jazyk

Rovnost (ekvivalenci) reguldrnich jazykd L, M testujeme nasledovné:
o Najdeme DFA A;, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Am) = M,
QLN Qu =0.

@ Vytvorime DFA sjednocenim stavii a prechodi
(QLU Qm, X, 8, Udm, qr, FL U Fu); zvolime jeden z poéateénich stavi.

@ Jazyky jsou stejné pravé kdyz pocatecni stavy plvodnich DFA jsou

ekvivalentni.
0 1

B
28
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Testovani rovnosti regularnich jazykd

Algoritmus 2.8: Testovani rovnost regularnich jazyki

Rovnost (ekvivalenci) reguldrnich jazykd L, M testujeme nasledovné:
o Najdeme DFA A;, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Am) = M,
QLN Qu =0.
@ Vytvorime DFA sjednocenim stavii a prechodi
(QLU Qm, X, 8, Udm, qr, FL U Fu); zvolime jeden z poéateénich stavi.
@ Jazyky jsou stejné pravé kdyz pocatecni stavy plvodnich DFA jsou
ekvivalentni.

0 1

Priklad 2.7
1
Uvazujme jazyk ” e E X <
{e} U{0,1}*0 pFijimajici ° 0 D ~
prazdné slovo a slova koncici o
. . E | x x | x

0. Vpravo obrazek fjv\./ou ) @ A B C D ‘
DFA a tabulku rozlisitelnych of 11
stav(i. ) !

E 1
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Minimalizace DFA

Definice 2.5: redukovany DFA, redukt

Deterministicky konecny automat je redukovany, pokud
@ nema nedosazitelné stavy a
@ zadné dva stavy nejsou ekvivalentn{
@ ¢ je totalni.

Koneény automat B je reduktem automatu A, jestlize:

@ B je redukovany a

1
@ A a B jsou ekvivalentni. 0
/O\Q / 1
0 N1 ) 1
—( A B C D — 0 0
N4 O 0
1 )9
I S G T H 0
N 0 1

— s T ———— etz 15, 2180
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Algoritmus 2.9: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.
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Algoritmus 2.10: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

o Najdeme rozklad zbylych stavi na tridy ekvivalence.
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Algoritmus 2.11: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavii na tfidy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, oznadime T t¥idu ekvivalence (g, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejnd pro vechny g € S.
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Algoritmus 2.12: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavii na tfidy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, oznadime T t¥idu ekvivalence (g, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejnd pro vechny g € S.

@ Pocatecni stav B je tfida obsahujici pocatecni stav A.
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Algoritmus 2.13: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavii na tfidy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, oznadime T t¥idu ekvivalence (g, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejnd pro vechny g € S.

@ Pocatecni stav B je tfida obsahujici pocatecni stav A.

@ Mnozina prijimajicich stavii B jsou bloky odpovidajici prijimajicim
staviim A.
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Priklad redukovaného DFA

1

0
~(a ()
o 0
1

1
1
0 0 0 1
B X
C X
E x | x Tridy ekvivalence:
F X X X X
N {AE}{B.H}.{C},{F}.{G}
A B C E F G
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Automatovy homomorfizmus

Definice 2.6: automatovy homomorfizmus

Necht A;, A; jsou DFA. Rekneme, Ze zobrazeni h: Q; — Q, @ na @ je au-

h(qo,) = qo, 'stejné’ po&:
tomatovym homomorfizmem, jestlize:  h(d1(q, x)) = 02(h(q),x) ’stejné’ prec
ge FL<h(g) € Ry 'stejné’ konc
Homomorfizmus prosty a na nazyvame isomorfizmug. 0
1
1
. 0 0
0
Cr=~()
E
0 1
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Ekvivalence automatd a homomorfizmus

Definice 2.7: Ekvivalence automatu!

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli
Ze rozpozndavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).
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Ekvivalence automatd a homomorfizmus

Definice 2.8: Ekvivalence automatu!

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli
Ze rozpozndavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Véta 2.6: Véta o ekvivalenci automatu

Existuje-li homomorfizmus konecnych automati A; do A, pak jsou A; a A
ekvivalentni.
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Ekvivalence automatd a homomorfizmus

Definice 2.9: Ekvivalence automatu!

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli
Ze rozpozndavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Véta 2.7: Véta o ekvivalenci automatu

Existuje-li homomorfizmus konecnych automati A; do A, pak jsou A; a A
ekvivalentni.

@ Pro libovolny fetézec w € £* konecnou Ay A
iteraci h
> h(51(q, w)) = 83 (h(q), w) e,
o dile:w € L(A1) & 07(qo,,w) € A
< h(67(qo,, w)) € F,
& 83(h(qo,), w) € F W A W%
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Redukty a jejich ekvivalence

Lemma

Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou izomorfni.

Proof.
o Kazdy stav g € @y je dosazitelny. Najdeme pro néj slovo g = 67 (qo,, w)
e a definujeme h(q) = d5(qo,, w).

o Lze dokazat, ze je h korektné definovana funkce, zachovava vlastnosti
homomorfizmu (qo, F,d) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

~ Véta 2.8: Redukt

Pro kazdy deterministicky konecny automat A, ktery ptijima alespon jedno
slovo, existuje redukovany DFA, ktery je s nim ekvivalentni.

Definice 2.10: Redukt

s 2 o/ 4 _a - A M.t a7
e Varta Vomlelova o Aatamaty 3 gramatiy TINOTL Februms 5. 2026
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Pro nedeterministické FA to tak snadné neni

Priklad 2.8

Nedeterministicky FA na obrazku miizeme redukovat vypusténim stavu C.

Stavy {A, C} jsou rozliSitelné vstupem 0, takze algoritmus pro DFA redukci
nenajde.

Mohli bychom hledat exhauzivnim vypoctem.

0,1
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