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Abstrakt: V této praci se budeme zabyvat hledanim vlastnich ¢isel komplexnich
¢tvercovych matic. Pro tuto potfebu detailné odvodime implicitni QR algoritmus
s nasobnymi shifty. Pfi odvozovani se seznamime s mocninnou metodou, pod-
prostorovymi a simultdnnimi iteracemi a explicitnim QR algoritmem. Zavedeme
do explicitntho QR algoritmu shift a ukazeme jeho ekvivalenci s implicitnim QR
algoritmem. Nasledné zobecnime implicitni QR algoritmus pro aplikaci libovol-
ného poctu shifti a uvedeme par shiftovacich strategii. Konvergenci a vliv volby
shiftovaci strategie na implicitni QR algoritmus ilustrujeme na numerickych ex-
perimentech v prostredi MATLAB.
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Abstract: In this paper, we will focus on finding the eigenvalues of complex square
matrices. For this purpose, we will derive in detail the implicit QR algorithm
with multiple shifts. In the derivation, we will acquaint ourselves with the power
method, subspace and simultaneous iterations, and the explicit QR algorithm. We
will introduce shift into the explicit QR algorithm and demonstrate its equivalence
with the implicit QR algorithm. Subsequently, we will generalize the implicit QR
algorithm to apply any number of shifts and present a few shifting strategies.
The convergence and impact of the choice of shifting strategy on the implicit
QR algorithm will be illustrated with numerical experiments in the MATLAB
environment.
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Uvod

Uloha hleddn{ vlastnich ¢isel ¢tvercovych matic se objevuje nejenom v ma-
tematice, ale také v mnoha oblastech védy. Vlastni ¢isla nachazeji uplatnéni v
linearni algebre, funkcionalni analyze, teorii fizeni, elektrickych obvodech nebo
kvantové mechanice.

Z linearni algebry vime, ze hledani vlastnich ¢isel ¢tvercové matice rozméru
n x n je ekvivalentni feseni polynomialni rovnice s prislusnym charakteristickym
polynomem stupné n. Ovsem z Abel-Ruffiniho véty plyne neexistence vzorce pro
koreny polynomu stupné vyssiho nez ¢tyti, a tedy problém vlastnich ¢isel obecné
matice velkého rozméru je analyticky nefesitelny. Proto ma smysl rozvijet a stu-
dovat numerické metody zabyvajici se problematikou vlastnich ¢isel.

V této praci odvodime jeden z nejpouzivanéjsich algoritmii v praxi. Zacneme
jednoduchou mocninnou metodou a postupnymi kroky budeme odvozovat slozi-
t&j$1 a sofistikovanéjsi algoritmy (Watkins (2002)), Watkins (2008)). Béhem od-
vozovani ukézeme, ze je vyhodné provadét explicitni, pozdéji i implicitni, QR
algoritmus pro matice v Hessenbergové tvaru. Predvedeme, jak obecnou matici
pomoci Householderovych reflexi prevést do tohoto tvaru (Watkins (2002)). Po-
drobné se seznamime s explicitnim QR algoritmem, ukédzeme jeho konvergenci,
jak ho efektivné implementovat Givensovymi rotacemi a pomoci principu duality
v ném zavedeme shift (Watkins (2002))). Hlavnim vydobytkem prace je implicitni
QR algoritmus (Watkins| (2002)), Aurentz a kol.| (2018))), také nazyvany Francisiv,
ktery je matematicky ekvivalentni explicitnimu QR algoritmu. Poté algoritmus
zobecnime pro jakoukoli zvolenou velikost shiftu (Aurentz a kol.| (2018])) a zmi-
nime strategie, jak tyto shifty vybirat (David a Watkins (2006)), Vandebril a
Watkins| (2012))).

V zavéru préace provedeme fadu numerickych experimentu v prostredi MAT-
LAB. Otestujeme na vlastni implementaci Francisova algoritmu jeho konvergenci
pro ruzné volby shifti. Déle vyzkousime rtizné kombinace velikosti shiftti a shifto-
vacich strategii a pokusime se experimenty najit optimalni velikost shiftu. Porov-
name vliv shiftovacich strategii na rychlost konvergence. Kromé ptesnosti ziska-
nych aproximaci vlastnich ¢isel nas bude zajimat také vypocetni narocnost celého
algoritmu pro nami zvoleny rozmér shiftu a zvolenou shiftovaci strategii.



1. Mocninna metoda,
podprostorové iterace a jejich
modifikace

V této kapitole se budeme zabyvat odvozenim mocninné metody, podprosto-
rovych iteraci a jejich modifikaci. Tyto metody nam poslouzi jako mezikroky pro
odvozeni implicitnitho QR algoritmu. Za¢neme tilohou hledani jednoho vlastniho
¢isla a postupnymi kroky odvodime proces, pomoci kterého se nam podari najit
libovolny pocet vlastnich ¢isel. Budeme vychazet z knihy Watkins| (2002)) a ¢lanku
Watkins| (2008).

1.1 Mocninna metoda

Zabyvejme se nejprve nésledujicim pripadem. Mé&jme matici A € C™™" a hle-
dejme jedno vlastni ¢islo. O matici A navic predpoklddejme, Ze existuje n na-
vzajem ruznych vlastnich vektort a nejvétsi vlastni ¢islo je jednonasobné a navic
nenulové, to ozna¢me Ay a vy prislusny vlastni vektor. Zbyla vlastni ¢isla ozna¢me
A2, Az, ..., Ay a prislusné vlastni vektory vy, vs, ..., v,, tak, aby platilo

A > Ao = [As] = -+ = |l

Nyni zvolme nenulovy startovni vektor ¢ € C", ktery navic splnuje ¢ - v; # 0.
Jelikoz existuje n vlastnich vektort, tak z nich muzeme sestavit bazi prostoru C"
a psat

q = C1v1 + CoUa + - - - 4+ Uy,

pro néjaka cq,...,c, € C.
Tvrzeni 1. Necht q je vektor a A matice definovdny viyse. Necht navic plati

q-v1 # 0 a A\ # 0. Pak posloupnost vektori ”%”q,m/lq, HA12q”A2q7 ... konverguje
k nasobku vlastniho vektoru v, .

Diikaz. Vyuzijeme zapisu vektoru ¢ v bazi slozené z vlastnich vektori matice A
a elementarniho vztahu Av = Av, kde v je vlastni vektor matice A a A\ prislusné
vlastni ¢islo. Podivejme se na Ag:

Aq = 1 Avy + cAvg + - - - + ¢, Av,
Aq = ci\vr + cadatp + - -+ Cp AU,

Pro obecné j € N dostavame

Alg = Al + oAy + - - + e, A,
Alg =y Moy + e Xvg + -+ e ) v,

Nyni vektory A’q preskélujme a oznaéme ¢; = 1/ (M) A7g. Tim jsme zménili
pouze normu téchto vektorti, ale jejich smér zustava stejny. Vlastni c¢islo Ay je



nenulové podle predpokladu a ¢; je nenulové z predpokladu ¢-v; # 0. Ovérme, Ze
vektory ¢; konverguji k vektoru v; v libovolné vektorové normé. Tedy pocitdme:

I | = + Az’ P 0 j <
— 1| = ||v Vot o+ — | — | vp—v] <
q; 1 1 )\1 2 o\ 1
A | enl I\, I
< .
Spsib ool + -+ -+ mibe || vn ]

Uvedena nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti a vytykani skalart z normy.
Podivame-li se nyni na limitu uvedeného vyrazu, dostaneme:

An
A1
Rovnost vyse je platnd, jelikoz A\; > A\ pro kazdé k > 2 a tedy A\x/A; < 1. Tim

jsme ziskali ¢; — v; pro j — oo. Konvergence posloupnosti ze znéni k nasobku
vektoru vy plyne z vypoctu

J
Cn

J
C
222 ool + - + -
1

C1

lim [|q; — vy < lim o]l =0

j*) j*)OO

gl | 1 e )
0—11m — |l = : Jg — — <
gy =il = I (wclw a1 Tag) <

j Cl/\Jl

< lnll g H T T

]

Pozndmka (volba q). Predpoklad ¢ - v; # 0 nelze predem ovérit. Pokud volime
vektor ¢ ndhodné, tak je tato podminka splnéna s pravdépodobnosti blizko jedné.
JelikoZ q-v; = 0 plati pravé tehdy, kdyz ¢ € span {v,}, tak pro matice A € C"*",
kde n > 2, je Lebesgueova mira tohoto podprostoru rovna nule.

Pozndmka (preskalovani). V diukazu tvrzeni |1| jsme posloupnost vektoru preské-
lovali koeficientem 1 /cl)\{, ale hodnoty ¢; ani \; predem nezname. Pti budo-
vani posloupnosti z tohoto tvrzeni skalujeme vektory vhodnym koeficientem o;.
Dobrou volbou ¢; muze byt napiiklad nejvétsi absolutni hodnota prvki vektoru
v predchozi iteraci.

Proces budovani posloupnosti z tvrzeni [1| se nazyva mocninnd metoda. Zacali
jsme s nahodnym vektorem ¢, ktery jsme vynésobili matici A a ziskany vektor
jsme preskalovali nejvétsi absolutni hodnotou jeho prvki. Tento proces miuzeme
iteracné opakovat a postupné ziskavat lepsi aproximaci vlastniho vektoru v;. Na-
sim cilem je ovsem aproximovat vlastni ¢isla. Jak vyuzit ziskané aproximace vlast-
niho vektoru v; na odhad vlastniho ¢isla A\;? Pokud bychom méli presny vlastni
vektor v, pak plati rovnost Av = Av, kde A je vlastni ¢islo prislusné tomuto vlast-
nimu vektoru. Vyndsobme tuto rovnost zleva vektorem v* a vydélme ¢islem v*v.
Tim dostaneme vyjadieni vlastniho ¢isla vyrazem A = v*Av/v*v. Tato tvaha nas
vede na nasledujici definici.

Definice 1 (Rayleighiv kvocient). Necht A € C"™" je matice a ¢ € C" nenulovy
vektor. Pak definujeme Rayleightiv kvocient vektoru q jako cislo

_q"Aq
7°q

Je-li navic ||q||, = 1, pak p = ¢*Aq.



Pozndamka. Dodatek v definici plyne z nasledujici rovnosti ||q||, = /7~ ¢ = V4*¢q
pro g € C".

Chtéli bychom, aby Rayleightiv kvocient p byl dobrou aproximaci vlastniho
c¢isla A, kdyz mame k dispozici dobrou aproximaci ¢ vlastniho vektoru v. Tato
skutecnost je obsahem dalsiho tvrzeni.

Tvrzeni 2. Necht A € C"™" je matice, v € C" je vlastni vektor matice A splriujici
|v]l, =1 a A prislusné vilastni c¢islo. Necht g € C" je vektor spliujici ||q||, =1 a
p = q*Aq Rayleighiv koeficient vektoru q. Pak plati nasledugjici odhad

A= p| < 2||A]ly[[v—qll,-

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni je mozné najit v knize Watkins| (2002, Kapitola 5,
Theorem 5.3.25).
O

Pozndmka. Norma matice A, ktera se vyskytuje v odhadu z tvrzeni, se nazyva
spektralni norma a je definovana jako ||A|ly = \/Amaz(A*A), kde A\paz(A*A) je
nejvetsi vlastni ¢islo matice A*A.

Méjme dobrou aproximaci ¢ vlastntho vektoru v spliujici ||[v — ¢||, < € pro
e > 0 malé. Pak z tvrzeni [2] ihned dostavame, ze Rayleightiv kvocient p vektoru
q spliiuje A — p| < 2||A||ye. Tedy pokud umime ziskat vektor ¢ tak, aby e bylo
libovolné malé, tak jsme schopni se pomoci Rayleighova kvocientu libovolné blizko
piiblizit skutecné hodnoté vlastniho ¢isla A\. Poznamenejme, ze hodnota ||Al|,
muze byt velkd a tedy pro néjaké matice A muze byt i pro dobrou aproximaci
vlastniho vektoru ¢ Rayleightiv kvocient p rozdilny od skute¢né hodnoty vlastniho
¢isla.

1.2 Modifikace mocninné metody

Pomoci mocninné metody se nam podarilo ziskat aproximaci vlastniho vek-
toru prislusného nejvétsimu vlastnimu cislu. V této sekci si ukadzeme, jak ziskat
aproximaci libovolného vlastniho vektoru. Na zacatek uvedme dvé tvrzeni, ktera
nas navedou, jak modifikovat mocninnou metodu.

Tvrzeni 3. Necht A € C"*" je requldrni matice, v € C" je vlastni vektor matice
A a )\ € C prislusné vlastni ¢islo. Pak matice A=t md vlastni vektor v s prislusnym
vlastnim cislem \7'.

Diikaz. Jelikoz je matice A reguldrni, tak existuje matice A~! a z definice inverzni
matice plati vztah A=A = I,,, kde I,, je jednotkova matice. Necht v je vlastni
vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu . Pak z definice plati rovnost Av = \v.
Vynasobme tuto rovnost matici A~! zleva a nésledné éislem A~!. Poznamenejme,
7e z regularity matice A je A nenulové a tedy A\~! existuje. Provedme vyse uvedeny
vypocet:

Av=Xv
A Av = A"
AN Lo=Xx"A1
Al = A1,



Z posledniho tfadku dostavame z definice vlastniho vektoru a vlastniho ¢isla, ze
v je vlastni vektor matice A~! pifslusny vlastnimu ¢islu A=! a tim dostavame
pozadovany zaver.

]
Pozndmka. Je-li A € C™" reguldrni matice s vlastnimi vektory vy,...,v, € C"
a prislusnymi vlastnimi ¢isly Ay, ... A\, € C, pak z tvrzeni [3|ihned dostavame, ze
matice A~! mé4 vlastni vektory vy, . . . v, s prisluSnymi vlastnimi ¢isly A%, ... AL

Tvrzeni 4. Necht A € C™" je matice, v € C" je vlastni vektor matice A, A € C
prislusné vlastni cislo a p € C cislo. Pak matice A — pl,, md vlastni vektor v s
prislusnym vlastnim cislem A — p.

Diikaz. 7 definice vlastniho vektoru plati rovnost Av = Av. Od této rovnosti
odec¢teme vektor pv. Provedme odvozeni:

Av = v
Av—pv = v — pv
Av — pl,v = (A — p)v
(A—plL)v=(\—p).

7 posledni rovnosti a definice vlastniho vektoru a vlastniho ¢isla dostavame, ze
v je vlastni vektor matice A — pl,, prislusny vlastnimu cislu A — p, a tedy zaver
dokazovaného tvrzeni.

]

Pozndamka. Obdobné jako v poznamce za tvrzenim [3] plati nésledujici. Je-li A €
C™™ s vlastnimi vektory vy, ... ,v, € C" a prislusnymi vlastnimi ¢isly Ai, ...\, €
C, pak matice A — pI,, ma vlastni vektory vy, ...,v, € C" s prislusnymi vlastnimi
Cisly Ay — p, ..., A\ — p.

Uvazujme nyni regularni matici A € C"*", jejiz vlastni ¢éisla splnuji nasledujici
podminku:
Al = o] = - = (A > [An]

Prislusné vlastni vektory oznac¢me v, ... ,v,. Pak podle poznamky za tvrzenim
m4 matice A~! vlastni vektory vy, . ..,v, a vlastnf éisla A\7', ... A1, kterd spliuji
opacnou nerovnost, tedy

A7 Pl T < < T < T

Zvolme nenulovy vektor ¢ € C" splnujici g-v,, # 0 a provedme mocninnou metodu
s timto vektorem a matici A~!. Tedy budujme posloupnost

1 1, 1

7Q7f14 Q7fAi2q7 ER)
lal = A~ gl [ A~2q||

ktera podle tvrzeni|l| konverguje k nasobku vlastniho vektoru v,, ptislusného nej-
vétsimu vlastnimu &slu A 1. Podafilo se ndm ziskat aproximaci vlastnfho vektoru
v,, kterd je také aproximaci vlastniho vektoru puvodni matice A. Pomoci Ray-
leighova kvocientu mizeme spocitat aproximaci vlastniho ¢isla A,,. Vyse popsana
modifikace se nazyva inverzni mocninnd metoda.

7



Pozndmka. V kazdé iteraci inverzni mocninné metody je potieba spocitat vektor
q; ze vztahu q¢; = A™1q;_1, kde ¢;_1 je aproximace vlastniho vektoru z predchozi
iterace. V praxi nepocitdme inverzi matice A, ale fesime Ag; = ¢;_; jako soustavu
linedrnich rovnic metodami numerické matematiky.

Méjme nyni k dispozici aproximaci p € C vlastniho ¢isla A\ € C regularni

diagonalizovatelné matice A € C™" pro k € {1,...,n}. Predpoklddejme, ze p
je dostatecné dobra aproximace, ale p # ;. Tim rozumime platnost nerovnosti
Ak — p| < |A; —p| pro kazdé j € {1,...n} rizné od k. Podle poznamky za
tvrzenim [4] ma matice A — pl,, vlastni vektory vy, ... v, s prislusnymi vlastnimi
cisly A\ — p, ..., A, — p. Dostali jsme se do podobné situace jako vyse, tj. matice
A — pl,, méa v absolutni hodnoté nejmensi vlastni ¢islo A\, — p. Matice A — pl,, je
reguldrni z regularity matice A a z poznamky za tvrzenim [3| plati, Ze matice (A —
pl,)~1 ma vlastni vektory vy, ... ,v, a piislugnd vlastni ¢isla (A — p)~ 1, ..., (N, —
p)~ 1. Jednoduchou tipravou nerovnosti |\, — p| < |\; — p| dostaneme ekvivalentn{
nerovnost |\, — p| =" > |\; — p| " pro kazdé j € {1,...,n} rtzné od k. A jelikoz
je (A — p)~! dominantnim vlastnim ¢islem matice (A — pl,,)~!, tak na tuto
matice muzeme aplikovat mocninnou metodu a budovana posloupnost z tvrzeni
bude konvergovat k nasobku vlastniho vektoru vg. Jinymi slovy jsme aplikovali
inverzni mocninnou metodu na matici A — pl,,. Timto zptusobem se ndm podafrilo
ziskat aproximaci vlastniho vektoru vy, ktery je také aproximaci vlastniho vektoru
ptvodni matice A. Cislo p pouzivané k ,posunuti“ spektra matice A nazjvame
shift. Podle tohoto oznaceni rikdme této modifikaci mocninné metody invert-
shift strategie. Tato metoda ma mnoho vyhod oproti klasické mocninné metodé.
Dovoluje nam najit libovolny vlastni vektor matice, pokud mame dobry odhad
pro prislusné vlastni ¢islo. Dalsi dilezitou vyhodu ilustrujme na prikladé.
2 0
0 —2
ninné metody a pomoci invert-shift strategie. Zrejmé ma tato matice vlastni ¢isla
Al =2 a Ay = —2 a piisluiné vlastni vektory jsou v; = (1 0)T awvy = (0 1)7.
Aplikujme mocninnou metodu se startovnim vektorem ¢y = (1 1)7. Podminka
qo - v1 # 0 je splnéna. Pokud provedeme mocninnou metodu a vysledny vektor
preskalujeme, dostaneme posloupnost:

=) a=(C). o= »= ()

Tato posloupnost osciluje a tedy diverguje. Diivodem je nesplnéna podminka od-
déleni nejvétsi absolutni hodnoty vlastnich éisel, jelikoz plati || = |Az]. Zkusme
nyni aplikovat invert-shift strategii. Zvolme napriklad shift p = 1 a startovni vek-
tor qq jako vySe. Pokud nyni aplikujeme mocninnou metodu na matici (A—pl,,) ™,
dostaneme posloupnost:

Q= G) o 1= (—11/3>’ 2= (1}9) BT (—11/27>’

Tato posloupnost ziejmé konverguje k vlastnfmu vektoru v; = (1 0)7.

Priklad. Méjme matici A = . Chceme najit vlastni vektor pomoci moc-

7 prikladu je vidét, ze pomoci invert-shift strategie mtizeme Tesit rozsahlejsi
tridu matic. Nejsme omezeni podminkou oddéleni absolutnich hodnot vlastnich
¢isel, ¢ehoz vyuzijeme v nasledujicich kapitolach o QR algoritmu.
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1.3 Podprostorové a simultanni iterace

Podprostorové iterace jsou zobecnénim mocninné metody, pomoci které bu-
deme schopni najit vice vlastnich vektoru studované matice. Nez uvedeme pod-
prostorové iterace, budeme muset definovat diilezity pojem.

Definice 2 (vzdédlenost podprostoru). Necht 81,8y jsou podprostory C" splriu-
jict dim(Sy) = dim(Sy). Vzddlenost podprostori S a Ss definujeme jako sinus
nejvétsiho kanonického thlu mezi Sy a Sy. Znacime ji d(S1,Sz).

Pozndmka. Definici kanonickych hli mizeme najit v knize |(Golub a Van Loan
(1996, Kapitola 12, Podkapitola 12.4.3).

Z definice plyne nasledujici fakt. Pokud d(S;,S2) = 0, pak & C S, nebo
Sy C &;. Vzdélenost podprostort je dilezitym nastrojem, pokud chceme hovo-
fit o konvergenci podprostorti. Uvazujme posloupnost {S;}32, podprostori C"
dimenze k. Rekneme, Ze tato posloupnost konverguje k podprostoru S dimenze
k(znac¢ime S; — §), pokud lim;_, d(S;,S) = 0. Nyni se mtizeme vratit k proble-
matice hleddni vlastnich vektoru. M&me diagonalizovatelnou matici A € C**"
jejiz vlastni ¢isla spliuji [Ay| > [Ag| > -+ > |\,|. Pfipomenme mocninnou me-
todu. Zvolme startovni vektor ¢ € C" a budujme posloupnost

1 1 A 1
T4 q,
lall ™ [[Aqll ™ | A%q]]

A%q, ...,

kterd podle tvrzeni [I| konverguje k nésobku vlastniho vektoru wv; pfislusného
vlastnimu ¢islu A;. Na tento proces miizeme nahlizet z pohledu podprostort.
Posloupnost konverguje k libovolnému nésobku vektoru vy, coz je reprezentant
podprostoru span {v; }. Podobné mizeme nahlizet na jednotlivé prvky posloup-
nosti. Tedy tvorime posloupnost {span {qu}}j-‘;o. Zacali jsme s podprostorem
span{q}, ktery mé dimenzi jedna. P¥irozené se muZeme ptat, co se stane, po-
kud zvétsime dimenzi startovniho podprostoru. Tedy zacneme s podprostorem
S C C" dimenze k a budeme budovat posloupnost

S,AS,A%S, . ...

kde A’S = {A/s : s € S8}. Bude tato posloupnost konvergovat k podprostoru
Tr. = span{vy,...,ux}? VySe popsany proces budovani posloupnosti nazyviame
podprostorové iterace. Posloupnost skutecné konverguje k podprostoru 7Ty, coz je
predmétem nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 5. Necht A € C™" je diagonalizovatelnd matice s vlastnimi vektory
V1, ..., € C" a prislusnd vlastnd cisla spliugi (M| > -+ > [ Ae] > [Agga] >
coo > | M| pro k € N takové, Ze 1 < k <n—1. Oznacme Ty, = span{vy,...,vx}
a Uy = span{vgs1,...,on}. Necht S C C" je podprostor dimenze k spliujici
SNU, = {0}. Pak A’S konverguje k Ty pro j — oc.

K dtkazu tvrzeni |5l budeme potrebovat nasledujici lemma.

Lemma 6. Necht S je podprostor C" dimenze k, kde k € N spliuje 1 < k < n.
Dile necht A € C™" je matice spliujici Ker(A) NS = {0}. Pak podprostor
AS ={As:s €S} mad dimenzi k.



Diikaz. Bud S podprostor C" dimenze k. Zvolme jeho bazi si,...,s;. Jelikoz
S1,...,5, je baze, tak plati Zle c;s; # 0 pro libovolné skalary ¢; € C, z nichz
je alespon jeden nenulovy. Vynésobime-li Z?Zl
Zle c;As;. Tato linearni kombinace je také nenulova, protoze As; # 0 pro kazdé
j = 1,...,k z pfedpokladu Ker(A) NS = {0}. Zfejmé As; € AS pro kazdé
j =1,...,k a podle vyse ukdzaného je mnozina vektoru {Asi, ... ,As;} linedrné
nezavisla a tedy tvori bazi podprostoru AS. Tudiz AS ma k-prvkovou bazi a
proto dim(AS) = k.

c;s; matici A, tak dostaneme

[]

Pozndmka. V dikazu lemmatu [6] se ndm podafilo ukdzat ndsledujici. Méjme bézi
S1,...,8, podprostoru S C C". Pak Asy,...,As; je baze podprostoru AS. Tuto
skutec¢nost vyuzijeme pozdéji.

Nyni mame vSe pripravené pro diukaz tvrzeni 5]

Diikaz. (Tvrzeni |5) Dukaz provedeme ve dvou krocich. Nejprve ukdzeme inkluzi
lim; o (A78S) C Ty a nésledné ukdzeme, ze dim(A’S) = k. Pak totiz nutné musf
nastat rovnost podprostorti, jelikoZ T, ma dimenzi & a A’S m4 pro libovolné j
také dimenzi k.

Prvni krok: Necht ¢ € S je libovolny nenulovy vektor. Zapisme ¢ v bazi slozené
z vlastnich vektortt matice A a vynasobme ho matici A7. Tim dostaneme:

qg =1V “+ CoU9 + ...+,
qu — ClAjU1 —+ CQAjUQ + ...+ CnAjUn

kde ¢; € C jsou jednoznacné urcené skaldry. Z predpokladu [Ag| > [Ap11| dosta-
vame |\;| > 0. Tedy miizeme posledn{ vyjadieni A7¢ vydélit ¢islem A, a dosta-
neme:

—Alg = — 4. 4 = + — +iite, | — -
)\Z: q C1 ()\k) U1 Ck; <A]€> Vg T Ck+1 )\k Vk+1 & Ak (%

Vsimnéme si, Ze alespon jedno z ¢y, . . . ,¢x je nenulové, jelikoz q ¢ Uy. Déle velikost
A1/ Ak, - - oA/ Ak TOste nebo zustava konstantni pro j — oo z predpokladu [A\| >
-+« > |Ak|. Naopak Agt1/Ak, ... An/Ax konverguji k nule pro j — oo diky || >
|JAks1| > -+ > |A\u]. Dostavame tedy A7q — © € Ti pro j — oo. Jelikoz jsme
q € S volili libovolné, dostavame pozadovanou inkluzi

Jim (A'S) S T

Druhy krok: Chceme ukazat dim(A’S) = k pro kazdé j. PouZijeme lemma |§| Pod-
prostor S ma dimenzi k z predpokladu véty. Musime ovétit podminku Ker(A7) N
S = {0} pro kazdé j. V predpokladech véty méme podminku S NU, = {0}.
Ukazme, ze Ker(A’) C U,. Pokud se to podafi, tak budeme mit ovéfené piedpo-
klady lemmatu. Necht w € Ker(A)’. Pfipometime, Ze w € Ker(A’) pravé tehdy,
kdyz A’w = 0. Napisme vektor w pomoci baze slozené z vlastnich vektorii matice
A tj. w = Y v, kde p; € C jsou jednoznacné urcené koeficienty. Dosadme

10



toto vyjadieni w do A7w = 0 a dostaneme:

> pmiAlv; =0
=1

=1

Aby platila rovnost, tak musi byt nulové )\g nebo p;. Uz vime, ze |[\| > --- >
IAk] > 0 a tedy pro i = 1,....k je také A} > 0. Dostévame, Ze pu; = 0 pro
i = 1,....k. A tedy w € Uy, coz jsme chtéli ukazat. Z lemmatu dostavame
dim(A’S) = k pro kazdé j. Celkem tedy lim; ,(A7S) = T.

]

Poznamka. V predpokladech tvrzeni |5| pozadujeme, aby S NU, = 0. Tento pred-
poklad je analogii predpokladu ¢ - v; = 0 v tvrzeni[I] Jde ukézat, Ze pro ndhod-
nou volbu baze prostoru S je tento predpoklad splnén s pravdépodobnosti blizko
jedné. Pozdéji ukazeme, ze pro matice ve specidlnim (tzv. hornim Hessenbergové)
tvaru je tento predpoklad splnén, pokud zvolime kanonickou bézi eq, ... ex.

V tvrzeni [5| budujeme posloupnost S,AS,A%S,... pro S C C" dimenze k a
matici A € C™" splnujici predpoklady tvrzeni. Jak takovou posloupnost se-

stavit v praxi? Kazdy vektor s € § mizeme vyjadrit pomoci baze podpro-
(0) (0)

storu §. Oznacme tuto bazi ¢ ’,...,q, . Podle poznamky za lemmatem |6 je
Aqio), e ,Aq,io) baze podprostoru AS. Timto zptsobem muzeme iterovat a zis-

kavat dalsi baze budované posloupnosti. Problémem je, ze tyto baze jsou Spatné
podminéné. Uvazujme, ze plati |A;| > |A\2|. Budou-li splnény ptredpoklady tvr-
zeni , pak kazdy z vektoru béze q§°’, e ,q,(f) konverguje k span {v; }. To znamena,
ze vektory baze maji po dostateéné mnoha iteracich skoro stejny smér.

Této neprijemné vlastnosti se mizeme zbavit ortonormalizaci baze v kazdé ite-

N o1z . (0 0 : . .
raci. Zacnéme s ortonormalni bazi qg ), e ,q,g ) podprostoru S. Provedme nasobeni

Aq§°’, e ,Aq,(CO) a nasledné ortonormalizujme tuto bazi a oznac¢me ji q§1), e ,q,gl).
Tento proces miuzeme opakovat a postupné budeme ziskavat lepsi aproximace
podprostoru T = span {vi,...,vx}. Pravé popsand modifikace podprostorovych
iteraci se nazyva simultdnni iterace. V praxi k ortonormalizaci vyuzivime Gram-
Schmidtiv proces, ktery zachovava linearni obaly prvnich ¢ vektort, tj.
-1 -1
span {Aqgm ) ,Aqu )} = span {qim), o ,qu)}
pro libovolné 1 < ¢ < k. Dusledkem je, Ze simultanni iterace na podprostor S
automaticky provadi simultanni iterace i na podprostory Si,...,Sk—1, kde §; =

span {q§°), . ,qj(.o)} proj=1,....k—1.
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2. Explicitni a implicitni QR
algoritmus

V této ¢asti odvodime ze simultannich iteraci explicitni verzi QR algoritmu a
nasledné ukazeme ekvivalenci s implicitni verzi QR algoritmu. Zdrojem pro tuto
¢ast jsou knihy Watkins| (2002)) a |Aurentz a kol. (2018)) a ¢lanek Watkins| (2008]).
Nez odvodime explicitni QR algoritmus, uvedeme dilezity tvar matice, takzvany
horni Hessenbergtiv, a jeho vlastnosti.

2.1 Matice v hornim Hessenbergové tvaru

Definice 3 (Horni Hessenbergiiv tvar). Eekneme, Ze matice A € C™" s proky
(aij);szl je v hornim Hessenbergové tvaru, pokud pro kaZdou dvojici indext i,j €
{1,... n} spliugici i > j+1 plati a;; = 0. Pokud jsou navic pruky matice (ay;)7 -,
s indexy i,j € {1,...,n} spliujicimi i = j + 1 rizné od nuly, pak Tekneme, Ze
matice A je v uplném hornim Hessenbergové tvaru.

Pro ilustraci uvedme grafické znézornéni pro matici A € C**6

¥ ok ok ok ok %k
¥ x k% k%
A ¥ ok k% ok
* % k%

* k%

* %

Ve znazornéni jsou prazdnd mista nulova a hvézdicky libovolnd komplexni ¢isla.
Pokud je navic matice A hermitovska, pak ma matice tridiagonalni tvar

*
*

* X X
* X X
* % ¥
* ¥ X

*
*

Déle budeme v textu nazev horni Hessenbergiiv tvar zkracovat na Hessenber-
guv tvar, respektive horni Hessenbergova matice na Hessenbergova matice. Jak
pozddji ukdzeme, kazdou obecnou matici A € C™" muzeme pievést do Hes-
senbergova tvaru pomoci podobnostni transformace. Pripomenme tento pojem z
linearni algebry a jednu jeho vlastnost.

Definice 4 (Podobné matice). Matice A,B € C™*" se nazyjvaji podobné, pokud
existuje requldrni matice R € C™" takovd, Y¢ B = R 'AR. Tato rovnost se
nazyvd podobnostni transformace matici R.

Pozndmka. Diulezitym pripadem je takzvana unitarni transformace, tedy trans-
formace unitarni matici U. Nasledna transformace nabyva tvaru B = U*AU.
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Tvrzeni 7. Jsou-li matice A,B € C"*" podobné, pak maji stejnd vlastni cisla.

Diikaz. Protoze jsou matice A a B podobné, tak existuje regularni matice R €
C™" takova, ze B = R"'AR. Méjme nyni libovolné vlastni ¢islo A € C s pifslus-
nym vlastnim vektorem v € C" matice B. Pak plati

Bv =M
R YARv = \v
ARv = ARv.

Oznacme vektor u = Ruv. Tento vektor je nenulovy, jelikoz v je nenulovy a ma-
tice R je regularni. Tim dostavame rovnost Au = Au a tedy A\ je vlastni ¢islo s
prislusnym vlastnim vektorem u matice A.

O
Na podobnosti transformaci mtizeme nahlizet jako na zménu baze. Podobné ma-
tice maji stejné spektrum, a tedy pokud prevedeme matici do Hessenbergova
tvaru, tak muzeme hledat vlastni ¢isla matice v tomto vyhodném tvaru. Na kaz-
dou iteraci v pozdéji odvozeném QR algoritmu pro matici v obecném tvaru po-
tfebujeme O(n?) operaci. KdeZto pro matici v Hessenbergové tvaru je mozné
provést kazdou iteraci s vipocetni sloZitosti O(n?) operaci. Dalsi vyhodou matic
v Hessenbergové tvaru je skutecnost, ze predpoklad S NUy, = {0} z tvrzeni | je
splnén pro volbu eukleidovské béaze eq, ... er. Jelikoz QR algoritmus odvodime
ze simultannich iteraci, tak pro konvergenci budeme pozadovat splnéni tohoto
predpokladu. Ukazme nyni, Ze tomu tak doopravdy je.

Tvrzeni 8. Necht A € C™" je matice v tplném Hessenbergové tvaru a k €
{1,...,n — 1} takové, Ze plati |\g| > |Met1|, kde A, Api1 € C jsou vlastni éisla
matice A. Oznacme S = span{ey,....,ex} a dale Uy = span{vii1,...,v.}, kde
Vka1,s - - - U0 € C" jsou vlastni vektory prislusné vlastnim cislim Agiq, ... ,A\y ma-

tice A. Pak S NU;, = {0}.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze dim(Uy) = n — k. Jelikoz je prostor Uy, linedr-
nim obalem vlastnich vektoru, tak je A-invariantni. A tedy plati, kdykoliv mame
u € Uy, pak je také Au € U,. Dale méjme v € S. Bez 1jmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze prvnich k slozek vektoru v je nenulovych a zbylé jsou nulové.
Nyni nasobme matici A vektor v. Z predpokladu, ze matice A je v uplném Hes-
senbergové tvaru, dostaneme, ze prvnich k + 1 slozek vektoru Av je nenulovych
a zbylé jsou nulové. V nasobeni miizeme pokracovat a vzdy ptibyde jedna dalsi
nenulové slozka. Timto postupem ziskdme, ze vektor A" ¥v m4 vSechny slozky
nenulové. Tedy mnoZina vektorit {v,Av, ..., A" %0} je linedrné nezavisla, jelikoz
vzdy pribyde jedna nenulova slozka. Poznamenejme, Ze dimenze této mnoziny je
n —k+ 1. Nyni sporem ukézeme, ze S NU,, = {0}. Predpoklddejme tedy, Ze exis-
tuje nenulové w € S NUy. Jelikoz w € Uy, pak i Aw € U, pro libovolné j € N.
Na druhou stranu mame, 7e w € S a tedy posloupnost {w,Aw, ..., A" *w} délky
n —k+ 1 je linedrné nezavisla. Tim dostavame spor s dim(Uy) = n — k. Proto je
SN, = {0}.

O
V dikazu tvrzeni [8 pouzivame A-invariantnost podprostoru slozeného z vlast-
nich vektort. Definujme nyni tento pojem a nasledné dokazme tuto vlastnost pro
pozadovany podprostor.
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Definice 5 (A-invariantni podprostor). Necht A € C"*™ je matice. Rekneme, Ze
podprostor S C C" je A-invariantni, pokud pro kazdé v € S plati Av € S.

Lemma 9. Necht A € C"" je matice a k € {1,...,n}. Oznacime-li S =
span{vy, ... w}, kde vy, ... v € C jsou vlastni vektory matice A, pak podprostor
S je A-invariantni.

Diikaz.  Jelikoz jsou vlastni vektory wvy,..., v, linedrné nezavislé, tak muzeme
libovolny vektor s € S zapsat ve tvaru s = cjv; + - - - + v pro néjaké skalary
c1,...,cx € C. Pokud nyni vynasobime vektor s matici A, dostaneme

As = cAvy + -+ - + cp Avg,
As = ci \v; + - + AR UL.

P1i vypoctu jsme aplikovali definici vlastniho ¢isla, ¢imz jsme zjistili, ze Ay, ..., \g
reprezentuji vlastni ¢isla prislusna vlastnim vektortim vy, ... ,vx. S ohledem na to,
7€ M\cC1, ..., \pCk jsou opét skalary, zavérem mame As € S.

O

Timto oddilem jsme osvétlili, pro¢ je vyhodné hledat vlastni ¢isla matic v Hes-
senbergové tvaru. Nyni se zminime o podobnostni transformaci, pomoci které
prevedeme obecnou C¢tvercovou matici na matici v Hessenbergové tvaru. Vyuzi-
jeme k tomu Householderovy reflexe, které jsou zavedeny v knize Watkins (2002,
Kapitola 3, Podkapitola 3.2) véetné jejich vlastnosti. Pomoci téchto reflexi mi-

zeme nulovat prvky vektoru, presnéji existuje Householderova matice H takova,
T
ze vektor v € C" ma po vynasobeni matici H tvar Hv = (* 0 --- O) , kde

hvézdicka je komplexni ¢islo. Uvedeme dvé vlastnosti Householderovych matic.
Tyto matice jsou unitdrni a hermitovské, a tedy plati H=! = H* = H.
Mé&jme tedy matici A € C"" a zacnéme s prvnim krokem transformace.

Rozdélme matici A blokove na
T
[ an |y
ara)

V blokovém rozdéleni je aj; prvek matice A na pozici (1,1), Z1,y € C"* jsou
vektory a A; € C VXD je matice. Nyni najdeme Householderovu matici,
kterda vynuluje vSechny slozky vektoru Z; az na prvni, a oznacime ji H;. Pak
tedy dostavame H# = (b1 0o --- O)T, kde b; € C. Sestavme nyni matici
H, € C™". Tato matice m4a tvar

- (35)

Vynasobime-li matici A matici H; zleva, dostaneme

a1 yT
by
0

mhA=1 LA,
0
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Protoze pozadujeme, aby vysledna transformace byla podobnostni, musime vy-
nasobit matici A také matici H; ' zprava. Vime ovSem, 7e matice H; je také
Householderova a tedy plati H;' = H; = H,. Poznamenejme, %e vyndsobeni
matice Hj A zprava matici H; nezméni strukturu jiz vytvorenych nul v prvnim
sloupci. Tim je dokoncen prvni krok s vyslednou matici

aiq * s * aiq LI 5
bl bl
0 0
HAH =1 A, =1 0 A,
0 0

V dalsim kroku postupujeme obdobné. Najdeme Householderovu matici H 2, ktera
nuluje prvni sloupec matice Ay az na prvni dva prvky. Nasledné sestavime matici
Hs ve tvaru

1 0] 0
Hy=|0 1| 0
00| H,

Jako vyse vyndsobime jiz ziskanou matici Hy AH; zleva i zprava matici Hs. I zde
nedojde k poruseni vytvorenych nul v prvnim a druhém sloupci a ziskavame

ai
by
0 by
HHAHH,=| 0 0
0 0 A,
0 0

Nyni uz by mélo byt zfejmé, jak pokracovat dal. Po n — 2 krocich se ndm povedlo
pomoci podobnostnich transformaci prevést matici A na matici

AO = Hn_g . HQHlAHlHQ . Hn_g.

Tato vysledna matice je v Hessenbergové tvaru. Dokonce se jedna o unitarni
transformaci, a tedy tento proces ma dobré numerické vlastnosti. Da se ukazat,
7e vySe uvedeny proces mé vypocetni narocnost O(n?®) operaci. Poznamenejme
nakonec, Ze pokud za¢neme transformaci s hermitovskou matici A € C™*", tak
po provedeni celého vypoctu bude vyslednd matice Ay hermitovska tridiagonalni.

2.2 Explicitni QR algoritmus

Na zacatek této sekce uvedeme jedno tvrzeni a dva rozklady matic, které
budeme pouzivat.

Tvrzeni 10. Necht A € C"*" je matice a S C C" je A-invariantni podprostor
dimenze k, kde k € {1,...,n — 1}. Oznacme x1,...,x;, € C" bdzi prostoru S.
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Necht xyy1,...,x, € C" jsou takové vektory, Ze xy, ... ,x, tvori bazi prostoru C".
Dile oznacme Xy = (1| |xg), Xo = (wpaa| -+ |xn) ¢ X = (21| |z,). Pokud
definujeme B = X YAX, pak B je blokové horni trojihelnikovd

. By | Byo
B‘(o Bm»
kde By, € C*F. Navic AX, = X, By;.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni je mozné najit v knize [Watkins (2002, Kapitola 6,
Podkapitola 6.1).

m
Matice X je regularni, jelikoz sloupce matice X tvoii bazové vektory C". Tedy
matice B je podobna matici A a podle tvrzeni [7] maji stejna vlastni ¢isla. Navic
vlastni ¢isla matice B jsou sjednocenim spekter matic By a Bas, a tedy je mozné
ulohu rozdélit na dvé mensi a dale hledat vlastni ¢isla zminénych matic By, a
Bas.

Déle uvedeme zminéné rozklady. Jednim z nich je QR rozklad.

Definice 6 (QR rozklad pro ¢tvercové matice). Necht A € C**" je matice. Pak
QR rozkladem matice A rozumime rozklad

A=QR,

ve kterém sloupce matice Q € C™" jsou ortonormalni a R € C"" je horni
trojuhelnikovd matice. Je-li navic matice A reguldrni, pak matice R je requldrni.

Tento rozklad se da pocitat napriklad pomoci Gram-Schmidtova procesu. Pri
vyuziti v simultdnnich iteracich (jak bylo vysvétleno v predchozi kapitole), pak
sloupce matice () tvori pozadovanou ortonormalni bazi. Dalsim rozkladem, ktery
vyuzijeme, je Schuriv rozklad.

Tvrzeni 11. Necht A € C™" je matice. Pak existuje unitdrni matice U € C™*"
a hornd trojihelnikovd matice R € C™*" tak, Ze R = U*AU.

Dikaz. Toto tvrzeni je dokézano v knize |Watkins (2002, Kapitola 5, Podkapitola
5.4).

[
Rovnost R = U*AU z tvrzeni [11] mizeme ekvivalentné prepsat na A = URU*.
Tato rovnost se nazyva Schuriiv rozklad matice A. Prvky vyskytujici se na di-
agonale matice R jsou vlastni ¢isla matice A. Pozdéji ukazeme, ze posloupnost
matic, kterou ziskdme QR algoritmem, konverguje pravé k matici R ze Schurova
rozkladu za jistych predpokladii. Jinak fec¢eno, pokud se nam podaii sestavit po-
sloupnost matic A,A;,A,, ... takovou, zZe matice A;_; a A; jsou svazany unitarni
transformaci a tato posloupnost konverguje k horni trojihelnikové matici, pak to
je presné matice R ze Schurova rozkladu.

Pozadovany QR algoritmus odvodime ze simultannich iteraci provedenych nad
celym prostorem C". M&jme tedy matici A € C"*" spliujici predpoklady tvrzeni
Bl Tedy méme k € {1,...,n — 1} takové, Ze |Ax| > [Agt1| pro néjakd vlastnf cisla
Ak @ Apq matice A. Oznac¢me
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Sy = span {qgo)’ e JQIE:O)}’
kde q§°), e ,q,(j’) tvori bazi startovniho prostoru Sk,
S = span {qgo), e ,qr(lo)},
kde q%O), ...,q'? je doplnénd baze prostoru Sy na bazi prostoru C",
T = span{vy, ... ,ux} a Uy = span {vgi1, ... ,On},
kde vy, ...,v, jsou vlastni vektory matice A.

Na konci kapitoly [I.3] jsme ukézali, ze kdykoliv provddime simultdnni iterace
pro prostor S, pak se automaticky provadéji i simultanni iterace na podprosto-
rech S&1,...,5,.1 a tedy ma smysl provadét simultanni iterace pro celé S. Bez
1jmy na obecnosti mizeme startovni bazi prostoru S volit eukleidovskou. Pokud
bychom prevedli unitarni transformaci matici A na Hessenbergovu matici, tak
diky tvrzeni [§ mame podminku S, NU;, = {0} splnénou. Nyni zapiSeme simul-
tanni iterace pro prostor S v maticové formé. Zaciname se startovni bazi eq, . . . ,e,
a tedy oznacme @0 = I,,. Prvni krok simultannich iteraci je vynasobeni kazdého
bazového vektoru matici A. To muzeme maticové reprezentovat jako

AQ, = B;.

Dalsim krokem je vypocet ortonormalni baze sloupcového prostoru matice Bj.
To miizeme provést pomoci QR rozkladu, tedy maticove

Tim ziskdme novou bézi, ktera je tvorena sloupci matice ();. Obecné v m-tém
kroku mame maticové

A@m—l = Bm
B =Q, Ry

Stejné jako vyse sloupce matice Q,, = ( g™ ‘ e ‘ qm) ) tvoli nové ziskané ba-

zové vektory. Podle tvrzeniméme konvergenci podprostoru span {qgm), e ,q,gm)}

k T, pro m — oo, a tedy pro dostateéné velké M je span {q§M), e ,q,iM)} dobrou

aproximaci prostoru 7. Dle lemmatu [9] je T, A-invariantni, jelikoz 7y je linedrni
obal vlastnich vektoru. Provedeme-li podobnostni transformaci matice A matici

Qu = (™ |- | ) dostaneme podle tvrzenf 10| blokové hornf trojihelni-
kovou matici D )
A =QuAQy = "1 G

Provedena transformace je dokonce unitarni, jelikoz matice @),; je unitarni, a

tedy miizeme vyuzit v transformaci vztah Q; = ij

Poznamenejme, ze nulovy blok obsahuje pro nase M ve skutec¢nosti ¢isla blizka
nule, protoze mame pouze aproximaci prostoru 7. Tento blok konverguje k nulo-
vému v limité. Pokud bychom o matici A navic predpokladali, ze jeji vlastni cisla
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splituji [A1| > |As| >...> |\, pak by matice Q. AQ, konvergovala k horni troj-
thelnikové pro m — oo. To je disledkem tvrzeni (10| a automatického provadéni
simultannich iteraci na podprostorech nizsich dimenzi. Ziskali jsme konvergenci
posloupnosti matic A,A;,As, ... k horni trojihelnikové matici, nasledujici matici
v posloupnosti ziskame z predchozi unitarni transformaci, a tedy dostavame kon-
vergenci zminéné posloupnosti k matici R ze Schurova rozkladu(tvrzeni , ktera
obsahuje vlastni ¢isla na diagonéle.

Cely postup muzeme interpretovat jako hledani vhodné baze, ve které uvidime
vlastni ¢isla matice A. Tato vhodna baze je slozena z vlastnich vektorti matice
A a provadéna unitarni transformace je zména souradného systému, takova aby
vlastni Cisla matice A byla vidét na diagonale. Nyni uvedeme, jak pocitat uvede-
nou posloupnost A,A;,As,... pouze z predchozi matice v posloupnosti. V prvni
iteraci zaciname s eukleidovskou bazi a tedy mame

A@o = Al, = C?1]?1
= ,AQ, = Q,Q, RiQ, = RiQ.

Na prvnim rddku jsme provedli QR rozklad matice A a v druhém Jjsme za A
dosadili QlRl Déle jsme vyuzili toho, Ze matice Ql je unitarni, a tak Q Ql =1I,.
Zjistili jsme, ze matici A; muzeme vypocitat zménou poradi ndsobeni matic z QR
rozkladu. Podivejme se na druhou iteraci

A@1 = @2é2 (Rl)
Ay = QyAQ,. (R2)

Vyuzijeme-li vztahti z prvni iterace, tak mizeme druhou iteraci vyjadrit nésle-
dovné

Ak A

= Q,Qy 1
Ay = Q2Q1A1QTQ2-
Prvni rovnost plyne z dosazeni AQl = Q1A1 do a druha rovnost z dosazeni
A= QlAlQl do 2l OznaCme Q3 = Q QQ, pak
= QxR
Ay = Q3A1Qs.
Jelikoz Q5A;, = Ry, tak plati

Al - Q2R2
Ay = RyQ,.

Prvni rovnost je QR rozklad matice A;. Této skutecnosti muzeme nahlédnout

pomoci zmény baze. Skutecne matice prechodu od eukleidovské baze k bazi

qgl), ..,q'V je matice Ql A tedy vyjadfend v nové bazi mé tvar A; = QoRy.

Pokud budeme vzdy pracovat v nejnovéjsi bazi, tak kazda iterace je vyjadrena
jednoduchym vzorcem

Am = Qerl éerl

Am+1 = Rerl Qerl .
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Tomuto postupu generovani posloupnosti matic se tika explicitni QR algoritmus.

Shriime tento proces. Zacneme s matici A € C"*", jejiz vlastni ¢éisla spliuji
A1) > [A2| >...> |\,|. Pfevedeme matici A unitdrni transformaci na Hessenber-
govu matici Ag. Déle iterujeme pro m = 1,2,3, ...

Am—l - QmRm

Prvni krok je udélat QR rozklad matice A,,_; a druhy polozit A,, rovno souc¢inu
matic z QR rozkladu v opa¢ném poradi. Na prvni krok mizeme nahlizet jako
na prvni krok simultannich iteraci na A,,_; s eukleidovskou startovni bazi a na
druhy jako na zménu souradného systému. Za predpokladu |[A;| > [Ag| >...>
|A\n| konverguje tvofend posloupnost k horni trojtihelnikové matici ze Schurova
rozkladu. Tento fakt jsme diskutovali uz diive, ale uvedme ho jako tvrzeni.

Tvrzeni 12. Necht Ay € C"*" je Hessenbergova matice, jejiz vlastni ¢isla splniuji
A1l > || >...> |A\u|. Pak posloupnost matic Ag,A1,As, ... z explicitniho QR
algoritmu konverguje k matici R € C"*", kterd md vlastni ¢isla My, ...,\, na
diagondle a R = U*AgU, pro U € C"" unitdrni. Navic poddiagondini proky
i1 Amer konverguji k nule pro m — oo linedrné s rychlosti |Xg11/Ai| pro kazdé
ke{l,....n—1}.

Formélni dikaz je prilis dlouhy, proto zde probereme pouze jeho hlavni mys-
lenku. Z prvni iterace explicitntho QR algoritmu mame A; = Q7AQ1, z druhé
iterace mame Ay = Q5A;Q)2 a tedy po dosazeni vyjadieni matice A; dostaneme
As = Q5Q7Ap(Q1Q2. Takto mizeme postupovat v kazdé iteraci, a tak pro m-tou
iteraci mame vyjadreni

Explicitni QR algoritmus generuje stejnou posloupnost matic jako simultanni ite-
race nad C" se startovni eukleidovskou bazi. Pro m-tou iteraci simultannich iteraci
mame A,, = @* Ao@m a tedy @m =Q1...0Q,,. Matice Ay splnuje vsechny pred-
poklady tvrzen prokazdé k =1,... n—1atedy S, = span {q%m), . ,q,im)} kon-

verguje k T, = span {vy, ... ,u;} pro kazdé k, kde ( qgm) ‘ e ‘ g™ ) = Qm. Pod-
prostor 7} je linedrni obal prvnich £ vlastnich vektort matice Ag a tedy podle tvr-
zeni 9| je Ag-invariantni. Nakonec z tvrzeni (10| dostavame R = lim,,, o @;AOQW
kde R je horni trojuhelnikova diky konvergenci Sy k 7, pro kazdé k =1,... n—1.
Navic @m je unitarni pro kazdé m € N a tedy R je matice z tvrzeni|l1|s vlastnimi
¢isly Ay, ...,\, na diagondle.

Diikaz. (Tvrzeni Kompletn{ ditkaz je uveden v knize [Wilkinson| (1965, Kapi-
tola 8).
L]

2.3 Implementace explicitniho QR algoritmu

V této sekci ukazeme, jak efektivné implementovat explicitni QR algoritmus.
Budeme k tomu vyuzivat Givensovy rotace, které jsou zavedeny v knize Watkins
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(2002, Kapitola 3, Podkapitola 3.2). Pomoci Givensovych rotaci mizeme nulovat
prvky vektoru. Méjme vektor x € C", ktery ma prvnich k slozek nenulovych,
2 < k < n, a chceme vynulovat k-tou slozku. Pak existuje matice G € C"*", tak
ze

I X1
Tr—1 Tk—1
Ge=G"| x =] 0 |,
0 0
0 0

2 2 .
kde 7,1 = \/|Ik_1| + |zx|”. Definujme ¢y = x_1/7rk-1 & Sk_1 = T} /71, pak
matici G nazyvame matici Givensovy rotace a ma nasledujici strukturu

1

Obdobné jako na vektory miizeme Givensovy rotace aplikovat na matice a pomoci
nich tak nulovat prvky v matici. Nyni Givensovymi rotacemi najdeme QR rozklad
matice. M&jme matici A € C"*" v Hessenbergové tvaru a chceme vynulovat prvek
na pozici (2,1). Najdeme matici Givensovy rotace G, kterd pusobi na prvnim a
druhém radku a provedeme

c1 —85 11 Q12 - 1o a2
oA 51 G a1 Ay - 0 a
14 = 0 a3 10 as

1

Nasobeni matici G} zpusobi vytvoreni nuly na pozadovaném misté a zméni prvni
a druhy radek matice A. Pokracujme nalezenim matice Givensovy rotace G,
kterda vynuluje prvek na pozici (3,2). Dostaneme

T ALl
G5GTA =
1 ryo G2 aiz cc- ryo a1z ais
Co —S2 0 az as 0 re ays
= S9 Co 0 asg sz - =10 0 CL§3
0 0 43 0 0 43
1 )

Néasobeni matici G% pusobi na druhém a tfetim radku, vytvori nulu na pozici
(3,2), jak jsme pozadovali, a zdroven ponecha jiz vytvorenou nulu na pozici (2,1).
Pokracujeme nalezenim matice G3,G4... a po (n — 1) Givensovych rotacich do-
staneme matici v hornim trojihelnikovém tvaru, ozna¢me ji R. Oznacime-li nyni
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Q = G1G,y...G, 1, tak mame

R=G',...GiA

R=Q"A
A=QR.
Jelikoz matice Givensovych rotaci Gy, ...,G,_1 jsou unitarni, tak i jejich soucin )

je unitarni, a tedy jsme dostali rozklad matice A na horni trojuhelnikovou matici
R a unitarni matici @), coz je presné QR rozklad matice A. Tim mame hotovy
prvni krok jedné iterace explicitnitho QR algoritmu.

Nyni, abychom dokon¢ili iteraci explicitnitho QR algoritmu, musime provést

AlzRQ
Al =G| .. .GiAG,...Gp_1 = RGy ... G,y

Podivejme se na souc¢in RG1. Matice Gy pusobi na prvni a druhy sloupec matice R
a vytvori v nulovych prvcich matice R nenulovy prvek jen na pozici (2,1), ostatni
zustanou nulové. Podobné souc¢in RG1G4 vytvori z nulovych prvki nenulovy jen
na pozici (3,2). Ziskdvame, ze vysledna matice A; je opét Hessenbergova. A tedy
posloupnost matic tvorenych explicitnim QR algoritmem je posloupnost matic v
Hessenbergové tvaru.

Vyhoda pouziti Givensovych rotaci spociva v usetfeni vypocetnich naklad.
Provedeni QR rozkladu obecné matice ma vypocetni ndrocnost O(n?), a tedy
jedna iterace explicitniho QR algoritmu, kterd se skladd z QR rozkladu(O(n?))
a nasoben{ matic(O(n?)), by méla vypocetni slozitost O(n?). PouZijeme-li oviem
vyse popsany postup pro matici v Hessenbergové tvaru, pak jedna iterace expli-
citnfho QR algoritmu ma vypocetni naro¢nost O(n?), jelikoz aplikujeme 2(n — 1)
Givensovych rotaci a cena jedné Givensovy rotace je O(n).

2.4 Explicitni QR algoritmus se shiftem

Zavedeni shiftu do explicitniho QR algoritmu ma dvé vyhody. Po matici A €
C™ " jsme pozadovali, aby jeji vlastni ¢isla spliiovala podminku [A;| >...> |\,]
na to, abychom mohli ukazat konvergenci explicitniho QR algoritmu k horni troj-
uhelnikové matici. Zbavit se tohoto predpokladu nam pomize shift. Druhou vy-
hodou je urychleni konvergence explicitnitho QR algoritmu. Nyni uvedeme princip
duality, ktery nam pomitize propojit explicitni QR algoritmus s inverzni mocnin-
nou metodou.

Tvrzeni 13. Necht A € C"™" je reqularni matice a S C C" podprostor. Oznacme
B = (A*)"Y, pak posloupnosti

S, AS, A%S,...,
St BS* B:St, ...

jsou dudlni v ndsledujicim smyslu. Plati (A™S)+ = B™S+.
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Diikaz. Pozadovana rovnost prostort bude ziejma z nasledujici série ekvivalenci.
Zvolme libovolné v € (A™S)*, pak

veE(AmS)t = vlyVyecA"S <<= v-y=0,Yyec A"S
— v A"y=0,VgesS = AN w-y3=0,VyeS
= (AYweSt = wveA) St <= wveB"S-

V prvni ekvivalenci pouzivame definici ortogonalniho dopliku, v druhé definici
ortogonality dvou vektorti, ve ¢tvrté vlastnosti standardniho skaldrniho souc¢inu, v
paté definici ortogonality dvou vektort a definici ortogonalniho doplnku a v treti
a paté operace s prostory. Podafilo se ndm ukézat, ze kazdy vektor z (A™S)t je
také v B™S* a naopak. Celkem médme (A™S)+ = B™S*.

O
Zvolme nyni & = span {ey, ... ,e,}, pak posloupnost S,AS,A%S, ... je aplikace
simultdnnich iteraci na S s matici A € C™*", které jsou ekvivalentni s explicitnim

QR algoritmem. Pro k =1,...,n — 1 mame
span {qgm), . ,q,(cm)} = A"span{ey, ... ex},
kde ( g™ ‘ ‘ qm) ) = (), je matice ze simultannich iteraci. Jeliko
(span {eq, ... ,ek})L = span {egs1,. .. en},

pouzitim tvrzeni [13] dostdvame

span {q,(ﬁ)l, . 7(1m)} = B™span{egi1,.. . ,en}-

Specialné pro kK =n — 1 plati
span {qflm)} = B"span {e,} = (A*) 'span {e,} .

Tedy ¢\™ je vysledek inverzni mocninné metody s matici A*. V kapitole jsme
demonstrovali, ze na inverzni mocninnou metodu lze uplatnit shift. Specidlné
muzeme pouzivat jako shift Rayleightiv kvocient (definice . Navic mizeme v
kazdé iteraci pomoci Rayleighova kvocientu spocitat aproximaci vlastniho ¢isla a
tuto aproximaci pouzit jako dynamicky se ménici shift.

Pozndmka. Je mozné ukazat, ze zatim vsSechny odvozené algoritmy a metody
konverguji linedrné s vyjimkou invert-shift strategie s aktualizaci shiftu pomoci
Rayleighova kvocientu, ktera konverguje kvadraticky. Tedy zavedeni shiftu nam
urychluje konvergenci explicitntho QR algoritmu k jednomu z vlastnich cisel.

Mé&jme nyni matici A € C"™" v Hessenbergové tvaru a jeji vlastni disla

ozna¢me Aq, ... ,\,. Dale méjme k dispozici p € C, potom podle tvrzeni |4 matice
A — pl, ma vlastni ¢isla A\; — p, ...\, — p. PTezna¢me tato vlastni cisla tak, aby
platilo

A —pl = > A =gl
Pokud jsou splnény predpoklady tvrzeni pak poddiagonalni prvky

eerl (Am - p[n)ek
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konverguji k nule pro m — oo linearné s rychlosti (Ax11 — p)/(Ax — p). Nejrychleji
bude konvergovat k nule prvek e (A, — pl,,)en—1, jelikoz podil (A, —p)/(An—1—p)
je nejmensi. A tedy po dostatecné mnoha iteracich explicitniho QR algoritmu na
matici A— pl,, muzeme prvek e’ (A,, — pl,)e,_1 povazovat z vypocetniho hlediska
za nulovy. Posuneme-li matici A zpét, dostaneme

al,n
A ply= | A
A(n—1)n
0 ‘ Unom

Vlastni &sla této matice jsou sjednocenim spektra matice A, a prvku a,,. Tim
jsme nasli aproximaci a,, vlastniho ¢isla, které bylo nejbliz ¢islu p. V preznaceni
to je presné \,, proto mame A\, = ay,,.

Zbyva najit vlastni ¢isla matice A,, s mensim rozmérem, kterd je také v Hes-
senbergové tvaru, tuto ilohu mizeme vyresit stejnym postupem. Rekurzivné apli-
kujeme metodu na A,,. Takto najdeme aproximace viech vlastnich ¢isel piivodni
matice A, jelikoz po nalezeni jednoho vlastniho ¢isla zmensime rozmeér matice.
Procesu zmenseni rozméru matice rikame deflace.

Nyni ovSsem vyvstava otazka, jak volit shifty. Z vyse uvedeného procesu vi-
dime, Ze prvek

er(Am + ply)en

matice A,, + pl, konverguje v prubéhu iteraci k vlastnimu ¢islu A,. Jako shift p
muzeme v kazdé iteraci proto volit pravé aktudlni prvek e (A, + pl,)e, iteraéni
matice. V kazdé iteraci se podil (A, — p)/(An—1 — p) zmensuje, a tedy dosta-
vame rychlejsi konvergenci. D4 se ukazat, ze pri této volbé shiftu je konvergence
prvku e (A, + pl,)e,—1 k nule dokonce kvadratickd. Tuto tpravu explicitniho
QR algoritmu s volbou shiftu e’ (A,, + pl,,)e, nazyvame explicitni QR algoritmus
s Rayleigovym shiftem.

Shriime nyni iplné cely postup. Hleddme vlastni ¢isla matice A € C™*", pokud
A neni v Hessenbergové tvaru, prevedme ji pomoci unitarni transformace na Ay
v Hessenbergové tvaru, jinak oznac¢me Ag = A. Pro m = 1,2, ... iterujeme

Pm—1 = 6:zfqulen
(Am—l - pm—lln) = QmRm (R‘3)
Am - RQO + pm—llnx

V prvnim fadku zvolime shift, v druhém spocitame QR rozklad matice A,, 1 —
Pm—11, a ve tretim vypocteme A,, ze ziskaného QR rozkladu. Tento postup opa-
kujeme, dokud prvek e’ A,,e,_1 matice A,, neni dostate¢né blizko nule. Zapa-
matujeme si ziskanou aproximaci vlastniho ¢isla e} A,,e, a nasledné provedeme
deflaci. Cely algoritmus opakujeme rekurzivné na matici bez posledniho radku a
sloupce. Pokracujeme do té doby, dokud neziskame aproximace vSech vlastnich
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¢isel. Poznamenejme, ze plati A, = @}, An—1Qm, diky vypoctu

Am = RuQm + pm—11n

A = pn-1ln = @, (A1 — pm-11y) Qm

Am = pm—1ln = @ Am—1Qm — pm—1Qr, QI
Am = QrAm—1Qm,

kde do druhé rovnice jsme dosadili vyjadieni R, = A1 — pm-11, z Z tohoto
davodu k vypo¢tu muzeme vyuzit implementaci z kapitoly [2.3]

2.5 Wilkinsonuv shift

Explicitni QR algoritmus s Rayleighovym shiftem nekonverguje v pripadé,
kdyz mame A € R™", ktera ma komplexné sdruzend vlastni ¢isla. Pak totiz cely
algoritmus poc¢ita v realnych cislech a k aproximaci komplexniho c¢isla nemuze
dokonvergovat. V takovém pripadé mtzeme volit Wilkinsontiv dvojity shift.

Podstatou Wilkonsonova shiftu je vypocitat explicitnim vzorcem vlastni ¢isla
podmatice A rozméru 2 x 2. Je-li A = (aij)} =1, pak

A = (a(n—l),(n—l) a(n—l),n) )

G, (n—1) Apon

Vlastni ¢isla této matice mizeme vypocitat pomoci vzorce pro koteny kvadratické
rovnice aplikovaného na charakteristicky polynom. Pokud ziskdme oba koreny re-
alné, pak vybereme ten co je blizsi prvku a,,, prohlasime ho za shift a pokracu-
jeme explicitnim QR algoritmem s jednim shiftem. Pokud jsou kofeny komplexné
sdruzené, pak muzeme pouzit explicitni QR algoritmus s jednim shiftem dvakrat
za sebou. Uvazujme, Ze jsme v m-té iteraci a ozna¢me ziskané koreny p,,—1,pm—1-
Provedeme

Am—l - pm—ljn = QmRm
Am = RQO + pmfljn
Am - pm—lln = Qm+1Rm+1
Am+1 - Rm—l—lQm-l—l + pm—lln-
Lze dokazat, ze matice A, je redlna. Pokud ale tento proces implementujeme
v néjakém matematickém softwaru, v dusledku zaokrouhlovacich chyb (vypocet
probihé v aritmetice s plovouci fddovou ¢arkou) ziskdme vyslednou matici A1,
kterd miuze byt komplexni. Pfechodu do komplexnich ¢isel se vsak lze vyhnout.

Existuje zpusob, jak ziskat A,,,; pfimo z matice A,,_ 1, a pritom zustat v redlné
aritmetice. Tento postup pouze struéné uvedeme. Vime, ze plati vztah

Am+1 - Q;+1AQO+1 = Q;kn+1Q;knAm—1QQO+l~

Oznacme

Mm = (Am—l - pm—lln> (Am—l - pm_lfn) =
= Agn—l - (mel + pmfl)Amfl + mpmflln'
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Je zfejmé, ze matice M, je readlna. Pokud provedeme jeji QR rozklad, dostaneme
M, = QR. Da se ukazat, ze plati Q) = Q,,Qmn11 a tedy A,,,1 ziskdme vypoctem

Am+1 - Q*Am—lé?‘

Vice o Wilkinsonové shiftech viz [Watkins| (2002) a zde uvedené odkazy.

2.6 Implicitni QR algoritmus
V kazdé iteraci explicitniho QR algoritmu se shiftem pocitame

(Am—l - ,Om—lln> = QmRm
Am = RQO + pmfllna

pro néjaky shift p,,_; € C. Uz jsme ukazali, ze neni nutné konstruovat matici
Ry, jelikoz plati A, = Q, Apm—1Qnm, a tedy mizeme pouzit postup z kapitoly [2.3]
Ovsem matice Givensovych rotaci, pomoci kterych ziskdme matici @,,,, musime
vytvorit z matice (A1 — pm_11,), a proto ji musime explicitné sestrojit. Navic
existuji pripady, kdy odecteni matice p,,_1[, od matice A,,_; muze zpusobit
numerickou nestabilitu vypoctu.

Implicitni QR algoritmus je metoda, jak pocitat matice Givensovych rotaci,
bez nutnosti sestrojit problematickou matici (A,,_1 — pm_11,). Nejprve popiseme
implicitni QR algoritmus a nasledné ukazeme jeho ekvivalenci s explicitni verzi.

Ukazme si, jak funguje implicitni QR algoritmus s jednim shiftem, pridani vice
shifti je poté prirozenym rozsitenim této myslenky. Uvazujme, Zze mame matici
A € C™" v Hessenbergové tvaru a shift p € C. Potiebujeme sestrojit matice
Givensovych rotaci Gy, ... ,G,_1 z kapitoly [2.3] které splnuji

R=G; ,...Gi(A—pl,).
Vysledek A jedné iterace QR algoritmu pak ziskdme vypoctem
A=Gr .. .GIAG;...Gp_1.

Matice Gy, ...,G,_1 konstruujeme postupné a pomoci nich ihned provedeme po-
dobnostni transformace, coz nam umozni budovat mezivysledky A AR

AW = GTAG,
A® = G3ANG,

A _ A(n—l) et A(n_Q)Gn—l-

n—1

Ukazme nyni, jak najit matici Givensovy rotace G;. Tato matice ma za tkol
vynulovat prvek ao; uvnitt matice A — pl,,, ¢imz uskutecni transformaci

(9
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V kapitole jsme ukéazali, jakou strukturu maji matice Givensovych rotaci
a jak pocitat jeji prvky. V naSem pripadé polozme r; = \/\all — o> + |ax |,
c1 = (a11 — p)/r1 a s1 = ag /r1. Tedy mame

kterd nuluje prvek as; v matici A — pl,,. Na vypocet r,c; a s; jsme nepotiebovali
konstruovat matici A — pl,, stacilo z matice A precist prvky ai; a as;. Provedme
nyni podobnostni transformaci G¥AG,, abychom ziskali mezivysledek A", N4-
sobeni matici G zleva zméni prvni a druhy fadek matice A a nasobeni matici
G zprava zméni prvni a druhy sloupec matice GjA. Uvédomme si, Ze nasobeni
matici G zleva vynuluje prvek ay; pouze v piipadé p = 0. Matice A1) m4 tvar

ik i
ORIy 2

1 i i 1

. Qzy | A3g  Ass as n

AW = G1AG, = o) )
0 0 a43 a47n

0 T 0 av(@l—)l,n anl,zl

g 1 - . . . . o
Vznikly prvek agl), kvili kterému neni matice v Hessenbergové tvaru, nazyvame

bulge.
Déale potrebujeme sestrojit matici Givensovy rotace G3. Na to bychom ale
potfebovali znat prvky ré?,rgé) matice Ry = Qi(A — pl,), kterou ovSem kon-

T T
struovat nechceme. Pozdéji ukdzeme, ze (aé?,aé?) je nasobkem (ré?,ré?) ,

a tedy k sestrojeni (G5 muzeme pouzit prvky a%),a:(gll) z matice A, Polozme
Nk 1
ro = ]ald[" + fof?

2
1 1 ,
, Co = agl)/rl a Sy = aél)/rl. Proto mame

Provedme podobnostni transformaci matice A matici G5 a dostaneme

@ @] @
o a% RIS G%
40 — @ AG, = | — fig s o
0 ajy |agy - Qa4 n

0 -
0 0 al, a?),
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Nésobenim GA®M vynulujeme bulge na pozici (3,1), ale nidsobeni matice G5AM)
matici Gy zprava vytvori novy bulge na pozici (4,2). Tim jsme diagonalné posunuli
bulge o jednu pozici niz. Nyni sestrojime matici G'3 pomoci prvki ag), afé). Opét
plati, ze (ag),ag)T je nasobkem (ré?,réi))T a provedeme podobnostni transfor-
maci G5A®G3. Jako u predchoziho kroku se vynuluje bulge na pozici (4,2) a
posune se na pozici (5,3). Postup opakujeme, az dosdhneme

A=AD =—qr ArIq, .

To zavrsuje jednu iteraci implicitntho QR algoritmu s jednim shiftem. Shrime
tento postup.

Zacneme s matici A € C™" v Hessenbergové tvaru a shiftem p € C. Pomoci

prvkl a1 — p, as; sestavime matici Givensovy rotace G; a provedeme podobnostni
transformaci matice A matici Gy, coz znamend A = G7AG,. V matici A ge
vytvori bulge na pozici (2,1). Zbylou ¢ast procesu nazyvame bulge chasing. Z
prvkl aéll), agll) sestavime Gy a provedeme A®?) = G5AMG,. Tim posuneme bulge
z pozice (3,2) na pozici (4,3). Pokrac¢ujeme tak dlouho, nez bulge z matice uplné
vyzeneme, poslednim krokem je A~V = G* | A=2G, ;. Pravé jsme popsali
jednu iteraci implicitniho QR algoritmu s jednim shiftem.
Pozndmka (volba shiftu). Shift mizeme volit tplné stejné jako v kapitole 2.4 V
kazdé iteraci polozime shift roven prvku a,, z matice v predchozi iteraci. Mizeme
také vyuzit myslenky z kapitoly 2.5 V tom ptipadé budeme pocitat v kazdé iteraci
vlastni ¢isla podmatice 2 x 2 a jako shift zvolime to, které je nejbliz prvku a,,,.

Abychom ukazali ekvivalenci explicitniho a implicitntho QR algoritmu, mu-
sime oveérit, ze matice Gy, ...,G,_1 v explicitnim QR algoritmu jsou stejné jako
ty v implicitnim QR algoritmu. Z odvozeni vyse vime, ze staci dokazat, ze pro
kazdé i = 1,..,n — 2 existuje § # 0 splnujici

agﬁl,i — 8 7”1@1,#1
(@) - (4) )
Ay Tit2,i+1
Zformulujeme prislusné tvrzeni.

Tvrzeni 14. Givensovy rotace generované v kazZdé iteraci m = 1,2,... explicit-
niho a tmplicitniho QR algoritmu jsou stejné. Proto jsou explicitni a implicitni
QR algoritmy matematicky ekvivalentni.

Diikaz. Necht i € {1,..,n—2} je fixni. Podle diskuse pfed tvrzenim stac¢i dokéazat
pozadovanou rovnost pro nenulové 5. Matice Gy je stejna pro obé verze algoritmu,
jelikoz jsme Gy vytvoiili z prvkil a;; — p a ag; matice A1, Déle postupujme
indukci. Predpokladejme, Ze matice G ... ,G; jsou shodné pro oba algoritmy. 7Z
implicitniho algoritmu mame
AD = @1 GIAG, ... G,
ADGr . G =Gl GIA.

Vynasobme rovnici matici (A — pl,,) zprava

ADGE . GH(A—pl,) =G .. GIA(A - pl,).
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Z vypoctu A (A — pl,) = A2 —pA = (A — pl,,) A vidime, Ze matice A a (A — pI,)
komutuji. Pfipomenme znaceni R; = Q7 ... Q5 (A — pl,,). Déle vyuzijme komuta-
tivity zminénych matic a definici R;. Dostaneme

Zapisme tuto rovnost v blokovém tvaru
AR [ AY (R RY (R RY ) ((An| A )
Agzl) ASQ) 0 ‘ RSQ) 0 ‘ Ré@ Ag ‘ Agg

Bloky A, R a Ay, majf rozmér i x 4, R\ je horni trojihelnikova a RS je v
Hessenbergové tvaru. Z blokového nasobeni matic plyne rovnost

A RY) = RS Ay

Podle indukéniho predpokladu je matice Agl) skoro v Hessenbergové tvaru, az na
poruseni bulgem, a proto ma jen dva nenulové prvky v poslednim sloupci. Jsou
to prvky agu a az(-fgu. Matice A je v Hessenbergové tvaru, a tudiz As; ma pouze
jeden nenulovy prvek a;;;;. Pokud vyndsobime obé strany rovnice, tak ziskame
nenulovy jen posledni sloupec. Presné

NG 0
@ [ @1\ [ Tit1i41
T (i) = Qi1 | (4) :
it Tit2,i+1
Prvky TEZ) a a;y1,; jsou nenulové. Pro = (LH_LZ‘/TZ(? dostavdme pozadovanou

rovnost.

[]

Pozndmka. Na konci dikazu tvrdime, ze prvek a;;;,; v matici A je nenulovy. To
je ekvivalentni predpokladu, ze je matice v iplném Hessenbergové tvaru. Pokud
by ovSsem matice A nebyla v Gplném Hessenbergové tvaru, pak miuzeme pouzit
deflaci a tlohu rozdélit na dvé mensi podilohy.

2.7 Implicitni QR algoritmus s nasobnym shif-
tem

Nyni zobecnime postup pro M shiftii. Poznamenejme, ze musi platit M <
n — 1, kde n je rozmér matice, jinak by vypocet nemél smysl. Vétsinou M volime
malé. V praxi se bézné vyuzivaji jeden, dva nebo tii shifty.

Zvolme py,...,pp € C a definujme

flA) =(A—=puly)...(A—pil).
Na vytvoteni bulge potfebujeme pouze prvni sloupec f(A), ozna¢me ho

r= f(A)e.
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Ze skutecnosti, ze A — p; jsou pro ¢ = 1,...,M Hessenbergovy matice, plyne

(A —piln)er = , (A=pul)(A—=pily)er =

O ¥ % X

S O *x *x

kde hvézdicky jsou nenulova komplexni cisla. Z vyse uvedeného je ziejmé, ze x
mé prvnich M + 1 prvkl nenulovych a zbylé prvky jsou nulové. Nyni najdeme
M matic Givensovych rotaci Gy, ... Gy, které postupné nuluji prvky vektoru x.
(Na tento proces muzeme vyuzit také jednu matici Householderovy reflexe.) Pak
plati

Oznaéme Gy = Gy ... Gy. Matici Gy vyuZijeme k vytvoreni bulge. Stadi provést
AN = G AG,.
[lustrujme na matici 6 x 6, jak vypada bulge pro M =2 a M = 3:

¥ % ok ok k% ¥ %k ok ok k%
¥ ok ok ok k% ¥k ok ok k%

A _ X ok ok ok ok A X ok ok ok ok ok
X X % % % x|’ X X % % *k %

* %k % X X X ok ok ok

* ok * %

Hvézdicky znazornuji strukturu matice pred podobnostni transformaci a krizky
prvky, které pribyly vlivem transformace. Vlevo je pripad M = 2 a vpravo pripad
M = 3.

Déle postupujeme procesem bulge chasing. Postupné hledame jednotlivé ma-
tice Gg,...,G,_1 a pro j = 2,...,n — 1 provadime transformace

AW — G;A(j—l)Gj‘

Uvédomme si, ze matice Go, ... G,_1 jsou (stejné jako G1) slozeny ze soucinu M
Givensovych rotaci. Posledni matice A = A™=1) je opét v Hessenbergové tvaru.
Tim je dokoncena jedna iterace implicitntho QR algoritmu s M shifty. Miizeme

zvolit nové shifty pgz), cee pg\? a cely proces znovu opakovat.

Uz jsme si ukazali, jak muzeme volit shifty pro M =1 a M = 2, viz kapitoly
a[2.5] Obecné 1ze volit jako shifty poslednich M diagonélnich prvka matice A.
Jelikoz je M vétsinou malé, tak dalsi moznosti je rozsiteni myslenky Wilkinsonova
shiftu. Najdeme vlastni ¢isla podmatice rozméru M x M, pro M > 2 napriklad
implicitnim QR algoritmem s jednim shiftem. Ty pak pouzijeme jako shifty. Exis-
tuji i jiné komplexnéjsi shiftovaci strategie, viz clanky David a Watkins| (2006) a
Vandebril a Watkins| (2012). Vliv volby shiftovaci strategie budeme diskutovat v
nasledujici kapitole, ktera se bude zabyvat numerickymi experimenty.
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Na zavér uvedme, ze bylo pozorovano, ze pridani shiftu rozumné velikosti
(M < 6) do implicitniho QR algoritmu pozitivné ovlivni jeho konvergené¢ni vlast-
nosti a celkovou rychlost vypoctu pri implementaci na pocitaci. Bohuzel pridani
shift ztiZ{ analyzu konvergence viz ¢lanek [Parlett a Kahan! (1968). Zatim se nepo-
darilo plné dokazat konvergenci implicitniho QR algoritmu pro tspésné shiftovaci
strategie.
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3. Numerické experimenty

V predchozich kapitolach se ndm podatilo odvodit implicitni QR algoritmus
s vicenasobnym shiftem, v literature znamy také pod oznacenim Francistv al-
goritmus. Tento algoritmus jsem naprogramoval v prostredi MATLAB a jeho
implementaci popiSeme nize. V této kapitole otestujeme zminénou implemen-
taci na testovacich maticich rtznych rozmért a pokusime se ukézat vlastnosti
konvergence v zavislosti na velikosti shiftu a samotné volbé shifti. V tomto
textu se zaméfime na demonstraci experiment na nékolika vybranych testo-
vacich maticich, nicméné je nutné zdiraznit, ze algoritmus byl dikladné ové-
fen i na mnohem rozsahlejsim souboru matic. Experimenty byly provadény na
pocitaci s procesorem Intel i5-4460 s vykonem 3,20 GHz ve verzi R2021b pro-
sttedi MATLAB. VSechny zdrojové kody a experimenty je mozné najit na strance
https://github.com/CirbusJ/Bakalarska-prace-Francisuv-algoritmus.

3.1 Implementace Francisova algoritmu

Implementace je zaloZena na poznatcich z knihy Aurentz a kol.| (2018)). Provedl
jsem dvé implementace. Tyto implementace jsou identické, az na volbu shiftovaci
strategie. Jednou je algoritmus implementovan s Wilkinsonovym shiftem (nale-
zeni vlastnich ¢isel podmatice M x M) a po druhé volim shifty jako M poslednich
diagonalnich prvki, kde M je velikost shiftu. Strucné je popisme. Vstupni para-
metry zahrnuji matici, pro kterou provadime hledani vlastnich c¢isel, a pozado-
vanou velikost shiftu. Dalsi vstupni parametry jsou urceny pro rekurzivni volani
algoritmu.

P1i prvnim zavolani algoritmus nastavi data jako maximalni povoleny pocet
iteraci, nez dojde k deflaci, a toleranci deflace. Dale pomoci vestavéné funkce hess
prevede vstupni matici na Hessenbergovu matici.

Poté algoritmus zkontroluje rozmér matice. Pokud je matice 1 x 1 nebo 2 x 2,
tak spocte vlastni ¢isla explicitnim vzorcem. V ptipadé 1 x 1 polozi aproximaci
piimo rovnou tomuto ¢islu a v pripadé 2 x 2 vyuzije vzorec pro pocitani ko-
rent kvadratické funkce. Nez algoritmus zacne samotny proces vytvoreni bulge a
nasledny bulge chasing, zkontroluje, jestli je rozmér matice mensi nez Sest, v tako-
vém pripadé pak algoritmus nastavi velikost shiftu rovnou jedné. Pouzivani moc
velkého shiftu na matice malych rozméri miize pusobit komplikace s konvergenci.

Nyni algoritmus zvoli poc¢atecni shift. Volbu shiftovaci strategie provedeme
pred volanim algoritmu pouzitim jedné z implementaci. Pomoci for cyklu prova-
dime proces vytvoreni bulge a néasledny bulge chasing, pricemz po kazdém pro-
vedeni obou procest algoritmus zkontroluje, jestli neni néjaky z poddiagonalnich
prvkil v absolutni hodnoté mensi nez parametr tolerance deflace. Pokud nastane
situace, kdy je jeden z poddiagonalnich prvka v absolutni hodnoté mensi nez
tolerance deflace, pak algoritmus provede deflaci a rekurzivné zavola sam sebe
na prislusné podmatice. V opac¢ném pripadé algoritmus najde novy shift podle
zvolené shiftovaci strategie a vrati se na zacatek for cyklu.

Timto postupem algoritmus najde vSechna vlastni ¢isla vstupni matice. Vy-
stupem algoritmu je tedy celé spektrum vstupni matice.

Poznamka. Procesy vytvoreni bulge a bulge chasing jsou implementovany podob-
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nostnimi transformacemi maticemi Givensovych rotaci, které sestrojime stejné
jako v kapitole 2.7, V knize [Aurentz a kol| (2018) tyto matice nazjvaji core
transformations.

Pozndmka. Implementace s Wilkinsonovym shiftem na vypocet vlastnich cisel
podmatice M x M vyuziva implementaci s jednim shiftem zvolenym jako posledni
diagonalni prvek.

3.2 Testovaci matice

Zde uvedeme matice, na kterych budeme provadét experimenty.

Matice s predepsanymi vlastnimi ¢isly Uvazujme matici A € C"*" s pre-
depsanymi vlastnimi ¢isly. Matici A sestrojime pomoci podobnostni trans-
formace. Vezmeme matici D € C™*", kterd ma na diagondle pozadovand
vlastni ¢isla, a provedeme podobnostni transformaci ndhodnou matici S
stejného rozméru. Nahodnou matici S ziskame piikazem rand(n) z MAT-
LABu. Pak sta¢i polozit A = S~1DS. Nahodné matice S je s pravdépodob-
nosti blizko jedné regularni, proto se jedna o podobnostni transformaci. 7Z
tvrzeni [7] mame rovnost spekter matic A a D.

Matice s citlivymi vlastnimi ¢isly Matice uvedené v této sekci maji citliva
vlastni ¢isla. Vyuzijeme sadu testovacich matic, které jsou vestavéné v MAT-
LABu. Matice ziskana piikazem gallery(’grcar’,n) je n X n Toeplitzov-
ska s jednickami na diagonale a na tfech naddiagonalach a minus jednickami
na poddiagonale.

Prikazem gallery(’lesp’,n) dostaneme matici rozméru n x n, kterd je
tridiagonalni s realnymi vlastnimi cisly, ktera jsou rovnomérné rozdélena.
Citlivost jejich vlastnich cisel roste exponencialné pro zaporna vlastni cisla.

3.3 Experiment 1

V tomto experimentu ovéiime, ze algoritmus skuteéné najde vlastni ¢isla za-
dané matice.

Priklad (Matice s predepsanymi vlastnimi ¢isly). Uvazujme matici A € R™*"
s predepsanymi vlastnimi ¢isly. Zvolme rozmér matice n = 100 a vlastni c¢isla
rovnomérné rozdélend na intervalu [1,100], tedy Ay = 1, s = 2, ..., Adjg0 = 100.
Aplikujme na matici A implementaci Francisova algoritmu s jednim shiftem a
parametrem tolerance deflace nastavenym na tol = 1075,

Algoritmus spolehlivé najde aproximace piq, ..., ft100 vSech vlastnich cisel. Po-
kud se podivame na chybu ziskanych aproximaci |\; — p;| pro j = 1,...,100, zjis-
time, Ze vSechna vlastni ¢isla jsou aproximovana s presnosti radové stejnou jako
zvolend tolerance tol = 107°. Poznamenejme, Ze pfesnd hodnota je zdvisld na
nahodné vygenerované matici S. Existuji ndhodné matice S, pro které je chyba
radové vétsi, ale porad dostavame kvalitni aproximace. Presnéjsich aproximaci
muzeme dosahnout zmensenim parametru tolerance deflace.

Stejny vysledek dostaneme i pro matice s libovolnymi rovnomérné rozlozenymi
vlastnimi ¢isly. Naptiklad A\; = 2, s = 4, ..., Aj00 = 200 nebo s komplexnimi
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A =1414,..., 100 = 100 + 1007, viz Obréazek nahote. Dokonce i pro matice s
vlastnimi ¢isly A\; = 1,2, A = (1,2)2, ... ) A0 = (1,2)1% nebo Ay = (141,14), Ay =
(14+1,12)2, ... As0 = (1+1,17)%°, které maji nerovnomérné rozloZena vlastni ¢isla,
plati stejny zavér. Pro srovnani viz Obrazek [3.1] dole.
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Obréazek 3.1: Presnd vlastni cisla a jejich aproximace spoctené Francisovym al-
goritmem pro matice s predepsanym spektrem A\ = 1 +4,..., g0 = 100 + 100z
(nahote); A\; = (1 +1,17), Ao = (1 + 1,19)%, ... As0 = (1 + 1,12)° (dole).

Priklad (Matice s citlivymi vlastnimi ¢isly). Otestujeme algoritmus na maticich
gallery(’grcar’,n) a gallery(’lesp’,n). Zde nemame k dispozici presna
vlastni ¢isla. Proto budeme srovnavat ziskané aproximace nasi implementaci s
aproximacemi z vestavéné funkce eig v MATLABu. Opét vyuzijeme implemen-
taci Francisova algoritmu s jednim shiftem a parametrem tolerance deflace nasta-
venym na tol = 107°.

Pro obé zminéné matice algoritmus najde velice dobré aproximace. Pro volbu
rozméru matic n = 50 a n = 100 je chyba ziskanych aproximaci g, ..., iy
vudi aproximacim oy, ..., 0, z funkce eig fadové 107°, tedy |o; — p;| < 107°
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pro j = 1,...,n. Pokud matice gallery(’grcar’,n) a gallery(’lesp’,n) po-
rusime perturbaci £ = 10 %rand(n), dostaneme velice rozdilnd spektra oproti
neporusenym maticim. OvSem aproximace g, ..., u, velice dobfe odpovidaji
aproximacim oy, ...,0,, opét plati |o; — p;| < 107° pro j = 1,...,n. A tedy
nasi implementaci Francisova algoritmu je vhodné pouzit i na matice s citlivymi
vlastnimi ¢isly. Srovnani pro matici gallery(’lesp’,n) vidime na Obrazku[3.2]

1 . :
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Obrazek 3.2: Vlastni ¢isla aproximovana vestavénou funkci eig a Francisovym
algoritmem pro matici gallery(’lesp’,50) bez perturbace (vlevo), s perturbaci
(vpravo).

7 vyse uvedenych experimentu vidime, ze algoritmus opravdu najde spolehlivé
aproximace vlastnich ¢isel. Na zavér se zminime, ze schopnost algoritmu hledat
vlastni ¢isla byla otestovana na mnohem vétsim vzorku matic.
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3.4 Experiment 2

V tomto experimentu se pokusime ukézat vliv volby shiftovaci strategie. Bu-
deme porovnavat Wilkinsontuv shift (nalezeni vlastnich ¢isel podmatice M x M) a
zobecnény Rayleighuv shift (poslednich M prvki na diagondle). Zminéné shifto-
vaci strategie pro velikost shiftu jedna splyvaji, proto v této c¢asti budeme pracovat
s velikosti shiftu dva. Tolerance deflace bude pro obé implementace nastavena na
hodnotu tol = 1075,

Priklad (Matice s predepsanymi vlastnimi ¢isly). Uvazujme matici A € R™*"
s predepsanymi vlastnimi ¢isly. Zacnéme s pripadem n = 100 a vlastnimi ¢isly
A =1, =2 ..., A\go = 100. Oznacéme 1, ..., jt100 aproximace ziskané pomoci
implementace se zobecnénym Rayleighovym shiftem a vy, ..., v190 aproximace
ziskané pomoci implementace s Wilkinsonovym shiftem. Oba algoritmy najdou
spolehlivé aproximace splitujici [A\; — p;| < 107% a [N, —v;| < 107 pro j =
1,...,100.

V nésledujici tabulce uvedeme celkovy pocet iteraci potiebny k nalezeni vsech
aproximaci. Jednou iteraci zde rozumime vytvoreni bulge a nasledny bulge cha-
sing. Poznamenejme, Ze jednotlivé iterace nejsou z vypocetniho hlediska ekviva-
lentni, jelikoz se provadeéji na ruznych velikostech matic v dusledku rekurzivni
povahy implementaci.

\1. 2. 3. 4. 5 6.

Rayleigh | 227 344 268 235 213 285
Wilkinson | 108 107 108 108 103 108

Tabulka 3.1: Celkovy pocet iteraci pro rtizné shiftovaci strategie a 6 testovacich
matic s predepsanym (rovnomérné rozlozenym) spektrem.

Sestkrat jsme pouzili implementace na matici s vlastnimi ¢sly A\ = 1, \y =
2, ..., A\100 = 100, ale pokazdé byla jina ndhodna matice, kterou jsme provedli
podobnostni transformaci. Z tabulky je zfejmé, ze Wilkinsontiv shift je pro uva-
zovanou ulohu vyhodnéjsi shiftovaci strategie, jelikoz tato implementace nalezla
aproximace v mensim poctu iteraci. Toto pozorovani je lehce vysvétlitelné. Poci-
tanim vlastnich ¢isel podmatice 2 x 2 mlizeme ocekavat, ze dostaneme presnéjsi
aproximace skutecnych vlastnich cisel. Algoritmus tak konverguje rychleji. To
nam poskytne jesté lepsi aproximace v dalsim kroku.

Nevyhodou Wilkinsova shiftu v obecnéjsim pripadé je pravé nutnost pocitat
vlastni ¢isla podmatic. Pro velikost shiftu dva mizeme pouzit explicitni vzorec.
Pro shift vetsi velikosti vSak musime vyuzit néjaky jiny zptisob. V nasi implemen-
taci pouzivame pro tento ucel Francisuv algoritmus s jednim shiftem. Tim ovSem
zvysSujeme vypocetni naro¢nost kazdé iterace.

Dalsi problém muze nastat, pokud jsou hledana vlastni ¢isla realna. Potom
bychom radi dostali i redlné aproximace. Ovsem pri vyuziti Wilkinsonova shiftu
muze ojedinéle dojit k sestrojeni komplexnich shiftti v disledku nahromadéni za-
okrouhlovacich chyb v podmatici, ze které shifty poc¢itame. Tim se cely vypocet

Vv

ximace pak také obsahuji nenulovou komplexni slozku. Tato imaginarni cast je
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sice velmi mala, ale i pTesto je to nezadouci vlastnost. Numericky experiment,
pii kterém doslo k tomuto jevu, ilustruje Obrézek [3.3] Zatimco Rayleightiv shift
je vzdy redlny (nebot aproximuje redlna vlastni ¢isla), pro Wilkinsonuv shift to
neplati.

%1078

Py O pfesna vlastni ¢isla |
* aproximace vlastnich Cisel-Rayleigh
+ aproximace vlastnich Cisel-Wilkinson
3 s ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Re(z)

Obrazek 3.3: Presna vlastni cisla a shifty poc¢itané dvéma strategiemi. Vidime, ze
Wilkinsontv shift je nékdy komplexni.

Priklad (Ndhodnd matice). Pouzijme nyni nase algoritmy na ndhodnou matici
S € R0 yvoenerovanou pifkazem randn(100). Oznaéme i, .. ., fi100 2PTO-
ximace ziskané pomoci implementace se zobecnénym Rayleighovym shiftem a
vy, ..., V100 aproximace ziskané pomoci implementace s Wilkinsonovym shiftem.
Jelikoz nezname presna vlastni ¢isla generovanych ndhodnych matic k porovnani
presnosti, pouzijeme aproximace oy, ..., 019 ziskané z vestavéné funkce eig.

Pro obé implementace dostavame chybu vlastnich ¢isel radové stejnou jako je
zvolend tolerance. Plati |o; — p;| < 107% a |o; —v;| < 107% pro j = 1,...,100.
Srovnén{ aproximaci vidime na Obrazku [3.4]

Opét se podivame na potiebny pocet iteraci na nalezeni celého spektra. Ite-
racemi rozumime stejny proces jako v predchozim piikladu 3.4 Postupné jsme

\ 1. 2. 3. 4. 5. 6.

Rayleigh | 16783 1782 3284 3221 4878 3664
Wilkinson 157 153 160 158 149 155

Tabulka 3.2: Celkovy pocet iteraci pro rtzné shiftovaci strategie a 6 nahodnych
testovacich matic.

generovali nahodné matice a na kazdou pouzili obé shiftovaci strategie. Tento po-
stup jsme provedli Sestkrat. Z vysledné tabulky je vidét, ze pomoci Wilkinsonovy
shiftovaci strategie se nam podatilo ziskat aproximaci celého spektra za znacné
mensi pocet iteraci.

Tak razantni rozdil v poctu celkovych iteraci je zptsoben nasledujici skutec-
nosti. Nahodné matice, které generujeme, jsou realné, ale obsahuji komplexné
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sdruzené pary vlastnich ¢isel. Cely vypocet s Rayleighovym zobecnénym shiftem
probihd v realné aritmetice, a tedy konvergence je velmi pomald, protoze pou-
zivané shifty nejsou dobrymi aproximacemi skuteénych vlastnich ¢isel. Naopak
implementace s Wilkinsonovym shiftem (diky vypoctu vlastnich ¢isel podmatice
2 x 2) do iteraci zavede komplexni shifty, a proto tato implementace konverguje
rychleji. Nevyhodou je opét prechod do komplexni aritmetiky, ktera je vypocetné
narocnéjsi.
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Obrézek 3.4: Priklady spekter ndhodnych matic a jejich spoctené aproximace.

3.5 Experiment 3

V tomto poslednim experimentu otestujeme vliv velikosti shiftu na konver-
genci poddiagonalnich prvki itera¢ni matice k nule. Budeme pouzivat implemen-
taci s Wilkinsonovym shiftem pro ruzné velikosti shiftt a sledovat velikost posled-
nich péti poddiagonalnich prvkid, nez dojde k prvni deflaci. Parametr tolerance
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deflace nastavime na hodnotu tol = 1076.

Priklad (Matice s predepsanymi vlastnimi ¢isly). Méme A € R™" s vlastnimi
Cisly Ay = 1, A0 = 2, ..., A\jgo = 100, ziskanou podobnostni transformaci nahod-
nou matici. Oznacme an—45-5, Gn—3n-4, An—2n-3 , An—1,n—2 & Qpn,—1 poslednich
pét poddiagonalnich prvkiu matice A a sledujme, co se s nimi bude dit, nez dojde
k deflaci.

Velikost poddiagonalnich prvk

1 2 3 4 5
Index kroku

Obrézek 3.5: Konvergence poddiagonalnich prvki pro jeden shift.

Obrézek je podle naseho oc¢ekdvani. Zvolili jsme jeden shift a tplné po-
sledni poddiagonalni prvek konverguje k nule. Ve chvili, kdy dosahne pozadované
tolerance, dojde k deflaci.

102

100 F —_—

Ap—4n—5
—dp_3n—4
(p—2n—3
Ap—1,n-2
App—1

Velikost poddiagenalnich prvkl
=
.

1 2 3 4 5
Index kroku

Obrazek 3.6: Konvergence poddiagonalnich prvkii pro dva shifty.

Pro dva shifty bychom ocekavali, ze dva poddiagonalni prvky ptijdou k nule,
ale v obrazku [3.6| vidime, ze konverguje pouze jeden. Tentokrat to je ale prvek
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an—1,n—2. Nejspis je tato skutecnost zplisobena tim, Ze jsme zvétSenim shiftu pii-
dali aproximaci dominantnéjsiho vlastniho ¢isla.

102

Velikost poddiagenalnich prvkl

-6
10 Ap—4n—5
(p—3.n—4
10-8 Ap—2n-3
Ap—1,n-2
App—1
10-1 0 I I L
1 2 3 4 5

Index kroku
Obrazek 3.7: Konvergence poddiagonalnich prvki pro t¥i shifty.

Obrézek je podle oc¢ekavani. Posledni tfi poddiagonalni prvky konverguji
k nule a jeden z nich rychleji nez ostatni. Pro vétsi pocet shiftii konverguji rtizné
pocty poddiagonalnich prvka a bylo by potireba udélat dikladnéjsi analyzu.

Poznamenejme, zZe to, kolik a jaké poddiagonalni prvky v tomto prikladé kon-
verguji, zavisi na nahodné vygenerované matici, pomoci které provadime podob-
nostni transformaci. Proces byl proveden mnohokrat a vzdy konverguji rtizné
pocty prvku.

Na zavér se podivejme na pocet iteraci potiebny k nalezeni spektra. Jednou
iteraci rozumime vytvotreni bulge a nasledny bulge chasing. Je dtlezité si uve-
domit, ze iterace pro rizné velikosti shifti jsou rozdilné vypocetné narocéné. Pro
shift velikosti M v jednom kroku bulge chasingu pouzivame M matic Givensovych
rotaci.

Velikost shiftu ‘ 1 2 3 4 5

Pocet iteraci pro A; | 200 108 96 99 109
Pocet iteraci pro A, | 198 110 98 111 118

Tabulka 3.3: Celkovy pocet iteraci pro rizné velikosti shiftti a dvé testovaci ma-
tice.

Matice A; a A; maji obé vlastni ¢isla \y = 1, s = 2, ..., A\jgo = 100, ale
vznikly z riznych ndhodnych matic. Z tabulky vidime, ze potTebny pocet
iteraci klesa s rostouci velikosti shiftu. Ovsem od jisté velikosti zacne opét riist.
muzeme usoudit, ze velikost shiftu ¢tyri a vic je pro tento priklad nevhodna.
Vypocetni narocnost pro vétsi shifty ilustrujme na maticich Az a Ay, které maji
stejna vlastni ¢isla Ay = 1,y = 2, ..., Ayg0 = 200, ale jsou ziskany pomoci
riznych nahodnych matic.
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Velikost shiftu 12 3 4 5

386 209 185 195 545
1,11 1,19 148 6,24 8,07
388 212 280 266 496
1,03 122 136 149 4,24

Pocet iteraci pro A;
Vypocetni Cas [s] pro As
Pocet iteraci pro A,
Vypocetni cas [s] pro Ay

Tabulka 3.4: Celkovy pocet iteraci a vypocetni cas pro ruzné velikosti shift a
dve testovaci matice.

7 tabulky je nyni zfejmé, ze jednotlivé iterace pro rtzné velikosti shiftu jsou
opravdu rozdilné vypocetné narocné.

Podobné jako matice z predchoziho prikladu se chova vétsina matic, které jsme
v celé experimentalni ¢asti uvedli (a i jiné). Velikost shiftu, od které se zacne
zvySovat pocet iteraci, je pro vSechny testované matice tii nebo ¢tyri. Z c¢ehoz
muzeme vyvodit, Ze se nevyplati pro nase implementace a shiftovaci strategie
pouzivat vétsi velikost shiftu nez ¢tyti.
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Z.aver

V této préaci jsme se v kapitolach [I] a [2] zamérili na odvozeni implicitniho
QR algoritmu s nasobnymi shifty na zakladé literatury. V pribéhu tohoto odvo-
zeni jsme uvedli fadu vysledkl, které nam poslouzily k dikladnému vysvétleni
problému a poskytly nam hladky prechod az k pozadovanému implicitnimu QR
algoritmu. PTi odvozovani se nam podafilo zavést do problému shift, ktery urych-
lil rychlost konvergence QR algoritmu. V zavéru kapitoly [2| jsme postup s jednim
shiftem zobecnili na implicitni QR algoritmus s nasobnymi shifty a uvedli dvé
shiftovaci strategie, se kterymi jsme experimentovali v kapitole [3]

V numerickych experimentech jsme ovérili i¢innost vlastni implementace im-
plicitniho QR algoritmu s nasobnymi shifty na riuzné testovaci matice. Pokusili
jsme se ukazat rozdily plynouci z volby shiftovacich strategii a také velikosti
shiftu.

V prvnim experimentu jsme zkouseli, zda algoritmus opravdu umi najit vlastni
c¢isla. Studovali jsme vliv parametru pro detekci nulového prvku na presnost zis-
kanych aproximaci. Podatilo se ndm ukazat, ze algoritmus spolehlivé najde dobré
aproximace vlastnich ¢isel riznych matic, mezi nimiz jsou i matice s citlivymi
vlastnimi ¢isly.

V druhém experimentu jsme porovnavali dvé shiftovaci strategie, a to Wilkin-
sonuv shift a zobecnény Rayleightiv shift. Ukéazali jsme, Ze i pres vyssi vypocetni
narocnost je Wilkinsontuv shift vyhodnéjsi strategii pro vétsinu matic.

Ve tietim experimentu jsme se zamérili na vliv velikosti shiftu na konver-
genci poddiagonalnich prvkt matice a vypocetni naroc¢nost celého algoritmu. Na
uvedenych ptikladech jsme ukazali rostouci vypocetni naro¢nost pro zvysujici se
velikost shiftu. Zjistili jsme, ze vétsi velikost shiftu plisobi znacné ztizeni ana-
Iyzy numerického chovani algoritmii. Bylo by tfeba provést vice experimenti a
dukladnéjsi analyzu celého problému.

41



Seznam pouzité literatury

AURENTZ, J. L., MAcH, T., RoBoL, L., VANDEBRIL, R. a WATKINS, D. S.
(2018). Core-Chasing Algorithms for the Eigenvalue Problem. Fundamentals
of Algorithms. SIAM, Philadelphia. ISBN 978-1-611975-33-8.

Davip, R. J. A. a WATKINS, D. S. (2006). Efficient Implementation of the
Multishift QR Algorithm for the Unitary Eigenvalue Problem. SIAM Journal
on Matriz Analysis and Applications, 28(3), 623-633. doi: 10.1137,/050630787.

GoLuB, G. H. a VAN LoaN, C. F. (1996). Matriz Computations. Third Edition.
The Johns Hopkins University Press, Baltimore. ISBN 0-8018-5414-8.

PArRLETT, B. N. a KAHAN, W. (1968). On the convergence of a practical
QR algorithm. In IFIP Congress. URL https://api.semanticscholar.org/
CorpusID:42668376|

VANDEBRIL, R. a WATKINS, D. S. (2012). A Generalization of the Multishift
qr Algorithm. SIAM Journal on Matriz Analysis and Applications, 33(3),
759-779. doi: 10.1137/11085219X.

WATKINS, D. S. (2002). Fundamentals of Matriz Computations. Second Edition.
John Wiley and Sons, New York. ISBN 0-471-21394-2.

WATKINS, D. S. (2008). The QR Algorithm Revisited. SIAM Review, 50(1),
133-145.

WILKINSON, J. (1965). The Algebraic Eigenvalue Problem. Clarendon Press,
Oxford. ISBN 9780198534037.

42


https://api.semanticscholar.org/CorpusID:42668376
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:42668376

	Seznam použitých zkratek
	Úvod
	Mocninná metoda, podprostorové iterace a jejich modifikace
	Mocninná metoda
	Modifikace mocninné metody
	Podprostorové a simultánní iterace

	Explicitní a implicitní QR algoritmus
	Matice v horním Hessenbergově tvaru
	Explicitní QR algoritmus
	Implementace explicitního QR algoritmu
	Explicitní QR algoritmus se shiftem
	Wilkinsonův shift
	Implicitní QR algoritmus
	Implicitní QR algoritmus s násobným shiftem

	Numerické experimenty
	Implementace Francisova algoritmu
	Testovací matice
	Experiment 1
	Experiment 2
	Experiment 3

	Závěr
	Seznam použité literatury

