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Turingovy stroje — historie a motivace

@ 1931-1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing

@ Turinglv stroj

» zachyceni prace matematika
* nekonecnd tabule

Ize z ni &ist a lze na ni psat
* mozek (Fidici jednotka)

) i ‘B‘B‘Xl‘xz‘ |x,‘
» Formalizace TM:

* misto tabule nekonecna paska

Finite
control

XJB ‘B‘

* misto kfidy €teci a zapisovaci hlava, kterou Ize posunovat v obou smérech
* misto mozku kone&n3 Fidici jednotka (jako u PDA)

» dalsi formalizace:
* &3stecné rekurzivni funkce, booleovské funkce, RAM, A\—kalkul,

@ Snazime se definovat problémy nerozhodnutelné jakymkoli pocitacem.
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Definition 9.1

Turingiv stroj (TM) je sedmice M = (Q, X, T, 4, qo, B, F) se sloZzkami:
Q@ koneénd mnozina stavi
> konecna neprazdnd mnozina vstupnich symboli
I kone&ni mnoZina véech symbolii pro pasku. Vidy T 2 %, QNI = 0.

d (&aste¢nd) prechodova funkce. (Q — F) x I = Q x I x {L,R}, v
0(g,x)=(p,Y,D):

€ (Q — F)! aktuélni stav

€ [ aktualni symbol na pasce

novy stav, p € Q.

€ I symbol pro zapsani do aktualni bunky, pfepiSe aktualni obsah.

€ {L, R} je smér pohybu hlavy (doleva, doprava).

go € Q pocatecni stav.

U <v Xa

B €T —%. Blank. Symbol pro prazdné buriky, na za¢atku vsude kromé
konecného poctu bunék se vstupem.

F C @ mnozina koncovych neboli prijimajicich stavi.

Pozn: nékdy se nerozlisuje ' a ¥ a neuvadi se prazdny symbol B, tj. pétice.

_ Definice Turingova stroje 9
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Prechodovy diagram pro Turinglv stroj

Definition 9.2 (Pfechodovy diagram pro

0/0 — 0/0
Y/Y = Y/Y +

TM) O/Xaal/Ye
Prechodovy diagram pro TM sestava z uzll
odpovidajicim staviim TM. Hrany g — p jsou /Y= X/Xﬁ
ozna&eny seznamem vsech dvojic X/ YD, kde B/B ﬁ.
5(a.X) = (p, Y, D), D € {+, —}.
Pokud neuvedeme jinak, B znadi blank — Y/Y >
prazdny symbol. )
State [ 0 1 X Y B
q | (q1,X,R) - - (a3, Y, R) -
q1 (q1707 R) (q27 Y7 L) - (ql,Y, R) -
q2 (q2707L) - (q07X7 R) (q27 Y7 L) -
a3 - - - (q3ay7 R) (q4aB7 R)
qa - - - - -

_ Definice Turingova stroje 9
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TM pro {0"1";n > 1}

0/0 — 0/0 «
Y/Y = Y/Y +

Y/Y =

X/ X —

ﬁ“”
Slovo 0011

Y/Y =

00011 F Xq1011 F X0g111F Xq0Y1 F g2 X0Y1EF Xqo0Y1H XXq1 Y1 H
Slovo 0010

- XXYqil - XXqo YY - Xgo XYY F XXqo YY - XXYq3Y - XXYYqsB - XXYYBqa!

g00010 - Xq1010 - X0g110 - Xg20YO0 = g2 X0YO0 = XgoOYO0 - XXq; YO -
F XXYq.0 F XXY0q; B a skonci nelispéchem, protoze nemé instrukci.
_ Definice Turingova stroje 9
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Definition 9.3 (Konfigurace Turingova stroje)

Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID) je fetézec
X1X2 . Xi—quiXH—l . Xn kde

@ g je stav Turingova stroje
@ Cteci hlava je vlevo od i—tého symbolu

@ Xj...X, je Cast pasky mezi nejlevéjsSim a nejpravéjsim symbolem riiznym od
prazdného (B). S vyjimkou v pfipadé, Ze je hlava na kraji — pak na tom kraji
vkladame jeden B navic.

Definition 9.4 (Krok Turingova stroje)
Kroky Turingova stroje M znacime Ai—/l, /\'_A*’ F* jako u zasobnikovych automatd.
Pro d(q, Xi) = (p, Y, R)

(] X1X2 . X,',qu,'X,;H . X,, F X]_X2 . X,',lYpX,'le N Xn-
Pro 5(q7XI) = (p7 Ya L) M

o X1X2 . Xi—quiXH—l . Xn I\l_/l X1X2 . X;_szi_lYX;+1 ce Xn
Odvozeni v kone¢ném poctu kroki AI;* definuji rekurzivné pro Z, 7, KC konfigurace
Zaklad: Z " 7 Rekurze: Pokud ZTH J a J F* K, tak i Z " K.
M M M M

v

_ Definice Turingova stroje 9
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A TM for {0"1";n > 1}

Definition 9.5 (TM prijima jazyk, rekurzivné spoetny jazyk)
Turingliv stroj M = (Q, X, T, 6, qo, B, F) pfijima jazyk
L(M)={w e X*: gqw ;* apB,p € F,a, € '}, tj. mnozinu slov, po jejichz
precteni se dostane do koncového stavu. Pasku (u nas) nemusi uklizet.

Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je prijiman néjakym
Turingovym strojem T (tj. L= L(T)).

Example 9.1 (TM pro jazyk {0"1";n > 1})

Turingﬁv StI’O_j M = ({qu a1, 92, g3, CI4}7 {Ov 1}, {0, 17X7 Y7 B}a 57 o, B» {q4}) so

v tabulce pfijima jazyk {0"1"; n > 1}.

Stav ‘ 0 1 X Y B
qo0 (q17X7R) - - (q37 Y7R) -
01 (Ch;O R) (q2a Y7 L) - (qla Y7 R) -
a2 (q230 L) - (qO’Xy R) (an Ya L) -
as - - (q3a Y? R) (CM,B, R)

qa - - - - -

v

_ Definice Turingova stroje 9
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A TM for {0"1";n > 1}

@ Na pasce vzdy vyraz typu X*0*Y*1*

>

postupné prepisujeme 0 na X a
odpovidajici 1 na Y

> qo prepise 0 na X a preda Fizeni g1
> @1 najde prvni 1, prepiSe na Y a preda

fizeni g2
g> se vrati k X, necha ho byt a preda
fizeni qo

» pokud qo vidi Y, preda Fizeni g3

\4

vVYyVvyy

g3 dojde zkontrolovat, jestli na konci
nezbyly 1

pokud g3 naslo B, preda Fizeni qa

qa skonéi tspéchem (je pfijimajici)

pokud g3 narazilo na 1, tak skonéi
nelspéchem

* nema instrukci

* neni prijimajici.

_ Definice Turingova stroje 9

0/0 — 0/0 «+
Y/Y = Y/Y «

HO/X a&l/Y <—

Y/Y = X/ X —

Y/Y =

April 14, 2025
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Jesté priklad, rekurzivné spocetné jazyky

Example 9.2
Jazyk L = {a*'|n > 0}
pFijima Turingtiv stroj M = ({qo, g1, 9 },{a}, {a, B}, 3, qo, B,{qr}) s & v tabulce:
) komentar
5(q0, B) = (g, B,R)  prazdné slovo, konec vypoctu
0(qo, a) = (g1, a, R) zvétsi &itaé (2k 4+ 1 symbold)
0(q1,a) = (90,3, R)  nuluje ¢&itad (2k symbold).

@ Regularni jazyky:

» simulujeme koneény automat, pohyb hlavy vzdy vpravo,

> vidim-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA pfijimajici, pfejdu do nového
pfijimajiciho stavu gr.

> (Z gr nesmi byt instrukce, z pijimajicich stavii DFA pot¥ebuji instrukce
kopirovat.)

@ Bezkontextové jazyky: nejsndze s pomocnou paskou simulujici zasobnik, bude
za chvili.

_ Definice Turingova stroje 9
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TM s vystupem

Example 9.3 (TM s vystupem)
Turinglv stoj poditajici monus m+n = max(m — n,0).

o M= ({q07 di1, 92, q3, qa, gs, %}7 {07 1}) {0, 17 B}a 63 9o, Ba {qﬁ})
@ Pocatecni paska 0M10".

@ M zastavi s paskou 0™~ " obklopenou prazdnem B.

Najdi nejlevéjsi 0, prepis na B.

B/B—

Jdi doprava a najdi 1; pokracuj, najdi 0 a

prepi$ na 1. 40/34’ O=Yi

@ Vrat se doleva. Y U0 B/B
o Pokud nenajdes 0 (uklid): 56
N O O=0),
> vpravo: prepi$ vSechny 1 na B.
> vlevo: m < n: prepi$ véechny 1 a 0 na B, Vel e

nech pasku prazdnou.

_ Definice Turingova stroje 9
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Rekurzivni jazyky

Definition 9.6 (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ctenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., 6(g, X) neni definovano.

@ Predpokladdme, ze v pfijimajicim stavu g € F TM zastavi,
@ dokud nezastavi, nevime, jestli pfijme nebo nepfijme slovo.
Paralela:
@ Misto 'zastavit a nepfijmout’ mizeme spustit nekonecnou smycku vypoctu.

o Pak otdzka nalezeni slova do jazyka odpovida otizce zastaveni Turingova
stroje

Definition 9.7 (Rekurzivni jazyky)

Rikadme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj
nad w zastavi.

Jazyky rozhodnutelné TM nazyvadme rekurzivni jazyky.

_ Definice Turingova stroje 9
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Pamét v ridici jednotce, Pomocna stopa
Example 9.4 (P¥iklad paméti ve stavu TM)

Pro jazyk L(M) = (01* + 10*) si pamatujeme prvni znak, stav je dvojice (obecné
n_tice)- M T ({qu ql} X {07 1a 8}7 {07 1}7 {07 1) B}767 [qu B]7 B) {[q17 B]})
) 1 B

0
- [quB] ([q170]707 R) ([q171]717R)
[ql,O] ([q130]117R) ([qlaBLB’ R)
[qlal] ([q131]707 R) ([qlaB]aBa R)
*[q17 B]

Example 9.5 (P¥iprava pomocné stopy)

Budeme potrebovat dvé stopy na pasce. PrepiSeme vstup na dvojice, nahore
budeme mit volno na poznamky. V definici 6 pouzivdm zastupny znak pro vstupni
pismeno a € {0,1}.

° 5([qo0, Bl, a) = ([q0. BI. [B, a], R)

@ 0([q0, B], B) = ([g-1, B],[B, B], L) jsem na konci, ota¢im

e ([g-1,B],[B, a]) = (lg-1, B, [B, a], L) jdi vlevo

@ i([g-1, B], B) = ([q1, B], B, R) dvé stopy pfipraveny pro dalsi praci.
B D-finice Turingova stroje 9 = Apil 14,2025 215




Vice stop na pasce swe | q

Storage |4 [B [ C

° LWCW = {WCW‘W S {07 1}+}, (7
o M=({q1,...,qo} x Tk .
{0’178}’{[8’0]7[8’ 1]7[8’ C]}a{Bv*}X T‘r::kz z

{0,1,

Ba C},(S, [qlv B]7 [Bv B]7 {[qga B]})

@ 4 je definovano (a, b € {0,1}):

>

Yy Yy VY VY

>

Yy Y VY VvV VY

_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9

5([q1, B], [B, a]) = ([, al, [*, a], R) natti symbol a
0([g2, a], [B, b]) = ([g2, a], [B, b], R) jdi vpravo, hledej st¥ed c,

[a2, 3], [B, c]) = ([g3, a], [B, c], R) pokraluj vpravo ve stavu gs,

[g3, a], [B, a]) = ([gs, B, [*, a], L) zkontroluj shodu, vymaz pamét a jdi vlevo,

(

6(

gg[qg,, al, [*, b]) = ([gs, al, [, b], R) pokraluj vpravo,
(

4 [CI4, B]7 [*7 a]) = ([q47 B]? [*7 a]? L) jdi vlevo,

0([qs, B],[B, c]) = ([gs, B], [B, c], L) ¢ pokraluj za stfed ve stavu gs,
@ rozeskok podle toho, jestli je jesté co kontrolovat
> 0([gs, B],[B, a]) = ([gs, B, [B, a], L) jesté budeme kontolovat,

([gs, B, [B, a]) = ([gs, Bl [B a], L) jdi vlevo,

0([ge, B, [, a]) = ([q1, B], [*, a], R) znovu zalni,

0([gs, B, [*, a]) = ([g7, B], [, a], R) uz vSe vlevo od ¢ porovnano
o([g7, B, [B, c]) = ([gs, B],[B, c], R) pokraéuj vpravo,

o([gs, B, [*, a]) = ([gs, B], [*, a], R) pokraéuj vpravo,

5([q37 B]7 [87 B]) = ([q97 B]’ [Bv B]’ R) pFijmi.

, jdi vpravo,

April 14, 2025 216



TM rozsiteni: Vicepaskovy TM

Definition 9.8 (Vicepaskovy Turinglv stroj)

Pocateéni pozice

o ) ) Vicepaskovy TM
@ vstup na prvni pasce, ostatni zcela prazdné

@ prvni hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné
@ hlava v pocatecnim stavu

Jeden krok vicepaskového TM

AN

1] \ \V ‘

e hlava pfejde do nového stavu T ‘,/
@ na kazdé pasce napiSeme novy symbol

@ kazda hlava se nezavisle posune vlevo, zlistane
vpravo.

Theorem 9.1 (Vicepaskovy TM)

Kazdy jazyk pfijimany vicepdskovym TM je pFijimany i néjakym (jednopdskovym)
Turingovym strojem TM.

_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9
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Proof: vicepaskovy TM
@ konstruujeme Turinglv stroj M
@ pasku si predstavime, ze ma 2k stop

> liché stopy: pozice k—té hlavy
> sudé stopy: znak na k—té pasce
@ pro simulaci jednoho kroku navstivime
vSechny hlavy
@ ve stavu si pamatujeme
> pocet hlav vlevo

Simulace

2—paskového
TM na jedné pasce
» Vk symbol pod k—tou hlavou
@ pak uz umime provést jeden krok (znovu
béhat)

0
Ize provést v &ase O(n?) (simulace jednoho kroku z

prvnich n trva 4n 4+ 2k, hlavy nejvys 2n daleko,

i B
prelist, zapsat, posunout znacky).
_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9

@ Simulaci vypoctu k—paskového stroje o n krocich

April 14, 2025
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Rozsiteni: Nedeterministické Turingovy stroje

Definition 9.9 (Nedeterministicky TM)

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame sedmici
M=(Q,%,T,d,q0,B,F), kde Q,X,T,qo, B, F jsou jako u TM a
0:(Q—F)xT=P(QxT x{L,R}).

Slovo w € ¥* je prijimano nedeterministickym TM M, pokud existuje néjaky
vypocet qow F* apf, p € F.

Theorem 9.2 (Nedeterministicky TM)

Pro kazdy My nedeterministicky TM existuje deterministicky TM Mp takovy, Ze
L(My) = L(Mp).

Velmi stru¢né (ptiprava)

prohledavame do Sitky mozné vypocty My
» odvozeno v k krocich
» maximaln& m* konfiguraci

* kde m = max|d(q, x)| je max. pocet

[
< 5(q,
voleb My max [8(q,x)|

_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9 ] April 14, 2025
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Proof: idea dikazu
@ paska nekonecdna — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci
@ prohledadvame do Sitky vSechny vypoclty My
@ modelujeme TM se dvéma paskami
> prvni paska: posloupnost konfiguraci

* aktudlni oznacena (kfizkem na obrazku)
* vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout
* vpravo aktudlni a pak dalsi ¢ekajici
» druhd paska: pomocny vypodet

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi

Queue
> precti stav a symbol aktudlni konfigurace 1D
> je—li stav prijimajici € F, pfijmi a skonci

.
DI * ID2 §1D3 *ID4 * f’
Scratch =
s
» napi$ konfiguraci ID na pomocnou pasku

> pro kazdy mozny krok § (uloZeny v hlavé Mp)

> opakuj

* proved krok a napi$ novou ID na konec prvni pasky

> vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9
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Jednosmérna paska

Xo | X1 | X5
* X_1 | Xoo

Lemma (Jednosmerna paska)
Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj M, ktery pfijima stejny jazyk
a

@ M;j nikdy nepisSe blank B,

@ M nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice.

Proof.

@ Misto B blank zavedeme novy péaskovy symbol, B;.
Misto kazdého psani B piseme Bi a vSechny instrukce pro ¢teni B zkopirujeme
téz pro Cteni Bj.
Takto modifikovany TM nikdy nepise B (pise Bi).

@ Pro jednosmérnou pasku
Nejd¥iv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.
Pod nejlevéjsi symbol ddme novy znak *, abychom védéli, Ze jsme na levém
okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni. ve stavu (hlave) si pamatujeme, jestli cteme horni

stopu (‘normélng’) nebo spodni stopu (kde L znamena doprava a R doleva). Pokud vidime *, odpovidajici instrukce prepieme na zménu

(zhora vlevo piepnu na dolii, pokud jsem dole pfesla na "*", mam rovnou &ist horni symbol a smérovat dle horni pasky).

B
d Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9 = April 14, 2025 221



Shrnuti

_ Vice stop a vice pasek, jednosmérna paska 9

Turingtiv stroj: nekonecnd oboustranna paska, muze Cist, psat, pohybovat
hlavou.
PFijimani TM: TM prijima pokud vstoupi do koncového stavu.
TM s vystupem: Hlava na prvnim pismenu odpovédi, kromé odpovédi B.
Rekurzivné spocetné jazyky (RE): jazyky pfijimané néjakym Turingovym
strojem.
Konfigurace TM: Vsechny symboly pasky mezi nejlevéjsSim a nejpravéjsim
ne—-B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od pravé ¢teného symbolu.
modelovaci triky
» Pamét v ridici jednotce
» Vice stop
Rozsiteni TM bez rozsiteni t¥idy prijimanych jazyki:
» Vicepaskové TM Samostatny pohyb hlav na paskach (Ize simulovat na
pridanych stopéch).
» Nedeterministicky TM: M4 instrukce na vybér, na pfijeti stali jeden
prijimajici vypocet.
Budou: Linearné omezené automaty LBA

> Vstupni slovo mezi levou a pravou znackou, hlava nesmi za tyto znacky ani je

prepsat.
» LBA rozpoznavaji pravé kontextové jazyky.

April 14, 2025
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Kontextové jazyky

Turingovy stroje
Vicepaskové, nedeterministické

gramatiky Typu 0
linedrné omezené automaty

kontextové gramatiky
zasobnikové automaty

monoténni gramatiky
| e——————>
konecné automaty

bezkontextové gramatiky
DFA, NFA, eNFA

regularni gramatiky

e gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L;)

> pouze pravidla ve tvaru cAB — awf
AeV,a,fe(VUT)*,we (VUT)*"

> jedinou vyjimkou je pravidlo S — ¢, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Chomského hierarchie

e gramatiky typu 0 (rekurzivné spoletné jazyky Lo)

pravidla v obecné formé a — 8, a, 8 € (V U T)*, a obsahuje neterminal
gramatiky typu 1 (kontextové jazyky £;)

@ pouze pravidla ve tvaru aAS — awpf

AeV,a,e(VUT),we (VuT)T
> jedinou vyjimkou je pravidlo S — €, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

e gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L5)

pouze pravidla ve tvaru A - w, A€ V,w e (VU T)*
e gramatiky typu 3 (regularni/pravé linedrni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A - wB,A = w,A,Be V,we T*

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Monoténni a kontextové gramatiky

Example 10.1 (kontextovy jazyk)

L={a"b"c"|n > 1} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.

S — aSBC|abC

CB — BC neni kontextové, nutno rozepsat!
Monoténni gramatika: bB — bb

bC — bc

cC — cc

@ Je snazsi napsat monoténni gramatiku
a upravit ji na kontextovou.
@ Vygeneruji stejny pocet a, B, C.
@ Preusporadam - proto potrebuji B, C neterminaly.
@ Dovolim ptepsat jen v abecednim poradf
» Zacindm s malymi a s jednim b za nimi.
» B se mze prepsat, kdyz je na fadé - vlevo od néj b.
= Ptedevsim nedovolim prepsat B, pokud je pfed nim c.

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Separované gramatiky

Definition 10.1 (Separovana gramatika)

@ bud a, 8 € VT (neprdzdné posloupnosti neterminéli)
e nehoae VapgeTU({el
Lemma

Ke kazdé gramatice G lze sestrojit ekvivalentni separovanou gramatiku G'.

.
o Necht G=(V,T,P,S)
@ pro kaZzdy termindl a € T zavedeme novy neterminal A’.
@ v pravidlech z P
> nahradime terminély odpovidajicimi neterminaly

> priddme pravidla A" — a

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10

o Vysledna gramatika je separovana a zfejmé L(G) = L(G').

Gramatika je separovana, pokud obsahuje pouze pravidla tvaru o — 3, kde:

O

April 14, 2025
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Od monotonie ke kontextovosti

Definition 10.2 (monoténni (nevypoustéjici) gramatika)

Gramatika je monoténni (nevypoustéjici), jestlize pro kazdé pravidlo
(o — B) € P plati

a| < |,8‘ Monoténni gramatiky slovo v priibéhu generovani nezkracuji.

V.

Lemma

Ke kazdé monoténni gramatice Ize nalézt ekvivalentni gramatiku kontextovou.

Proof:
@ nejprve prevedeme gramatiku na separovanou

> tim se monotonie neporudi (a pravidla A’ — a jsou kontextovi)

@ zbyvajici pravidla A; ... A, — Bi...B,, m < n pfevedeme na pravidla s
novymi neterminaly C
A1A2...Am —>C1A2...Am C1C2...Cm

— BG...Ch
C1A2,..Am —>C1C2...Am

81C2...Cm —>BlB2...Cm

Cl..‘Cm,].Am —>C1...Cm,1Cm Bl...Bm,;[Cm —>Bl...Bmlem...B,,

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Priklad kontextového jazyka

Example 10.2

Jazyk L = {a'bick|1 <i < j < k} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.

Proof: (na jedni¢ku povinné)

S — aSBC|aBC
B — BBC
Cc— CC

CB — BC
aB — ab

bB — bb
bC — bc
cC — cc

generovani symboll a
mnozeni symboll B
mnozeni symboli C
usporadani symbold B a C
zaCatek prepisu B na b
pokracCovani prepisu B na b
zacatek prepisu C na ¢
pokracovani prepisu C na ¢

CB — BC neni kontextové pravidlo, nahradime ho
CB — XB, XB — XY, XY — BY, BY — BC 0

Dulezity je prepis, ktery chybi: ¢cB — xcb.

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Linedrné omezené automaty

@ Jesté potirebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky

@ kontextovou gramatiku dostaneme z libovolné monoténni gramatiky

Definition 10.3 (linearné omezeny automat (LBA))

Linearné omezeny automat LBA je nedeterministicky TM, kde na pasce je
oznacen levy a pravy konec /, r. Tyto symboly nelze pfi vypocltu prepsat a nesmi
se jit nalevo od / a napravo od r.

Slovo w je pfijimano linearné omezenym automatem, pokud existuje
prijimajici vypocet golwr F* lapBr, p € F.

@ Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat pfi jeho prijimani
nesmi prekrodit jeho délku

@ u monoténnich (kontextovych) derivaci to neni problém — 24dné slovo
v derivaci neni del$i nez vstupni slovo.

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Od kontextovych jazykl k LBA

Theorem 10.1
Kazdy kontextovy jazyk Ize prijimat pomoci LBA. J

Proof: z kontextové gramatiky k LBA

@ prazdné slovo vyresime zvlast | w ;
@ derivaci gramatiky budeme simulovat 1S ] _
pomoci LBA Aplikace pravidla
aXpB — ayp

@ pouzijeme pasku se dvéma stopami

[ufa[X[B]Vv]
@ slovo w dame nahoru, na zacatek dolni
stopy S [ula] ~ [B[V]
@ prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G
> nedeterministicky vybereme ¢ast k prepsani
> provedeme prepsani dle pravidla (prava ¢ast se odsune)

@ pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovname ji s prvni stopou
> slovo pfijmeme nebo zamitneme 0

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Od LBA ke kontextovym jazyklm
Theorem 10.2

LBA prijimaji pouze kontextové jazyky.

Proof: z LBA ke kontextovym gramatikam

@ potfebujeme prevést LBA na monoténni gramatiku

> tj. gramatika nesmi generovat nic navic

@ vypocet ukryjeme do 'dvoustopych’ neterminali

o generuj slovo ve tvaru (ao, [qo, /; a0]), (a1, a1), - - -, (an, [an, r])
w
quL do ‘

| an, r
@ simuluj praci LBA ve 'druhé’ stopé (stejné jako u TM)
> pro §(p,x) = (q,x",R): Px = x'Q
» pro &§(p,x) = (g,x’,L): yPx — Qyx’
@ pokud je stav koncovy, smaz 'druhou’ stop

@ specialné je tfeba osetfit prijimani prazdného slova
> pokud LBA ptijima ¢, pridame specialni startovaci pravidlo.

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Mé&jme line4n& omezeny automat pro jazyk L = {a*"|n > 1}, LBA
M= ({q07 qi,q2, qF}7 {a}a {3717£}767 q0, B7 {qF}) s d v tabulce:

1) komenta¥

0(qo, 1) = (go,I,R)  presko¢im prazdnou zarazku
0(qo, a) = (q1,a,R) zvétsi &itad (2k 4+ 1 symbola)
0(qa,a) = (q1,a,R) zvétsi &itad (2k 4+ 1 symbola)
0(q1,a) = (g2,a, R) nuluje &itad (2k symboli)
0(q2,r) = (gr,r,L) konec vypoltu, pFijimam.

Example 10.3 (Gramatika z linedrné omezeného automatu)
Monoténni gramatika G = (V,{a},S, P U P, U P3)

seerl il lad | |2 aff
a1 AR PR R R PA R R TR EY
o] o] 1o .

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Pravidla pro prechodovou funkci

P>

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10
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Pravidla mazani

(B - 1)
Bk - -

Obecnéji
@ P¥i vice pismenech bychom
méli varianty (témé¥) viech
neterminald pro kazdé
pismeno.

@ V pravidlech P; jen totéz
pismeno nahore i dole.

@ Pokud skon¢ime uvnitr slova,
musime mazat do obou stran
az k zarazkam.
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Theorem 10.3 (Rekurzivné spocetné jsou L)
Kazdy rekurzivné spocletny jazyk je typu 0. }

pro Turingiv stroj T najdeme gramatiku G, L(T) = L(G)
0 G=({S5,C,D,E} U{X}cexur U{Qi}gecq, X, P,S), P je
@ gramatika nejdfive vygeneruje pasku stroje a kopii slova
wB"WRQyB™ , kde B’ predstavuji volny prostor pro vypolet
@ potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)

@ v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

1) S— DQE
D — xDX|E generuje slovo a jeho revizni kopii pro vypocet
E — BEl|e generuje volny prostor pro vypocet
2) XP— QX pro d(p,x) = (g, %', R)
XPY - X'YQ pro 6(p,x) = (g,x’, L)
3) P=>C prop € F
CA — C,AC — C mazani pasky
C—e konec vypoctu

=
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Priklad

Turingiiv stroj pro jazyk L = {a*"|n >0}, TM
M = ({40, 91, 92, 9}, {a}, {a}, 6, q0, B, {qF}) s 0 v tabulce:

]

komentar

5(q07 a) = (qlv a, R)
6(q17 a) = (q07 a, R)
5(qo, B) = (qr, B, L)

prvni symbol
nuluje ¢&itaé (2k symbold)
prijme a zastavf

Example 10.4
Gramatika G = ({S,C, D, E, Qo, @1, Qr, a},{a}, S, P1 U P> U P3),
Mazanfi
Inicializace Prechodova funkce
QF — C
S — DQE aQy — (Qua Ca — C
PL=<{D — aDalE}; P,=¢ a@ — (@Qa ;P3=¢aC — C
E — BE|e BQoa — BaQr BC — C
C — ¢

Konkrétné pro aa € L(M) vygeneruji aaBaaQy, mezivysledek aaBaQra a vysledek

aa.

_ Kontextové jazyky, monoténni gramatiky, LBA 10

April 14, 2025

235



Od Turingova stroje ke gramatice

Jesté L(T) = L(G)?

o wel(T)
> existuje koneény vypocet stroje T (konecny prostor)
» gramatika vygeneruje dostatené velky prostor pro vypocet
> simuluje vypocet a smaze dvojniky.

o weL(G)
» pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
» derivaci miZeme pFeuspofadat tak, Ze pofadi je 1),2),3).
> podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav.

Gramatika po zjednoduseni

Example 10.5 G=({S,C,D,E,a,Q,Q} {a},P,9S)
Turingiv stroj M = S— D@
({q0, q1, ¢}, {a}, {a, B}, 4, qo, B, {ar}) g — an—lB

(g0, B) = (ar, B, R) Qo —

9(qo,a) = (q1,a, R) égo — glg

3(q1,a) = (q0,a, R aQ — Qoa

(91,a) = (q0,a,R) 0

C—e

v

_ Obecné gramatiky a Turingtiv stoj 10
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Od gramatik k Turingové stroji

Theorem 10.4
Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.

Proof:

idea: TM postupné generuje vSechny derivace
@ derivaci S = w; = ... = w, = w kddujeme jako slovo
#SH#HwWIH .. HwH
@ umime udélat TM, ktery pFijima slova #a# 54, kde a =
@ umime udélat TM, ktery pFijima slova #wi# ... #wi#, kde w; =™ wy
@ umime udélat TM postupné generujici vSechna slova.

slovo tvori
derivaci

ne

generuj (dal3i) slovo

|

_ Obecné gramatiky a Turingtiv stoj 10
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Hierarchie jazyki (kontextové a vys)

rekurzivné

spocetné (=RE)
Lo
Ly = {(M, w);

M pHijima w}
kontextové (=CL)

Ly
{a'bicli=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

Ly ={w; TM s kédem w

nepfijima vstup w}

_ Obecné gramatiky a Turingtiv stoj 10
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Rekurzivni jazyky

Definition 10.4 (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., 6(g, X) neni definovano.

@ Z definice, v prijimajicim stavu g € F TM zastavi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.
Definition 10.5 (Rekurzivni jazyky)
Rikadme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj

nad w zastavi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvadme rekurzivni jazyky.

—
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Hierarchie jazyki (kontextové a vys)

rekurzivné

spocetné (=RE)
Lo
Ly = {(M, w);

M pHijima w}
kontextové (=CL)

Ly
{a'bicli=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

Ly ={w; TM s kédem w

nepfijima vstup w}

—
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Jazyk ktery neni rekurzivné spocetny

Sméfujeme k diikazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takovych, ze:

M je binarné kédovany Turingiiv stroj s abecedou {0, 1},
we{0,1}* a
M nepfijima vstup w.

Postup:

Kédovani TM binarnim kédem pro libovolny pocet stavi TM.

Kéd TM vezmeme TM jako binarni fetézec.

Pokud kéd nedava smysl, reprezentuje TM bez transakci. Tedy kazdy kéd
reprezentuje néjaky TM.

Diagonalni jazyk Lg;

Ly = {w; TM reprezentovany jako w takovy, ze nepfijima w}.

Neexistuje TM pfijimajici jazyk Ly. Spusténi takového stroje na vlastnim
kédu by vedlo k paradoxu.

Jazyk Ly neni rekurzivné spocetny. Proto Ly neni rekurzivni. Lze dokazat,
ze Ly je rekurzivné spocetny.

—
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Kédovani

@ Pro kédovani TM M = (Q,{0,1},T,6, g1, B, {g2}) o&islujeme stavy, symboly
asméry L, R.
o Predpokladejme:
» Pocateéni stav je vzdy qi.
> Stav g2 je vzdy jediny koncovy stav (nepotfebujeme vic, TM zastavi).
» Prvni symbol je vzdy 0, druhy 1, tfeti B, prazdny symbol. Ostatni symboly
pasky ocislujeme libovolné.
> Smér L je 1, smér R je 2.
o Jeden krok 8(qi, X;) = (g, Xi, Dim) kédujeme: 0710/1010'10™. V&echna
i,j,k,I,m>1 takze se dvé jedniCky za sebou nevyskytuji.
o Cely TM se sklada z kédi vSech prechodl v néjakém poradi oddélenych
dvojicemi jednicek 11: GG11G11...C,_111GC,.
Budeme potfebovat usporadat fetézce do posloupnosti:
o Retézce bereme usporadané podle délky, stejné dlouhé usporadame
lexikograficky.
@ Prvni je ¢, druhy 0, treti 1, Ctvrty 00 atd.
@ /-ty retézec oznalujeme w;.

—
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Priklad kédovani TM

Turinglv stroj

M = ({qlv q2, Q3}7 {07 1}7 {07 1u B}v 57 qi1, Bv {Q2})
5o | 1 B
— q1 (Q3, 0, R)
*q2
as (qlalyR) (q270a R) (q3717L)'
@ Koéd pro transakce:
G G G
0100100010100 | 0001010100100
@ Kéd celého TM:

G
00010010010100 | 0001000100010010
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010.

—
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Definition 10.6 (Diagonalni jazyk)

Diagonalni jazyk L, je definovany
Ly = {w € {0,1}*; TM reprezentovany jako w ktery nepfijima slovo w}.

Ly = {w; na diagonéle je 0}.

Proto takovy My neexistuje. Tedy Ly neni
rekurzivné spocetny.

Proof.

Theorem 10.5 o Piedpokladejme Ly je RE, Ly = L(My) pro
Ly neni rekurzivné spoletny n&jaky TM My.
Javz.%/,k' t‘l ,nLGEXIStUJe ™ e Jeho jazyk je {0,1}, tedy je v seznamu na
pryimajict Fd- obrazku: 'PHjima TM M; vstupni slovo w;?’
i-kéd TM @ Alespon jeden fetézec ho koéduje, feknéme
J - vstup w code(Mq) = wq.

0/1 - prijima/neprijema o Jewy € Ly

. 2] :2 Pokud 'ano’, na diagonale m3 byt 0, tj.
Lo Lo - wy ¢ L(Myg) = Lg, spor.

a1 0 0 Pokud 'ne’, na diagonale ma byt 1,

EEEE RN ANAN wy € L(My) = Ly, spor.

L 40 0\l

O

Diagonal v

A s =y 1
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Univerzalni Turinglv stroj

Definition 10.7 (Univerzalni jazyk)

Definujeme univerzalni jazyk L, jakozto mnozinu binarnich Yetézcl které kéduji
par (M, w), kde M je TM a w € L(M).
TM prijimajici L, se nazyva Univerzalni Turingliv stroj.

Theorem 10.6 (Existence Univerzalniho Turingova stroje)

Existuje Turingiiv stroj U, pro ktery L, = L(U).

Finit ~ . 7 s G . o .
control Popiseme U jako vicepaskovy Turingtiv stroj.
@ \ @ PYechody M jsou napséany na prvni pasce
spolu s fetézcem w.
Input M w 7 s . . , v

/ \ @ Na druhé pasce simulujeme vypocet M,

Tapeof M 0000000010101+~ | pouzivajici format jako kéd M, tj. symboly 0’
P oddélené jednickou 1.

Stateof M 000 *** OBB ***

o Treti paska obsahuje stav M reprezentovany
i nulami.

Scratch

_ Univerzalni Turinglv stroj, univerzalni jazyk 10
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Operace univerzalniho Turingova stroje

Operace U jsou nasledujici: J

o Otestuj, zda je kdd M legitimni;
pokud ne, U zastav bez prijeti.

Seratch

@ Inicializuj druhou pasku kédovanym slovem w: 10 pro 0 ve w, 100 pro 1;
blank jsou nechané prazdné a nahrazeny 1000 pouze 'v pripadé potreby'.
o Napis 0, pocatecni stav M, na treti pasku. Posun hlavu druhé pasky na prvni
simulované policko.
@ Simuluj jednotlivé prechody M
» Najdi na prvni pasce spravnou transakci 0°10/10¥10'10™, 0 na pasce 3, ¢/ na
pasce 2.
> Zméi obsah pasky 3 na ok,
» Nahrad O/ na 2. pasce fetézcem 0'. PouZij ¢tvrtou 'scratch tape’ pro spravné
mezery.
» Posun hlavu 2. pasky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.
@ Pokud jsme nenasli instrukci pro M, zastavime.
@ Pokud M prejde do prijimajiciho stavu, pak U také prijme. ]

_ Univerzalni Turinglv stroj, univerzalni jazyk 10
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L&L € RE = L, L je rekurzivni

Le mma Accept Accept
w = M <:
Reject Reject

Je—li L rekurzivni jazyk, je rekurzivnii L.

Theorem 10.7 (Postova véta) Accept | At

Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyZ L i L { Accent

(doplnék) jsou rekurzivné spocetné.

™™ Reject

e Mdme TM L = L(M;) a L = L(M>).

@ pro dané slovo w nardz simulujeme My i M, (dvé pasky, stav se dvéma
komponentami).

@ Pokud jeden z M; pfijme, M zastavi a odpovi.

o Jazyky jsou komplementarni, jeden z M; vidy zastavi, L je rekurzivnip

R T
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Theorem 10.8 (Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka)

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni. J
Modifikace TM pro L, na TM pro Lg:

PrOOf Hypolvhclical" Accept —{ Accept

o Mame TM pfijimajici L,, tj. je RE. | * ’ witlw =) ;ff;'hf‘ I N

o Predpokladejme, Ze je L, rekurzivni. M or b

o Pak L, by byl také rekurzivni.

e Pro TM pfijimajici L, mizeme o Retézec w prepi$ na wlllw
zkonstruovat TM pfijimajici Ly (2—péaskovy, pfeved na 1-paskovy).
(vpravo). @ Simuluj M na novém vstupu.

o ProtoZe vime, ze Ly neni RE, L, PFijmi iff M pfijme.
neni RE a L, nenf rekurzivni. e Stroj M’ p¥ijima L,(w,w), tj.

O pripady kdy M; neprijima w;, tj.
jazyk Lg.
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