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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Definition 1.51 (Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA))

Zasobnikovy automat P = (Q, X, T, 6, go, Zo, F) je deterministicky PDA pravé
kdyz plati zaroven:

@ 4(q, a, X) je nejvyse jednoprvkova V(g,a, X) € Q x (X U {e}) x T.
o Je-li 6(g,a, X) neprazdn3 pro néjaké a € ¥, pak (g, e, X) musi byt prazdna.

Druha podminka zaruCuje, Ze nebude volba mezi € prechodem a ctenim vstupniho
symbolu.

0,2 — 02
Example 1.78 (Det. PDA pro Lycwr) 1,212
0,0 - 00
o Jazyk L, palindromi je 0,101

/ YR ATY; 07 1,0 — 10 0,0 =€

bezkontextovy, ale nema prijimajici 111 Ll

deterministicky zasobnikovy automat.

@ Vlozenim sttedové znacky ¢ do H@ % @
o « Zo— 2o \__J €20 — Zo
Lyewr = {wew®|w € (0 + 1)*} e

c,0—-0
dostaneme jazyk rozpoznatelny DPDA. 6l1—1
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Regularni jazyky, DPDA’s

RL C Lpppa C Lppa = CFL = Nppa 2 Npppa.

Theorem 1.20
Necht L je reguldrni jazyk, pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.

Proof.

DPDA mize simulovat deterministicky koneCny automat a ignorovat zasobnik.
(nechat tam Zp).

Lemma

Jazyk Lycwr je prijimany DPDA ale neni regularni.

Dikaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 07c0".
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Example 1.79
Jazyk Loy = {a'b'|i € N} U {a’b%|i € N} je bezkontextovy, ale nenf pfijimany
zadnym deterministickym zasobnikovym automatem.

Proof.
o SPOREM: Pfedokladejme, ze existuje deterministicky PDA M p¥ijimajici
jazyk Lapp.

@ Vytvorme dvé kopie, My a M,, odpovidajici si uzly budeme nazyvat
sourozenci.
@ Zkonstuujeme novy automat:
Pocatecnim stavem bude pocatecni stav My
koncovymi stavy budou koncové stavy M,
prechody z koncovych stavi My §(p, b, X) = (q,7)
presmérujeme do sourozencli g v Mp a prejmenujeme b na ¢
v automatu M, hrany oznacené b pfeznacime na c.
e Vysledny automat ptijima {a’b'c’|i € N} protoze
M je deterministicky, nem4 jinou cestu, tj. i ve slové a’b* musel jit zatatek
stejné a pak &ist b', nyni ¢,
e o {a'b'c’|i € N} vime, Ze neni bezkontextovy, tj. deterministicky M nemize
existovat.

_ Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA) 8 = April 7, 2025 192




Bezprefixové jazyky

Definition 1.52 (bezprefixové jazyky)

Rikame, Ze jazyk L C ¥* je bezprefixovy pokud neexistuji slova u,v € L a
z € Yt tak, Ze u = vz. Tj. pro zadna slova jazyka u # v neni v prefix u.

Example 1.80
o Jazyk L, je bezprefixovy.

o Jazyk L = {0}* neni bezprefixovy.

Theorem 1.21 (L € N(Ppppa) iff L bezprefixovy a L € L(Ppppa) )

Jazyk L je N(P) pro néjaky DPDA P pravé kdyz L je bezprefixovy a L je L(P")
pro né&jaky DPDA P’.

Proof.
= Prefix pfijmeme prazdnym zasobnikem, pro prazdny zasobnik neexistuje
instrukce, tj. zadné prodlouzeni neni v N(P).
< PYevod P! na P neptida nedeterminismus (prvni koncovy -> smaz hrany
z néj, pfijmi).
_ Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA) 8
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_ Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA) 8

2

L3

regularni jazyky
{0,00

>0

deterministické PDA

bezprefixové

{albiclli=1,...}

\

{0"1™m:0 < n < m)}

L4

{ww|w € {0,1}}

bezkontextové (=CFL)
{wwR|w € {0,1}}

Lo

kontextové (=CL)

|
_/reku.tz—i-\mé/
spocetné
Lo
LU = {(Ma W);
TM M pfijima w}

Ly ={w; TM s kédem w nepfijim3 vstup w}
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Uzavérové vlastnosti

Theorem 1.22 (CFL uzaviené na sjednoceni, konkatenaci, iteraci,
reverzi)

CFL jsou uzavfené na sjednoceni, konkatenaci, iterace (x), positivni iterace (+),
zrcadlovy obraz wR

@ Sjednoceni:
» pokud Vi N Vs # () pfejmenujeme neterminaly,
> pfiddme novy symbol Spey a pravidlo Spew — 51/S2
o zietézeni (=konkatenace) L;.L,
Snew — 5152 (pro Vi N Vo = 0, jinak prejmenujeme)
o iterace L* = |J;5o L'
Snew — SSpewle
e pozitivni iterace LT = J,~, L'
Snew = SSnenlS
e zrcadlovy obraz LR = {wR|w € L}

X — wR obratime pravou stranu pravidel.
_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Prinik bezkontextovych jazyki

Example 1.81 (!CFL nejsou uzaviené na prinik)

neni CFL, i kdyZ oba ¢leny priiniku jsou bezkontextové, dokonce deterministické
bezkontextové.

o Jazyk L = {071"2"|n > 1} = {0"1"2/|n,i > 1} N {0/172"|n,i > 1}
{0"172/|n,i > 1}  {S — AC,A — 0A1|01, C — 2C|2}

{0/1"2"|n,i > 1} {S — AB,A — 0A|0, B — 1B2|12}
@ prinik neni CFL z pumping lemmatu.

paralelni béh dvou zasobnikovych automati

e fidici jednotky umime spojit (viz kone¢né automaty)
e ¢teni umime spojit (jeden automat mize &ekat)

@ bohuZel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho
dva neomezené zasobniky =Turinglv stroj

=rekurzivné spocetné jazyky Lo
_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Prinik bezkontextového a regularniho jazyka

Theorem 1.23 (CFL i DCFL jsou uzavfené na

FA

prinik s regularnim jazykem)

Input|w g =*

PDA
o Méjme L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk.
Pak L N R je bezkontextovy jazyk.

!
o Méjme L deterministicky CFL a R regularni jazyk. g
Pak LN R je deterministicky CFL.

v
Proof:

d

=
cept/Re

@ zasobnikovy a konecny automat mizeme spojit
> FA A1 = (01,2,51, qi, Fl)
> PDA pfijimani stavem My = (@2, X, T, 82, g2, Zo, F2)
@ novy automat M = (@ X @, X, 1,4, (q1,q2), Zo, F1 X F2)
> ((r,s),a) € 6((p, q), a, Z) pravé kdyz
ate r=90(p,a)&(s,a)eE dq,a Z)

... automaty Ctou vstup
a=e (s,a)€dhlq,eZ) PDA méni zasobnik
r=p FA stoji
o ziejmé L(M) = L(A1) N L(Ma)

> paralelni b&h automatii.
Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Substituce a homomorfizmus
@ Opakovani definice:

Definition ((5.1,5.2)substituce, homomorfizmus, inverzni
homomorfizmus)

Méjme jazyk L nad abecedou X.

Substituce o; Va € X : o(a) = L, jazyk abecedy ¥, tj. o(a) C X%
prevadi slova na jazyky:

o o(e) = {e},
o o(ay...ap) =o(ar)
e o(L)= Uwel_a(w).

homomorfizmus h, Va € ¥ : h(a) € ¥},
prevadi slova na slova

e h(e) =,
e h(ay...a,) = h(ay)..... h(an) (konkatenace) tj. h: X* — (U,cx Xa)*
o h(L) ={h(w) |w € L}.

Inverzni homomorfizmus prevadi slova zpét

o h—1(L) = {w|h(w) € L}.

Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8

..... o(an) (konkatenace), tj. o : £* = P((U,ex Xa)*)
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Pr¥iklad: Substituce

Example 1.82

Méjme gramatiku G = ({E},{a,+,(,)}, {E — E + E|(E)|a}, E). Mé&jme
substituci:

e o(a) =L(G,), G, = ({l},{a, b,0,1},{/ — 10|/1|/a|Ib]a|b}, ),

o o(+) ={—,*,:,div, mod},
o o(() ={C.
o a())={}

e (a+a)+acL(G)
@ v o(+) chybi + pro ukédzku, ze (a+ a) + a ¢ o(L(G)).

o (3001 — bba) * bl € o((a+ a) + a) C o(L(G))
Co se stane, kdyz zménime definici:

o a(()=A{G [}
° () ={)1}?

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Priklad: Homomorfizmus

Example 1.83

Méjme gramatiku

G=({E}{a+ 1}
{E — E + E|[E]|a}, E). Mé&me
homomorfizmus:

e h(a)=¢

° h(+) =g¢,

o h([) = left,

e h(]) = right. )
o h([a+ a] + a) = leftright,

h=1(leftright) > [a + +]a.

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8

Example 1.84
Méjme gramatiku
G =
{E — a+ E|[E]|a}, E). Mé&me
homomorfizmus:

({E}{a, +. L1}

hy(a) = a
ho(+) =+,
h(l) = e,
h(]) = e.

[a—y

Je jazyk L(G) regularni?

2 Je jazyk h(L(G)) regularni?
3 Je jazyk h=1(h(L(G)))

regularni?

Je hY(h(L(G))) = L(G)?

= Apil 7, 2025
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Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazykd

S
Theorem 1.24 (CFL jsou uzaviené na
substituci)
Mé&jme CFL jazyk L nad ¥ a substituci o na & S S..
takovou, Ze o(a) je CFL pro kazdé a € L. Pak je
i o(L) bezkontextovy (CFL). 4
X1 Xk n

@ Idea: listy v derivaénim stromu generuji dalSi stromy.
o PFejmenujeme netermindly na jednoznaéné viude v G = (V, X, P, S),
G, = (Vzn T,, Pa75a)7 ael.
@ Viytvofime novou gramatiku G = (V', T', P’,S) pro o(L):
>V =VUl,. Vs
> T = UaGZ Ta
» P'={J,.y P.U{p € P kde viechna a € ¥ nahradime S,}.

G’ generuje jazyk o(L). a

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Substituce bezkontextovych jazyki

Example 1.85 (substituce)
L={abl|0<i<j}

S = aSb|Sble
U(a) =1L, = {Cidi|i > O} 51 — C51d|6
U(b):LQZ{C’|IZO} 52—)C52‘6
O'(L)Z S — 51552|552|€, 51 — C51d|€, 52 — C52|€
Theorem 1.25 (homomorfismus)

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfizmus.
4
Proof:
o P¥imy dsledek predchozi véty.
@ Terminal a v derivaénim stromé nahradim slovem h(a).
_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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CFL jsou uzavfené na inverzni homomorfizmus

Theorem 1.26 (CFL jsou uzaviené na inverzni homomorfizmus)

Mé&jme CFL jazyk L a homomorfizmus h. Pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk.
Je—li L deterministicky CFL, je i h~*(L) deterministicky CFL.

ldea

Input

@ preCteme pismeno a a do vnitfniho bufferu HEENN :

dame h(a) 3
@ simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme 1

z bufferu h(a) [PoA

€ F7|Accept/Reject

@ po vyprazdnéni bufferu nacteme dalsi LI

pismeno ze vstupu buffer t
@ slovo je prijato, kdyzZ je buffer prazdny a M

je v koncovém stavu
I buffer je konecny, mizeme ho tedy

modelovat ve stavu

= Apil7,2025 203
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PDA

€ F?

Accept/Reject

@ pro L mame PDA M = (Q, X, T, 4, go, Zo, F) (koncovym stavem)
e h: T—X*
o definujeme PDA M’ =
([g,€], a, Z)
8 ([q,u], €, 2)

(Q,T,I,0,[qo,€],Zo, F x {e}) kde
Q' ={[g,u]|lg e QueX*Iaec T)IveXL*h(a) = vu}
= {([a, h(a)], 2)}

= {([P, u] 77)|(pa '7) € 5(q7 & Z)}
B U:zévérové viastnosti, Dykovy jazyky 8

Pro deterministicky PDA M je i M’ deterministicky.

U{(lp; v, MI(p,7) € (g, x, Z), u = xv}

u je buffer
naplnuje buffer
Cte buffer, x € &

.|

April 7, 2025
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Pouziti uzavrenosti priniku CFL a RL
Example 1.86
Jazyk L = {071/2%3!|i = 0V j = k = I} neni bezkontextovy. J

Proof: Dikaz sporem:

o Necht L je bezkontextovy jazyk
o L; = {012k3!|j k,I > 0} je reguldrni jazyk
» {§>0B,B— 1B|C,C — 2C|D,D — 3D|¢}

e LN Ly ={01723/|i > 0} neni bezkontextovy == SPOR s uzavfenosti

na prinik s regularnim jazykem. 0

S - E|O‘0A|B1|C1|D1

B: — 1|1Bl|C1, C1 — 2|2C1|D1, D, — 3‘3D1

A — 00A|P

P — 1PCD|1CD

DC — CD prepiteme {DC — XC,XC — XY, XY — CY,CY — CD}
1C —+ 12, 2C — 22, 2D — 23, 3D — 33.

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8

April 7, 2025 205



Rozdil a doplnék

Theorem 1.27 (Odecteni regularniho jazyka)
Méjme bezkontextovy jazyk L a regularni jazyk R. Pak:

e L — R je CFL.
Proof.
L—R=LNR,R je regularni. 0

Theorem 1.28 (CFL nejsou uzaviené na doplnék ani rozdil)

Trida bezkontextovych jazyki neni uzaviena na doplinék ani na rozdil.

CFL nejsou uzavrené na doplnék ani rozdil.
Mé&jme bezkontextové jazyky L, Ly, Ly, regularni jazyk R. Pak:

o L nemusf byt CFL. Linl, =L UL,.
o L3 — L, nemusi byt CFL. >* — [ neni vzdy CFL.
O

v

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

@ Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické CFL.
@ Deterministické bezkontextové jazyky

> nejsou uzaviené na prinik

> jsou uzavrené na prlnik s regularnim jazykem

> jsou uzavrené na inverzni homomorfizmus.

Lemma
Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL. J

@ idea: prohodime koncové a nekoncové stavy
o nedefinované kroky oSetfime 'podlozkou’ na zasobniku
@ cyklus odhalime pomoci ¢itade

@ az po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
stadi si pamatovat, zda prosel koncovym stavem.

O

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Ne—uzavrenost deterministickych CFL

Example 1.87 (DCFL nejsou uzavfené na sjednoceni)
Jazyk L = {a'bick|i #jVj# kVi# k} je CFL, ale neni DCFL.

Proof.

Vzhledem k uzavfenosti DCFL na doplnék by byl DCFL i

LNa*b*c* = {a'b/ck|i = j = k}, o kterém vime, Ze neni CFL (pumping
lemma)

Example 1.88 (DCFL nejsou uzaviené na homomorfizmus)
Jazyky Ly = {a'bick|i # j}, Lo = {a'bick|j # k} , Ls = {a'bick|i # k} jsou
deterministické bezkontextové.

o Jazyk OL; U 1L, U2L3 je deterministicky bezkontextovy

o Jazyk L; U Ly U L3 neni deterministicky bezkontextovy
polozme h(0) =€, h(l)=¢,, h(2)=¢
h(x) = x pro ostatni symboly
h(OL1 Ull,U 2L3) =L ULU Ls,
doplnék [; UL, U LsNa*b*c* = {aibick|i =j=k}.

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednocenfi ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
N's RL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocen{ F=FXQUQxF S — 5|5 ANB=AUB

. e {0"1"2'|n,i > 1}
prinik F=F X F L=4{0"1"2"|n > 1} {0{0’1"2"|n7i >1)
NsRL F=FxF F=FAXxF F=F xF
dopln&k F = Q. — Fi, ¢ tot. ANB=AUB | F = Q. — Fi, 7o, cykly, tot
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

i~} i

inverzni hom.

Start t h! ;\ A

Acceptireject

PDA || o Accepy
state reject

[}
]
g Stack

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Dyckovy jazyky

Definition 1.53 (Dyckuv jazyk)

Dyckiiv jazyk D, je definovan nad abecedou Z, = {ay, all,
gramatikou: S — e|55|alsa|1\ e |anSal,.

.y an, al,} nasledujici

Uvodni pozorovant:
@ jedna se zfejmé o jazyk bezkontextovy
@ Dyckiv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy s n druhy zavorek
@ timto jazykem lze popisovat vypocty libovolného zasobnikového automatu
@ pomoci Dyckova jazyka Ize popsat Iibovoln)'/ bezkontextovy jazyk.

L= regulérnl’jazyk;
popisuje vSechny
homomorfizmus; yckuv jazyk; vy-

troky vypoctu
Cisti pomocné sym- birad pouze korektnf
boly vypocty
_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

Input

@ Pokud do zasobniku pouze
Finite pridavame
— z[na;iml = Accept/reject
E Stack

potom si staci pamatovat

posledni symbol

@ staci konecnd pamét — konecny
automat.

takovy proces nelze zaznamenat v konecné strukture

@ potfebujeme ze zdsobniku také odebirat (¢teni symbolu)
@ pridavani a odebirani neni zcela libovolné

jednd se o zasobnik, tj. LIFO (last in, first out) strukturu

@ roztdhnéme si vypocet se zasobnikem do linearni struktury
X symbol pfidan do zasobniku

X~ symbol odebran do zasobniku

e pridavany a odebirany symbol tvoii par ZZ"' BAA~1 cC1 B!
N—— N N

ktery se v celé posloupnosti chova jako zavorka

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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Theorem 1.29 (Dyckovy jazyky)

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R tak, Ze L = h(D N R) pro vhodny
Dyckiiv jazyk D a homomorfismus h.

@ mame PDA prijimajici L prazdnym zasobnikem
@ prevedeme na instrukce tvaru 6(q, a, Z) € (p,w), |w| <2

> delSi psani na zasobnik rozdélime zavedenim novych stavil
@ necht R! obsahuje véechny vyrazy

» g 'aa'Z'BAp pro instrukci 6(q, a, Z) > (p, AB)

» podobné pro instrukce §(q, a, Z) € (p, A),d(q, a, Z) € (p,€)
> je-li a =€, potom dvojici aa~! nezafazujeme
@ definujeme R takto: Zygo(R!)* Q!
Dyckiiv jazyk je definovan nad abecedou Y UX1UQuUQlurur-1
DnN Zoqo(R‘ )*Q~1! popisuje korektni vypocty

~ = ~ = ~ = ~ =
2o qoqo_1 3371251 BApp tbb 1A gqg e BT 7t

homomorfismus h vydéli prectené slovo, tj.
h(a) =a  pro vstupni (¢tené) symboly
h(y) =€  pro ostatni.

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8 April 7, 2025 213



Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocen{ F=FXQUQxF S — 5|5 ANB=AUB

. e {0"1"2'|n,i > 1}
prinik F=F X F L=4{0"1"2"|n > 1} {0{0’1"2"|n7i >1)
NsRL F=FxF F=FAXxF F=F xF
dopln&k F = Q. — Fi, ¢ tot. ANB=AUB | F = Q. — Fi, 7o, cykly, tot
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

i~} i

inverzni hom.

Start t h! ;\ A

Acceptireject

PDA || o Accepy
state reject

[}
]
g Stack

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 8
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