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Organizacni zalezitosti
o Ptednaska:
» moodle https://dll.cuni.cz/course/view.php?id=5119
* login jako do SIS

> video nahravky prednasek z roku 2019

https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska/NTIN071/1
* login jako do SIS

* posledni dvé prednasky jsou nové, nejsou tam.
o Cvicent:

> vyzkousite si prakticky sestrojit automaty a gramatiky
> zaZijete priklady, coz je néco jiného, nez je predist,
> potfebujete zapocet, ktery udéluji vyhradné cvicici.
o Zkouska:

» Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce (kromé predtermini).
» Pisemna pfiprava a Gstni ¢ast

» Porozuméni latce + schopnost formalizace

* Orientace v Chomského hierarchii, automatech, gramatikich, (ne)determinizmu,
* Napiste definici, formulujte vétu, popiste ideu dikazu, algoritmus,

* zaradte jazyk do Chomského hierarchie a svou odpovéd dokazte.

e Komunikace v konzultaénich hodinach: Utery 14:00 v S303.

Zkouska, Literatura 1

» Jindy bez zaruky. Na maily se snazim odpovidat, na dotazy po prednasce také.
Automaty a gramatiky
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Pozadavky ke zkousce

@ Zapocet je nutnou podminkou Gcasti na zkousce.
@ Zkouska sestava z pisemné pripravy a Gstni Casti.
@ Pisemna priprava bude sestavat ze dvou az tfi otazek, které koresponduji
sylabu prednasky, ovéfuji schopnosti ziskané na cviceni a znalost definic, vét a
algoritm z prednasky.
Po dobu pisemné pripravy musi byt veskeré pfinesené poznamky, pripravy,
mobily, pocitace apod. ulozeny v uzavieném batohu. V pfipadé opomenuti
poznamek na zidli, stole, otevieném batohu apod. je zkouska okamzité
hodnocena 'nevyhovél' a student v ni dale nepokracuje.
o Pozadavky ustni ¢asti Ustni ¢ast bude vychazet z pisemné p¥ipravy,
zpravidla budete dotazani na vysvétleni-zdlvodnéni-ptiklady k tvrzenim
v pisemné Casti. Ustni ¢ast mize byt doplnéna otazkou v rozsahu sylabu
prednasky s pisemnou pFipravou nesouvisejici.

Automaty a gramatik Zkouska, Literatura 1 February 16, 2025



o J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory,
Languages, and Computations, Addison—Wesley

@ M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation, Cengage Learning,
2013

o M. Chytil: Automaty a gramatiky, SNTL Praha, 1984
= moodle https://dl1l.cuni.cz/course/view.php?id=5119
> kde jsou tyto slajdy
» moodle testy (které ale netestuji zdlivodnéni a diikazy).
= cviceni.

Automaty a gramatik Zkouska, Literatura 1
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Pohled do historie

o Pocatky
> prvni formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess
of Lovelace 1852
> intenzivnéji az s rozvojem pocitali ve druhé
Ctvrtiné 20. stoleti
> co stroje umfi a co ne?
» Church, Turing, Kleene, Post, Markov
@ Polovina 20. stoleti
> neuronové sité (1943)
> kone¢né automaty (Finite Automata) (Kleene 1956
neuronové sité ~ FA)
@ 60. léta 20. stoletf
» gramatiky (Chomsky)
» zasobnikové automaty
> formalni teorie koneénych automatd.
o 80. léta 20. stoletf
> popularita t¥id ¢asové a prostorové slozitosti.

NiorEn) 5 GEmed. Zkoutka, Literatura 1 = February 16, 2025 5



@ Osvojit si abstraktni model vypocetnich zatizeni,

@ vnimat, jak drobné zmény v definici vedou k velmi odliSnym tiidam,
@ zazit skuteCnost algoritmicky nerozhodnutelnych problémi,

@ rychly tvod do slozitosti P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.

Automaty a gramatiky — dva zpisoby popisu

Turingovy stroje
Vicepaskové, nedeterministické

Lo

linedrné omezené automaty

Ly

gramatiky Typu 0

zasobnikové automaty

Lo

kontextové gramatiky
monoténni gramatiky

konecné automaty

L3

bezkontextové gramatiky

DFA, NFA, eNFA

_ Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

regularni gramatiky

February 16, 2025
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Praktické vyuziti

@ Zamysleni nad korektnosti programu, algoritmu, prekladace,
@ zpracovani prirozeného jazyka,
o prekladace:
> lexikalni analyza,
> syntakticka analyza,
@ navrh, popis, verifikace hardware
> integrované obvody
> stroje

> automaty

@ realizace pomoci software

> hledani vyskytu slova v textu (grep)
» verifikace systémi s koneéné stavy.

Automat

a gramatik

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025



@ Navrh a verifikace integrovanych obvodi.

Koneény automat modelujici spina¢ on/off .

(T

Push
o Lexikalni analyza

Konecny automat rozpoznavajici slovo then.

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

Automaty a gramatik
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Definition 2.1 (Deterministicky koneény automat)

7

Deterministicky kone¢ny automat (DFA) A = (Q, X, 4, qo, F) sestavé z:

kone¢né mnoziny stavil, zpravidla zna¢ime Q

000

reprezentovand hranami grafu nebo tabulkou
@ pocatecniho stavu gg € Q, vede do néj Sipka 'odnikud’,
Q

kone¢né neprazdné mnoziny vstupnich symbolii (abecedy), znaé¢ime X
prechodové funkce, zobrazeni @ x ¥ — @, zna¢ime ¢, kterd bude

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavi (final states) F C Q,

oznacenych dvojitym kruhem ¢i Sipkou 'ven'.

Umluva: Pokud pro nékterou dvojici stavu a pismene neni definovany ptechod, pfiddme novy

stav fail a prechodovou funkci doplnime na totalni pfidanim Sipek do fail.

Pokud je mnozina F prazdna, a je vyzadovana neprazdna, pfidame do ni i Q

novy stav final do kterého vedou jen pfechody z néj samého Vs € X: §(final,s) = final.

t,h,e
t,h,e,n

t,h,en

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2




Example 2.1

Automat A pFijimajici L = {x01y : x,y € {0,1}*}

° Stavovy diagram (graf) Automat A = ({g0, g1, 92}, {0, 1}, 6, q0, {q1 })-
@ & 6
tabulka

» tadky: stavy + prechody

» sloupce: pismena vstupni
abecedy

1
— Qo qz qo0
*q1 a1 | q1
a2 a2

)1

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025
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Abeceda, slova, jazyky

Definition 2.2 (Slovo, €A, X* X" jazyk)
Mé&jme neprazdnou mnoZinu symbold .

@ Slovo je kone¢na (i prazdna) posloupnost symbolli s € ¥, prazdné slovo se
znadi € nebo \.

@ Mnozinu vsech slov v abecedé ¥ znadime X*,
@ mnoZinu viech neprazdnych slov v znaé¢ime ¥ 7.

@ jazyk L C ¥* je mnozina slov v abecedé ¥.

Definition 2.3 (operace zfetézeni, mocnina, délka slova)
Nad slovy X* definujeme operace:

e zietézeni slov u.v nebo uv

@ mocnina (po&et opakovéni) u" (u° =€, u! = u, u"! = u".u)
o délka slova |u| (Je] =0, |auto| = 4).
°

pocet vyskyti s € X ve slové u znadime |uls (|zmrzlinal, = 2).

m Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025 11



Rozsitena prechodova funkce

Definition 2.4 (rozsitena prechodova funkce)

Méjme prechodovou funkci § : @ x ¥ — Q.

Rozsitenou prechodovou funkci 6*: Q x * — Q (tranzitivni uzavér ¢)
definujeme induktivné:

e §*(q,¢)=gq
e 5*(q,wx) =6(6*(q,w),x) prox € L, w € X*.

Pozn. Pokud se v textu objevi § aplikované na slova, mini se tim 0*.

0*(qo, 1100) = go, 6*(qo,1100111111111001) = ¢4
1 0 0,1

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2
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Jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

Definition 2.5 (jazyky rozpoznatelné DFA, regularni jazyky)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym) deterministickym
kone¢nym automatem A = (Q, X, d, go, F) nazveme jazyk
LA)={w | weX*&§(qgo,w)eE F}.

@ Slovo w je pfijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

o Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje konecny
automat A takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazyk( rozpoznatelnych konecnymi automaty oznacime F, nazveme

regularni jazyky.

February 16, 2025 13

Example 2.2 (regularni jazyky) 0
o L={w|w=uxux,we{0,1}*,xe{0,1},ue -
{0,1}7}. !

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2




Priklady regularnich jazyki

Example 2.3 (regularni
jazyk)

o L ={w | w= ubaba,

7
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

Example 2.4 (regularni jazyk)

o L={w|w € {0,1}*&w je binarn{
zépis ¢isla délitelného 5}.

1
1 0
Example 2.5 (INEregularni jazyk) 1
o L={0"1"|w € {0,1}*,n € N}
NENI regulani jazyk. )
m Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definition 2.6 (kongruence)

Mé&jme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na **
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:

@ ~ je prava kongruence, jestlize

/‘H\

=
(Vu,v,w € Z*)u~ v = uw ~ vw.

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ m4 konecny
pocet tfid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u zna¢ime [u]., resp.

[u].
Example 2.6

@ Relace ~¢ng "kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,
pokud ux ~epg vX, pak i UXW ~eng VXW.

Vs s

@ Relace ~g 'kondfi stejné jako zacind’ je ekvivalence, aa ~g bb, ale
aaa 4 bba, tedy neni prava kongruence.

@ Relace ~| 'maji stejny pocet znakii’ neni konecného indexu.

Automaty a gramatik

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025



Myhill-Nerodova véta

Theorem 2.1 (Myhill-Nerodova véta) l

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥.. Potom nasledujici }
tvrzeni jsou ekvivalentni: /{
‘u_

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

(g |
[F=r/ 1]
L/

b) existuje prava kongruence ~ kone¢ného indexu nad L* tak,
Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Proof: Ditkaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=-b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = §*(qo, u) = 6*(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetrickd, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice 6*)
@ ma konecny index (koneéné mnoho stavi)
L= {wl5"(qo, w) € F} = | {wld" (qos w) = @} = [ [Wlo" (d0, w) = g
qeF qgeF
I  Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025 16



Theorem (Myhill-Nerodova véta - "kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

Proof: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

v

@ abeceda automatu vezmeme X
@ za stavy @ volime t¥idy rozkladu ¥*/ ~ E ]
@ podatedni stav qo = [¢] - — >
o koncové stavy F = {c1,...,c}, kde L=U,_; ¢ o
o prechodova funkce &([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).
o L(A)=L
weL@weUizl 11111 JGieweaV. weae=aqV.. . m=cqebleFoweld
5% (el w) = [w] 0

m Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Example 2.7

Sestrojte automat pFijimajici jazyk
L={w|w € {a, b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symboli a.

|u|x znali poet symbolil x ve slové u
definujme u ~ v = (|u|,mod 3 = |v|;mod 3)
tidy ekvivalence 0,1,2

L odpovida tridé 2

a — prechody do nasledujici tridy

b — prechody zachovavaji tridu.

February 16, 2025



Ne-regularni jazyk

Example 2.8 (Ne—regularni jazyk)

Jazyk L,ipici = {ulu=atbic’'Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta).

Jazyk L,+pici neni regularni.
@ Dikaz sporem: Predpokladejme, ze L je regularni
= pak existuje prava kongruence ~; konecného indexu m, L je sjednoceni
nékterych t¥d X*/ ~
@ vezmeme mnozinu fetézcii S = {ab, abb, abbb, ..., ab™ 1}

@ existuji dvé slova i # j, kterd padnou do stejné tridy
i#j ab’ ~ ab/
priddme ¢/ abic’ ~ ab/c’ ~ je kongruence
spor abic' € L & ablc’ ¢ L s 'L je sjednoceni nékterych t¥id ¥*/ ~
(|

—

o

Automaty a gramatik Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025 19



Priklad - 'soucin’ automatd
Example 2.9

L={w | we{0,1}* |wlp = 2k&|w|1 = 2¢, k, £ € No}, tj.
@ sudy pocet 0
@ a zaroven sudy pocet 1.

s o
* —[0,0] || [1,0]
[0,1] || [1,1]
[1,0] || [0,0] | [1,1]
[1,1] || [0,1]

[1,1]
Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

[0, 1]
[0, 0]

February 16, 2025
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Priklad (Spatného) protokolu pro elektronicky prevod penéz

@ T¥i zOcastnéni: zdkaznik, obchod, banka.

@ Pro jednoduchost jen jedna platba (soubor 'money’).

Example 2.10

Zakaznik poskytne obchodu &islo kreditni karty, obchod si vyzada penize od banky
a posle zbozi zdkaznikovi. Zakaznik m& moznost zablokovat kartu a zadat zruseni
transakce.

Pét udalosti:

Zakaznik muize zadat cislo karty pay.

Zakaznik mize kartu zablokovat cancel.
Obchod miize poslat ship zbozi zdkaznikovi.
Obchod mize vyzadat redeem penize od banky.

Banka mize prevést transfer penize obchodu.

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2 February 16, 2025 21



(Nedplny) konecny automat pro bankovni piklad

—

pay redeem transfer
ship ship ship
Qredeem@transfer
Obchod
cancel @
pay cancel
cancel
d
1 redeem
Zakaznik

transfer@

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

Banka

February 16, 2025
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Hrana pro kazdy vstup

@ Mizeme vyzadovat, aby automat proved| akci pro kazdy vstup. Obchod prida
hranu pro kazdy stav do sebe samého oznacenou cancel.

@ Zakaznik by nemél shodit bankovni automat opétovnym zaplacenim pay,
proto pfiddme smycku pay. Podobné s ostatnimi akcemi.

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship

cancel
(1 redeemétransfer@
pay,ship pay,redeem, cancel, ship

Uplnéj$i automat pro banku.

Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

February 16, 2025 23



Souéin automatt

@ Soudin automatl pro banku a obchod m3 stavy dvojice B x O.
J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to A

Theory, L

@ Hrana v soucinu automati provadi paralelné akce v bance a obchodé. Pokud
jednomu chybi akce, bude chybét i soucinu automatd.
a

and C

ions, Addison—Wesley

ﬁ( ) pay redeem/” “\transfer,
ship ship ship

( )redeem( )transfer

payship

cancel
Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

pay,redeem, cancel, ship

redeem

transfer
pay,ship

pay.redeem, cancel, ship

February 16, 2025
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Souéin automatt

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to A

jednomu chybi akce, bude chybét i soucinu automatd.
Start

@ Soudin automatl pro banku a obchod mé stavy dvojice B x O.
@ Hrana v soucinu automati provadi paralelné akce v bance a obchodé. Pokud

Theory, L
\ d

and C ions, Addison—Wesley
ﬁ( ) pay redeem \transfer,
ship ship ship
» pay,ship
odeslano a
bez penéz
3
C
4

pay,redeem, cancel, ship
redeem
PC

transfer
pay,ship

cancel
C
_ Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

pay.redeem, cancel, ship

February 16, 2025
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Definition 2.7 (Dosazitelné stavy)

Méjme DFA A= (Q,%,8,qo, F) a g € Q. Rekneme, Ze stav g je dosazitelny,

jestlize existuje w € L* takové, ze 0*(qo, w) = q.

Algorithm: Hledani dosazitelnych stavi

Dosazitelné stavy hledame iterativné.
o Zactatek: My = {qo}.
o Opakuj: Miy1 = M;U{qlg € Q,(3p e M;, Ix € I) §(p,
@ opakuj dokud M; 1 # M;.

x) = q}

Proof: Korektnost a tiplnost

o Korektnost: My C M; C ... C Q a kazdé M; obsahuje pouze

dosazitelné stavy.
o Uplnost:
> necht q je dosazitelny, tj. (3w € X*)6"(qo, w) = ¢
> vezméme nejkratsi takové w = x1...x, tZ. §*(qo, x1 - .
> zfejmé 6*(qo, x1...x)) € M; (dokonce M; \ Mi_1)
> tedy 0°(qo,x1...Xxn) € M,, tedy g € M,.

m Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2

Xn) =q

O

February 16, 2025
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Dnes jsme probrali

@ Definice
> deterministického kone¢ného automatu A = (Q, X, d, qo, F)
> jazyka LC X*
> jazyka rozpoznavaného kone¢nym automatem
LAY ={w |weX" &i(q,w) € F}
@ Myhill-Nerodova véta
o priklad diikazu ne-regularnosti jazyka 071/
o priklady regularnich jazykd
°

(nejspi§ pristé: zpisob nalezeni nedosazitelnych stavi).

Automaty a gramatik Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky 2 February 16, 2025
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Dnesni téma
Redukovany DFA a ekvivalence automatd, stavi, e-NFA
Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3

February 16, 2025
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Koneéné automaty, Regularni jazyky

o Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (Qaza(S, do, F)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem Q/K
A=(Q,%,J, qo, F) nazveme jazyk
L(A) = {w|w € T*&5*(qo, w) € F}.

o Jazyk L je rozpoznatelny konecnym

automatem, jestlize existuje konecny automat A !
takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazykd rozpoznatelnych deterministickymi
kone¢nymi automaty oznacime F, nazveme
regularni jazyky.

@ Typicka otazka na cvicenich, obcas i u zkousky:
Je dany jazyk regularni (pozdéji i CFL, ...)?
ANO Setrojite automat (deterministicky ¢i nedeterministicky).

NE Najdete spor s Myhill-Nerodovou vétou nebo s Pumping lemmatem.

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3 February 16, 2025
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Nejednoznacnost

Automat prijimajici dany jazyk neni uren jednoznacné.

o Jazyk L = {w|w € {1}*&|w| = 3k}.

[y

h(q01) = qo,

1
1
Definition 3.1 (automatovy homomorfismus)
Necht A1, Ay jsou DFA. Rekneme, e zobrazeni h: Q; — Q> Q1 na Q, je
(automatovym) homomorfismem, jestlize:
h(91(g, x)) = d2(h(q), x)

q
qEFl(:)h(q)ng

'stejné’ pocatedni stavy
m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3

'stejné’ prechodové funkce
'stejné’ koncové stavy.
Homomorfismus prosty a na nazyvame isomorfismus.

February 16, 2025




Ekvivalence automatd a homomorfismus

Definition 3.2 (Ekvivalence automata!)

Dva konec¢né automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli ze
rozpoznavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Theorem 3.1 (Véta o ekvivalenci automati)

Existuje-li homomorfismus konecnych automatid A; do A, pak jsou Ai a Az
ekvivalentni.

@ Pro libovolny fetézec w € T* kone&nou A1 A;
iteraci h
> h(6;(q, w)) = &5 (h(q), w) h
o dile:w € L(A1) & 47(qo,,w) € Fy
< h(61(qo,, w)) € P2
& 03(h(qo,),w) € B w Y
< 5;((]()2,W) cF I
w e L(A5) —( do —( qo,

1
N d =
m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3 = February 16, 2025 31



Redukce a ekvivalence automatt, Tranzitivita

Definition 3.3 (Ekvivalence stavi)

Rikame, Ze stavy p,q € Q koneéného automatu A jsou ekvivalentni pokud:
@ Pro vsechny fetézce w € L*; §*(p, w) € F iff §*(q,w) € F.
Pokud dva stavy nejsou ekvivalentni, fikame, Ze jsou rozlisitelné.

Example 3.1

Automat na obrazku:

o C a G nejsou ekvivalentni, 6*(C,e) € F a
0*(G,¢e) ¢ F.

e A,G: §*(A,01) = C je prijimajici,
0*(G,01) = E neni.

o AE jsou ekvivalentni — €, 1x zfejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavii, 01 a 00 se
sejdou ve stejném stavu.

y 0
Lemma

Ekvivalence na stavech je tranzitivni. J

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3

Algorithm: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
o Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.
o Indukce: Necht p,g € Q, a € X a o dvojici r,s;r = 0(p,a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.
» opakuj dokud existuje nova trojice p,g € Q, a € .

1

/O\% B | x
A ) D Clx]x
UO D | x| x| x
1 E x | x| x
F | x| x| x X
1 1 G| x| x| x| x| x| x
E \j/ /G\OH H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G
0 0

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime t¥i ekvivalentni dvojice stava.

February 16, 2025
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Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi

Prijimajici  vs. nepfijimajici  stavy
B 1
C x x 0
D x
E P (A 0 /{3\ 1 /C\ b
F x 1 N O
X
H X ] 1
A B C D E F G
lkrokl: 8(q,1) € F pro g € {B,C,H}
B [ x H
¢ [ x [ x
D x | x
E x | x
F x | x
G X X I B a G jsou rozliditelné, 5(A, 0) = B, §(G,0) = G, tj. A,G jsou rozlisitelné.
H [ x x | x | x | x | x Qbdobné pro E,G vedouci 5(x, 0) do rozlifitelnych stavii H,G.
A B C D E F G B[ x
1krok0: 8(q,0) € F pro g € {D,F} C | x x
B X D x X X
C s X E x X X
D [ x [ x | x F [ x| x X x
E x X x G x X x X x x|
F X x X X H X X x X x [ x]
G x X x x| A B C D E F G
) ST EN NN B RE [ < Yistavaji tfi ekvivalentni dvojice stavi.

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3 February 16, 2025



Theorem 3.2

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni/.

Proof: Koreknost algoritmu

o Uvazujme Spatné pary stavi, které jsou rozliSitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich péar p, g rozlisitelny nejkrat$im slovem w = a; ... a,.

e Stavy r = d(p, a1) a s = 6(q, a1) jsou rozlisiteIné kratsim slovem
as...a, takze par neni mezi Spatnymi.
Tedy jsou 'vykfizkované' algoritmem.

o Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, g. 0

Cas vypoétu je polynomialni vzhledem k poétu stavii.
@ V jednom kole uvazujeme viechny pary, tj. O(n?).
@ Kol je maximalné O(n?), protoZe pokud neptiddme kfizek, kondime.

@ Dohromady O(n*).

Algoritmus Ize zrychlit na O(n?) pamatovénim stavii, které zavisi na paru {r,s} a
nasledovanim téchto seznami 'zpatky’.
Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Testovani ekvivalence regularnich jazyki

Algorithm: Testovani ekvivalence regularnich jazyka

Ekvivalenci regularnich jazyk( L, M testujeme nasledovné:
o Najdeme DFA A, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Am) = M,
QLN Qu = 0.
@ Vytvofime DFA sjednocenim stavil a prechodi
(QLU Qm, X, Udm, qr, Fi U Fu); zvolime jeden z pocateénich stavi.

@ Jazyky jsou ekvivalentni pravé kdyz pocate¢ni stavy pivodnich DFA
jsou ekvivalentni.

v

0 1
Example 3.2 J
1
Uvazujme jazyk ” e E X
. Vs ey, 0 X
{e} U{0,1}*0 prijimajici 0 D =
prazdné slovo a slova koncici 0 E
2 _ X x| x
0. Vpravo obrazek fiv\./ou ) @ A B C D |
DFA a tabulku rozliSitelnych ol 11
stavil. !
E D1

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3 February 16, 2025
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Minimalizace DFA

Definition 3.4 (redukovany DFA, redukt)

Deterministicky kone¢ny automat je redukovany, pokud
@ nema nedosazitelné stavy a

@ zadné dva stavy nejsou ekvivalentn{
@ J je totalni.

Koneény automat B je reduktem automatu A, jestlize:
@ B je redukovany a

@ A a B jsou ekvivalentni.

1

—>

A

1
0
N
1
El\\FjlfG\

mO
/G>1F
1
> ] |
0 0
6y
OwH 0 1

0 0

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Algorithm: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavii na tfidy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, oznatime T tfidu ekvivalence (g, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejnd pro vSechny g € S.

@ Pocatecni stav B je ttida obsahujici pocatecni stav A.

@ Mnozina prijimajicich stavli B jsou bloky odpovidajici prijimajicim
staviim A.

m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Priklad redukovaného DFA

IoOmTmOw™

0
~(a (e
o 0
1

1

1
1

0 0

X

X

x | x
x | x| x| x
x| x| x| x| x
X x | x x | x
A B C E F G

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3

Tridy ekvivalence:

{A E}, {B,H},{C}, {F},{G}

February 16, 2025
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Redukty a jejich ekvivalence

Lemma
Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou izomorfni.

Proof.
e Kazdy stav g € @y je dosazitelny. Najdeme pro néj slovo g = 67 (qo,, w)
e a definujeme h(q) = d5(qo,, w).

o Lze dokazat, ze je h korektné definovana funkce, zachovava vlastnosti
homomorfizmu (qo, F,d) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

O

Lemma

Pro kazdy deterministicky konecny automat A, ktery prijima alespon jedno slovo,
existuje redukovany DFA, ktery je s nim ekvivalentni.

Definition 3.5 (Redukt)

Reduktem DFA A nazyvame redukovany automat s A ekvivalentni.
Z predchozi véty plyne, Ze vSechny redukty automatu A jsou izomorfni.

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3 =  February 16, 2025
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Pro nedeterministické FA to tak snadné neni

Example 3.3

Nedeterministicky FA na obrazku mazeme redukovat vypusténim stavu C.

Stavy {A, C} jsou rozlisitelné vstupem 0, takze algoritmus pro DFA redukci
nenajde.

Mohli bychom hledat exhauzivnim vypoctem.

0,1

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Theorem 3.3 (!lteraéni (pumping) lemma pro regularni jazyky)

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (zavisld na L) tak Ze
kazdé w € L; |w| > n midZeme rozdélit na tfi &dsti, w = xyz, Ze:

o yFe

° |xy|<n

o Vk € Ny, slovo xy¥z je také v L.

Example 3.4
@ Lemma reklo: n = 3. futomat A

e abbbba = a(b)bbba;
Vi > 0; a(b) bbba € L(A).
@ aaaaba = (aaa)aba; —( 0
Vi > 0; (aaa)’aba € L(A).

@ aa nelze pumpovat,

ale |aa| < n.
v

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Proof: itera¢niho lematu pro regularni jazyky

o Méjme regulérni jazyk L, pak existuje DFA A's n stavy, ze L = L(A).

@ Vezméme libovolné slovo ajay...am =w € L délky m > n, a; € L.

@ Definujme: Vi p; = 0*(qo, a1a2 . . . a;). Plati py = qo.

@ Mame n+ 1 p; a n stavi, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
tj. (3,))(0<i<j<n&pi=p)).

Definujme: x = aja>...a;, ¥ = aj418i42...dj, Z = aj+13j42 ... am, tj.
w=xyz, y ¢, |xy| < n.

Y = ai+1diy2... 3

Ly
X = aiay...aj Z = 8j414dj42...4dm
—_— > >

Smycka nad p; se mize opakovat libovolné krat a vstup je také
akceptovany. =

m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Pouziti pumping lemmatu

Example 3.5 (Pumping lemma jako hra s oponentem)
Jazyk Leqg = {w; |w|o = |w]|1} slov se stejnym poctem 0 a 1 neni regularni. J

Proof: Jazyk Lq neni reguldrni.

o Predpoklddejme Ze L4 je reguldrni. Vezméme n z pumping lemmatu.
@ Zvolme w = 071" € Lgq.

@ Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # ¢,
o Protoze |xy| < n je na zacatku w, obsahuje jen 0.

e Z pumping lemmatu: xz € Leg (pro k = 0). To ma ale méné 0 nez 1,
takZe nemiize byt v Lg. 0

xy| < n.

Example 3.6
Jazyk L ={071%;i > 0} neni regularni. J

m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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Aplikace pumping lemmatu 2

Example 3.7

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni.

Proof: L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni.

o Predpokladejme Ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvodislo p > n+ 2, oznaCme w = 1P,

o RozloZme w = xyz dle pumping lemmatu, necht |y| = m. Pak
|xz| = p—m.

o xyP~Mz € L, z pumping lemmatu, ale

xyP="z| = |xz| + (p— m)ly| = p—m+ (p— m)m = (m+1)(p — m)
neni prvodislo (zadny z Ciniteld nenf 1). 0

m Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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'Pumpovatelny’ ne-regularni jazyk

Example 3.8 (Ne—regularni jazyk, ktery lze pumpovat)

Jazyk L = {ulu = atb'c’ Vu=b'c/,+ € Nug,i,j € No} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta), ale vzdy lze pumpovat prvni pismeno.

o Predpokladejme, ze L je regularni

= pak existuje prava kongruence ~; konecného indexu m, L je sjednoceni
nékterych t¥d X*/ ~;

@ vezmeme mnozinu fetézcil S = {ab, abb, abbb, ..., ab™ 1}
o existuji dvé slova i # j, ktera padnou do stejné tfidy

i#j ab' ~ ab/

priddme ¢’ ab'c' ~ ab/c’

~ je kongruence

spor ab'c’ € L & ab/c’ ¢ L s 'L je sjednoceni n&kterych tiid ¥*/ ~,

Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii 3
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uhodnout’' néco o vstupu

Nedeterministické konecné automaty s e prechody (e-NFA)

Nedeterministicky automat mize byt ve vice stavech paralelné. Ma schopnost

NFA prijimajici vSechna slova koncici 01
0,1

—

do 0

1
q2
N Q
do

NFA zpracovava vstup 00101

\\ \

q0
(stuck)

q1 —» G2 (stuck)

g

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4

Definition 4.1 (Nedeterministicky kone¢ny automat s € prechody
(e-NFA))

Nedeterministicky kone¢ny automat s ¢ prechody (e-NFA)
A=(Q,%,9, qo, F) sestava z:

kone¢né mnoziny stavii, zpravidla znacime @

konecné mnoziny vstupnich symboli, zna¢ime ¥

prechodové funkce, zobrazeni § : Q x (X U {e}) — P(Q) vracejici
podmnozinu Q.

pocateéni ho stavu? gy € Q,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stava F C Q.

00 00O

Zalternativa: mnoziny pocateénich stavi Sop C Q

Example 4.1
Tabulka pro e-NFA z pfedchoziho slajdu A = ({qo, 91,92}, {0,1}, 8, g0, {g2}) je:
6 || €| 0 | 1
—qo || 0 | {90, a1} | {q0} .
q || 0 0 {92}
xqp || 0 0 0

February 16, 2025

48



Koneéné automaty s € prechody

@ Nové dovolime prechody na ¢, prazdné slovo, tj. bez pfecteni vstupniho
symbolu.

Example 4.2 (NFA s e prechody)

(1) Volitelné znaménko + nebo -,

(2) Yetézec ¢&islic,

(3) desetinn4 tecka a

(4) dalsf Yetézec Cislic. Nejméné jeden z fetézch (2) a (4) musi byt neprazdny.
01,....9

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Example 4.3 (Pfechodova funkce v tabulce)

Predesly e-NFA je: E = ({qo0,q1,---,95},{.,+,—,0,1,...,9},9,90,{gs}) s 9:
6 Jle |+-1]. ]01...9
q | {a} | {a} |0 0
q1 0 0 {a2} | {q,qa}
Q2 1] 1] 0 {q3}
g3 {gs} | 0 0 {as}
a || 0 0 {as} | 0
*qs || 0 ) ) )
0,1,...,9

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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e—uzaver

Definition 4.2 (e—uzavér)
Pro g € Q definujeme e—uzavér eclosure(q) rekurzivné:
e Stav g je v eclosure(q).

o Je-li p € eclosure(q) a r € §(p, €) pak i r € eclosure(q).

Pro mnoZinu stavii S C Q definujeme eclosure(S) = |J s eclosure(q).
Example 4.4 (e uzavér)
o ceclosure(qo) = {q0,qn} A" Ol
e eclosure(qi) = {q1} e +5 a
o cclosure(qs) = {qs, g5, g6 } Wl
C ec/osure({q3,q4}) {q3’¢74aC75aQ6} )

> %,

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Rozsitena prechodova funkce a jazyk prijimany e-NFA

Definition 4.3 (6* pro eNFA )

Necht E = (Q, X, 4, qo, F) je e~NFA. Rozsifenou prechodovou funkci §*
definujeme néasledovné:

@ 5*(q,€) = eclosure(q).
@ Indukéni krok: v = wa, kde w € £*, a2 € L.

0*(q, wa) = eclosure U o(p, a)
pES*(q,w)

Example 4.5

(a0, = eclosure(qo) {do, )
(q07 ) closure(Uan* (q0,€) 4(q,5)) :EC/OSUre((S(qO, 5) U 5(Q17 5)): {q17 Q4}
)

9*(qo, 5. eclosure(6(qy,.) U 6(qa, .)) {92, 93,95, g6
5*(q0a56): 6CIOSUI’€(($(C]27 )U(s(q3a )U(S(Q57 )) = {q3aCI57Q6}

*C*&& )

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Jazyk prijimany nedeterministickym konecnym automatem
s € prechody

Definition 4.4 (Jazyk pfijimany eNFA )
Méjme NFA A = (Q, X, 4, qo, F), pak

L(A) = {w] 0" (qo, w) N F # 0}
je jazyk prijimany automatem A.

Tedy L(A) je mnozina slov w € X* takovych, Ze 6*(qo, w) obsahuje alespon jeden
prfijimajici stav.

Example 4.6

Automat z pfedchoziho slajdu pfijima jazyk L = {w|w koné&i na 01, w € {0,1}*}.
Diikaz indukci konjunkce tvrzeni:

@ 5*(qo, w) obsahuje qo pro kazdé slovo w.
@ 0*(qo, w) obsahuje gy iff w konéi 0. "

@ 0*(qo, w) obsahuje g, iff w konéi 01. ﬁé:)—L@—lﬁ@

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Konfigurace automatu, Vypocetni graf

Definition 4.5 (Konfigurace DFA, eNFA)

Méjme eNFA A = (Q,X,4,qo, F), g € Q, v € T*, pak dvojice (g, v) oznaluje
konfiguraci kone¢ného automatu, nachézejiciho se ve stavu g s nepfectenym
vstupem v.

Definition 4.6 (Vypocetni strom, graf e NFA)

Méjme NFA A = (Q,X,d, qo, F) a vstupni slovo w € £*. Uzly vypocetniho
grafu jsou konfigurace A nad slovem w, orientované hrany znaéi mozny prechod
mezi konfiguracemi, tj. z (p, au) vede hrana do (g, u) pravé kdyz q € 6(p, a).

0 0 1 0 1
(9o, 00101) » (qo,0101) > (qo,101) — (qo,01) — (go,1) — (qo,€)

(g1,101) 1 (q1,1) L. (G2 €)
(g1,0101) (stuck) (g2,01) (stuck)

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4

February 16, 2025 54




Podmnozinova konstrukce (s e—pfechody)

Theorem 4.1 (Podmnozinova konstrukce (s e-prechody))
Jazyk L je rozpoznatelny e-NFA pravé kdyz je L regularni.

Algorithm: Podmnozinova konstrukce (s e—prechody)

Pro libovolny e-NFA N = (Qn,X,dn, Go, Fn) zkonstruujeme DFA D =

(@b, X, 0p, gp,, Fp) prijimajici stejny jazyk jako N.
o Nové stavy jsou euzaviené podmnoziny Q.
Qp C P(Qn), VS C Qu : eclosure(S) € Qp. V Qp, mize byt i .
@ Poclatecni stav je euzavér qp.
gp = eclosure(qo).
@ Prtijimaci stavy jsou vSechny mnoziny obsahujici néjaky prijimajici stav.
Fp={S5|S€Qp & SNFy#0}.

@ Prechodova funkce sjednoti predchody z jednotlivych stavi a uzavre
eclosure.

Pro S € Qp, a € T definujeme dp(S, a) = eclosure({J s onp; a))-

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Ptiklad podmnozinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}

0.1 | 0 |1
/) 0

{qo} || {90, a1} | {qo}

ﬁ& O e

{q0, a1} || {g0, a1} | {90, a2}
#{qo, g2} || {q0,q1} | {90}
w{q1, g2} || 0 {g2}

*{qo,CI17Q2} {CIo,Ch} {Clo,CI2}
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Theorem 4.2 (Pfevod NFA na DFA)

Pro DFA D = (Qp, X, dp, qp,, Fp) vytvofeny podmnoZinovou konstrukci z NFA
N = (Qn, X, N, go, Fn) plati L(N) = L(D).

Proof.

Indukci dokazeme: 65(qo, w) = 05 (qp,, w).

Example 4.7 ('Tézky' pfipad pro podmnozinovou konstrukci)

Jazyk L(N) slov 0's a 1's takovych, Ze n—ty symbol od konce je 1. Intuitivné si
DFA musi pamatovat n poslednich prec¢tenych symbold.

0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1

@ Aplikace hledani v textu

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Mnozinové operace nad jazyky

Definition 4.7 (Mnozinové operace nad jazyky)
Méjme dva jazyky L, M. Definujme nasledujici operace:
(1) binarni sjednoceni LUM ={w|w € LV w € M}

P¥iklad: jazyk obsahuje slova za¢inajici a’' nebo tvaru b/c’.
(2) prinik LNnM={wlw e L & w € M}

Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky kondici na 'baa’
(3) rozdil L-—M={w|lwe L& w¢ M}

Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekondcici na 'baa’.
(4) doplnék (komplement) [ = —L={w|w ¢ L} =X*—L

Ptiklad: jazyk obsahuje slova nekondici na 'a’.

Dikaz ze vztahi
Theorem (de Morganova pravidla) &,V, .

T T W
Plati: UM =LnM -
L-—M=LnM.

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Theorem 4.3 (Uzavienost na mnozinové operace)

Meéjme regularni jazyky L, M. Pak jsou nasledujici jazyky také regularni:
(1) sjednoceni LU M,

(2) pranik L0 M,

(3) rozdil L — M,

(4) doplnék L =¥* — L.

Proof: Uzavienost RJ na doplnék Example 4.8

@ Pokud § neni pro nékteré dvojice q, a Jazyk .
definovand, ptidéme novy nepfijimajici stav {W;l we {Od 13701}
grir @ do néj prechod pro vse dfive
nedefinované plus Va € ¥: §(qfir, ) = Gfail- = g e (1)

@ Pak stadi prohodit koncové a nekoncové 1
stavy prijimajiciho deterministického FA, tj. : 2

Fcomp/ement = QA — Fa. O 4}

1
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Konstrukce soucinu automatu

Proof: Prinik, sjednoceni, rozdil

@ Pro sjednoceni a rozdil doplnime funkci § na totalni.

@ Zkonstruujeme soucinovy automat,
Q= (Ql X Q2) Za 6([,017 p2]aX) = [51(p17X)7 52(P2,X)], (qola qu)a F)

@ prinik: F=F xR,
@ sjednoceni: F = (F1 x @)U (Q1 x F)
@ rozdil: F = F1 X (Qz — F2) O

P¥iklad sou¢inu automati (pranik jazyk(l). Slova obsahujici 0,1, oboje.

Input

w

HQP o1 HF T
H& 01 01 % B

4

0
m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Priklady na uzavérové vlastnosti

Example 4.9

Konstruujeme konecny automat pfijimajici slova, kterd obsahuji 3k + 2 symboli 1

a neobsahuji posloupnost 11.
@ Ptima konstrukce je komplikovana.
o L1 ={w|w e {0,1}*&|w|; =3k +2}
o L, ={wlu,ve{0,1}*&w = ullv}
o L=1L;— L,

Example 4.10
Jazyk M slov s riznym poctem 0 a 1 neni regularni.
o Je-li M regularni, M = ¥* — M je také regularni.

@ O M vime, ze regularni neni (pumping lemma).

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Jesté jeden priklad

Example 4.11
Jazyk Loy = {0V : i # j,i,j € No} nenf regulrni.

Lop — Lo;ﬂ = {Oi].i s NO}
Z uzavérovych vlastnosti vime, Ze rozdil regularnich jazykd je regularni.
Jazyk Lo; regularni je.

Ptedpoklddejme, Ze Loz je reguldrni. Pak by i {0717 : i € No} musel byt
regularni, coz neni - SPOR.

Jazyk Loy = {0'1;i,j € No} je regularni, umime sestrojit kone¢ny automat.

Automaty a gramatik Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4 February 16, 2025
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Retézcové operace nad jazyky

Definition 4.8 (Ret&zcové operace nad jazyky)

Nad jazyky L, M definujeme nasledujici operace:

zietézeni jazyki LM=A{uw|uel &veM}
Lx=L{x}axL={x}.LproxeX
mocniny jazyka L0 = {e}
L+ =101
pozitivni iterace Lr=1'ul?... =, L
obecna iterace L*= 10U UL2.. =y L
tedy L* = L+ U {¢} B
otoéeni jazyka LR = {uR|u e L}

(=zrcadlovy obraz,reverze) (x1xz...%,)% = xpox ... %0
levy kvocient L podle M M\ L={vjuve L& ue M}
leva derivace L podle w  9,L={w}\ L (pozn. derivace bude i v jiném vyznan
pravy kvocient L podle M L/M = {uluv e L & v € M}
prava derivace L podle w ORL=L/{w}.

v
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Theorem 4.4 (Uzavienost reg. jazykl na fetézcové operace)
Jsou-li L, M regularni jazyky, je reguldrni i L.M, L* L*, LR, M\ L a L/M. J

Lemma (L.M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M. J

Vezmeme DFA A; = (Q1, X, 81,41, F1), pak Ay = (@2, X, 2, g, F2) tak Ze
L=L(A)aM=L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {qo}, X, d, qo, F2) kde:
Q=@ UQ predpoklddame riizna jména stavi, jinak prejmenujeme
konc¢ime az po precteni slova z L,

6(qo,€)  ={q1, 9} pro g1 € F tj. e € L(Ay)
6(qo,€)  ={aq} pro q1 ¢ F1 tj. e ¢ L(A1)
5(qo,x) =10 pro x € X
3(g,x) ={0(q,x)} pro g € Q1 & 61(g,x) ¢ F1 politdme v Ay
= {01(q,x), g2} proge Q1 & d1(g,x) € F1  nedet. prechod z A;
= {d2(g,x)} pro g € @ poditdme v A,.

Pak L(B) = L(A;).L(A,). O

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Uzavrenost iterace

Lemma (L*, L)

Je—li L regularni jazyk, je regularni i L*, LT

@ ldea: opakovany vypoclet automatu A = (Q, X, 4, qo, F)

@ realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart
@ speciélni stav pro prijem € € L% (pro L vynechame & ¢ F).
Proof: Dikaz pro L*
Vezmeme DFA A= (Q, %, 0, qo, F), tak Ze L = L(A).
Definujeme NFA automat B = (QU {gs}, %, ds, g5, F U{gs}) kde:
0g(gs,€) = {qo} novy stav gg pro pfijem ¢, prejdeme do gy
de(ge,x) =10 pro x € ¥
5B(q7X) = {(S(Q,X)}

={0(q,x),q0}

pokud g € Q & (g, x) ¢ F uvniti A
Pak L(B) = L(A)* (gs € Fg), L(B) = L(A)" (g8 ¢ FB).

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4
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Uzavrenost reverze

Lemma (LF)

Je-li L regularni jazyk, je regularni i LR.

o Zrejmé (LR)R = L a tedy sta&i ukazat jeden smér.
@ idea: obratime Sipky ve stavovém diagramu; nederministicky FA

Vezmeme DFA A= (Q, L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (QU{gs}, X, d5, 95, {qo}) kde:

e 05(q,x) ={pld(p.x) =q} pro g€ Q
] 5B(q3,e) = F, 5B(q5,x) = @
@ Pro libovolné slovo w = x1x5 ... x,

> qo,q1,q2,.-.,qn je prijimajici vypoclet pro w v A
<~
> G8,qn, Gn-1,--.,,q2, 1, Go je prijimajici vypolet pro wf v B. ]

X s | naha TR A iieaanX iadnad 2 A {mA A Ak amate
Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 4 = February 16, 2025
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Uzavrenost kvocientu

Lemma (M \ L a L/M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je reguldrnii M\ L a L/M.

@ ldea: A;, budeme startovat ve stavech, do kterych se |ze dostat slovem z M.

o Vezmeme DFA A= (Q, %L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky NFA B = (QU {qg.}, X, , g, F) kde:

@ a pridame prechod 6(qe,€) = {glg € Q & (u € M) g = 6*(qo, u)} do
stavli, kam Ize dojit slovem z M.
> |ze nalézt algoritmicky
({q; L(Aq) nM # 0 kde Ag = (072757 qo, {q})})
eveM\L
< (ueMyuwel
< (Bue M,3g € Q) é(qo,u) =q & d(q,v) € F
< 39 € 6(ge,€) & 6(q,v) € F
& veLB).
L/M = (MR\ LR)R, O
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Shrnuti minulé prednasky (+dva fadky a sloupce navic)

@ Podmnozinova konstrukce DFA z eNFA
@ Regularni vyrazy
o Kleeneho véta
» Jazyk je pfijimany koneénym automatem pravé kdyz lze napsat jako regularni
vyraz,
»tiz0a{a}proace X
> a konec¢ného poctu aplikaci iterace, zfetézeni a sjednoceni.
o Uzavérové vlastnosti

> dnes jen 'regularni’ sloupec.

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
NsRL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO
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Substituce jazykd

Definition 5.1 (Substituce jazyki)

Mé&jme konecnou abecedu ¥. Pro kazdé x € ¥ budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé
Y. Dale polozme

o(e) = {e}

o(u.v) =o(u).o(v)

@ Zobrazeni o : X* — P(Y*), kde Y =

Lex Yx se nazyva substituce.
@ Pro jazyk L definujeme: o(L) = J,,c, o(w), podobné sjednoceni.

@ nevypoustéjici substituce je substituce, kde zadné o(x) neobstahuje e.

Example 5.1 (substituce)

1) ¥ ={k,p,m,c,t}, L= (kmp)(ckmp)*t,

k slovnik krestnich jmen, p slovnik pfijmeni, m mezera, ¢ Carka, t tecka.
2) Pokud o(0) = {a't/,i,j > 0},0(1) = {cd}

tak 0(010) = {a'b/cda*b’, i, j, k,1 > 0}.

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Homomorfizmus a inverzni homomorfizmus jazykd

Definition 5.2 (homomorfizmus (jazyku), inverzni homomorfizmus)
Homomorfizmus h je specialni ptipad substituce, kde obraz je vzdy jen
jednoslovny jazyk (vynechdvdme u néj zavorky), tj. (Vx € X) h(x) = w;.
Pokud Vx : w, # €, jde o nevypoustéjici homomorfizmus.
Inverzni homomorfizmus h=(L) = {w|h(w) € L}.
Example 5.2 (homomorfizmus)

@ Znaky nahradime TpXzapisem, h(u) = \mu a podobné.
Pro L =101 je h(L) = (ab)*.

@ Homomorfizmus h definujeme: h(0) = ab, a h(1) = e. Pak h(0011) = abab.
Theorem 5.1 (uzavienost na homomorfizmus)

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Uzavrenost na substituci, homomorfizmus.

Strukturalni indukci 'probublavanim’ algebraickym popisem jazyka zakladnich,
sjednoceni, zfetézeni a iterace. Pro sjednoceni a zietézeni z definice substituce a
uzavrenosti regularnich jazyk( na sjednoceni a zfetézeni.

a(a+pB) = o(L(a))Ua(L(B))
alap) = {w|Fue L(a)Ive L(B):o(u)o(v)=w}

Pro iteraci rozlozime na nekonecné sjednoceni, pro kazdy konkrétni pocet iteraci o
aplikované na konecné zretézeni.

o(L(a)*) = o(L())Uo(L(a))U...Uo(L(a)")U...
= o(a)Ug(a)'U...Ug(a)"U...
= L(a(a)").

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Inverzni homomorfizmus

Definition _((5-2) Inverzni Homomorfizmus aplikovany dopredné
homomorfizmus) a zpétné.

Necht h je homomorfizmus abecedy
T do slov nad abecedou . Pak 0 =
h=(L) 'h inverze L' je mnoZ%ina

fetézci
h=1(L) = {w|lw € T*; h(w) € L}.

Example 5.3

Necht L = ({00} U {1})*, h(a) = 01 ‘e
a h(b) = 10.
Pak h=1(L) = ({ba})". @g

Dakaz: h(({ba})*) € L snadno.
Ostatni w generuji izolované 0 (roz-
bor pfipadd).
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Inverzni homomorfizmus DFA i

Theorem 5.2 Input A(w)|to A

Je—li h homomorfizmus abecedy T do tart _
abecedy ¥ a L je reguldrni jazyk abecedy ¥, |=T1__ A Accept/reject
pak h=Y(L) je také regularni jazyk.

@ pro L mame DFA A= (Q,X, 6, qo, F)
o h: T =Y
o definujeme e-NFA B = (Q', T,4',[qo, €] , F x {€}) kde
Q' ={lg,v]|lg e Q,uex*F(ae T)I(veX*)h(a) =vu} uje buffer
(lg,€e]l,a) =lgq,h(a)] napliiuje buffer
8 ([q,bv],€) =][p,v] kde 6(q,b) =p Cte buffer.
=
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Priklad: Navstiv vSechny stavy

Example 5.4

Necht A= (Q,X, 4, qo, F) je DFA. Definujme jazyk L = {w € £*; 6*(qo,w) € F
a pro kazdy stav q € Q existuje prefix x; slova w tak, Zze 6*(qo,xq) = q}-
Tento jazyk L je regulani.

M Oznaéme M = L(A).

T Definujeme novou abecedu T trojic {[paq];p,q € Q,a € X,d(p, a) = g}.

h Definujeme homomorfizmus (V p, g, a) h([paq]) = a.

Ly Jazyk Ly = h=1(M) je regularni, protoze M je regularni (DFA inverzni
homomorfizmus).

o h~1(101) obsahuje 2% = 8 Fetézcii, napt.

[p1p][q0q][p1p] € {[p1p], [91q]}{[POq]; [q0q]}{[p1p], [q1q]}-
o Dale zkonstruujeme L z L; (dalsi slide).

February 16, 2025
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Ly

La

Vynutime zacatek qo. Definujeme

Er = Us,es qeqilaoag)} =

Er ={lgoa1q0]. [qoa2q1], - - -, [qoaman]}-  Ptehled:

Vynutime stejné sousedici stavy. Inverzni homom.
Definujeme ne—odpovidajici dvojice L hL(M) € {[gap]}*

£, = Uq#rp q,r,s€Q,a bez{[paq][rbs]}_ .
Definujeme L3 = Ly — L(T*.E>. T*), priinik RJ

~

Kondi v prijimajicim stavu, protoze jsme L :;ZC(I:I?'I RJ

zacali z jazyku M prijimaném DFA A. )

V8echny stavy. V g € Q definujeme E, Ls ;i(—)zsdc?lusgjlm stavy rovny
jako regularni vyraz sjednoceni vSech y

symbolil T takovych, Ze g neni ani na Lo + vsechny. stavy

prvni, ani na posledni pozici. Odeteme homomorfismus

L(E7) od Ls. Ly = Ly — U,c ol E2}- L h([gap]) = a

Odstranime stavy, nechdme symboly.
L = h(Ly). Tedy L je regularni.

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5 February 16, 2025
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Rozhodovaci problémy pro regularni jazyky!

Lemma (Test ne—prazdnosti regularniho jazyka)
Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk prijimany DFA, NFA, e-NFA je prazdny. J

Jazyk je prazdny pravé kdyz zadny z koncovych stavii neni dosazitelny.
Dosazitelnost Ize testovat O(|Q|?).
Lemma (Test nalezeni do regularniho jazyka)

Pro dany Fetézec w; |w| = n a regularni jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,
zda je w € L.

o DFA: Spust automat; pokud |w| = n, pfi dobré reprezentaci a konstatnim
Case prechodu O(n).

@ NFA o s stavech: &as O(ns?). Kazdy vstupni symbol aplikujeme na viechny
stavy predchoziho kroku, kterych je nejvys s.

@ ¢—NFA - nejdfive uréime e—uzavér. Pak aplikujeme pfechodovou funkci a
e—uzavér na vysledek.

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5 February 16, 2025 7



Regularni vyrazy

Regularni vyrazy (RV) jsou
@ algebraickym popisem jazyki
o deklarativnim zplsobem, jak vyjadrit slova, kterd chceme pfijimat.
@ Schopné definovat vSechny a pouze regularni jazyky.
@ Mizeme je brat jako programovaci jazyk, uzivatelsky privétivy popis
konecného automatu.
Example 5.5
o Zakladni UNIX grep prikaz.

o Lexikalni analyzatory jako Lex a Flex (popis pomoci 'token'd je vzésadé
regularni vyraz).

Python knihovna re .

Syntakticka analyza pottebuje silnéjsi nastroj, bezkontextové gramatiky,
budou nasledovat.

Automaty a gramatik Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5 February 16, 2025



Definition 5.3 (Regularni vyrazy (Regular Expression) (RegE),
hodnota RegE L(«))

Regularni vyrazy «, 8 € RegE(X) nad koneénou neprizdnou abecedou

Y ={a1,a,...,an} a jejich hodnota L(«) jsou definovany induktivné:
vyraz o pro hodnota L(«) = [¢]
. € prazdny fetézec L(e) = {e}
° Zaklad: 0 prazdny vyraz  L(0)={} =0
a aex L(a) = {a}.

o Indukce:

vyraz  hodnota poznamka
a+f Lla+pB)=Lla)ULB) v grep,re]
af L(aB) = L(a)L(B) mizeme znadit ., ale plete se s UNIX grep
a* L(a*) = L(a)*
(a) L((«)) = L) zavorky neméni hodnotu.

Kazdy regulédrni vyraz dostaneme indukci vyse, tj. tfida RegE(X) je nejmensi

tfida uzavfena na uvedené operace.

Lemma 5.1

Jazyk L(€) = {e} = 0*, v definici jen pro vyznam symbolu L(e).

v
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Priklady regulanich vyrazii, priorita

Definition 5.4 (priorita)

Nejvyssi prioritu ma iterace *, nizsi konkatenace (zfetézeni), nejnizsi sjednoceni +.

Example 5.6 (Regularni vyrazy)
Jazyk stridajicich se nul a jednicek lze zapsat:
e (01)* +(10)* +1(01)* +0(10)*
o (e+1)(01)*(e +0).
Jazyk L((071071071)*0") = {w|w € {0,1}*, |w|, = 3k, k > 0}.

Theorem 5.3 (!varianta Kleeneho véty)

Q@ Kazdy jazyk reprezentovany konecnym automatem lze zapsat jako regularni
vyraz.

Q@ KaZdy jazyk popsany reguldrnim vyrazem miZeme zapsat jako e-NFA (a tedy
i DFA).

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Prevod RegE vyrazu na e~NFA automat

Prevod RegE vyrazu na e-NFA automat.

Ddkaz indukci dle struktury R. Z3klad:
V kazdém kroku zkonstruujeme e-
NFA E rozpozndvajici stejny jazyk c A4y
L(R) = L(E) se tfemi dalsimi vlastnos- 00| Prazdny fetézec ¢
tmi:

@ Pravé jeden prijimajici stav.

@ Zadné hrany do podateéniho stavu.
@ Z4dné hrany z koncového stavu.

Soucet R+ S:— ~—0

@) O | Prazdnd mnozina 0

O—>—0|a€X: vyraz a

m ;UIII

INDUKCE: O

€
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Od

DFA k regularnim vyraziim

Regularni vyraz z DFA

Méjme DFA A, Qa = {1,...,n} o n stavech, stavy oéislujeme od 1.

Necht R,-(jk) je regularni vyraz, L(R,-(jk)) = {w|dZ(i,w) = j} mnoZina slov
prevadéjicich stav i do stavu j v A cestou, kterd neobsahuje stav s vy3sim
indexem nez k.

Budeme rekruzivné konstruovat Ré.k) pro k=0,...,n.

k=0,i#j: R,-(jo):a1+a2+...+am kde a1, as, ..., am jsou symboly

)

oznadujici hrany i do j (nebo R,-(jo) = () nebo R,-(jo =aprom=0,1).

k=0, i =j: smycky, R,.(I.O) =e¢+ay+ar+...+ay, kde ag,a,...,an jsou
symboly na smyckach v i.

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5 February 16, 2025
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Priklad: Od konecného automatu k RegE

1
1 0. RR) — 1°0(0 + 1)°

0 (k+1) _ p(k) | pk) (k) (K)
@ R R + R(k+l)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)_/

R{(l)) e+1 =

RY |0 -

Ry | 0 -

RO | (e+0+1) —

Rﬂ) (e+1)+(e+1)(e+1)*(e+1) =1*

RY | 0+ (e+1)(e+1)0 =170
RO | 0+ 0(e+1)*(e+1) =0

Rg) (e+0+4+1)+0(e+1) 0 =e+0+1
RP | 15 4+ 1°0(c + 0 + 1)*0 =1*

RZ | 190+ 170(e + 0 + 1)*(e + 0 + 1) =170(0 + 1)*
R | 0+ (e+0+1)(c+0+1)*0 =

(e+0+1)+ (e+0+1)(e+0+1)*(e+0+1)=(0+1)*

February 16, 2025
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Proof.

INDUKCE. M&jme Vi,j € Q RY. Konstruujeme R{*")

(k)
R(k+1), k+1)

R
(k+1) _ ( ) « p(k)

° RU - R + R k+1)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)j

Cesty z i do j neprochazejici uzlem (k + 1) jsou jiz v Rg.k).

Cesty z i doj pres (k 4+ 1) s pfipadnymi smyckami mizeme zapsat

(k) * (k)
R; (k+1) (Rk+1 k+1_)) R(k+1)j'

regularm vyrazy jsou uzaviené na s&itani (sjednoceni), zFetézeni i iteraci, tj
Ri™ € RegE(X)

@ Nakonec, RegE = EBjeFAR('.’) sjednceni pres ptijimajici stavy j.

O

V.
Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Zjednoduseni regularnich vyrazl (netfeba znat)

Lemma (Dalsi vlastnosti bez diikazu)

@ Zjednoduseni navrhu automat(

LO=0.L = 0
{et.L=L{e} = L
Ly = 1
(LUL)" = Li(L.L])" = L(L.L5)"
(Li.L)F = LX.LF
Ow(LiULy) = 8w(L1)Udw(Ln)
ow(T*—L) = T*—0,L

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5 February 16, 2025
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Shrnuti prevodli mezi reprezentacemi regularnich jazyki

Pfevod NFA na DFA
e € uzavérv O(n®) - @
prohledava n stavii
nasobeno n? hran pro e
prechody.

O(n)
O(n32m)
@ Podmnozinova konstrukce,
DFA s az 2" stavy. Pro
kazdy stav, O(n®) €asu na
vypocet prechodové funkce.
Prevod DFA na NFA

@ Pridat mnoZinové zavorky k prechodové funkci a pfechody pro € u e—NFA.
Pfevod automatu DFA an RegE reguléarni vyraz

e O(n%4")
RegE vyraz na automat

e V cCase O(n) vytvofime e—NFA.

O(n34")

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 5
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Dnesni téma

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119
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Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty

o Konecny automat provadi nasledujici

innosti:

> precte pismeno q |

> zméni stav vnitfni jednotky Reject :

» posune ¢teci hlavu doprava X | Accept/Reject
o Cteci hlava se nesmf vracet.

Definition 6.1 (Deterministické Dvousmérné kone¢né automaty)

Deterministickym dvousmérnym konecnym automatem nazyvame pétici
A=(Q,%,4,qo, F), kde

O Q je kone¢nd mnozina stavi,

@ X je konecna mnozina vstupnich symbold

@ prechodové funkce § je zobrazeni Q x ¥ — @ x {—1,1} rozsifené o pohyb

hlavy

Q qo € Q pocatelni stav

@ mnozina pfijimajicich stavi F C Q.
Pozn.: Je deterministicky, nedeterministicky dy : @ x X — P(Q x {—1,1}).
Pozn.2: Nulovy pohyb hlavy Ize, jen trochu zkomplikuje diikaz dale.

@ Reprezentujeme opét stavovym diagramem, tabulkou.

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Vypocet dvousmérného automatu

Definition 6.2 (Vypodet dvousmérného automatu)
Slovo w je pfijato dvousmérnym konecnym automatem, pokud:
@ vypocet zacal na prvnim pismenu slova w vlevo v pocate¢nim stavu
@ Cteci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém prijimajicim stavu

@ mimo ¢tené slovo neni vypoclet definovan (vypocet zde konéi a slovo neni
pFijato).

@ Ke sloviim si mizeme

pridat specialni

a : koncové znaky # ¢ ¥
Rejecf% ' Accept/Reject o funkce Oy odstrani #

. zleva, 82 zprava.

Lemma

Je—li L(A) = {#wH#|w € L C X*} regularni,
potom je regularni i L = 0405 (L(A) N #X*#).

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Priklad dvousmérného automatu

Example 6.1 (P¥iklad dvousmérného automatu)

Necht A= (Q,X,d, g1, F). Dvousmérny koneény automat
B=(QUQ UQIU{qo,an,qv}, T U {#},4!,q0, {qy}) pfijimajici jazyk
L(B) = {#u#|uu € L(A)} (toto NENI levy ani pravy kvocient!) definujeme
nasledovné:
sl xeY | # poznamka
G | qn,—1 | q1,+1 | g1 je pocitek A
q p7+1 q|7_1 pzd(q,X)

# u #
gl | pl,+1 | qv,+1 | g€ F,p=14(q,x) *] *
I
I

1 q
gl | pll,+1 | qn,+1 | ¢ F,p=6(q,x) at
S Il ign
' Y

February 16, 2025



Theorem 6.1

Jazyky prijimané dvousmérnymi konecnymi automaty jsou pravé regularni jazyky. J
Proof: konecny automat — dvousmérny automat
@ Konecny automat pfedeveme na dvousmérny pfidanim posunu hlavy
vpravo
0o A=(Q,X,0,q0,F) = 2A=(Q,%,6!, qo, F), kde
3(q, x) = (8(q, x), +1).

@ Moznost pohybovat Cteci hlavou po pasce nezvétsila silu kone¢ného
automatu (dokud na pasku nic nepiSeme!).

Dvousmérné a jednosmérné konecné automaty

@ Pro dikaz potrebujeme pripravu.

m Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Algorithm: Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Definujeme funkci £, : QU {q(‘)} — QU {0} | v
T

° fu(q(l)) popisuje v jakém stavu poprvé o |
odejdeme vpravo, pokud zaneme vypocet |
vlevo v pocatecnim stavu qo, : 1 9

@ symbol 0 znadi, ze dana situace nenastane u |
T
I
I

|

(odejdeme vlevo nebo cyklus), : 5
|
=

o f,(p); p € Q v jakém stavu opét odejdeme
@ Definujeme ekvivalenci slov nasledovné: u ~ w Sef fy = F)

<

vpravo, pokud za¢neme vypocet vpravo v p

> tj. slova jsou ekvivalentni pokud maji stejné 'vypocltové' funkce.

Regularnost 2DFA

Ekvivalence ~ je ekvivalence, ma kone¢ny index, je to prava kongruence, jazyk
i s ave |
2DFA odpovida SJednocenl tfid £, (q) € F.
H |\N PNPPRN Py cia I AN a1 L un ! talll
W Dvousmérné FA Mealya Moore stroje 6 i
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Konstruktivni diikaz véty o 2DFA

o Potfebujeme prevést navraty na linearni

vypocet.

@ Zajimaji nas jen prijimajici vypolty

o Divame se na fezy mezi symboly (v jakém

stavu pfechazi na dal3i poli¢ko)

Pozorovani:

@ stavy se v prechodu fezu stfidaji
(doprava, doleva)

@ prvni stav jde doprava, posledni
také doprava

@ v deterministickych ptijimajicich
vypoctech nejsou cykly

@ prvni a posledni ez obsahuji jediny
stav.

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6

Algorithm: 2DFA — NFA

@ Najdeme vsechny mozné
fezy — posloupnosti stavil (je
jich kone¢né mnoho).

o Mezi fezy definujeme
nedeterministické prechody
podle ¢teného symbolu.

@ Rekonstruujeme vypocet
skladanim fezl jako puzzle.
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Algorithm: Formalni prevod 2DFA na NFA

Necht A = (Q,X,d,q0,F) je dvousmérny (deterministicky) konecny
automat. Definujeme ekvivalentni nedeterministicky automat B =

(Q,%,6!,(qo), F!) kde:
o Q! jsou viechny korektni prechodové posloupnosti
» posloupnosti stavii (¢*,...,¢%);q' € Q
> délka posloupnosti je lichd (k =2m + 1)
> 7adny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici
(Vi #J) (a* # q¥) & (Vi # ) (g*" # q¥77)
o Fl'={(q)|q € F} posloupnosti délky 1

e 6l(c,a) = {d|d € Q&c > d je lokalné konzistentni prechod pro a}

> existuje bijekce: h: Codd U deven — Ceven U dodd, tak, ze:
» zachovava usporadani

> pro h(q) € Ceven je (h(q), —1) = d(q, a)

> pro h(q) € dodd je (h(q),+1) = d(q, a).

L(A) = L(B)

Trajektorie 2DFA A odpovidé fezim v FA B, odtud L(A) = L(B).

m Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Priklad prevodu 2DFA na NKA

Mozné fezy a jejich pfechody
@ Méjme nasledujici
dvousmérny

@ Doleva jediné r — vSechny sudé pozice r, tj. jedina
suda
koneCny automat: o mozné tezy: (p).(q),(p,r.q),(q.r.p).
a b a b
Zp Al gt () | (p)
*q q,+1 r-1 (q)
r p,+1 r-1

(a)
(a).(a.r,p)
(p.r.a)

Ukazka (zacykleného,

(q.r.p) ()
neprijimajiciho)
vypoctu:
a abaabaabb ey NFa:
PP P 9 9 ¢q a a
r
P 9 qg ¢q
r

P q

a
@ b
—>
b
r r
P q
Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Automaty s vystupem (motivace)

@ Dosud jedina zprava z automatu: 'Jsme v pFijimajicim stavu’.
@ MizZeme z FA ziskat vice informaci? Mlzeme zaznamenat trasu vypoctu?
Moore: indikace stavl (vSech, nejen koncovych)
» v kazdé chvili vime, kde se automat nachazi
» Ptiklad: razné (regularni) &itace
Mealy: indikace prechodii
> po precteni kazdého symbolu vime, co automat délal
» Priklad: regularni preklad slov

Automat uz neni tak docela ¢erna skrinka.

Automaty a gramatik

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Mooreliv stroj

Definition 6.3 (Moorelv stroj)
Mooreovym (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici A= (Q, %, Y, d, 1, go)
resp. pétici A= (Q,X%,Y,0,u), kde

Q je konednd neprazdnd mnozina stavi

Y je konedn4 neprazdnd mnoZina symboll (vstupni abeceda)

Y je kone¢nd neprazdnd mnozina symboll (vystupni abeceda)

0 je zobrazeni Q x ¥ — @ (prechodovéa funkce)

 je zobrazeni @ — Y (znackovaci funkce)

qo € Q (poclatedni stav)

@ Nékdy nas nezajima pocatecni stav, ale jen prace automatu

@ znackovaci funkce umoznuje suplovat roli koncovych stavi
» F C Q nahradime znaékovaci funkei 1 : Q@ — {0, 1} takto:

u(q) = 0 pokud q & F,
1(q) =1 pokud g € F.

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6 February 16, 2025
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Priklad Mooreova stroje

Example 6.2 (Tenisovy set)
Mooreiv stroj pro pocitani tenisového
skore.

@ Vstupni abeceda: ID hrace, ktery
uhrél bod

@ Vystupni abeceda & stavy: skére
(- Q=Y apu(q) =q)

Automaty a gramatiky Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6

Stav/vystup A B

00:00 15:00 00:15
15:00 30:00 15:15
15:15 30:15 15:30
00:15 15:15  00:30
30:00 40:00 30:15
30:15 40:15  30:30
30:30 40:30 30:40
15:30 30:30 15:40
00:30 15:30  00:40
40:00 A 40:15
40:15 A 40:30
40:30 A shoda
30:40 shoda B

15:40 30:40 B

00:40 15:00 B

shoda A:40 40:B
A:40 A shoda
40:B shoda B

A 15:00 00:15
B 15:00 00:15

February 16, 2025
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Mealyho stroj

Definition 6.4 (Mealyho stroj)
Mealyho (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici A = (Q, X, Y,d, Am, qo) resp.
pétici A= (Q, X, Y,d, \y), kde

Q je kone¢na neprazdnd mnozina stavii

Y je konednd neprazdnd mnoZina symboll (vstupni abeceda)

Y je kone¢nd neprazdnd mnoZina symbolli (vystupni abeceda)

0 je zobrazeni Q@ x ¥ — @ (prechodovéa funkce)

Am je zobrazeni @ x ¥ — Y (vystupni funkce)

do € Q (poclateni stav)

@ Vystup je uren stavem a vstupnim symbolem

» Mealyho stroj je obecnéjsSim prostfedkem nez stroj Mooreiiv
» Znackovaci funkci v : Q@ — Y lze nahradit vystupni funkci Ay : Q X X — Y
napriklad takto:

Vx € ¥ Am(g,x) = p(q)
nebo Vx € ¥ Ay(q,x) = u(d(q, x))

Automaty a gramatik Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Priklad Mealyho stroje

Example 6.3 (Mealyho stroj)

Automat, ktery déli vstupni slovo v binanim tvaru &islem 8 (celoCiselné).

@ Posun o tri bity doprava

@ potrebujeme si pamatovat posledni trojici biti

@ vlastné tribitova dynamickd pamét

Stav\symbol 0 1

000 000/0 001/0
001 010/0 011/0
010 100/0 101/0
011 110/0 111/0
100 000/1 001/1
101 010/1 011/1
110 100/1  101/1
111 110/1 111/1

o | kdyz nevime, kde automat startuje, po tfech symbolech zacne pocitat
spravneé.

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6
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Vystup sekvencnich stroji

slovo ve vstupni abecedé — slovo ve vystupni abecedé
Moorelv stroj

znackovaa funkce p: Q = Y
QXYY"

(q7 €) = € (nékdy p*(q,¢€
(g, wx) =

a)
3 x) = (g, w).pu(0” (q, wx))
Mealyho stroj

Pr|k|ad 1" (00:00 AABA) (00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

vystupnl funkce Ay : @ XX — Y
TRXY =Y
/\X/I(Ch €)=e¢
(g, wx) = Ay(q, w
Pfiklad: A},(000,1101010)= 0001101

ARNAANAY

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6

Automat

ramatik
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Koneéné automaty — shrnuti

Konecny automat

> redukovany deterministicky automat (lze definovat i jednoznaény)
> nedeterminismus e-NFA, 2", (dvousmérny FA n")

Regularni vyrazy
Automaty a jazyky
> regularni jazyky
uzavfenost na mnozinové operace
uzavienost na fetézcové operace

vV vy VvVYyYy

uzavrenost na substituci, homomorfizmus a inverzni homomorfizmus,
automaty vyse i regularni vyrazy popisuji stejnou tridu jazykd.
Charakteristika regularnich jazyk(

» Mihyll-Nerodova véta (kongruence)

> Kleeneova véta (elementarni jazyky a operace)

> lteralni (pumping) lemma (iterace podslov, jen nutnd podminka).

Dvousmérny automat, pokud nesmi psat na pasku, pfijima jen regulatrni
jazyky.

Automaty a gramatiky

Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 6 £
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Dnesni téma
Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznacnost
Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119
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Palindromy

Definition (palindrom)

Palindrom je fetézec w stejny pfi Cteni zepfedu i
zedadu, tj. w = wR

o Priklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’.

Lemma

Jazyk Lya = {w|w = wR, w € £*} neni

regularni.
Example 7.1
(Bezkontextova
gramatika pro
palindromy)
G = ({S},{o,t},P,S), P=
1. S—»e _

m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7 =

February 16, 2025 104



Formalni (generativni) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definition 7.1 (Formalni (generativni) gramatika)

o kone¢né mnoziny neterminala (variables) V

Formalni (generativni) gramatika je G = (V, T, P, S) slozena z
@ pocatecni symbol S € V.

@ neprazdné kone¢né mnoziny terminalnich symbolid (terminala) T
jazyka. Kazdé pravidlo ma tvar:

@ koneéné mnoziny pravidel (produkci) P reprezentujici rekurzivni definici
BAY 5w, A€V, B,v,we (VUT)"

tj. leva strana obsahuje aspon jeden neterminalni symbol.
pouze pravidla tvaru

Definition (Bezkontextovéd gramatika CFG)

Bezkontextova gramatika (CFG) je G = (V, T, P, S) gramatika, obsahujici
A-sw AeV,we(VUT)*
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Chomského hierarchie

Definition 7.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel)

e gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky Lo)

pravidla v obecné formé a — w, a,w € (V U T)*, @ obsahuje neterminl

e gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)
pouze pravidla ve tvaru vASB — ywf

AeV,y,Be(VUT)",we (VUT)*H!
strané zadného pravidla

jedinou vyjimkou je pravidlo S — ¢, potom se ale S nevyskytuje na pravé
e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £5)
pouze pravidla ve tvaru A > w, A€ V,we (VU T)*

e gramatiky typu 3 (regulérni/pravé linearni gramatiky, regularni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A - wB,A - w,A,Be V,we T".
_ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyki

LoD L1 DL DLs

@ dokonce vlastni podmnozZiny (pozdéji)
Lo 2 L4 rekurzivné spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla yAB — ywp obsahuji vlevo neterminal A
Lo O L3 bezkontextové jazyky zahrnuji regulrni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (VU T)*
L1 D L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky
problém je s pravidly typu A — ¢, ale ta umime eliminovat.

Example 7.2 (Notace)

a,b,c,1,%,( termindly

A B, C netermindly, proménné

w,z fetézec terminali

X, Y bud terminal nebo neterminal
a, B, fetézec (T U V)*

A—alf {A— «a,A — B}, OR, kompaktni zépis vice pravidel.

Automaty a gramatiky

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Definition 7.3 (Derivace =*)
Mé&jme gramatiku G = (V, T, P, S).
o Rikame, %e o se pfimo prepiSe na w (piSeme a = ¢ w nebo o = w) jestlize
B,y,mre(VUT) ta=nBr,w=nywa(B—~)€P.
o Rikdme, 7e a se prepiSe na w (pideme o =* w) jestlize

351,...,ﬁn€(VUT)*:a:ﬁ1:>/32:>...:>ﬂn:w.
tj. také a =™ a.

Posloupnost 31, ..., 8, nazyvdme derivaci (odvozenim).

Pokud Vi # j : B; # f3j, hovofime o minimalnim odvozeni.

Libovolny fetézec w € (T U V)* odvoditelny z pocateéniho symbolu
nazyvame sentencialni forma.

Definition 7.4 (Jazyk generovany gramatikou G)

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V, T, P,S) je mnoZzina terminalnich
fetézcl, pro které existuje derivace ze startovniho symbolu

L(G)={we TS =¢ w}.

Jazyk neterminalu A € V definujeme L(A) = {w € T*|A =% w}.
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7 = February 16, 2025 108




Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

Definition (Gramatika typu 3, prava linearn)

Gramatika G je prava linearni, tj. regularni, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A - wB,A—- w, A, Be V,we T*.

Example 7.3 (Ptiklad derivace gramatiky typu 3)
P = {S — 0S|1Ale, A— 0A[1B, B — 0B|1S}
S = 0S = 01A = 011B = 01108 = 01101S = 01101

@ Pozorovani:

> kazda sentencialni forma derivace obsahuje pravé jeden neterminal
> tento netermindl je vzdy umistén zcela vpravo

> aplikaci pravidla A — w se derivace uzavira

> krok derivace generuje symboly a zméni neterminal

@ |dea vztahu gramatiky a konecného automatu
@ netermindl = stav kone¢ného automatu

@ pravidla = prechodova funkce.

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7 = February 16, 2025 109



Priklad prevodu FA na gramatiku

Example 7.4 (G, FA binarn{ zapis Cisla délitelného 5)

A = 1B|0AJe

L ={w|w € {0,1}*&w je binarni zapis Cisla délitelného 5}
B — 0C|1D

(o
1
SoN
C — O0EJ1A
D — 0B|1C
E — OD|IE

0
A=0A=0
Ptiklady derivaci

= 1B =10C = 101A = 101

A= 1B = 10C = 101A = 1010A = 1010
Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7

A= 1B= 11D = 111C = 1111A = 1111
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Theorem 7.1 (L € RE = L € L3)

Pro kazdy jazyk rozpoznavany konecnym automatem existuje gramatika typu 3,
ktera ho generuje.

Proof: Prevod konec¢ného automatu na gramatiku typu 3

o L = L(A) pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, %, , qo, F).
o definujme gramatiku G = (Q, X, P, qo), kde pravidla P maji tvar

p—aq, kdyzd(p,a)=gq

p — €, kdyz p € F
e je L(A) = L(G)?

»ecl(A)eqgpeF<e(qgp—e ePsecl(G)

> a1...ap € L(A) < Jqo, ..., 90 € Q tZ. 6(qi, ait1) = Git1,qn € F

< (o= a1q1= ...31...anqQn = 31...an) je derivace pro ai ... a,

< ay...ap € L(G) ]

m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Ptiprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

@ Opaclny smér

> pravidla A — aB kdédujeme do prechodové funkce
» pravidla A — ¢ urcuji koncové stavy

* zavedeme nové netermindly Y>,
* resp. Z — a1Z1,21 — axZo,

- Yn, 21,

> pravidla A— a;...a,B,A — ai...a, s vice neterminaly rozepiSeme
.y Zn
* vytvofime pravidla A — a1 Y2, Yo — a2 Y3,

» pravidla A — B odpovidaji ¢ prechodiim

., Y — anB
yZn—1— anZn,Zn — €
* zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
Lemma

* nebo musime tranzitivné uzaviit S — B pro hledani S — e.

Automaty a gramatik

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— ¢, ABe V,aeT.
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Standardizace gramatiky typu 3

Lemma
Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A —¢, AABe V,ac T.
Proof.
Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G! = (V! T, S, P!), kde pro kazdé
pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminéli Ys,...,Y,, Z1,...,Z, a
definujeme
P P!
A— aB A— aB
A—e A—e
A—ai...a,B A—>21Y2,Y2—>22Y37...Yn—>2,,8 0
Z —ay...ap Z—>8121,Zl—)32227...,2,,,1—)3,72,,,2,,—)6
odstranime i pravidla:
A—B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}
A —  pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!
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Pouze pravidla A — aB,A — ¢

Example 7.5

P P!

B—a | B—aHi,H — ¢
U(A) = {A, B}, proto
A— B A—)ale,H2—>e
A— a A—)32H3,H3—>€

_ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

Theorem 7.2 (e-NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny
jazyk)

Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje e—~NFA rozpoznavajici L.

Proof: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P, S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ¢,
A,B € V,ae T generujici L (predchozi lemma)
o definujeme nedeterministicky e-NFA A= (V, T,4,S, F), kde:
F={A|(A—¢€) € P}
0(A,a) = {B|(A— aB) € P}
o L(G)=L(A)
»cel(G)e(S—e)ePeSeFecel(A)
> a1...an € L(G) & existuje derivace
(S=aH=...=a...apH, = a1...an)
< 3Ho,...,Ho € Vtak 3¢ Ho= S, Hy, € F
Hit1 € 6(Hi,ak) pro krok ay...ak—1Hi = a1... ak—1acHisa
& a1...a, € L(A)

m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7

February 16, 2025 115



Levé (a pravé) lineani gramatiky

Definition 7.5 (Levé (a pravé) lineani gramatiky)

Gramatiky typu 3 nazyvdme také pravé linearni (netermindl je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A= Bw, A= w,ABeV weT*

Lemma

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou pravé regularni jazyky.

= 'otolenim’ pravidel levé linedrni gramatiky dostaneme pravou linearn{
A — Bw,A — w prevedeme na A — wRB, A — wRf

v

@ ziskana gramatika generuje jazyk LR, najdeme automat
@ vime, ze regularni jazyky jsou uzaviené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (LF)R je regularni
< takto lze ziskat vSechny regularni jazyky

> (FA=-reverze=> prava linearni gramatika=> leva linearni gramatika)
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Linedrni gramatiky (a jazyky)
@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definition 7.6 (linedrni gramatika, jazyk)

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A— uBw,A— w,A,Bec V uwe& T* (na pravé strané vzdy maximalné jeden
neterminal).

Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linednimi gramatikami.

o Zrejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.
@ Jde o vlastni podmnozinu C.

Example 7.6 (linearni, neregularni jazyk)

Jazyk L = {0717|i > 1} nenf regulérni jazyk, ale je linearni, generovany gramatikou
s pravidly S — 051|01.

Pozorovani:

@ linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé lineani pravidla: S — 0A, A — S1.
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Bezkontextovad gramatika pro jednoduché vyrazy

Definition (Bezkontextova gramatika)

Bezkontextova gramatika je gramatika, kde
vSechna pravidla jsou tvaru
A—-wwe(VUT)*

Example 7.7 (CFG pro jednoduché
vyrazy)

Gramatika pro jednoduché vyrazy

G =({E, 1}, {+,%(,), 2,b,0,1}, P,E), P
jsou pravidla vypsana vpravo.

o Pravidla 1-4 definuji vyraz.

@ Pravidla 5-10 definuji identifikator /,
odpovidajici regularnimu vyrazu
(a+b)(a+b+0+1)~

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7

CFG pro jednoduché vyrazy

1
2
3
4
5
6.
7
8
9
1

. E—
.E—-E+E
. E—ExE
. E—=(E)
.= a

I — b
.= la

.1 —Ib
]
0./1—1
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Derivacni strom

Definition 7.7 (Derivacni strom)

Méjme gramatiku G = (V, T, P,S). Derivacni strom pro G je strom, kde:

o Kofren (kreslime nahofe) je oznacen startovnim symbolem S,

@ kazdy vnitfni uzel je ohodnocen neterminalem V.

o Kazdy uzel je ohodnocen prvkem € V U T U {e}.

o Je—li uzel ohodnocen ¢, je jedinym ditétem svého rodice.

@ Je-li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti zleva poradé jsou ohodnoceny

X1, ..., Xk, pak (A— Xi...Xx) € P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie stromil)

Uzly, rodice, déti, koren, vnitini uzly, listy, naslednici, predci.

@ Stromova struktura reprezentuje zdrojovy program v prekladadi. Struktura
usnadnuje preklad do strojového kédu.
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Priklady strom(, Strom dava sentencialni formu, slovo
Derivaéni strom E =* [ + E.

Derivaéni strom P =* 0110.
E P
ST PN
E + E 0 P O
| PN
I

Definition 7.8 (Strom dava slovo (yield))

a (w) zfetézeni listd brano zleva doprava.

Rikdme, Ze derivanéni strom dava sentencialni formu « (slovo w), jestlize je
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Leva a prava derivace

Definition 7.9 (Leva a prava derivace)

Leva derivace (leftmost) =, =}, v kazdém kroku prepisuje nejlevnéjsi
neterminal.

Prava derivace (rightmost) =, =%, v kazdém kroku pfepisuje nejpravéjsi
neterminal.

Example 7.8 (leva derivace)

E=mExE=l+«E=ma*xE=max(E)=ma*x(E+E)=max(+E)=m
=max(@a+E)=max*x(at+!)=ma*(a+I0) =, ax*(a+ I00) =, ax(a+ b00)

Prava derivace pouziva stejné prepisy, jen je provadi v jiném poradi.

Example 7.9 (rightmost derivation)
E=>mExE=m Ex(E)=>mEx(E4+E)=>mEx(E+)=m

=m E % (E + 10) =m E * (E + 100) =, E x (E + b00) =/,
=m E % (I + b00) =,m E x (a+ b00) =, [« (a+ b00) =, a (a+ b00)
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Derivace a derivacni stromy

Theorem 7.3

Pro danou gramatiku G = (V, T,P,S) aw € T* jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

Q A=] w.
Q A="w.

© Existuje derivacni strom s kofenem A davajici slovo w.

Proof

1 = 2 Leva derivace je derivace, druhy bod z prvniho plyne trivialné.

2 = 3 Z derivace vytvorime strom tak, ze koren ohodnotime pocatec¢nim
netermindlem a kazdé pravidlo v derivaci 'zavésime' pod uzel odpovidajici
pfepisovanému netermindlu.

3 =1 Pro dilkaz ekvivalence zbyva pro libovolny derivaéni strom najit levou
derivaci.
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Od stroma k derivaci

Lemma

Méjme CFG G = (V, T, P,S) a derivaéni strom s kofenem A davajici slovo
we T*.

Pak existuje leva derivace A =) w v G.

Priprava dikazu: 'obaleni derivace’
Mé&jme nasledujici derivaci:

E= 1= Ib— ab.
Pro libovolna slova a, 8 € (V U T)* je také derivace:

aEf = alf = albf = «aabp.
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Priklad levé derivace z derivacniho stromu

E
T
E *
T
I )
I
a E E
\ \
| |
\ VAN
a |
VAN
0

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7

Je prijemnéjsi zachytit derivaci stromem.

Kofen: E =, ExE
Levé dité korene: E =, | =, a
Koten a levé dité: E =, ExE =, IxE =, axE

Pravé dité korene:

E =Im (E) =Im (E+ E) =Im (I+ E) =Im (a+ E)
=Im (a+l) =Im (a+/0) =Im (a+l00) =Im (a+b00)
PIna derivace:

E =, ExE =, I¥E =, a¥E =

=im a%(E) =m ax(E + E) =m ax(1 + E) =m
=m ax(a+ E) =, ax(a+ 1) =m ax(a+ 10) =
=m ax(a + 100) =, ax(a + b00).
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Indukci podle vysky stomu.
o Zaklad: vyska 1: Kofen A s détmi davajicimi w. Je to derivacni strom,
proto, A — w je pravidlo € P, tedy A =, w v jednom kroku.
@ Indukce: vyska n > 1. Koren A s détmi X1, X, .
> Je—li X; € T, definujeme w; = X;

. Xk

> Je—li X; € V, z indukéniho predpokladu X; =, w;.

Levou derivaci konstruujeme induktivné pro i = 1, ..., k slozime
A j;km wiwsp ... W;X;+1X,'+2 oo Xk

» Pro X; € T jen zvedneme ¢&itad i 4 +.

> Pro X; € V prepiSeme derivaci: Xj =m a1 =m @2... =m W; na

wiws .. Wi—1 Xi Xip1i Xivo ... Xk =im
wiws ... W,'71041X,'+1X,'+2 Xk = im

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A.

= m WiWs ... Wi_1 W,'X,'+1X,'+2 oo Xk
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 7
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Ekvivalence gramatik

Definition 7.10 (ekvivalence gramatik)
jazyk.

Gramatiky Gy, G, jsou ekvivalentni, jestlize L(Gy) = L(Gy), tj. generuji stejny
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Bezkontextové gramatiky (CFG) v Chomského normalni
formé

@ Chomského normaélni forma bezkontextové gramatiky:
> neobsahuje zbytecné symboly

> vSechna pravidla tvaru A — BC nebo A — a, A, B, C jsou neterminély, a
terminal.

> Pro kazdy bezkontextovy jazyk L, kde L\ {e} # 0 existuje gramatika
v Chomského normalnim tvaru, ktera generuje L\ {¢}.

Postupné provedeme zjednoduseni gramatiky, nejdriv:
@ Eliminace zbytecnych symbolii
@ eliminace e—pravidel A —¢; Ae V
@ eliminace jednotkovych pravidel A— B pro A,B € V.

To vse potfebujeme k formulaci iteraéniho lemmatu pro bezkontextové jazyky.

@ A ovéreni, zda zadany fetézec patfi do jazyka gramatiky pomoci
Cocke-Younger-Kasami algoritmu.
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Eliminace zbytecnych symboli

Definition 8.1 (zbyteény, uzite¢ny, generujici, dosazitelny symbol)

e Symbol X je uzite¢ny v gramatice G = (V, T, P, S) pokud existuje derivace
tvaru S=*aXf=>*wkdew e T*, X e (VUT), o, (VUT)~
@ Pokud X neni uziteCny, fikame, Ze je zbytecny.

@ X je generujici pokud X =* w pro néjaké slovo w € T*. Vzdy w =* w v
nula krocich.

e X je dosazitelny pokud S =* aX pro néjakd o, 8 € (VU T)*.

Chceme eliminovat ne—generujici a ne—dosazitelné symboly.

Example 8.1

- . Eliminujeme B L
Uvazujme gramatiku: e Eliminujeme A
S — AB|a S —>ga et (nedosazitelny):
A—b

A b S —a

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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Lemma 8.1 (Eliminace zbyte¢nych symboli)

Necht G = (V, T,P,S) je CFG, predpoklidejme L(G) # (). Zkonstruujeme
Gy = (W4, T1, P1, S) nésledovné:

@ Eliminujeme ne—generujici symboly a pravidla je obsahujici

@ poté eliminujeme vsechny nedosazitelné symboly
Pak Gi nema zbyte¢né symboly a L(G;) = L(G).

Algorithm: Generujici symboly

Algorithm: Dosazitelné symbol
Zékiad Kasd§ 2 € T je

generujici.

Indukce Pro kazdé pravidlo
A — «, kde kazdy symbol v
« je generujici. Pak i A je
generujici.
(Veetné A — ).

Zaklad S je dosazitelny.

Indukce Je-li A dosazitelny, pro
vSechna pravidla A — «
jsou vSechny symboly v «
dosazitelné.

Lemma 8.2 (generujici/dosazitelné symboly)

Vyse uvedené algoritmy najdou pravé viechny generujici / dosazitelné symboly.

J
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Eliminace ¢ pravidel

Definition 8.2 (nulovatelny neterminal)

Neterminal A je nulovatelny pokud A =* e.

Pro nulovatelné neterminaly na pravé strané pravidla B — CAD, vytvotrime dvé
verze pravidla — s a bez nulovatelného neterminélu.

Algorithm: Nalezeni nulovatelnych symboli v G

Zaklad Pokud A — € je pravidlo G, pak A je nulovatelné.

Indukce Pokud B — Ci ... Ck, kde jsou vsechna C; nulovatelnd, je i B
nulovatelné (termindly nejsou nulovatelné nikdy).

Algorithm: Konstrukce gramatiky bez e—pravidel z G

o Najdi nulovatelné symboly

@ Pro kazdé pravidlo A — X;... Xk € P,k > 1, necht mz X; je
nulovatelnych. Nova gramatika G; bude mit 2™ verzi tohoto pravidla
s/bez kazdého nulovatelného symbolu kromé ¢ v pfipadé m = k.

Bl  Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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Priklad eliminace e—pravidel

Example 8.2

Méjme gramatiku:

Vysledna gramatika:

S AB S — ABJA|B S — ABJA|B
A — aAAle A — aAA|aA|aAla A — aAA|aAla
B — bBBJe B — bBB|bB|bB|b B — bBB|bB|b.
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Eliminace jednotkovych pravidel

Definition 8.3 (jednotkové pravidlo)
Jednotkové pravidlo je A — B € P kde A, B jsou oba netermindly.

Example 8.3

I — al|b|la|lb|l0]/1 Expanze Tv E — T Expanze E — |

F — I|(E) E— F|TxF E — a|b|la|lb|I0]/1
T— F|T*F Expanze E — F

E-STIE+T E — I|(E)

Dohromady: E — a|b|/a|lb|IO|/1|(E)|T « FIE+ T.

Musime se vyhnout moznym cyklim.

Definition 8.4 (jednotkovy par)

Dvojici A, B € V takovou, ze A =* B pouze jednotkovymi pravidly nazyvame
jednotkovy par (jednotkova dvojice).
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Algorithm: Nalezeni jednotkovych part

Zaklad (A, A) pro kazdy A € V je jednotkovy par.

Indukce Je-li (A, B) jednotkovy par a (B — C) € P, pak (A, C) je
jednotkovy par.

Example 8.4 (Jednotkové pary z predchozi gramatiky)
(E,E),(T,T),(F,F),(1,1),(E, T),(E,F),(E,1),(T,F),(T,1),(F,)). J

Algorithm: Eliminace jednotkovych pravidel z G

@ najdi vSechny jednotkové pary v G

@ pro kazdy jednotkovy par (A, B) ddme do nové gramatiky vSechna
pravidla A — a kde B — a € P a B — « nenf jednotkové pravidlo.

Example 8.5
I — alb|lallb| /0|1 I — a|blla|lb| 0] /1
F = I|(E) F — (E)|a|bl/a|Ib|10]/1

r T T . i\ AlLlialILlinl i1
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Gramatiky v normalnim tvaru

Lemma 8.3 (Gramatika v normalnim tvaru, redukovana)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {e} # 0. pak existuje CFG G;

takovd ze L(Gy) = L(G) — {€e} a G; neobsahuje e—pravidla, jednotkova pravidla ani

zbyte¢né symboly. Gramatika G; se nazyva redukovana.

Redukce bezkontextové gramatiky.
Idea dikazu:
@ Zac¢neme eliminaci e—pravidel.

@ Eliminujeme jednotkova pravidla. Tim neptiddme e—pravidla.

@ Eliminujeme zbyte¢né symboly. Tim nepfiddme zadna pravidla.

Nejd¥ive negenerujici,
pak nedosazitelné.

o
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Definition 8.5 (Chomského normélni tvar)

O bezkontextové gramatice G = (V, T, P, S) bez zbyte¢nych symbolil kde jsou
vSechna pravidla v jednom ze dvou tvari

e A= BC,ABCeV,
e A—a AeV,acT,
fikdme, Ze je v Chomského normalnim tvaru (ChNF).

Potfebujeme dva dalsi kroky:
@ pravé strany délky 2 a vice predélat na samé neterminaly
@ rozdélit pravé strany délky 3 a vice neterminald na vice pravidel

Algorithm: inal
gorithm: _neterminaly Algorithm: rozdéleni pravidel

@ Pro kazdy terminal a
vytvofime novy neterminal,
feknéme A,

@ Pro pravidlo A — By ... Bk
zavedeme k — 2
netermindld C;

@ priddme pravidlo A — a, O Pk mevide

@ pouzijeme A misto a na A= B G,C — BG
pravé strané pravidel délky ... Cho — Br_1Bx.
2 a vice.

February 16, 2025 136
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Theorem 8.1 (Chomského normalni tvar bezkontextové gramatiky)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {e} # 0. Pak existuje CFG G;
v Chomského normalnim tvaru takova, Ze L(G1) = L(G) — {e}.

Example 8.6
I — a|blla|lb| 0] /1 T F|T*F
F — I|(E) E-TIE4+T

I'— alb[IA[IB[IZ]IU

F — LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU
E — EPT|TMF|LER|a|b|lIA|IB|IZ|IU
A—a

B—b

Z—0

U—1

P— +

M —

L—(

R —)

F — LG;|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TG|LGs|a|b|IA|IB|1Z|IU

E — EG| TG|LGs|a|b|IA|1B|1Z|1U
G — PT

C2 — MF

C3 — ER

I,A,B,Z,U,P,M,L,R jako vlevo
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P¥iprava na (pumping) lemma o vkladani

Lemma (Velikost derivacniho stromu gramatiky v CNF)

Mé&jme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského
normélnim tvaru, ktery dava slovo w. Jeli délka nejdel3i cesty n, pak |w| < 271,

Proof.

Indukci podle n,

Zéklad |a| =1=20

Indukce 272 4 27=2 = 2n—1,

Lemma (Ddasledek)

Méjme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského normalni
formé&, ktery dava slovo w, |w| > p = 2"~1. Pak ve stromé existuje cesta del3i nez

v
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Lemma o vkladani (pumping) pro bezkontextové jazyky

Theorem 8.2 (!!'Lemma o vkladan{
(pumping) pro bezkontextové jazyky)

Méjme bezkontextovy jazyk L. Pak existuje
prirozené Cislo n € N takové, Ze kaZzdé
z € L,|z| > n Ize rozloZit na z = uvwxy kde:

° |vwx| <n
o vx F£e€

o Vi>0, wiwx'y € L.

|
T,
A}
A
A
w T x

v
v

Idea dikazu:

@ vezmeme derivalni strom pro z e podstromy definuji rozklad slova

@ najdeme nejdelsi cestu

@ nyni mizeme vétsi podstrom

@ na ni dva stejné neterminaly posunout (i > 1)
@ tyto neterminély uréi dva @ nebo nahradit mensim
podstromy podstromem (i = 0)

Bl  Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nalefeni do CFL 8
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Proof: |z| > n: z = uvwxy, |[vwx| < n,vx # €,Vi > Ouv/wx'y € L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {e} a () zvol n = 1).
Necht |V| = k. Polozime n = 2.
Proze L,

z| > 2%, m4 v derivaénim stromu z cestu délky > k
vezmeme cestu maximalni délky; terminal kam vede oznadime t
Aspon dva z poslednich (k + 1) neterminéld na cesté do t jsou stejné
vezmeme dvojici Al, A% nejblize k t (uréuje podstromy T, T2)
cesta z Al do t je nejdel3i v podstromu T! a mé délku maximalng
(k+1)
tedy slovo dané stromem T neni del$i nez 2% (tedy |vwx| < n)
z Al vedou dvé cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx # €
derivace slova (Al =* vA%x, A2 =* w)
S =" uAly =* uvA’xy =" uvwxy

posuneme—li A% do Al @ posuneme-li Al do A% (i =2,3,...)
(i=0) S =" uAly =" wA'xy =*
S =" uA’y =" uwy uwA?xxy =* uvvwxxy. O]
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Pouziti lemma o vkladani
Example 8.8 (ne-bezkontextovy

Example 8.7 (ne—bezkontextovy R

jazyk)
, . ; i Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
Nasledujici jazyk neni bezkontextovy . L
o {0’20 < <)<k}
e {0'12']i > 1}

o dlkaz sporem: predpokladejme

o diikaz sporem: predpokladejme bezkontextovost
bezkontextovost TV
L, z lemmatu o vkladani mame n
z lemmatu o vklddani médme n
zvolme z = [0"1"2"| > n
zvolme z = |0"1"2"| > n o ..
o L zadné déleni nespliuje PL nebot
zadné déleni nesplnuje PL nebot 3

i pumpovaci slovo |vwx| < n
pumpovaci slovo [vwx| < n

e o I o o

i ] tj. vzdy lze pumpovat maximalné
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva riizné symboly

dva rizné symboly

e o k o @

> pokud 0 (nebo 1), pumpujeme

@ vx # ¢, iteraci se slovo zménf{ nahoru — SPOR i < j (nebo
@ porusi se rovnost poctu symbolid — J=k) .
SPOR > pokud 2 (nebo 1), pumpujeme
’ dold — SPOR j < k (nebo i < j)
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Pouziti lemma o vkladani
Example 8.10 (ne—bezkontextovy
jazyk)

Example 8.9 (ne—bezkontextovy ’ o ; ;
Nasledujici jazyk neni bezkontextovy

jazyk)
o o | e fwwiwe {0,117}
Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {0'V2'3i,j > 1} o dikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost
o ditkaz sporem: predpokladejme @ z lemmatu o vkladani mame n
bezkontextovost
o @ zvolme z = |0"1"0"1"| > n
@ z lemmatu o vkladani mame n ,
@ pumpovaci slovo |vwx| < n
@ zvolme z = |0"1"2"3"| > n L o
i o tj. vzdy lze pumpovat maximélné
® pumpovaci slovo [vwx| < n dva riizné sousedni symboly
o tj. vzdy lze pumpovat maximalné @ porudi se bud rovnost nul &
dva rlizné sousedni symboly jednigek
@ porusi se rovnost po¢tu symboli 0 > rozeberete 4 pFipady, vx
a2nebo1la3-SPOR. obsahuje znak z prvnich nul,

prvnich jednicek, druhych nul,
druhych jednicek.
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Kdy lemma o vkladani nezabere

@ Lemma o vkladani je pouze implikace!

Example 8.11 (pumpovatelny, ne—bezkontextovy jazyk)
i=0:bckd
i>0:ab"c"d"

Ize pumpovat v libovolném pismenu

L={a'bickd'|i =0V j = k = I} neni bezkontextovy jazyk, presto Ize pumpovat.
Ize pumpovat v ¢asti obsahujici a
Co s tim?

@ zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
> pumpovani vyznacenych symboli
@ uzdvérové vlastnosti.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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Priklad gramatiky

Example 8.12 (Uzavorkovani v ChNF)

S — LR|SS|LA
. . A — SR
Méjme gramatiku G = ({S, L, R}, {(,)}, P, S), kde P = Lo
R — )

e S=LR=(R=()
0 S=S55=ILRS=(RS=(S=(OLR=(OR= 00
e S=LA= (A= (SR= (LRR= ((RR= (OR = (())

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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formé

Priklad CYK: pro slovo najit derivacni strom
@ Chceme rozhodnout, zda dané slovo w patfi do
jazyka bezkontextové gramatiky
» Vezmeme gramatiku v Chomského normalni

algoritmus.

> exponencialni slozitost: prozkousime vSechny
» polynomialné: Cocke-Younger-Kasami

derivaéni stromy do hloubky |n],

Example 8.13 (CYK algoritmus)
Gramatika

G={SALRL{()}P,S):

Tabulku vypliujeme odspodu:
{s}
{+ {4
+ {sr {
> = ReliA g0 0 0 W
A= ( s 0 {4y
R — ) {ty {Ly {Ry {43 (R} (R}
C C ) C ) ) |
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus naleZeni slova do CFL

Algorithm: CYK algoritmus, v &ase O(n®)

@ Méjme gramatiku v ChNF
G=(V,T,P,S) pro jazyk L a slovo

wW=aja...a, € T*. Xis
@ Vytvorme trojuhelnikovou tabulku X Xos
(vpravo), X1z Xoa  Xss
> horizontalni osa je w Xio  Xos  Xaa  Xus
> Xjj jsou mnoziny netermindlt A
X X X: X X
takovych, ze A =" ajaiy1. .. a;. U 2 > “ >
Zaklad: Xij = {A;A— a; € P} a 2 3 & a5
Indukce: Xjj = {A— BC;B € Xy, C €
Xet1,7}

@ Vyplnujeme tabulku zdola nahoru.

Theorem 8.3 (CYK)
Slovo w patii do jazyka gramatiky G pravé kdyz je v CYK algoritmu S € Xq p. J
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Obecny priklad CYK

Example 8.14 (CYK algoritmus)

Uvazujme gramatiku
G=({S,AB,C} {ab},P,S):
S — AB|BC

A — BA|a

B — CClb

C — ABla

Pravidla pozpatku:

P=

v

Tabulku vypliujeme odspodu:

AB — {S,C} {S,A,C}
BA — {A} - {$,AC}
BC — {S} - 8y {8}

{s, A} {B} {s.¢r {S A}
cC — {B}

{B} {Ac {Ac {B} {AC
b — {B} b a a b a
a - {AC}
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Viceznacnost gramatik

Dvé derivace téhoz vyrazu:

E=E+E=E+ExE E=ExE=E+ExE

E E
/’\ /’\
E + E E * E
PN PN
E * E E + E

@ Rozdil je dillezity, vlevo 1+ (2% 3) =7, vpravo (1 +2)x3 =09.
@ Tato gramatika mize byt modifikovana na jednoznacnou.
Example 8.15

Riizné derivace mohou reprezentovat stejny derivaéni strom, pak neni problém
l. EE4+E=sI+E=sa+E=a+/=a+b

2. E=E+E=E+I=I1+I1=1+b=a+b.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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Definition 8.6 (Jednozna&nost a viceznaénost | Example 8.16
CFG) (nejednoznacnost
@ Bezkontextové gramatika G = (V, T, P,S) je CFG)
viceznacna pokud existuje aspon jeden fetézec Dva derivacni stromy
w € T* pro ktery mizeme najit dva rlzné davajici a+ ax a
derivacni stromy, oba s korenem S davajici slovo ukazujici vicezna¢nost
w. gramatiky.
@ V opacném pripadé nazyvame gramatiku . .
jednoznacnou.
@ Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny, jestlize E + E E * E
existuje jednozna¢na CFG G tak, ze L = L(G). I TN T
e Bezkontextovy jazyk L je (podstatné) B BEE + E I
nejednoznacny, jestlize kazdd CFG G takova, ] - .
v . . v , a | [ | a
ze L = L(G), je nejednozna¢na. Takovému | | |
jazyku tikdme i viceznacny. a 2 3 a
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Priklad viceznaéného jazyka

Dva derivaéni stromy pro aabbccdd.
S S
Example 8.17 (Viceznalny jazyk) T~ |
P¥iklad viceznacného jazyka: A B C

L = {a"b"c¢™d™|n>1,m>1}U U N N
U{anbmcmdn|n21,m21}_ a A b C B d a C d

/N /NN

é- f\% A,f))\cb a b c d a C d
. A — aAbla
3. B — cBd|cd SN
4. C — aCd|aDd b D ¢
5. D — bDc|bc. \
Jakakoli gramatika pro dany jazyk D
bude generovat pro nékterd slova typu
a"b"c"d" dva rzné derivacni stromy. /\

b ¢
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Odstanéni viceznacCnosti gramatiky

o Neexistuje algoritmus, ktery nam fekne, zda je dana gramatika viceznacna

o Existuji bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednoznacna
bezkontextovd gramatika, pouze viceznaéné CFG.

@ Existuji urcitd doporuceni pro odstranéni viceznacnosti.
Viceznacnost ma rlizné priciny:
@ Neni respektovana priorita operatord.
@ Posloupnost identickych operatori Ize shlukovat zleva i zprava.
@ S — if then S else S| if then S|e
slovo 'if then if then else’ ma dva vyznamy
'if then (if then else)’ nebo 'if then (if then) else’
Regen:
> syntaktickd chyba (Algol 60)

> else patfi k blizs&imu if (preference poradi pavidel)
» zavorky begin-end,odsazeni v Python (asi nej¢ist3i FeSeni).

Automaty a gramatiky

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8 =
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Vynuceni priority

Regenim je zavést vice riiznych proménnych, kaz- Jediny deriva&ni strom pro a+ ax*
dou pro jednu Groven 'priority’.
P a. E
Konkrétné:
o Faktor je vyraz ktery nesmi rozdélit zadny /,\
operator.
> identifikatory
> vyraz v zavorkach
o Term je vyraz, ktery nemiiZze rozdélit
operator +.
@ Vyraz mize byt rozdélen * i +.
Jednoznacéna gramatika pro vyrazy:
1. I — a|bllallb]l0|I1
2. F=I|(E)
3. T F|T*F a a
4. E—STIE+T.

Automaty a gramatik
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Jed

noznacnost a kompilatory

Kompilace vyrazu (zésobnik na mezivysledky + dva registry):

(1)
2

A~ N~

3
4
5
6

— — — — —

E—E+T .. poprl; pop r2; add r1,r2; push r2

E—>T

T—TxF .. poprl; pop r2; mul r1,r2; push r2
T—F

F — (E)

F—a ... push a

'a+a*a’ ziskdme postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
posloupnost obratime a vybereme pouze pravidla generujici kéd
6,6,3,6,1

nyni nahradime pravidla pfislusnym kédem

push a; push a; pop rl; pop r2; mul rl1,r2; push r2; push a; pop rl; pop r2;
add r1,r2; push r2

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8 February 16, 2025
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Shrnuti

o Gramatiky
» obecné

kontextové

vYyy

bezkontextové

regularni, pravé linearni

@ jazyk gramatiky, derivace, derivace dava slovo, derivalni strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentni gramatiky
@ bezkontextové gramatiky

@ ne kazda linearni gramatika méa ekvivalentni pravou linearn{

@ jednoznaéné a (podstatné) viceznacné gramatiky.

Automat

a gramatik

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 8
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Dnesni téma

Zasobnikové automaty

Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119
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Zasobnikové automaty

@ Zasobnikové automaty jsou rozsitenim e—NFA nedeterministickych konecnych
automatd s € prechody.

@ Pridanou véci je zasobnik. Ma vlastni abecedu I'.

@ V kazdém kroku vidime horni pismeno zasobniku (zde X), mizeme dat
navrch libovolny koneény pocet znakid v € .

@ MizZe si pamatovat neomezené mnozstvi informace.

@ Deterministické zasobnikové automaty prijimaji jen vlastni podmnozinu
bezkontextovych jazykd.

e — NFA

vstup w € 17 test € F?
— =

(g, a, X) —|(q,7)

@

X e
B
C

| pfistup jen na vrchol zasobniku

N[
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Zasobnikovy automat (PDA)

Definition 9.1 (Zasobnikovy automat (PDA))
Zasobnikovy automat (PDA) je P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde
QR koneénd mnozina stavi
> neprazdna konecnd mnozina vstupnich symboli
" neprazdna konecna zasobnikova abeceda

d prechodova funkce 6 : Q@ x (XU {e}) x I = Pen(Q x ),
(p,a, X) 3 (q,7)

kde g je novy stav a 7y je Fetézec zasobnikovych symbolii, ktery
nahradi X na vrcholu zasobniku

go € @ pocatedni stav

Zy € I Pocate¢ni zasobnikovy symbol. Vic na za¢atku na zasobniku neni.

F Mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi; miize byt nedefinovana.

v
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V jednom casovém kroku zasobnikovy automat:
o Pfelte na vstupu zadny nebo jeden symbol. (e
prechody pro prazdny vstup.)
@ Prejde do nového stavu.

@ Nahradi symbol na vrchu zasobniku libovolnym
fetézcem (e odpovida samotnému pop, jinak

nasleduje push jednoho nebo vice symbold).
Nondet.| FA

Input w € £ €_F? Accept/Reject

3(q, 2, X) = (g,7)

<]

¢ [ronly the top can be accessed

N T Y @ X<

S)

Example 9.1

Zasobnikovy automat pro jazyk: Ly, = {wwR|w € (0 +1)*}.

PDA prijimajici Ly,
@ Start qg reprezentuje odhad, Ze je$té nejsme uprostred.
@ V kazdém kroku nedeterministicky hadame;

» Zistat qo (jeSté nejsme uprostred).

» Prejit ¢ prechodem do g1 (uZ isme vidéli stfed).

Automaty a gramatik Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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PDA pro L,

Example 9.2 (PDA pro L)

PDA pro L,,,, mizeme popsat
Pda = ({qu q1, q2}7 {07 1}7 {07 17 20}7 67 q0, 207 {q2}) kde & .je definovana:

(g0, 0, Zo) = {(q0,020)}
(g0, 1, Zo) = {(qo0,120)}

Uloz vstup na zasobnik, startovni symbol tam nech

90,0,0) = {(qo, 00) }
q0a07 1) = {(q0701)}
qo, 1’0) = {(q07 10)}
q0,1,1) = {(q0, 11)}

Zistan v qo, precti vstup a dej ho na zasobnik

o, €,0) = {(qlvo)}
9o, 6,1) = {(qlvl)}

e pfechod g; bez zmény zasobniku (a vstupu)

)

)
qlvovo) = {(qlve)}
q1, I 1) = {(q17 6)}

stav g; srovna vstupni symbol a vrchol zasobniku

(
o(
6(
6(
§(
(g0, €, 20) = {(q1, Z0) }
6(
§(
o(
§(
o(

q1, 6 20) = {(q2, L)}

nasli jsme wwF a jdeme do prijimajiciho stavu

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Graficka notace PDA's

Definition 9.2 (Pfechodovy
diagram pro zasobnikovy automat)
Ptechodovy diagram pro
zasobnikovy automat obsahuje:
@ Uzly, které odpovidaji staviim PDA.
o Sipka 'odnikud’ ukazuje pocate¢ni
stav, dvojité kruhy oznacuji
prfijimajici stavy.
@ hrana odpovida prechodu PDA.
Hrana oznacena a, X — « ze stavu
p do g znamend d6(p, a, X) 3 (g, )

@ Konvence je, ze pocatecni symbol
zasobniku znacdime Z.

Anotace hrany:

vstupni_znak, zdsobnikovy_znak — push_fetézec

0,2 — 02

17— 12

0,0 — 00

0,101

1,0 - 10 0,0 > ¢

1,111 L1l

Hé €20 — 2o \\ql/f-zoﬂzo @
,0—-0
el—1

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Notace zasobnikovych automati

Example 9.3 (Notace)

a, ba Ca*7+717(a)
p,q,r

symboly vstupni abecedy
stavy
u,v,w,X,y,z
X, Y,E,I.S
o, B,y

fetézce vstupni abecedy
symboly.

zasobnikové symboly

retézce zasobnikovych symbolii

Automat

gramatik

@ Narozdil od gramatik mize vstupni a zasobnikova abeceda obsahovat stejné

@ Vyhybame se stejnym nazviim stavi jako jsou pismena kterékoli z abeced.

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Definition 9.3 (Konfigurace zasobnikového automatu)

Konfiguraci zésobnikového automatu reprezentujeme trojici (g, w,~), kde
q je stav

w je zbyvajici vstup a
~ je obsah zasobniku (vrch zisobniku je vlevo).

konfiguraci znaéime zkratkou (ID) z anglického instantaneous description (ID).

Definition 9.4 (F,* posloupnosti konfiguraci)

Méjme PDA Py, = (Q, X, T, 0, go, Zo, F). Mé&jme stavy p,q € Q,
ae (XU{e}),X el ael* ainstrukci d(p, a, X) o (g, ). Pak Fikdme, ze
e konfigurace (p, aw, X3) bezprostifedné vede na konfiguraci (g, w, af),
Znaéime (p, aw, XB) F (q, w, o).
o konfigurace / vede na konfiguraci J /5 J a | =* J pouzivdme na
oznaceni nuly a vice krok( zasobnikového automatu, t.j.
I'+=* I pro kazdou konfiguraci /
I =" J pokud existuje konfigurace K tak ze IF K a K F* J.
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Automat

konfigurace zasobnikového automatu na vstup 1111

(qo, 1111, Zp)
/\
(qo, 111, 125)
/\
(q0,11,112)
/\
(90,1,1112,)
/\
(go, €,11117p)

'
(q1, €, 111120)

|

(q17 11117 ZO)

|

(q1,111,12)  (go,1111, Z)

|

(q1,11,117)

|

(ql, 1, 11120)

|

|
(g1,11,2Z)  nedoétené slovo
|
(¢1,1,12) (g2,11, Zp)
| |
(q1,¢€,1125) (g1, ¢, 2)
!
neprijimajici stav  neprijimajici stav

)

nedoétené slovo
gramatik

(92, €, Z0)

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9

February 16, 2025

163



Jazyky zasobnikovych automatd

Definition 9.5 (Jazyk pfijimany koncovym stavem, prazdnym
zasobnikem)
Méjme zasobnikovy automat Py, = (Q, X, T, 9, qo, 2o, F). Pak L(Pg.), jazyk
pfijimany (akceptovany) koncovym stavem je
L(Paa) = {w|(qo, w, Zo0) F5, (q,€ ) pro n&jaké g € F a libovolny fetézec
ael wex*}.
jazyk pfijimany prazdnym zasobnikem N(P,,) definujeme
N(P42) = {w|(qo, w, Z0) 5, (g,€,€) pro libovolné g € Q;w € T*}.

Protoze je mnozina pfijimajicich stav(i F nerelevantni, m{ize se vynechat a
PDA je estice Py, = (Q,%,T, 6, qo, Zo)-

Example 9.5
Example 9.4 P!, = Py, z ptedchoziho pikladu, jen
Zasobnikovy automat z zménime instrukci, aby umazala poslednf{
predchoziho prikladu pFijima symbol 0(q1, €, Zo) = {(g2, Zo)} nahradime
Lywr koncovnym stavem. 0(q1,€ 20) = {(q2,€)}

Nyni L(P/,) = N(P,,) = Luw,.

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Priklad If-Else

zasobnikem)

e, —¢

. o L . , . i,Z — 2727
Nasledujici zasobnikovy automat zastavi pfi prvni chybé na ’

if (/) a else (e), mame-li vice else nez if.
Pnv = ({q}.{i, e}, {2}, 0n, 9, Z) kde

o ou(q.1.2) = {(9. 22)} push

° on(q.e,Z) ={(q,€)} pop

Example 9.7 (P¥ijimani koncovym
stavem)
Pr =

({pa q, r}v {i> e}’ {Za X0}75F7 P,XO, {r})
kde

° 6r(q,i,Z) = {(q, ZZ)} push
® (5F(q, e7Z) = {(qve)} pop

XY — L{(r A\l n¥iimi
Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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€, X ZX A e X ¢
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Necteny vstup a dno zasobniku P neovlivni vypocet

Lemma 9.1

Méjme PDA Py, = (Q,X,T,6, g0, Zo, F) a (p, u, @) Fp,. (g,v,B). Potom pro
libovolné slovo w € ¥* and v € I'* plati: (p, uw, ) Fp, (q, vw, 7).
Specielné pro v = € a/nebo w = e.

Proof.

Indukei podle poctu konfiguraci mezi (p, uw, ay) a (q, vw, 57). Kazdy krok
(p,u,a) F5, (q,v,3) je urCen bez w a/nebo ~. Proto je mozny i se symboly na
konci vstupu / dné zasobniku. O

Lemma 9.2
Pro PDA Py, = (Q, %, T, 6, q0, Zo, F) a (p, uw, @) =5 (g, vw, B) plati
(p,u,a) F5. (q,v,B).

Remark Pro zasobnik ale obdoba neplati. PDA mize zasobnikové symboly
pouil't a zase je tam naskladat (push). L ={0'1'0/1/}, konfigurace
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Od prijimajiciho stavu k prazdnému zasobniku

Lemma 9.3 (Od
prijimajiciho stavu k Necht Py (Q U {po,ph, 5T U
prazdnému zasobniku) {Xo}, 0w, po, Xo), kde

M&me L = L(PF) pro n&jaky ® on(po, € Xo) = {(do, ZoXo)} start
PDA oV(geQ,acTu{el,Yel)
Pr=(Q,X,T,dF, qo, Zo, F). 5!V(q, a, Y)=4kr(q,a,Y)

Pak existuje PDA Py takovy, e simulujeme

L = N(Py). o V(g F,Y eTU{X})

5N(q7 €, Y) e (pv 6) pFiijUt
pokud Pg prijima,
o V(Y eTU{Xp}),
on(p, €, Y) = {(p,€)} vyprazdnit
zasobnik.
Pak w € N(Py) iff w € L(PF). O
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Od prazdného zasobniku ke koncovému stavu

Lemma 9.4 (Od
prazdného zasobniku K& | o, — (Qu{py, pr}, T, FU{Xo}, B, po, X0, {or))
koncovému stavu)
Pokud L = N(Py) SR
okud L = pro
n&jaky PDA N o 6F(p0,6,X0) S {(qo, ZoXo)} (start).
Py =(Q.%.T,0n, 90, ), * V(g€ Qac Uiy el
pak existuje PDA Pr 6r(q,a,Y) =dn(q,a,Y).
takovy, ze L = L(PF). e Navic, 0e(q, €, Xo) D (pr, €) pro kazdy
q€Q.
Chceme ukazat w € N(Py) iff w € L(P).
- o (If) Pg pfijima nasledovné:
X ZX X (Po, w, Xo) Fp, (qo, w, ZoXo) Fp_n,

(qv €, XO) }_PF (Pf, € 6)'
o (Only if) Do pr nelze dojit jinak nez
predchozim bodem. 0
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Ekvivalence jazyki rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Theorem 9.1 (IL(CFG), L(PDA), N(PDA))
Naésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
o Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany bezkontextovou gramatikou.
o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem.

o Jazyk L je pfijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.

Diakaz bude veden sméry dle nasledujiciho obrazku.
Lemma 9.5 Lemma 9.4
PDA
prazdnym
zasobnikem

PDA
koncovym
stavem

bezkontextova
gramatika

Lemma 9.6 Lemma 9.3
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Od bezkontextové gramatiky k zasobnikovému automatu

Algorithm: Konstrukce PDA z CFG G
Méjme CFG gramatiku G = (V, T, P, S).
Konstruujeme PDA P = ({q}, T,V UT,4,q,S).

(1) Pro neterminaly A € V, §(q,¢,A) = {(q,8)|A — S je pravidlo G}.
(2) pro kazdy terminal a € T, §(q, a,a) = {(qg,¢)}.

Example 9.8

Konvertujme gramatiku: G = ({E, I}, {a, b,0,1,(,),+, *},{/ — a|b|/a|lb|I0]/1,
E — I|E + E|E + E|(E)}, E).

Mnozina vstupnich symbold PDA je ¥ = {a,b,0,1,(,),+,*}, =X U{l, E},
prechodova funkce d:

o 3(a.,1) = 1(4,2), (4. b), (4, 1a), (4, ), (g, 0), (q; 11)}.

o i(q,¢,E) ={(q,/), (9, Ex E),(q, E + E), (q,(E))}.

o Vse X jed(q,s,s)=1{(q,€)}, napt. 6(q,+,+) ={(g,€)} -

| | A7dnA
Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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CFG a PDA

Lemma 9.5 (P¥ijimani prazdnym zasobnikem ze CFG)

Pro PDA P, konstruovany z CFG G algoritmem vyse je N(P) = L(G).

o Leva derivace: E= ExE = I+« E = axE=axl=axb
@ Posloupnost konfiguraci:

(1) Pro neterminaly A € V, §(q,¢,A) = {(q,8)|A — S je pravidlo G}
(2) pro kazdy terminal a € T, §(q, a,a) = {(qg,¢)}.

Pozorovani:

(g,axb,E)F (q,axb,ExE)F (q,axb,IxE)F (q,a*xb,axE)

o Kroky derivace simuluje PDA ¢ prepisy zasobniku

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9

@ odmazavany vstup u PDA v derivaci zlistava az do konce

@ az PDA vymaze terminaly, pokraduje v prepisech.
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CFG a PDA

w e N(Py,) < w e L(G).
Necht w € L(G), w m3 levou derivaci S =y, SN2 = = W
m m m

Indukei podle i dokdzeme (g, w, S) l;* (g, vi, i), kde v; = uja; je leva
sentencidlni forma a u;jv; = w.

@ Pokud ~; obsahuje pouze terminaly, v; = uja; = w = u;v;, tedy a; = v; a

pravidly typu (2) vyprazdnime vstup i zasobnik.
o Kazda nekoncova sentencialni forma +; mize byt zapsana u;Aq;,
A nejlevéjsi netermindl, u; fetézec terminala

indukéni predpoklad nés doved| do konfigurace (q, v, Ac;), w = u;v;

Pro ; = Vi1 bylo pouzilo pravilo (A — ) € P
'm

PDA nahradi A na zésobniku (3, pfejde na konfiguraci (g, v;, Ba;).

odstrafiime vSechny termindly v € ¥* zleva Sa porovnavanim se vstupem
Vi = w1 a zaroven fa = vaii

presli jsme do nové konfigurace (g, viy1,@jq1) a iterujeme.

O
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w € N(Py,) = w € L(G).

Dokazujeme: Pokud (g, u, A) I;* (g,¢,¢), tak A :Z> u.
Indukci podle poctu krokid Py,.
e n =1 krok:

Automat

a € X, prechod 6(q, a, a) > (g, €), v derivaci
zadny krok,
A €T, prechod 6(q,¢,A) 3 (g, €) pro pravidlo
gramatiky (A —¢€) € G.

n > 1 krok;

Prvni krok typu (2) — terminaly, nerozsifujeme Y7
derivaci.

Prvni krok typu (1), A nahrazeno Y1Y2... Y\ z
pravidla A — Y1Ya2... Yk.

Rozdélime u = wyus . .. ug: Yk

¢tenim symbolu Y; skondilo slovo u;_; a
zadind uj.
Pouzijeme indukéni hypotézu na kazdé
i=1,..., k:
(q, Uiljy1 ... Uk, Y,) |—* (q, Uiyl ... Uk, 6) a
dostaneme Y; =" u;.
Dohromadv A= V1Yo .. Yi =" Yo...Ys =" ... =" ... uk

a gramatik Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9 z February 16, 2025
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Priklad: Od zasobnikového automatu ke gramatice

Example 9.9

Prevedme PDA Py = ({q}, {i,e},{Z},dn, g, Z) na obrazku na
gramatiku.

o Neterminaly gramatiky budou V = {S, [gZq]} novy start a
jedina trojice Py.
@ Pravidla:
S — [qZq].
[9Zq] — e
[9Zq] — i[qZq][qZq].
Muazeme nahradit trojici [gZq] symbolem A a dostaneme:
S—A
A iAAle.

Protoze A a S odvozuji pfesné stejné fetézce, mizeme je
ztotoznit: G = ({S},{/, e}, {S — iSS|e}, S).

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Od zasobnikového automatu ke gramatice CFG
@ Zasobni automat bere jeden symbol ze zasobniku. Stav
pred a po kroku mize byt rizny.

o Neterminaly gramatiky budou sloZené symboly [gXp],
PDA vysel z g, vzal X a presel do p;

qj:.
a zavedeme novy pocatecni symbol S. X|:
Lemma 9.6 (Gramatika pro PDA) *
M&jme PDA P = (Q,%.T, 8, o, Zo). Pak existuje El:
bezkontextova gramatika G takova, Ze L(G) = N(P). 5 op
Pravidla definujeme:

e Vpe Q: S —[qoZop], tj. uhodni koncovy stav a spust PDA na
(qo, w, Zo) =" (p. €, €).

@ Pro vsechny dvojice
(p, Y1Ya...Yy) €6(q,s,X),s € ZU{e},Vpy,

..y Pk—1 € Q vytvor pravidlo
[aXpk] = s[pYipillp1Yap2] - - - [Pk—1 Yip]

@ spec. pro (p,€) € §(q, a, A) vytvor [gAp] — a.

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Proof.

Pro w € ¥* dokazujeme

[gXp] = w pravé kdyz (q,w, X) =* (p, €, €)

indukei v obou smérech (pocet krokdt PDA, pocet krokd derivace.) O

Example 9.10 ({0"1"; n > 0})

1) Pravidla

S — [pZop]|[pZoq] (1
4(p,0,20) > (p,A)  [pZop] — O[pAp] (2

[pZog] — O[pAq] (3 CAA LA

)
|
5(P,O,A) > (p,AA) [pA ] = 0[pAp][pA ] (4)
[pAp] — O[pAdl[gAr]  (5) H@)—&
[PAq] — O[pAp][pAq] (6; LA e
)
)

[PAq] — 0[pAq][gAq] (7

6(p,1,A) > (g,¢)  [pAq] =1 (8

6(q,1,A) > (g,¢)  [gAq] = 1 &
Derivace 0011

S =M [pZyq] =3 0[pAg] =) 00[pAq][gAq] =& 001[gAq] =) 0011

W
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Shrnuti

@ Zasobnikovy automat PDA je e~NFA automat rozsiteny o zasobnik,
potencialné nekonecnou pamét

Cte a piSe na zasobnik, piSe i fetézec
PDA ptijimaji stejnou t¥idu jazyki

» a zasobnikovou abecedu, poéateéni zasobnikovy symbol, prechodova funkce

@ PFijimani koncovym stavem a prazdnym zasobnikem, pro nedeterministiké

Automat

@ a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextovymi gramatikami.

a gram

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Definition 9.6 (Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA))

Zasobnikovy automat P = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F) je deterministicky PDA pravé
kdyz plati zaroven:

e 4(q,a,X) je nejvyse jednoprvkova V(q,a,X) € @ x (XU {e}) xT.
o Je-li §(q, a, X) neprazdna pro néjaké a € ¥, pak d(q, ¢, X) musi byt prazdna.

Example 9.11 (Det. PDA ptijimajici

Lwcwr) 0,2y —+ 02
. o l,Zg — 120
o Jazyk Ly, palllndromu Je o 0.0 00
bezkontextovy, ale nema prijimajici 0,101
deterministicky zasobnikovy automat. 1,0=10 0,0 e
1,111 1,1—e¢

@ Druha podminka zarucuje, ze nebude

volba mezi € prechodem a ¢tenim (o % -
i Zo—+ 20 \_J 20— Z
vstupniho symbolu. ¢ 2 — 2 ;

c,0—-0
@ Vlozenim stfedové znacky c do cl—1

_ R *
Lyewr = {wew®|w € (0 + 1)*}
PP P PR T A R Y R I B WY =
m Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9 = February 16, 2025 178




Regularni jazyky, DPDA’s

RL C Lpppa C Lppa = CFL = Nppa 2 Npppa.

Theorem 9.2
Necht L je reguldrni jazyk, pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.

Proof.

DPDA mize simulovat deterministicky koneCny automat a ignorovat zasobnik.
(nechat tam Zp).

Lemma
Jazyk Lycwr je prijimany DPDA ale neni regularni.

Dikaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 07c0".

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Example 9.12

Jazyk Loy = {a'b'|i € N} U {a’b%|i € N} je bezkontextovy, ale nenf pfijimany
zadnym deterministickym zasobnikovym automatem.

Proof.
o SPOREM: Pfedokladejme, ze existuje deterministicky PDA M p¥ijimajici
jazyk Lapp.
@ Vytvorme dvé kopie, M; a M,, odpovidajici si uzly budeme nazyvat
sourozenci.
@ Zkonstuujeme novy automat:

Pocatecnim stavem bude pocatecni stav My
koncovymi stavy budou koncové stavy M,
prechody z koncovych stavit My 6(p, b, X) = (g, X)

presmérujeme do sourozencli g v Mp a prejmenujeme b na ¢
v automatu M- hrany oznacené b pfeznacime na c.
e Vysledny automat ptijima {a’b'c’|i € N} protoze
M je deterministicky, nem4 jinou cestu, tj. i ve slové a'b? musel jit zaatek
stejné a pak &ist b', nyni ¢,
e o {a'b'c’|i € N} vime, Ze neni bezkontextovy, tj. deterministicky M nemize
existovat.

O
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Bezprefixové jazyky

Definition 9.7 (bezprefixové jazyky)

Rikame, Ze jazyk L C ¥* je bezprefixovy pokud neexistuji slova u,v € L a
z € Xt tak, Ze u = vz. Tj. pro zadné slova jazyka u, v nenfi vlastni v prefix u.

Example 9.13
o Jazyk L,cnr je bezprefixovy.

o Jazyk L = {0}* neni bezprefixovy.

Theorem 9.3 (L € N(Ppppa) pravé kdyz L bezprefixovy a

L € L(Ppppa) )

Jazyk L je N(P) pro néjaky DPDA P pravé kdyz L je bezprefixovy a L je L(P")
pro néjaky DPDA P’.

Proof.
= Prefix pfijmeme prazdnym zasobnikem, pro prazdny zdsobnik neexistuje
instrukce, tj. Zadné prodlouzeni neni v N(P).

<: Prevod P! na P nep¥ida nedeterminismus (prvni koncovy -> sma hrany
Autom ik Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9 = February 16, 2025
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L3
regularni jazyky

bezprefixové & DPDA

{0"1"; n > 0} kontextové (=CL)

Ly
{a'bicl)i=0,1,...}
{ww|w € {0,1}}

deterministické PDA
{0"1™;0 < n < m}

bezkontextové (=CFL)
{ww®|w € {0,1}}
Lo

rekurzivné
spocetné
Lo
L, ={(M,w),
TM M pfijimd w}

Ly = {w; TM s kédem w nepfijim4 vstup w}

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9
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Dnesni téma

Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky
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Uzavérové vlastnosti

Theorem 10.1 (CFL uzaviené na sjednoceni, konkatenaci, iteraci,
reverzi)

CFL jsou uzavfené na sjednoceni, konkatenaci, iterace (x), positivni iterace (+),
zrcadlovy obraz wR

@ Sjednoceni:
> pokud Vi N Vs # ) pfejmenujeme neterminaly,
> pfiddme novy symbol Spen a pravidlo Spew — 51]S2
o zietézeni (=konkatenace) L;.L,
Snew — 5152 (pro Vi N Vo = 0, jinak pfejmenujeme)
e iterace L* = |J;5o L'
Snew — SSpewle
e pozitivni iterace LT = J,~, L'
Snew = SSnenlS
e zrcadlovy obraz LR = {wR|w € L}

X — wR obratime pravou stranu oravidel. -
m Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 =
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Prinik bezkontextovych jazyki

Example 10.1 (!CFL nejsou uzaviené na prinik)

e Jazyk L = {0"1"2"|n > 1} = {0"1"2/|n,i > 1} N {071"2"|n, i > 1}
neni CFL, i kdyZ oba Cleny priiniku jsou bezkontextové, dokonce deterministické
bezkontextové {0"1"2'|n,i > 1} {S — AC,A — 0A1|01,C — 2C|2}
ZHOMEEOVE.  L0i1mn|n,i > 1} {S — AB,A — 0A|0, B — 1B2|12}
@ prinik neni CFL z pumping lemmatu.

paralelni béh dvou zasobnikovych automati

V.
e fidici jednotky umime spojit (viz kone¢né automaty)
@ ¢teni umime spojit (jeden automat miize &ekat)

@ bohuZel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho
dva neomezené zasobniky

=Turinglv stroj
=rekurzivné spocetné jazyky Lo

Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

10
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Prinik bezkontextového a regularniho jazyka

Theorem 10.2 (CFL i DCFL jsou uzavfené na

FA
prinik s regularnim jazykem) e =
PDA

o Méjme L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk.

Pak L N R je bezkontextovy jazyk. ]
o Méjme L deterministicky CFL a R regularni jazyk. g

Pak LN R je deterministicky CFL. )
Proof:

G

=
cept/Re

@ zasobnikovy a konecny automat mizeme spojit
> FA A1 = (01,2,51, q1, Fl)
> PDA pfijimani stavem My = (Q2, X, T, 62, g2, Zo, F2)
@ novy automat M = (@ X @, X, 1,4, (q1,q2), Zo, F1 X F2)
> ((r,s),a) € 6((p, q), a, Z) pravé kdyz
aze r=0(p,a)&(s,a)eE dq,a Z)

... automaty Ctou vstup
a=e (s,a)€dlq,eZ) PDA méni zasobnik
r=p FA stoji
o ziejmé L(M) = L(A1) N L(Ma)

S o
»_paralelni béh automatii.
matik Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Substituce a homomorfizmus
@ Opakovani definice:

Definition ((5.1,5.2)substituce, homomorfizmus, inverzni
homomorfizmus)

Méjme jazyk L nad abecedou X.

Substituce o; Va € X : o(a) = L, jazyk abecedy ¥, tj. o(a) C X%
prevadi slova na jazyky:

o o(e) = {e},
o o(ay...ap) =o(ar)
e o(L)= Uwel_a(w).

homomorfizmus h, Ya € ¥ : h(a) € ¥},
prevadi slova na slova

e h(e) =,
e h(ay...a,) = h(ay)..... h(an) (konkatenace) tj. h: X* — (U,cx Xa)*
e h(L) ={h(w) |w € L}.
Inverzni homomorfizmus prevadi slova zpét
o h—1(L) = {w|h(w) € L}.

Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10

..... o(an) (konkatenace), tj. o : &* = P((U,ex Xa)*)
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Pr¥iklad: Substituce

Example 10.2

Méjme gramatiku G = ({E},{a,+,(,)}, {E — E + E|(E)|a}, E). Mé&jme
substituci:

(a) = L(G.), Ga = ({1}, {a,b,0,1}, {1 — I0|1] allba|b}, ),

o o(+) = {—,*,:,div, mod},

o o(() ={C.

e a())={} /
e (a+a)+acL(G)

o v g(+) chybi + pro ukédzku, ze (a+ a) + a ¢ o(L(G)).
@ (3001 — bba) * bl € o((a+ a) + a) C o(L(G))
Co se stane, kdyz zménime definici:
o o(()={GI
o o())={).1}?

Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Priklad: Homomorfizmus

Example 10.4
Méjme gramatiku
Example 10.3 Jme &
. , =({Er{a+ 1}
Méjme gramatiku {E — a+ E|[E]|a}, E). M&jme
= ({E}{a, +, .1} . homomorfizmus:
{E — E + E|[E]|a}, E). Mé&jme o ) = &
homomorfizmus: 2
° (a)_e ° :2(+):+
e h(+) = ° h([_ “
o h([= Ieft ° h]) = )
o h(]) = right. ) 1 Je jazyk L(G) regularni?
. o
o h([a+ a] + a) = lefright, 2 Je jazyk h(L(G)) regularni?

3 Je jazyk h=1(h(L(G)))
regularni?

4 Je hmY(h(L(G))) = L(G)?

~L(leftright) > [a + +]a.
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Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazykd

S
Theorem 10.3 (CFL jsou uzavfené na
substituci)
Mé&jme CFL jazyk L nad ¥ a substituci o na & S S..
takovou, Ze o(a) je CFL pro kazdé a € L. Pak je
i o(L) bezkontextovy (CFL). 4
X1 Xk n

@ Idea: listy v derivaénim stromu generuji dalSi stromy.
o Pfejmenujeme netermindly na jednoznaéné viude v G = (V, X, P, S),
G, = (V37 T,, Pa75a)7 ael.
@ Vytvofime novou gramatiku G = (V', T', P’,S) pro o(L):
sV =VUl,. Vs
> T = UaEZ Ta
» P'={J,.y PU{p € P kde viechna a € ¥ nahradime S,}.

G’ generuje jazyk o(L). a

m Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Substituce bezkontextovych jazyki

Example 10.5 (substituce)
L={abl|0<i<j}

S = aSb|Sble

U(a) =1L, = {Cidi|i > 0} 51 — C51d|6

U(b):LQZ{C’|IZO} 52—)C52‘6
o(L):

Theorem 10.4 (homomorfismus)

S — 51552|552|€, 51 — C51d|€, 52 — C52|€
Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfismus.
v
Proof:
o P¥imy dsledek predchozi véty.
@ Terminal a v derivaénim stromé nahradim slovem h(a).
m Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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CFL jsou uzavfené na inverzni homomorfizmus

Theorem 10.5 (CFL jsou uzaviené na inverzni homomorfizmus)

Mé&ime CFL jazyk L a homomorfizmus h. Pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk.
Je—li L deterministicky CFL, je i h~*(L) deterministicky CFL.

Idea

Input

@ preCteme pismeno a a do vnitfniho bufferu HEENN :

dame h(a) 3
@ simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme 1

z bufferu h(a) [#oA

€ F?|Accept/Reject

@ po vyprazdnéni bufferu nacteme dalsi |_|b_|_,F

pismeno ze vstupu utter t
@ slovo je prijato, kdyz je buffer prazdny a M

je v koncovém stavu
I buffer je konecny, mizeme ho tedy

modelovat ve stavu

= February 16,2025 192
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PDA
€ F?|Accept/Reject
L
buffer i

(Q,T,T,8, [qo, €], Zo, F x {€}) kde
= {([a, n(a)], 2)}

m Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10

@ pro L mame PDA M = (Q,X,T, 4, go, Zo, F) (koncovym stavem)
o h: T—X*
o definujeme PDA M’ =
Q' ={lg,u]|lg € Q,ue x* I(ae T)I(veX*h(a)=vu}
'([q.¢€],a,2)
8 ([q,u], €, 2)

= {(lp, u],M(p,7) € d(q,¢, 2)}
Pro deterministicky PDA M je i M’ deterministicky.

U{(lp; v, MI(p,7) € (g, x, Z), u = xv}

u je buffer
naplnuje buffer

¢te buffer, x €

.|

February 16, 2025
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Pouziti uzavrenosti priniku CFL a RL
Example 10.6
Jazyk L = {071/2%3!|i = 0V j = k = I} neni bezkontextovy. J

Proof: Dikaz sporem:

o Necht L je bezkontextovy jazyk
o L; = {012k3!|j k,I > 0} je reguldrni jazyk
» {§—>0B,B— 1B|C,C — 2C|D,D — 3D|¢}

e LN Ly ={01723/|i > 0} neni bezkontextovy == SPOR s uzavfenostf

na prinik s regularnim jazykem. 0

S — E|O‘0A|B1|C1|D1

B: — 1|1Bl|C1, C1 — 2|2C1|D1, D, — 3‘3D1

A — 00A|P

P — 1PCD|1CD

DC — CD prepideme {DC — XC,XC — XY, XY — CY,CY — CD}
1C —+ 12, 2C — 22, 2D — 23, 3D — 33.

m Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 £
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Rozdil a doplnék

Theorem 10.6 (Odecteni regularniho jazyka)
Méjme bezkontextovy jazyk L a regularni jazyk R. Pak:

o L — R je CFL.
Proof.
L—R=LNR, R je regularni. 0
Theorem 10.7 (CFL nejsou uzaviené na doplnék ani rozdil)
Trida bezkontextovych jazyki neni uzaviena na doplinék ani na rozdil.
CFL nejsou uzavrené na doplnék ani rozdil.
Mé&jme bezkontextové jazyky L, Ly, Ly, regularni jazyk R. Pak:

o L nemusi byt CFL. Linl, =1 UL.

o L3 — L, nemusi byt CFL. >* — [ neni vzdy CFL.

Cl

v

m Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

@ Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické CFL.
@ Deterministické bezkontextové jazyky

> nejsou uzaviené na prinik

> jsou uzaviené na prinik s regularnim jazykem

> jsou uzaviené na inverzni homomorfismus.

Lemma

Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL. J

@ idea: prohodime koncové a nekoncové stavy
@ nedefinované kroky oSetfime 'podlozkou’ na zasobniku
@ cyklus odhalime pomoci citace

@ az po preCteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy

stadi si pamatovat, zda prosel koncovym stavem.

O

Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Ne—uzavrenost deterministickych CFL

Example 10.7 (DCFL nejsou uzavfené na sjednoceni)
Jazyk L = {a'bick|i #jVj# kVi# k} je CFL, ale neni DCFL.

Proof.

Vzhledem k uzavfenosti DCFL na doplnék by byl DCFL i
LNa*b*c* = {a'b/ck|i = j = k}, o kterém vime, Ze neni CFL (pumping
lemma)

Example 10.8 (DCFL nejsou uzaviené na homomorfismus)
Jazyky Ly = {a'bick|i # j}, Lo = {a'bick|j # k} , Ls = {a'bick|i # k} jsou
deterministické bezkontextové.

e Jazyk OL; U 1L, U2L3 je deterministicky bezkontextovy

o Jazyk L; U Ly U L3 neni deterministicky bezkontextovy
polozme h(0) =€, h(l)=¢,, h(2)=¢
h(x) = x pro ostatni symboly
h(OL1 Ull,U 2L3) =L UL UlLs,
doplnék [; UL, U LsNa*b*c* = {aib/ck|i =j=k}.

Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 February 16, 2025
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
N's RL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocen{ F=FXQUQxF S — 5|5 ANB=AUB
. e {0"1"2'|n,i > 1}
priinik F=F xF L={0"1"2"|n > 1} {0{0’1"2"|n7i >1)
ﬂSRL F:F1><F2 F:F1><FQ F:FlXFQ
dopln&k F = Q. — Fi, ¢ tot. ANB=AUB | F = Q. Fi, 7, cykly, tot
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) = 0 cca. U
it *[Pj

inverzni hom.

Start t hv ;\ A

Acceptireject

PDA || o Accepy
state reject

[}
]
g Stack

_ Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Dyckovy jazyky

Definition 10.1 (Dyckuv jazyk)

Dyckiiv jazyk D, je definovan nad abecedou Z, = {ay, all,
gramatikou: S — e|55|3153|1\ e |anSal,.

.y an, al,} nasledujici

Uvodni pozorovant:
@ jedna se zfejmé o jazyk bezkontextovy
@ Dyckiv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy s n druhy zavorek
@ timto jazykem lze popisovat vypocCty libovolného zasobnikového automatu

@ pomoci Dyckova jazyka Ize popsat Iibovoln)'/ bezkontextovy jazyk.

L= regulérnl’jazyk;
popisuje vSechny
homomorfismus; yckuv jazyk; vy-

troky vypoctu
Cisti pomocné sym-

bird pouze korektnfi
boly

vypocty

Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 £
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Finite
Iﬂp\.ll ——=| State

—
control

Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

Accept/reject

E Stack

@ Pokud do zasobniku pouze
pridavame

potom si staci pamatovat
posledni symbol
@ staci konecnd pamét — konecny
automat.
@ potfebujeme ze zdsobniku také odebirat (¢teni symbolu)
takovy proces nelze zaznamenat v konecné strukture
@ pridavani a odebirani neni zcela libovolné

jedna se o zasobnik, tj. LIFO (last in, first out) strukturu
X symbol pfidan do zasobniku
X71

@ roztdhnéme si vypocet se zdsobnikem do linearni struktury
symbol odebran do zasobniku

Automat

gramatik

e pridavany a odebirany symbol tvoii par ZZ"' BAA~1 cC1 B!
N N N

ktery se v celé posloupnosti chova jako zavorka

Uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Theorem 10.8 (Dyckovy jazyky)

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R tak, Ze L = h(D N R) pro vhodny
Dyckiiv jazyk D a homomorfismus h.

mame PDA pfijimajici L prazdnym zasobnikem

prevedeme na instrukce tvaru 6(q, a, Z) € (p, w), |w| < 2

> del$i psani na zasobnik rozdélime zavedenim novych stavil
@ necht R! obsahuje vdechny vyrazy

» g 'aa 'Z'BAp pro instrukci 6(q, a, Z) > (p, AB)

» podobné pro instrukce (q, a, Z) € (p, A),d(q, a, Z) € (p,€)
> je-li a =€, potom dvojici aa~! nezafazujeme
@ definujeme R takto: Zygo(R!)* Q!
Dyckiiv jazyk je definovan nad abecedou T UX U QU Q- lurur-1
DnN Zoqo(R‘ )*Q~1! popisuje korektni vypocty

~ = ~ = ~ N ~ =
2o qoqo_1 337120_1 BApp tbb 1Al gq e BT 7t

@ homomorfismus h vydéli prectené slovo, tj.
h(a) =a pro vstupni (¢tené) symboly
h(y) =€  pro ostatni. 0
Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10
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Dnesni téma

~

Turingtv stroj, rozs

ireni
Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119
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Turingovy stroje — historie a motivace

@ 1931-1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing
@ Turinglv stroj
» zachyceni prace matematika
* nekonecnd tabule

Ize z ni &ist a lze na ni psat

* mozek (Fidici jednotka)
» Formalizace TM:

Finite

control

* misto tabule nekonecna paska

» dalsi formalizace:

‘B ‘B‘XI‘XJ

XJB ‘B‘

*  A—kalkul, &asteéné rekurzivni funkce, RAM

@ Snazime se definovat problémy nerozhodnutelné jakymkoli pocitacem.
Turinglv stroj, rozsiteni 11

[
* misto kfidy €teci a zapisovaci hlava, kterou Ize posunovat v obou smérech
* misto mozku kone&n3 Fidici jednotka (jako u PDA)

February 16, 2025

204



Definition 11.1

Turingiiv stroj (TM) je sedmice M = (Q, X, T, 4, qo, B, F) se sloZzkami:
Q@ koneénd mnozina stavi
> konec¢na neprazdnd mnozina vstupnich symboli
I kone&ni mnoZina viech symbolii pro pasku. Vidy T 2 %, QNI = 0.
d (&aste¢nd) prechodova funkce. (Q — F) x I = Q x I x {L,R}, v
0(g,x)=(p,Y,D):
€ (Q — F)! aktudlni stav
€ [ aktualni symbol na pasce
novy stav, p € Q.

€ I symbol pro zapsani do aktualni bunky, pfepiSe aktualni obsah.
€ {L, R} je smér pohybu hlavy (doleva, doprava).

U <vs Xa

go € Q pocatecni stav.

B €T —%. Blank. Symbol pro prazdné buriky, na za¢atku vSude kromé
konecného poctu bunék se vstupem.

F C @ mnozina koncovych neboli prijimajicich stavi.

Pozn: nékdy se nerozlisuje I' a ¥ a neuvadi se prazdny symbol B, tj. pétice.

Turinglv stroj, rozsiteni 11 £ February 16, 2025
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Definition 11.2 (Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous
Description ID))

Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID) je fetézec
X1X2 e XifquiXH»l e X,, kde

@ g je stav Turingova stroje
@ Cteci hlava je vlevo od i—tého symbolu

@ Xi...X, je Cast pasky mezi nejlevéjsSim a nejpravéjSim symbolem riznym od
prazdného (B). S vyjimkou v pfipadé, Ze je hlava na kraji — pak na tom kraji
vkladame jeden B navic.

Definition 11.3 (Krok Turingova stroje)

Kroky Turingova stroje M znacime Al—/l, ;*’ F* jako u zasobnikovych automati.
Pro §(q, Xi) = (p, Y, R)

(] X1X2 e X;_qu;Xi+1 e Xn + X1X2 . Xi—lYpXi+1 NN Xn.
Pro 6(q,X;) = (p, Y, L) M

(] X1X2 e X,',qu;X,'le e X,, I\|_/I X1X2 . Xi72pX,'71YXi+]_ AN X,,
Odvozeni v konecném poctu kroki /\l_//* definuji rekurzivné pro Z, 7, KC konfigurace

Zaklad: Z F* 7 Rekurze: Pokud ZF J a J F* K, tak i Z F* K.
M M M M

Automaty a gramatik Turinglv stroj, rozsiteni 11 = February 16, 2025 206




A TM for {0"1";n > 1}

Definition 11.4 (TM prijima jazyk, rekurzivné spoetny jazyk)
Turingliv stroj M = (Q, X, T, 4, qo, B, F) pFijima jazyk
L(M)={w e X*: gqw ;* apB,p € F,a, € "}, tj. mnozinu slov, po jejichz
precteni se dostane do koncového stavu. Pasku (u nas) nemusi uklizet.

Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je prijiman néjakym
Turingovym strojem T (tj. L= L(T)).

Example 11.1 (TM pro jazyk {0"1";n > 1})

Turingl']v Stroj M = ({qu q1, 42, g3, CI4}7 {07 1}a {07 17 Xv Y7 B}a 57 qo, 87 {‘74}) sé
v tabulce pfijima jazyk {0"1"; n > 1}.

Stav ‘ 0 1 X Y B
qo (q17X7R) - - (q37 Y7R) -
01 (Ch;O R) (q2a Y7 L) - (qla Y7 R) -
Q2 (q230 L) - (qO’Xa R) (an Ya L) -
as - - (q3a Y, R) (CM,B, R)

qa - - - - -

v
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Prechodovy diagram pro Turinglv stroj

0/0 — 0/0
Definition 11.5 (Pfechodovy diagram pro YIY= o Y/Y e

TM) O/Xaal/Ye

Prechodovy diagram pro TM sestava z uzll

odpovidajicim staviim TM. Hrany g — p jsou Y/Y = X/Xﬁ
ozna&eny seznamem vsech dvojic X/ YD, kde B/B ﬁ.
5(q.X) = (p, Y. D), D € {,—}. 9

Pokud neuvedeme jinak, B znadi blank — Y/Y >

prazdny symbol.

State [ 0 1 X Y B
q | (q,X,R) - - (a3, Y.R) -
qi (q1707 R) (q27 Y7 L) - (q1,Y, R) -
q2 (q27 0, L) - (qov X, R) ((72, Y, L) -
a3 - - - (q3ay7 R) (q4aB7 R)

G - - - - -

Turinglv stroj, rozsiteni 11 £ February 16, 2025
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A TM for {0"1";n > 1}

@ Na pasce vzdy vyraz typu X*0*Y*1*
> postupné prepisujeme 0 na X a
odpovidajici 1 na Y
> qo prepise 0 na X a preda Fizeni g1

> g1 najde prvni 1, prepiSe na Y a preda 0/0 — 0/0
Fizeni o Y/Y = Y/Y
> o se vrati k X, necha ho byt a preda 0/X = E nas
fizeni qo H e @
>

X/X
» pokud qo vidi Y, preda Fizeni gs Y/ = X =

» g3 dojde zkontrolovat, jestli na konci B/B ”
nezbyly 1

» pokud g3 naslo B, preda Fizeni g4 YV &

> qga skondi Uspéchem (je pFijimajici)

> .

» pokud g3 narazilo na 1, tak skonéi

netspéchem
* nema instrukci
* neni prijimajici.

Automaty a gramatik Turinglv stroj, rozsiteni 11 = February 16, 2025 209



TM pro {0"1";n > 1}

0/0 —

0/0 «
Y/Y =

Y/Y +
HO/X ngv e
Y/Y =

X/ X =

ﬁ“”
Slovo 0011

Y/Y =

00011 F Xq1011 F X0g111 F Xq0Y1 F g2 X0Y1HF Xqo0Y1H XXq1 Y1 H
Slovo 0010

- XXYqil - XXqo YY - Xgo XYY F XXqo YY - XXYq3Y - XXYYqsB - XXYYBqa!

Turinglv stroj, rozsiteni 11

00010 F Xq1010 F X0g110 - Xgo0Y0 = g2 X0Y0 = XgoOYO0 - XXq; YO
F XXYq.0 F XXY0q; B a skoni neiispéchem, protoze nema instrukci.

February 16, 2025
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Jesté priklad, rekurzivné spocetné jazyky

Example 11.2
Jazyk L = {a*'|n > 0}
pFijima Turingtiv stroj M = ({qo, g1, 9 },{a}, {a, B}, 3, qo, B,{qr}) s & v tabulce:
1) komentar
5(q0, B) = (g, B,R)  prazdné slovo, konec vypoctu
0(qo, a) = (g1, 3, R) zvétsi &itaé (2k + 1 symbold)
0(q1,a) = (90,3, R)  nuluje ¢&itad (2k symbold).

@ Regularni jazyky:

» simulujeme koneény automat, pohyb hlavy vzdy vpravo,
> vidim-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA pfijimajici, pfejdu do nového
pfijimajiciho stavu gr.

> (Z gr nesmi byt instrukce, z p¥ijimajicich stavii DFA pot¥ebuji instrukce
kopirovat.)

@ Bezkontextové jazyky: nejsndze s pomocnou paskou simulujici zasobnik, bude
za chvili.

Turinglv stroj, rozsiteni 11 £
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TM s vystupem

Turinglv stoj poéitajici monus m+n = max(m — n, 0).
M= ({q07 d1,92,43,44,qs, %}7 {07 1}7 {07 17 B}a 67 qo, Ba {qﬁ})

@ Pocatedni paska 0M10".
@ M zastavi s paskou 0™~" obklopenou prazdnem B.
o Najdi nejlevéjsi 0, prepis na B.
o Jdi doprava a najdi 1; pokracuj, najdi 0 a e
prepis na 1. *u/sﬂw )=
@ Vrat se doleva. yg 0= 1.

@ Pokud nenajdes 0 (uklid):

B/B —
R OpnO0-=0),
> vpravo: prepi$ vSechny 1 na B.

» vlevo: m < n: prepi$ véechny 1 a 0 na B, Veo s
nech pasku prazdnou.
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Rekurzivni jazyky

Definition 11.6 (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., 6(q, X) neni definovano.

@ Predpokladame, Ze v pfijimajicim stavu g € F TM zastavi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli pfijme nebo neprijme slovo.
Definition 11.7 (Rekurzivni jazyky)
Rikdme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj

nad w zastavi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvédme rekurzivni jazyky.

Turinglv stroj, rozsiteni 11

February 16, 2025 213



Pamét v ridici jednotce, Pomocné stopa

Example 11.3 (P¥iklad paméti ve stavu TM)

Pro jazyk L(M) = (01* + 10*) si pamatujeme prvni znak, stav je dvojice (obecné
n_tice)' M T ({qu Ch} X {07 17 B}a {07 1}7 {07 1) B}>67 [qu B]a Ba {[QL B]})
) 1 B

0
— [quB] ([q170]707 R) ([qla]‘]?l?R)
[ql,O] ([q1a0]117R) ([qlaBLB’ R)
[qlal] ([q131]707 R) ([qlaBLBa R)
*[Qh B]

Example 11.4 (P¥iprava pomocné stopy)

Budeme potrebovat dvé stopy na pasce. Prepiseme vstup na dvojice, nahore
budeme mit volno na poznamky. V definici 6 pouzivdm zastupny znak pro vstupni
pismeno a € {0,1}.

® 5([q07 B]v a) = ([qu B]a [Bv a], R)

@ 0([go, B], B) = ([g-1, B],[B, B], L) jsem na konci, ota¢im

o 8(1g-1. B]. [B.2]) = ([g_1, BI. [B. 2], L) idi vievo

Rl RY — (TA. Rl R P\ Aul ctarmi n¥inrauanms nrea A-lE nrdni
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Vice stop na pasce swe | q
Storage | A ‘B ‘C
° Lyew = {WCW‘W S {O7 1}+}, (7
e M:({ql?"-aq9} X Track 1 X
{0.1,B).{[B.0].[B,1].[B.cl}, {B.+}x = z

{0,1, B, ¢}, 9, [q1, B, [B, B, {[q9, B]})

@ § je definovano (a, b € {0,1}):
> &(lau, B, [B, a]) = ([g2, a], [+, a], R) natti symbol a

5([q2, a], [B, b]) = (g2, al, [B, b], R) jdi vpravo, hledej stied c,
0([ge, a], [B, c]) = (g3, al, [B, c], R) pokraduj vpravo ve stavu g3,
3([gs, a], [*, b]) = ([gs, a], [+, b], R) pokraluj vpravo,
&(
(

~

[gs, a],[B, a]) = ([gs, B, [*, a], L) zkontroluj shodu, vymaz pamét a jdi vlevo,

4 [CI4, B]7 [*7 a]) = ([q47 B]? [*7 a]? L) jdi vlevo,

> ([ga, B], [B, c]) = (g5, B], [B, c], L) ¢ pokraduj za st¥ed ve stavu gs,
@ rozeskok podle toho, jestli je jesté co kontrolovat

> 0([gs, B],[B, a]) = ([gs, B, [B, a], L) jesté budeme kontolovat,
([gs, B, [B, a]) = ([gs, Bl [B a], L) jdi vlevo,
0([ge, B], [, a]) = ([q1, B], [*, a], R) znovu zalni,
0([gs, B, [*, a]) = ([g7, B], [*, a], R) uz vSe vlevo od ¢ porovnano, jdi vpravo,
o([g7, B, [B, c]) = ([gs, B],[B, c], R) pokraéuj vpravo,
o
o

Yy VY VvV VY

[gs, Bl, [*, a]) = ([gs, B, [*, a], R) pokraluj vpravo,
[CIB, B]7 [87 B]) = ([CIQ, B]’ [Bv B]’ R) pijmi.

>
>
>
>
>
>
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TM rozsiteni: Vicepaskovy TM

Definition 11.8 (Vicepaskovy Turingiiv stroj)
Pocateéni pozice
@ vstup na prvni pasce, ostatni zcela prazdné

@ prvni hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné
@ hlava v pocatecnim stavu

Jeden krok vicepaskového TM

@ hlava prejde do nového stavu
@ na kazdé pasce napiSeme novy symbol
o ka3

kazda hlava se nezavisle posune vlevo, ziistane
vpravo.

Vicepaskovy TM

(7 \

/

Theorem 11.1 (Vicepaskovy TM)

Turinglv stroj, rozsiteni 11

Kazdy jazyk pfijimany vicepdskovym TM je pFijimany i néjakym (jednopdskovym)
Turingovym strojem TM.
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Proof: vicepaskovy TM
@ konstruujeme Turinglv stroj M
@ pasku si predstavime, ze ma 2k stop

> liché stopy: pozice k—té hlavy

> sudé stopy: znak na k—té pasce

@ pro simulaci jednoho kroku navstivime
vSechny hlavy

@ ve stavu si pamatujeme

> pocet hlav vlevo

Simulace

» Vk symbol pod k—tou hlavou
béhat)

2—paskového
TM na jedné pasce
@ pak uz umime provést jeden krok (znovu

@ Simulaci vypoctu k—paskového stroje o n krocich

0
Ize provést v &ase O(n?) (simulace jednoho kroku z

X
B, B,
prvnich n trva 4n + 2k, hlavy nejvys 2n daleko,
prelist, zapsat, posunout znacky).
m Turinglv stroj, rozsiteni 11
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Rozsiteni: Nedeterministické Turingovy stroje

Definition 11.9 (Nedeterministicky TM)

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame sedmici
M=(Q,%,T,d,q0,B,F), kde Q,X,I,qo, B, F jsou jako u TM a

0:(Q—F)xT = P(QxT x{L, R}).

Slovo w € ¥* je prijimano nedeterministickym TM M, pokud existuje néjaky
vypocet qow F* apf, p € F.

Theorem 11.2 (Nedeterministicky TM)

Pro kazdy My nedeterministicky TM existuje deterministicky TM Mp takovy, Ze
L(My) = L(Mp).

Velmi stru¢né (ptiprava)

prohledavame do Sitky mozné vypocty My
» odvozeno v k krocich
» maximalné& m* konfiguraci
_ . o —
* kde m = max|d(q, x)| je max. pocet <max [5(q.x)]
voleb My

m Turinglv stroj, rozsiteni 11
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Proof: idea diikazu
@ paska nekonecna — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci
@ prohledadvame do Sitky vSechny vypoclty My
@ modelujeme TM se dvéma paskami
> prvni paska: posloupnost konfiguraci

* aktudlni oznacena (kfizkem na obrazku)

* vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout
* vpravo aktudlni a pak dalsi ¢ekajici

> druhd paska: pomocny vypocdet

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi

Queue
> precti stav a symbol aktudlni konfigurace 1D
> je—li stav prijimajici € F, pfijmi a skonci

~
DI * ID2 §1D3 *ID4 * f’
Scratch =
s
» napi$ konfiguraci ID na pomocnou pasku

> pro kazdy mozny krok § (uloZeny v hlavé Mp)

> opakuj

* proved krok a napi$ novou ID na konec prvni pasky

> vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
Turinglv stroj, rozsiteni 11
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Jednosmérna paska

Xo | X1 | X5
* X_1 | Xoo

Lemma (Jednosmerna paska)

Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj M, ktery pfijima stejny jazyk
a

@ M nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice
@ M nikdy nepise blank B.
Proof.

@ Misto B blank zavedeme novy paskovy symbol, B;.

Misto kazdého psani B piseme Bi a vsechny instrukce pro ¢teni B zkopirujeme
téz pro cteni B;.
Takto modifikovany TM nikdy nepise B (pise Bi).

@ Pro jednosmérnou pasku

Nejd¥iv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.
Pod nejlevéjsi symbol ddme novy znak %, abychom védéli, Ze jsme na levém
okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni. ve stavu (hlave) si pamatujeme, jestli cteme horni

stopu (‘normalng’) nebo spodni stopu (kde L znamena doprava a R doleva). Pokud vidime *, odpovidajici instrukce prepifeme na zménu

S (zhora vlevo piepnu na dolii, pokud jsem dole pfesla na "*", mam rovnou &ist horni symbol a smérovat dle horni pasky).
w Turinglv stroj, rozsiteni 11 = February 16, 2025 220




Shrnuti

@ Turinglv stroj: nekoneCna oboustranna paska, mize Cist, psat, pohybovat
hlavou.
o Prijimani TM: TM prijima pokud vstoupi do koncového stavu.
TM s vystupem: Hlava na prvnim pismenu odpovédi, kromé odpovédi B.
o Rekurzivné spocetné jazyky (RE): jazyky pfijimané néjakym Turingovym
strojem.
o Konfigurace TM: Vsechny symboly pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjsim
ne—-B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od pravé ¢teného symbolu.
@ modelovaci triky
» Pamét v ridici jednotce
» Vice stop
@ Rozsiteni TM bez rozsiteni t¥idy prijimanych jazyki:
» Vicepaskové TM Samostatny pohyb hlav na paskach (Ize simulovat na
pridanych stopéach).
» Nedeterministicky TM: M4 instrukce na vybér, na pfijeti stali jeden
prijimajici vypocet.
@ Budou: Linearné omezené automaty LBA
> Vstupni slovo mezi levou a pravou znackou, hlava nesmi za tyto znacky ani je
prepsat.
» LBA rozpoznavaji pravé kontextové jazyky.
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Kontextové jazyky

Turingovy stroje

Vicepaskové, nedeterministické

-~ gramatiky Typu 0
Sy , kontextové gramatiky
linedrné omezené automaty «————
zasobnikové automaty

monoténni gramatiky
«—— | bezkontextové gramatiky
konecné automaty

DFA, NFA, eNFA

e gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L;)

regularni gramatiky

> pouze pravidla ve tvaru cAB — awf

Automaty

AeV,a,fe(VUT)*,we (VUT)*"

» jedinou vyjimkou je pravidlo S — ¢, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Chomského hierarchie

e gramatiky typu 0 (rekurzivné spoletné jazyky Lo)

pravidla v obecné formé a — 8, a, 8 € (VU T)*, a obsahuje neterminal
gramatiky typu 1 (kontextové jazyky £;)

@ pouze pravidla ve tvaru aAS — awf

AeV,a,e(VUT),we (VuT)T
> jedinou vyjimkou je pravidlo S — €, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

e gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L;)

pouze pravidla ve tvaru A - w, A€ V,w e (VU T)*

e gramatiky typu 3 (regularni/pravé linedrni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A - wB,A = w,A,Be V,we T*

Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Monoténni a kontextové gramatiky

Example 12.1 (kontextovy jazyk)

S — aSBC|abC

L ={a"b"c"|n > 1} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.
CB — BC
Monoténni gramatika:

neni kontextové, nutno rozepsat!
bB — bb
bC — bc

cC — cc

@ Je snazsi napsat monoténni gramatiku

a upravit ji na kontextovou.
@ Vygeneruji stejny pocet a, B, C.

@ Preusporadam - proto potrebuji B, C neterminaly.
@ Dovolim ptepsat jen v abecednim poradi

Automat

» Zacindm s malymi a s jednim b za nimi.

» B se mize prepsat, kdyz je na fadé - vlevo od néj b.
gramatik

= Ptedevsim nedovolim prepsat B, pokud je pfed nim c.

Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Separované gramatiky

Definition 12.1 (Separovana gramatika)

Gramatika je separovana, pokud obsahuje pouze pravidla tvaru o — (3, kde
@ bud a, 8 € V1 (neprdzdné posloupnosti neterminéli)
e nehoae VapeTU{el
Lemma

Ke kazdé gramatice G lze sestrojit ekvivalentni separovanou gramatiku G’.
.
Proof:
o Necht G=(V,T,P,S)
@ pro kaZzdy termindl a € T zavedeme novy neterminal A’.
@ v pravidlech z P
> nahradime terminaly odpovidajicimi neterminaly
> ptiddme pravidla A" — a
m Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12

o Vysledna gramatika je separovana a zfejmé L(G) = L(G').
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Od monotonie ke kontextovosti

Definition 12.2 (monoténni (nevypoustéjici) gramatika)

Gramatika je monoténni (nevypoustéjici), jestlize pro kazdé pravidlo
(o — B) € P plati

a| < |,8‘ Monoténni gramatiky slovo v priibéhu generovani nezkracuji.

V.

Lemma

Ke kazdé monoténni gramatice Ize nalézt ekvivalentni gramatiku kontextovou.

Proof:
@ nejprve prevedeme gramatiku na separovanou

> tim se monotonie neporudi (a pravidla A’ — a jsou kontextovi)

@ zbyvajici pravidla A; ... A, — Bi...B,, m < n prevedeme na pravidla s
novymi neterminaly C
A1A2...Am —>C1A2...Am

C1C2...Cm —>81C2...Cm
C1A2,..Am —>C1C2...Am

81C2...Cm —>BlB2...Cm

Cl...CmflAm —>C1...Cm,1Cm Bl...Bm,;[Cm —>Bl...Bmlem...B,,

m Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Priklad kontextového jazyka

Example 12.2

Jazyk L = {a'bick|1 <i < j < k} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.

Proof: (na jedni¢ku povinné)

S — aSBC|aBC
B — BBC
Cc— CC

CB — BC
aB — ab

bB — bb
bC — bc
cC — cc

generovani symboll a
mnozeni symboll B
mnozeni symboli C
usporadani symbold B a C
zaCatek prepisu B na b
pokracCovani prepisu B na b
zacatek prepisu C na ¢
pokracovani prepisu C na ¢

CB — BC neni kontextové pravidlo, nahradime ho
CB — XB, XB — XY, XY — BY, BY — BC 0

Dulezity je prepis, ktery chybi: ¢cB — xcb.

Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Linedrné omezené automaty

@ Jesté potiebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky

@ kontextovou gramatiku dostaneme z libovolné monoténni gramatiky

Definition 12.3 (linearné omezeny automat (LBA))

Linearné omezeny automat LBA je nedeterministicky TM, kde na pasce je
oznacen levy a pravy konec /,r. Tyto symboly nelze pfi vypocltu prepsat a nesmi
se jit nalevo od / a napravo od r.

Slovo w je pfijimano linearné omezenym automatem, pokud existuje
prijimajici vypocet qolwr H* lapfBr, p € F.

@ Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat pfi jeho prijimani
nesmi prekrodit jeho délku

@ u monoténnich (kontextovych) derivaci to neni problém — Z4dné slovo
v derivaci neni del$i nez vstupni slovo.

Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12 £ February 16, 2025 229




Od kontextovych jazykl k LBA

Theorem 12.1
Kazdy kontextovy jazyk Ize pfijimat pomoci LBA. J

Proof: z kontextové gramatiky k LBA

@ prazdné slovo vyresime zvlast | w ;
@ derivaci gramatiky budeme simulovat 1S ] _
pomoci LBA Aplikace pravidla
aXpB — ayp

@ pouzijeme pasku se dvéma stopami (o [X[A[V]

@ slovo w ddme nahoru, na zacatek dolni
stopy S [u[a] 7 [B]v]
@ prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G
> nedeterministicky vybereme ¢ast k prepsani
> provedeme prepsani dle pravidla (prava ¢ast se odsune)

@ pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovname ji s prvni stopou
> slovo pfijmeme nebo zamitneme 0

Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12 £ February 16, 2025 230



Od LBA ke kontextovym jazyklm

Theorem 12.2
LBA prijimaji pouze kontextové jazyky. J

Proof: z LBA ke kontextovym gramatikam

@ potfebujeme prevést LBA na monoténni gramatiku
> tj. gramatika nesmi generovat nic navic

@ vypocet ukryjeme do 'dvoustopych’ neterminali

o generuj slovo ve tvaru (ao, [qo, /, a0]), (a1, a1), - - -, (an, [an, 1])
w
g0, 1, a0 | | an,r
@ simuluj praci LBA ve 'druhé’ stopé (stejné jako u TM)
> pro §(p,x) = (q,x",R): Px = x'Q
» pro &(p,x) = (g,x’,L): yPx — Qyx’
@ pokud je stav koncovy, smaz 'druhou’ stop

@ specialné je tfeba osetfit prijimani prazdného slova
> pokud LBA ptijima ¢, pridame specialni startovaci pravidlo.

O

Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Mé&jme line4n& omezeny automat pro jazyk L = {a*"|n > 1}, LBA
M= ({q07 qi, q2, qF}7 {a}a {3717£}767 q0, B7 {qF}) s d v tabulce:

0 komentar

0(qo, 1) = (go,I,R)  presko¢im prazdnou zarazku
0(qo, a) = (q1,a,R) zvétsi &itad (2k 4+ 1 symbola)
0(q2,a) = (q1,3,R) zvétsi &itad (2k 4+ 1 symbold)
0(q1,a) = (g2,a, R) nuluje &itad (2k symboli)
0(q2,r) = (gr,r,L)  konec vypoltu, pFijimam.

Example 12.3 (Gramatika z linedrné omezeného automatu)
Monoténni gramatika G = (V,{a},S, P1U P, U P3)

|

S,

7 P P A P R PR

i S - LRILCR
LGR, H [qola} [/q()a]’ c - cc m

Gola

o] one] o] 2= )

ar

Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Pravidla pro pfechodovou funkci

SR H[M] (2]
ol [ = Bl ey - o
el [} = [

s H |

Obecnéji

al| a @ P¥i vice pismenech bychom
a a| |q2a méli varianty (témér) viech
netermindl pro kazdé
a O pismeno

qza) |ar al |qrar

o
%

qrar

@ V pravidlech P; jen totéz
, ,
aqar
[ind
%
agar

pismeno nahore i dole

4

1

P>

—

— —

@ Pokud skonéime uvnitr slova

musime mazat do obou stran
az k zardzkam
Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Theorem 12.3 (Rekurzivné spocetné jsou L)
Kazdy rekurzivné spocletny jazyk je typu 0. J

pro Turingiv stroj T najdeme gramatiku G, L(T) = L(G)
0 G=({S5,C,D,E} U{X}xesur U{Qi}gecq, X, P,S), P je
@ gramatika nejdfive vygeneruje pasku stroje a kopii slova
wB"WRQyB™ , kde B’ predstavuji volny prostor pro vypolet
@ potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)

@ v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

1) S— DQE
D — xDX|E generuje slovo a jeho revizni kopii pro vypocet
E — BE]|e generuje volny prostor pro vypocet
2) XP— QX pro d(p,x) = (g, %', R)
XPY - X'YQ pro 6(p,x) = (g,x’, L)
3) P=>C prop € F
CA — C,AC — C mazani pasky
C—e konec vypoctu

=
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Priklad

Turingiiv stroj pro jazyk L = {a*"|n >0}, TM
M = ({q07 qi1, 92, qF}» {8}, {a}a 5; do, Ba {qF}) s § v tabulce:

o

komentar

5(q07 a) = (qlv a, R)
6(q17 a) = (q07 a, R)
5(qo, B) = (qr, B, L)

Example 12.4
Gramatika G = ({S,C, D, E, Qo, @1, Qr, a},{a}, S, P1 U P, U P3),
Mazanfi
Inicializace Prechodova funkce
QF — C
S — DQE aQy — Qua Ca — C
Pr=<{D — aDalE; P,=¢ a@ — (@Qa pP3=¢aC — C
E — BE|e BQoa — BaQr BC — C
C — ¢

prvni symbol
nuluje ¢&itaé (2k symbold)
prijme a zastavf

v

Konkrétné pro aa € L(M) vygeneruji aaBaaQy, mezivysledek aaBaQra a vysledek
aa.

Linedrné omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Od Turingova stroje ke gramatice

Jesté L(T) = L(G)?

o wel(T)
> existuje koneény vypocet stroje T (kone&ny prostor)
» gramatika vygeneruje dostatecné velky prostor pro vypocet
> simuluje vypocet a smaze dvojniky.

e weL(G)
» pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
» derivaci miZeme pFeuspofadat tak, Ze pofadi je 1),2),3).
> podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav.

Gramatika po zjednoduseni

Example 12.5 G=({S,C,D,E,a,Q,Q.} {a},P,S)
Turingiv stroj M = S— D@

({q0, 91, ¢ }, {a}, {a, B}, 4, qo, B, {ar}) g — an—lB

(g0, B) = (ar, B, R) Qo —

9(qo,a) = (q1,a, R) égo — 8@

3(q1,a) = (q0,a, R aQ — Qoa

(91,a) = (90,2, R) 0
C—e

v
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Od gramatik k Turingové stroji

Theorem 12.4
Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.

Proof:

idea: TM postupné generuje vSechny derivace
@ derivaci S = w1 = ... = w, = w kddujeme jako slovo
#SH#HwWIH .. HwH
@ umime udélat TM, ktery pFijima slova #a#[5#, kde a =
@ umime udélat TM, ktery pFijima slova #wi# ... #wi#, kde w; = wy
@ umime udélat TM postupné generujici vSechna slova.

slovo tvori
derivaci

ne

generuj (dal3i) slovo

|
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Hierarchie jazyki (kontextové a

rekurzivné

spocetné (=RE)
Lo

L, ={(M,w),

L4
{a'bicli=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

Ly ={w; TM s kédem w

nepfijima vstup w}
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Rekurzivni jazyky

Definition 12.4 (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s ¢tenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto konfiguraci, t.j., 6(q, X) neni definovano.

@ Z definice, v prfijimajicim stavu g € F TM zastavi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli pfijme nebo neprijme slovo.

Definition 12.5 (Rekurzivni jazyky)

Rikdme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj
nad w zastavi.

Jazyky rozhodnutelné TM nazyvédme rekurzivni jazyky.
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Hierarchie jazyki (kontextové a

rekurzivné

spocetné (=RE)
Lo

L, ={(M,w),

L4
{a'bicli=0,1,...}

{ww|w € {0,1}}

Ly ={w; TM s kédem w

nepfijima vstup w}
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Jazyk ktery neni rekurzivné spocetny

Sméfujeme k diikazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takovych, ze:

M je binarné kédovany Turingiiv stroj s abecedou {0, 1},
we {01} a
M nepfijima vstup w.

Postup:

Kédovani TM binarnim kédem pro libovolny pocet stavii TM.
Kéd TM vezmeme TM jako binarni fetézec.

Pokud kéd nedava smysl, reprezentuje TM bez transakci. Tedy kazdy kéd
reprezentuje néjaky TM.

Diagonalni jazyk Lg;

Ly = {w; TM reprezentovany jako w takovy, Ze nepfijima w}.

Neexistuje TM pfijimajici jazyk Ly. Spusténi takového stroje na vlastnim
kédu by vedlo k paradoxu.

Jazyk Ly neni rekurzivné spocetny. Proto Ly neni rekurzivni. Lze dokazat,
ze Ly je rekurzivné spocetny.
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Kédovani

asméry L, R.
@ Predpokladejme:

@ Pro kédovani TM M = (Q,{0,1},T,6, g1, B, {g2}) o&islujeme stavy, symboly
> Pocatecni stav je vzdy q:.

pasky ocislujeme libovolné.
» Smér L je 1, smér R je 2.

> Stav g2 je vzdy jediny koncovy stav (nepotfebujeme vic, TM zastavi).
» Prvni symbol je vzdy 0, druhy 1, tfeti B, prazdny symbol. Ostatni symboly

o Jeden krok 8(qi, X;) = (g, Xi, Dim) kédujeme: 0710/1010'10™. V&echna
i,j,k,I,m>1 takze se dvé jedniCky za sebou nevyskytuji.

o Cely TM se sklada z kédi vSech prechodl v néjakém poradi oddélenych
dvojicemi jednicek 11: GG11G11...C,_111GC,.
Budeme potfebovat usporadat fetézce do posloupnosti:
lexikograficky.

» gramatiky

o Retézce bereme usporadané podle délky, stejné dlouhé usporadame
@ Prvni je ¢, druhy 0, treti 1, Ctvrty 00 atd.
@ /-ty fetézec oznalujeme w;.
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Priklad kédovani TM

Turinglv stroj

M = ({%»%7%}7{07 1}7{07 1u 8}757 qi1, Bv{q2})
5o | 1

— a1

*q2

q3

B
(q37 07 R)

(q17]—7R) (q270a R) (q3717L)-
@ Koéd pro transakce:
G G G Ca
0100100010100 | 0001010100100 | 00010010010100
o Kéd celého TM:
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010.

0001000100010010
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Definition 12.6 (Diagonalni jazyk)

Diagonalni jazyk L, je definovany
Ly = {w € {0,1}*; TM reprezentovany jako w ktery nepfijima slovo w}.

Ly = {w; na diagonéle je 0}.

Proof.

Theorem 12.5 o Piedpokladejme Ly je RE, Ly = L(My) pro
Ly neni rekurzivné spocletny n&jaky TM My.
Javz.%/,k' t‘l ,nLGEXIStUJe ™ e Jeho jazyk je {0,1}, tedy je v seznamu na
pryimajict Fd- obrazku: 'PHjima TM M; vstupni slovo w;?’
i-kéd TM @ Alespon jeden fetézec ho koéduje, feknéme
J - vstup w code(Mq) = wq.

0/1 - prijima/neprijema o Jewy €Ly

. 2] :: Pokud 'ano’, na diagonale m3 byt 0, tj.
Lo Lo - wy ¢ L(Myg) = Lg, spor.

a2 0 0 Pokud 'ne’, na diagonale ma byt 1,

EEEE RN NN wy € L(My) = Ly, spor.

L 400 0N Proto takovy My neexistuje. Tedy Ly neni

rekurzivné spocetny.

O

Diagonal v
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Univerzalni Turinglv stroj

Definition 12.7 (Univerzalni jazyk)

Definujeme univerzalni jazyk L, jakozto mnozinu binarnich Yetézcl které kéduji
par (M, w), kde M je TM a w € L(M).
TM prijimajici L, se nazyva Univerzalni Turinglv stroj.

Theorem 12.6 (Existence Univerzalniho Turingova stroje)

Existuje Turingtv stroj U, pro ktery L, = L(U).

f;:':ri, Popiseme U jako vicepaskovy Turingtiv stroj.
@ @ PYechody M jsou napséany na prvni pasce
\ spolu s fetézcem w.
Inpu M w 7 s . . s v
. / \ @ Na druhé pasce simulujeme vypocet M,
Tapeof M 0000000010101+~ | pouzivajici format jako kéd M, tj. symboly 0’
P oddélené jednickou 1.
State of M 000 "v OBB " o Treti paska obsahuje stav M reprezentovany
i nulami.

Scratch
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Operace univerzalniho Turingova stroje

Operace U jsou nasledujici: J

o Otestuj, zda je kdd M legitimni;
pokud ne, U zastav bez prijeti.

7
Stateof M 000 ** 0BB "

Seratch

@ Inicializuj druhou pasku kédovanym slovem w: 10 pro 0 ve w, 100 pro 1;
blank jsou nechané prazdné a nahrazeny 1000 pouze 'v pripadé potreby'.
o Napis 0, pocatecni stav M, na treti pasku. Posun hlavu druhé pasky na prvni
simulované policko.
@ Simuluj jednotlivé prechody M
» Najdi na prvni pasce spravnou transakci 0°10/10¥10'10™, 0 na pasce 3, ¢/ na
pasce 2.
> Zméh obsah pasky 3 na ok,
» Nahrad O/ na 2. pasce fetézcem 0'. PouZij ¢tvrtou 'scratch tape’ pro spravné
mezery.
» Posun hlavu 2. pasky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.
@ Pokud jsme nenasli instrukci pro M, zastavime.
@ Pokud M prejde do prijimajiciho stavu, pak U také prijme. ]
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L&L € RE = L, L je rekurzivni

Lemma

Je—li L rekurzivni jazyk, je rekurzivnii L.

Theorem 12.7 (Postova véta)

Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L i L
(doplnék) jsou rekurzivné spocetné.

o

Accept Accept
I Y
Reject <: Reject

Accept

Accept

> Accept

I~ Reject

e Mdme TM L = L(M;) a L = L(My).

@ pro dané slovo w nardz simulujeme My i M, (dvé pasky, stav se dvéma

komponentami).

@ Pokud jeden z M; pfijme, M zastavi a odpovi.

o Jazyky jsou komplementarni, jeden z M; vidy zastavi, L je rekurzivnip

m Linedrn& omezené automaty, Univerzélni TM, Diagonélni jazyk 12
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Theorem 12.8 (Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka)

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

Proof.

Mame TM prijimajici L,, tj. je RE.
Predpokladejme, ze je L, rekurzivni.
Pak L, by byl také rekurzivni.

Pro TM ptijimajici L, miZeme
zkonstruovat TM pfrijimajici Ly
(vpravo).

Protoze vime, ze Ly neni RE, L,
neni RE a L, neni rekurzivni.

Modifikace TM pro L, na TM pro Lg:

Hypothetical —*  Accept — Accept
’ willw —=| algorithm
M for L,

= Reject —* Reject
M for L,

o Retézec w prepis na wlllw
(2—péaskovy, pfeved na 1-paskovy).

o Simuluj M na novém vstupu.
Ptijmi iff M pfijme.

e Stroj M’ prijima L,(w, w), tj.
pripady kdy M; nepfijiméd w;, tj.
jazyk Lg.
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Nerozhodnutelné problémy o automatech a gramatikach

Definition 13.1 (Rozhodnutelny problém)

@ Problémem P myslime matematicky/informaticky definovanou mnozinu
otazek kédovatelnou Fetézci nad abecedou ¥ s odpovédmi € {ano, ne}.

Pokud problém definuji jakozto mnozinu, jde o otazku, zda vstup kéduje
prvek dané mnoziny (napf. polynom s celoiselnym kotenem).

@ Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje Turing(iv stroj
TM takovy, ze pro kazdy vstup w € P zastavi a navic pfijme pravé kdyz
P(w) = ano (tj. pro P(w) = ne zastavi v ne—pfijimacim stavu).

@ Problém ktery neni algoritmicky rozhodnutelny nazyvame nerozhodnutelny
problém.

'"Rozhodnutelny’ mluvi o problémech, 'rekurzivni’ o jazycich, jinak jde o 'totéz’
Example 13.1 ('Problémy’)
@ Obsahuje vstupni slovo pét nul?

@ Je vstupni slovo korektné definovanym kédem Turingova stroje v kédovani
vyse?

{ TAN LAAG: MM naAd claviama a0? =
Nerozhod Iné problémy, Postiiv k pondenéni p. 13 =
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Redukce

Definition 13.2 (Redukce)

Redukci problému P; na P;, nazyvame
algoritmus R, ktery pro kazdou instanci
w € Py zastavi a vydd R(w) € P, tak, Ze
e Pi(w) = ano pravé kdyz Pr(R(w)) =
o tj. i Pi(w) = ne pravé kdyz
Py(R(w)) = ne.

ano

Example 13.2

Redukce TM pro Ly na TM pro L,:

Hypothetical —= Accept —* Accept
* wlllw -=| algorithm
M for I,

— Reject — ™ Reject
M for L,

o P; = Neprijima TM
reprezentovany w vstupni
slovo w?

o P, = Neprijima TM
reprezentovany M vstupni
slovo w?

Nerozhod Iné problémy, Postiiv k

pondenéni p.

13 = February 16, 2025
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Véta o (ne)rozhodnutelnosti diky redukci

Theorem 13.1 (Redukce)

Pokud existuje redukce problému Py na P, yes
pak: s
o Pokud P; je nerozhodnutelny, pak je no .

nerozhodnutelny i P;.

o Pokud Py neni rekurzivné spocetny, pak » P
- . 1 2
neni RE ani P;.

Proof.

o Predpokladejme P; je nerozhodnutelny. Je—li mozné rozhodnout P;, pak
mizeme zkombinovat redukci P; na P, s algoritmem rozhodujicim P, pro
konstrukci algoritmu rozhodujiciho P;. Proto je P, nerozhodnutelny.

o Predpoklddejme P; ne-RE, ale P, je RE. Podobné jako vyse zkombinujeme
redukci a vysledek P, k dikazu P; je RE; SPOR.

O

V.

Iné problémy, Postiiv k pondenéni p. 13
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Problém zastaveni

Definition 13.3 (Problém zastaveni)

Instanci problému zastaveni je dvojice fetézcd M, w € {0, 1}*.

Problém zastaveni je najit alogritmus Halt(M, w), ktery vyda 1 pravé kdyz stroj

M zastavi na vstupu w, jinak vyda 0.

Theorem (Problém zastaveni)

Problém zastaveni neni rozhodnutelny.

Proof.
@ Redukujeme Ly na Halt.

o Predpokladejme, Ze mame algoritmus (Turingiv stroj) pro Halt().

e Modifikujeme ho na stroj Halt,o(w); w € {0,1}*:

Pokud Halt(w, w), spustime nekone¢ny cyklus
jinak zastavime.

o Otazka Halt(Halt,,, Halt,,) nenf YeSitelna, proto algoritmus Halt() nemiize

existovat.

Nerozhod Iné problémy, Postiiv k denéni p. 13
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Smérujeme k nerozhodnutelnym problémim o
bezkontextovych gramatikach

L, an MPCP an PCP

algorithm algorithm e

Ne-rozhodnutelnost univerzalniho jazyka
redukujeme na modifikovany PCP (MPCP)
coz redukujeme na PCP

coz redukujeme na otdzku L(Gy) N L(Gy) pro dvé bezkontextové gramatiky
> a dalsi podobné otéazky.

Iné problémy, Postiiv k pondenéni p. 13
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Postiiv korespondencni problém

Definition 13.4 (Postiv korespondenéni problém)

Instance Postova korespondencniho problému (PCP) jsou dva seznamy slov
nad abecedou > znacdené A= wy,wo,...,wx a B = xy,x0,..., Xk stejné délky k.
Pro kazdé i, dvojice (w;, x;) se nazyva odpovidajici dvojice.

Instance PCP ma feseni, pokud existuje posloupnost jednoho ¢i vice pfirozenych
Cisel iy, ia, ..., im tak Ze wyw,, ... w; = X; X, ...X;, tj. dostaneme stejné slovo. V
tom pripadé fikdme, ze posloupnost iy, iz, . . ., i je FeSeni.

Postiiv korespondencni problém je: Pro danou instanci PCP, rozhodnéte, zda
ma FeSeni.

Example 13.3
Seznam A | Seznam B o ¥ ={0,1}, seznamy A,B v tabulce.
1 ;Vi )1<'11 @ Redeni 2,1,1,3 vytvori slovo
5 | 10111 10 101111110.
3110 0 o Jiné feseni: 2,1,1,3,2,1,1,3.

v
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Casteéna reseni

Example 13.4

Y = {0,1}. Neexistuje
feSeni pro seznamy:

List A | List B
i Wi Xi
1|10 101
2 | 011 11
3| 101 011.
Zdivodnéni:

e i; =1, jinak by
prvni symbol
neodpovidal.

@ Mame Zastecné

reseni:

A:10--

B:101.--

Definition 13.5 (Castecné Feeni)

Castecnym feSenim nazyvame posloupnost index
i1, i, ..., i takovd ze jeden z fetézcl w;, wj,,...,w; a

Xiys Xiyy - - -5 X;, je prefix druhého (i v pfipadé, Ze Fetézce
nejsou totozné).

Lemma

Je—li posloupnost Cisel fesenim, pak je kazdy prefix
CasteCnym Fesenim.

A:10101---
. _ 1010 i
@ ip = 1, fetézce 101101 B: 101011 N
nesouhlasi na 4.pozici. ° Jsm_e_v_e ksteJne
pozici jako po
. 10011 , e
@ Hh=2, 10111 nesouhlasi volbé i1 = 1.
na 3.pozici. @ Nelze dostat oba

retézce na

@ Je mozné jen i, = 3. . )
jen 2 stejnou délku.

blémy, Postiiv k pondenéni p. 13
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Modifikovany Postiiv korespondencni probém MPCP

Definition 13.6 (Modifikovany Postlv korespondenéni probém MPCP)

Méjme PCP, tj. seznamy A= wy, wa,...,wx a B=xy,x2,...,x,. Hledame
seznam 0 nebo vice pfirozenych Cisel iy, fp, . . ., i tak Ze
W1, Wi, Wiy, ..., Wi, = X1,Xj,, X, - - -, Xi,,- V tom pripadé fikdme, ze PCP ma

inicialni feSeni.
Modifikovany Postiiv korespondencni problém: ma PCP inicidlni FeSeni?

v

Example 13.5
P 1
Tento PCP nema inicialni o (CastecCné instance 111
reseni. 11
; ive,'znam A i?znam B 111111 € nikdy nesrovnaji na
111 111 stejnou délku.
2 | 10111 10 @ Jiné volby vedou k rliznym
3|10 0 pismenlim abecedy. 0

February 16, 2025 257



MPCP redukce na PCP
Lemma 13.1 (Red. MPCP na | Example 13.6 (MPCP redukce na

PCP) PCP.)
w € MPCP ma inicidlni YeSeni, pravé List C List D
kdyz ma R(w) feseni. iy z;
0 | *1* *1*1*1
LiSt A LiSt B 1 1* *1*1*1
i 4 Xi 2 | 1*Q*1*1*1* | *1*Q
11 111 3| 1*0* %0
2 | 10111 | 10 4ls *¢
3110 0 J

o Vezméme nové symboly *,$ ¢ %

e Vi=1,...,k definujeme y; rozsifenim w; s % za kazdym pismenem w;.
o Vi=1,..., k def. z rozSitenim x; s * pred kazdym pismenem x;.

@ Yo = *y1, 20 = Z1-

® yiy1 =98, ziy1 = #$.

@ i1.ir, ..., im i€ inicidlni Yedeni, iff 0, i1, i>, ..., im. (k + 1) je_fedeni PCP;
wﬁ Nerozho Iné problé pondenéni p. 13 =
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Nerozhodnutelnost PCP

@ Chceme dokazat, ze PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.
@ Redukovali jsme MPCP na PCP (minuly slajd)
@ a redukujeme L, na MPCP.

. Lu an MPCP an PCP
Algorithm: Redukce L, na MPCP "o ot g = |

Konstruujeme MPCP pro TM M = (Q, X, T, 6, qo, B, F), ktery nikdy nepise
B a nejde hlavou doleva od pocatecni pozice. Necht w € ¥* je vstupni slovo.
seznam A seznam B

# #Qow#
X X vVXerl
# #
gX Yp pro 6(q, X) = (p, Y, R)
ZgX pZY pro 6(q, X) = (p, Y,L),Z € T symbol pasky
q# Yp# pro 6(q,B) = (p, Y, R)
Zq# pZY # pro 6(q, B) = (p, Y,L),Z € T symbol pasky
q € F, prijimajici stav
geF
qgeF

qgeF.

Iné problémy, Postiiv k pondenéni p. 13
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Example 13.7
Konvertujme TM M =

({q17q2aq3}a{031}3{0alaX7 YvB}véaq17Ba{q3})
g | 9(9:,0) | &(gi1) | d(ai, B)
a1 (Q2,1,R) (q2707 L) (q2 17L)
q2 (CI3,0;L) (qlvoaR) (Q2»0>R)

g3
a vstupni slovo w = 01 na instanci MPCP.

Seznam dvojic bez B sym-

bolu (ve dvou tabulkéch)

seznam A | seznam B zdroj

q10 1gz z0(q1,0) = (2,1, R)
0gi11 q200 z6(q1,1) = (g2,0, L)
1gq:1 g>10 z(q1,1) = (g2,0,L)
Oql# q201# z (5((]1, ) = (q27 17 L)
lql# q211# z 6(q15 ) (q2?17L)
0g,0 g300 z 6(q2,0) = (g3,0, L)
1920 310 2 6(q2,0) = (3,0, L)
CI21 OQ1 z 5(q2a ) (qlaoa R)
QF# 0go# z 6(q2, B) = (42,0, R)

Iné problémy, Postiiv k pondenéni p. 13

seznam A | seznam B
i #q101
0 0
1 1
# #
0gs30 a3
0gsl a3
1g50 a3
1gs1 a3
0gs s
1g; a3
q30 a3
gl a3
BH#HH# i
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MPCP simulace TM

seznam A | seznam B

seznam A | seznam B zdroj # #q1014#
qi, ) (q2a ]-a R)
qi1, ) _(q270a L)
qi, ) _(q2703 L)

z o
z §(
z §(
th B) = (CI2, 17 L)
z §(
z §(

ql’B) (q2>17L)
q270) (q3707 L)
anO) (q370a L)
(q2a ) (qlaoa R)
(CI2, B) = (Q2707 R)

@ M prijima posloupnosti
q101 +1go1+ 10qg; F 19201 F g3101.

BHH# #
A #q1014#1g217-10q1# 120144 q31014- q3014 g3 17 qs##
B:  #qi10191q21#10q1# 192019931014 q301 g3 17 g3 44
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PCP je algoritmicky nerozhodnutelny

L, [ a |MPCP[ o PCP

Theorem 13.2 (PCP je algoritmicky nerozhodn —~[#erm sgorithm [~

Postiiv korespondencni problém PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.

Proof.

Ptedchozi algoritmus redukuje L, na MPCP. Chceme dokazat:
@ M prijimd w pravé kdyz zkonstruovany PCP ma inicialni feSeni.

= Pokud w € L(M), za¢neme inicidlnim parem a simulujeme vypocet M na w.
< Mame-li inicialni feSeni PCP, odpovida prijimajicimu vypoctu M nad w.
MPCP musi zadit prvni dvojici.
Dokud g ¢ F, mazaci pravidla se nepouZiji.

iy iy v o A: . . T
Pokud g ¢ F, &astetné fedeni je tvaru: B'iy , t.j. B je delsi nez A
tedy musel skondit v prijimajicim stavu.

Automaty a gramatik Nerozhod Iné problémy, Postiiv k denéni p. 13
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Algoritmicka rozhodnutelnost u CFL

> prazdné slovo zvlast

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné
» pak algoritmus CYK

@ zda dané slovo patfi ¢i nepatfi do jazyka

> nebo otestovat vSechny derivace s 2|w| — 1 pravidly,
@ zda je jazyk prazdny

zda lze z S generovat terminalni slovo

> algoritmus redukce gramatiky (ne—nenerujicich a nedosazitelnych), zjistime,

Automat

ramatik

Nerozhod

bl
p

, Postiiv k

d

¢nip. 13
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Nerozhodnutelnost viceznacénosti CFG
Theorem 13.3

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextovd gramatika viceznaéni (tj

existuje slovo jazyka gramatiky, které ma dva rizné derivaéni stomy).

A Redukujeme PKP na nas problém
P Mé&jme instanci PCP (A = wi,wy,...,w, B =
X1, X2, -« -, Xk), Mnozinu indexdl a, ap,...,ak € N a tfi
wi A3 gramatiky Ga, Gg, Gag:
/\ GA A— WlAal\w2A32| A |kaak|
Wi, aj, W131|W232‘ ‘e |wkak
Gs B—  xiBai|xxBas|...|xxBag|
A x181|X082] . . . |Xkak
/‘\ Gag {5 — A|B} U Ga U Gg.
Wins A3 PCP ms Feden,
Wi, aj,

Automat

gramatik

Nerozhod prob

Gramatika Gag je vicezna¢na pravé kdyz instance (A, B)

, Postiiv k

d

@ Kazdé slovo v G4 ma jednoznacnou derivaci
(danou a; vpravo). Podobné pro B.

¢nip. 13

February 16, 2025
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky CFG

Theorem 13.4 (Nerozhodnutelné problémy o CFG)

Méjme Gy, G, bezkontextové gramatiky, R regularni vyraz. Nasledujici problémy
jsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1 Je L(Gl) N L(Gz) =07

2 Je L(Gy) = T* pro néjakou abecedu T?
3 Je L(Gr) = L(Gy)?
4 Je L(G1) = L(R)?
5 Je L(Gy) C L(Gy)?
(

Iné problémy, Postiiv korespondenéni p. 13 February 16, 2025 265



Pranik L(G1) N L(Gy) =0

Proof: 1 L(Gi)NL(Gy) =10

Prevedeme PKP na (1)

@ zvolime nové termindly {ai, as,...,am} pro kédy indexi
Gl A— W1A31|W2A32| coo |WkAak|
wiar|waanl ... |wiag
G2 B — X1831|X2332| 000 ‘XkBak|
X121|X232| 000 |xkak
o PKP maé Yeeni pravé kdyz L(Gy) N L(Gy) # 0

@ prvni &ast se musi rovnat, druhd (a;) zajistuje stejné poradf.

e itomaty o gromatiy T

, Postiiv k
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Ve L(G) = T*

Proof: 2 L(G)=T*

Prevedeme PKP na (2):

@ zvolime nové termindly {ay, as,
G A—

W1A31|W2A82| 600 |kaak|
W131|W232| PN |Wkak
G2 B —

x1Bay|xpBay| . . . |xxBak|
X131|X232| 000 |xkak
o jazyky L(Gy), L(Gy) jsou deterministické,

., am} pro kody index

e mame CFG G gramatiku s L(G) = L(G1) U L(Gy)
@ PKP ma Yedeni & L(G1) N L(Gy) # 0 & L(G)

L(Gy)
@ Pozndmka: L(G) = () je algoritmicky rozhodnutelné.
" Automaty a gramatiky [N

o tedy L(Gy), L(Gy) jsou deterministické CFL a L(G;1) U L(Gy) je CFL
o CFL nejsou uzaviené na doplnék, pouze deterministické CFL ano.

, Postiiv k

UI(G) # Tt
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Zbylé algoritmicky nerozhodnutelné problémy.
3 Je L(Gy) = L(Gy)?
» Dikaz: at G; generuje L*.
4 Je L(Gy) = L(R)?
» Dikaz: za R zvolime X*.
5 Je L(Gy) C L(Gy)?

» Dikaz: at G; generuje L*.
6 Je L(R) C L(Gy)?

» Dikaz: za R zvolime X*.

@ Pozndmka: L(G) C L(R) je algoritmicky rozhodnutelné
(uzavfenost operaci)

R ET— oo

L(G) C L(R) & L(G)N L(R) = 0 a z4roveri (L(G) N L(R)) je CFL

, Postiiv k

13

February 16, 2025
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Shrnuti

Popis nekoneénych objektl koneénymi prostredky
o regularni jazyky

> koneéné automaty (NFA, 2FA)
@ bezkontextové jazyky

> Nerode (rozklad), Kleene (elementérni operace), pumpovani
> pumpovani

> zasobnikové automaty (DPDA# PDA)
@ kontextové jazyky

> linedrné omezené automaty

» monotonie

@ rekurzivné spocetné jazyky

» Turingovy stroje

> algoritmicka nerozhodnutelnost
pouZiti nejen pro praci s jazyky.

Automat

gramatik

Nerozhod

bl
p

, Postiiv k

d

¢nip. 13
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Automat

3 gramatik

Dnesni téma

Casova slozitost 14

Casova slozitost

Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dl1.cuni.cz/course/view.php?id=5119

February 16, 2025
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Casova slozitost

Definition 14.1 (asova sloZitost)

Mé&jme Turingiiv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu. Casova sloZitost M je
funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni pocet krokd vypo¢tu M nad vstupy
délky n.

Definition 14.2 ((Asymptoticka) horni hranice O(g(n)))
Mg&jme funkce f,g : N — R*. Rikdme, Ze f(n) € O(g(n)), pokud existujf
¢, ng € Nt takova, Ze:

Yn > ng plati f(n) < c-g(n).

V takovém pfipadé fikame, ze g(n) je (asymptotickd) horni hranice pro f(n).
(Slovo asymptoticka vyjadFujici ignorovani prvnich ng i konstanty c se zpravidla
vynechéva.)

@ Redlna disla jsou tam kvili logaritmu.
e Napt. f(5n +2n? +22n+6) € O(n®) s ng = 10, c = 6.

Casova slozitost 14 = February 16, 2025 271



Definition 14.3 (tfida ¢asové sloZitosti)

Méjme funkci t : N — R*. Definujeme t¥idu asové slozitosti TIME(t(n))
jakozto mnoZzinu vSech jazyk(, které jsou rozhodnutelné jednopaskovy Turingovym
strojem v Case O(t(n)) tj. vzdy zastavi, pro vstup délky n nejpozdéji po O(t(n))
krocich, a vyda spravnou odpovéd.

Example 14.1 ({0'1/|i € N} je O(n?))
Jazyk {071]i € Ng} je O(n?)
@ Zkontroluj vstup 0’1/, pokud za 1 je 0, nepfijmi (¢as O(n))
@ ndvrat na zalatek se schova v konstanté, O(2n) = O(n)
@ prochézej postupné 0 v &ase O(n?)
@ prepis 0 na X
@ najdi 1 a prepis na X
© vrat se na zacatek

@ Kdyz uz neni 0, ovéF Ze neni ani 1 a pFijmi (s 1 nepfijmi). (¢as O(n))

Casova slozitost 14 February 16, 2025 272



Jde to rychleji?

Example 14.2 ({0'1/|i € No} je O(nlog n))
Jazyk {0'1/|i € No} je O(nlog n)

@ Zkontroluj vstup 0'1/, zkontroluj sudou délku (&as O(n))
@ prochazej dokud najdes 0 v ¢ase (O(nlog n))

@ prepis kazdou druhou 0 na X
@ prepis kazdou druhou 1 na X

@ zkontroluj sudost poctu nul a jedni¢ek dohromady, pokud ne, nepfijmi
@ a vrat se na zacatek

@ Kdyz uz neni 0, ovéF Ze neni ani 1 a prijmi (s 1 nepfijmi). (¢as O(n))

Casova slozitost 14

February 16, 2025

273




Regularni jazyky - jen pro zajimavost

@ O moc rychleji to nejde.

Definition (o())

lim f(n)

Mg&jme funkce f,g : N — R*. Rikdme, ze f(n) = o(g(n)), pokud
n—oo g(n) =0

Tj. pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, ze (Vn > ng) (f(n) < cg(n)).
Theorem (just for info)
regularni.

@ Malé 0 ma vyznam 'ostfe mensi’, velké O mensi nebo rovno.

Casova slozitost 14

Kazdy jazyk rozhodnutelny v ase o(nlog n) na jednopdskovém Turingové stroji je

February 16, 2025
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Vicepaskovy Turinglv stroj

Vicepaskovy Turinglv stroj pro {0"1"}

1: procedure ONIN( w € {0,1}* )

2: Kopiruj nuly na pomocnou pasku.
3: Na prvni jedni¢ce prepni do nového stavu, maz nulu i jednicku.
4: return Vymazaly se zaroven nuly i vstupni paska?

5: end procedure

Lemma

Mg&jme funkci t : N — R*, t(n) > n. Kazdy vicepaskovy Turingiv stroj s &asem
t(n) mé jednopaskovy ekvivalent O(t?(n)).

Proof: opakovani Simulace 2-paskového

TM na jedné pasce
@ Simulaci vypoétu k—paskového stroje o n

krocich Ize provést v ¢ase O(n?) (simulace
jednoho kroku z prvnich n trva 4n + 2k, (N
hlavy nejvy& 2n daleko, predist, zapsat, , B
posunout znaéky).

B ¢....s ioritost 14
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Nedeterministicky Turinglv stroj

Definition 14.4 (doba béhu nedeterministického TM)

Mé&jme nedeterministicky Turinglv stroj M, ktery zastavi na kaZzdém vstupu.
Doba béhu M je funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni polet krokd ktery M
potrebuje v jakékoli vétvi vypoctu nad jakymkoli vstupem délky n.

O takovém nedeterministickém Turingovu stroji M fikame, Ze rozhoduje jazyk
L(M) v &ase f(n).

Theorem 14.1

Méjme funkci t : N — RT, t(n) > n. KaZdy nedeterministicky Turingiv stroj
s Casem t(n) ma deterministicky ekvivalent 20(t(),

@ Pokud pro dvojici @ x ' mdme maximalné d variant, pak po k krocich se TM
miize dostat maximalné do d* konfiguraci.

@ Jeden krok zvlddneme 'schovat do konstanty' k t(n), logaritmus d pro pfevod
také, proto simulace je v &ase O(t(n)d*(") = 20(t(n),
o Mame pridat prevod simulace vice pasek, ale (20(1(M))2 = 20(2t(n) — 20(t(n)

Casova slozitost 14 February 16, 2025 276



B ¢....s ioritost 14

@ paska nekonecna — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci
@ prohledavame do Sitky vSechny vypoclty My
@ modelujeme TM se dvéma paskami

> prvni paska: posloupnost konfiguraci

z ’ v Vv z Finite
* aktudlni oznagena (kFizkem na obrazku) cote
* vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout < —~
* vpravo aktudlni a pak dalsi ¢ekajici Queve

s DL #D2 21p3 #ipe ) o
» druha paska: pomocny vypocet —_—

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi
> precti stav a symbol aktudlni konfigurace 1D
> je—li stav prijimajici € F, pfijmi a skonci
» napi$ konfiguraci ID na pomocnou pasku
> pro kazdy mozny krok § (uloZeny v hlavé Mp)
* proved krok a napi$ novou ID na konec prvni pasky

v

vrat se k oznacené ID, znacku vymaz a posun o 1 doprava
opakuj

v

February 16, 2025
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Opakovani - Jednosmérna paska

Xo | X1 | X5
* X_1 | Xoo

Lemma (Jednosmerna paska)

Pro kazdy Turinglv stroj M, existuje Turing. stroj M, ktery pfijima stejny jazyk
a

@ M nikdy nejde vlevo od pocatecni pozice

@ M nikdy nepise blank B.
Proof.

@ Misto B blank zavedeme novy paskovy symbol, B;.

Misto kazdého psani B piseme Bi a vsechny instrukce pro ¢teni B zkopirujeme
téz pro cteni B;.
Takto modifikovany TM nikdy nepise B (pise Bi).

@ Pro jednosmérnou pasku

Nejd¥iv prepiSeme vstup, aby byl v horni stopé dvoustopé pasky.
Pod nejlevéjsi symbol ddme novy znak %, abychom védéli, Ze jsme na levém
okraji, a mame prepnout z horni stopy do dolni. ve stavu (hlave) si pamatujeme, jestli cteme horni

stopu (‘normalng’) nebo spodni stopu (kde L znamena doprava a R doleva). Pokud vidime *, odpovidajici instrukce prepifeme na zménu

S (zhora v\evo prepnu na dolii, pokud jsem dole piesla na "*", mam rovnou &ist horni symbol a smérovat dle horni pasky).
Atomaty 2 gramat . [ SN L Mrervary 16, 2005 278




Definition 14.5 (tfida P)
k

Definujeme P (PTIME) t¥idu jazykid rozhodnutelnych v polynomialnim case
jednopaskovym deterministickym Turingovym strojem. Tedy:

P = TIME(n").
Theorem 14.2 (CFL C P)

Kazdy bezkontextovy jazyk patfi to P.
Proof.

e CYK algorithmus je polynomialni (O(n%)).
Example 14.3

e Gramatiku prevedeme do ChNF (velikost nezavisi na n),

o Cesta v grafu PATH
@ Nesoudélna ¢isla RELPRIME
~ Automaty a gramatiky [EKER ISR

Repeat until y =0

February 16, 2025
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Verifikatory, trida NP

Definition 14.6 (Verifikator)
o Verifikator jazyka L je algoritmus V/, kde:
L={w | V pro néjaky Fetézec c pfijima (w,c)}.

o Napovéda c pro snadné ovéfeni se nazyva certifikat.

o Casova slozitost verifikadtoru se méfi pouze vzhledem k délce w,

polynomialni verifikator rozhoduje v ¢ase polynomidlnim vzhledem k |w].

@ Jazyk L je polynomialné verifikovatelny, pokud ma polynomialn{

verifikator. Pak i certifikat vzdy existuje i polynomialni, delsi by verifikator
nestihl ani precist.

Definition 14.7 (NP)

Trida jazykl rozhodnutelnych v polynomialnim ¢ase NP je tvorena jazyky
s polynomialnim verifikatorem.

BT ¢....s ioritost 14
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Hamiltonovska cesta

Example 14.4

HAMPATH = {(G, s, t)|G je orientovany graf s hamiltonovskou cestou z s do t}.

Hamiltonovska cesta je takova (orientovand) cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol
grafu pravé jednou.

@ Slozitost u grafii bereme vidi poctu uzlil, pocet hran je max. kvadraticky, tj.
polynomialni.
o Nas certifikat je posloupnost vrcholl cesty.

vv/

@ Algoritmus v polynomidlnim Case ovéfi, ze jde o hamiltonovskou cestu.
@ Pro HAMPATH, nezname verifikator (jen umime ovéfit v exponencialnim
Case).

(HAMPATH je mnozina (neplatnych vstupd HAMPATH a) orientovanych
grafii s dvojici vrcholi s,t, pro které neexistuje hamiltonovska cesta z s do t.)

Casova slozitost 14 =
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Tridy NTIME

Definition 14.8 (NP)

Mg&jme funkci t : N — RT. Definujeme tfidu

NTIME(t(n)) = {L | L jazyk rozhodnutelny nedeterminist. TM v &ase O(t(n)).}
Definition (definice)

Theorem 14.3

T¥ida jazykd rozhodnutelnych v polynomialnim &ase (zna¢ime NP) je tvofena
jazyky s polynomialnim verifikatorem.

o

NP = J NTIME(n¥).

k
o ldea dikazu: prevedeme verifikdtor na NTM a opacné.
@ NTM uhodne certifikat a simuluje verifikator.
m Casova slozitost 14

o Verifikator bere prijimajici vétev NTM jakozto certifikat.

February 16, 2025
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verif. = .
o Predpokladéme L € NP.
@ Hleddme nedeterministicky TM M.

e Vezmeme verifikator V z definice NP. Necht rozhoduje L v &ase n*
@ M na vstupu w délky n:

Nedeterministicky uhodne fetézec ¢ délky nanejvys n*.
Spusti V' na vstupu (w, c).
Pokud V pfijme, M také pfijme.

U = verifikator .

o Predpokladdme L = L(M) rozhodnutelny néjakym NTM M v polynomiélnim
Case.

o Hleddme verifikator V.
e V na vstupu (w,c):

Simuluje M na vstupu w, v bodech vétveni vybere vétev podle c.
Pokud tato vétev NTM prijme, V pFijme.

o Pokud vsechny vétve selhaly, NTM nepfijima.

Automaty a gramatik Casova slozitost 14

February 16, 2025
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Example 14.5 (CLIQUE je NP)
Problém k-kliky CLIQUE je v daném grafu G urcit, jestli existuje klika velikosti k,
t].

CLIQUE = {(G, k)|G je neorientovany graf s klikou velikosti k}.

Verifikator pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE_ VERIFIER( ((G, k), c) )

2: Otestuj, jestli ¢ je podgraf G o k uzlech.

3: Otestuj, jestli je ¢ klika, tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.
4: return Oba predchozi testy TRUE?

5. end procedure

Nedeterministicky Turingtiv stroj pro CLIQUE

1: procedure CLIQUE__NTM( (G, k) )

2: Nedeterministicky vyber k prvkovou podmnozinu ¢ vrcholi G.
3: return Je c klika? tj. dplny podgraf, ma vSechny hrany.

4: end procedure

DR ¢....s ioritost 14
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Prevoditelnost v polynomialnim case

Definition 14.9 ()

Funkci f : £* — ¥* nazveme polynomialné vycislitelnou, pokud existuje

Turinglv stroj M, ktery pro kazdy vstup w v polynomidlnim &ase zastavi s f(w)
na pasce.

Jazyk A je prevoditelny v polynomialnim case na jazyk B, A <p B, pokud
existuje funkce f : * — ¥* vydislitelna v polynomialnim ¢ase a pro kazdé w € **

weAs f(w)eB.

Funkci f pak nazyvame polynomialni redukci A do B.

B ¢....s iofitost 14
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Definition 14.10 (SAT, 3SAT)

Formuli ¢ nazveme 3-cnf formule, pokud je formule vyrokové logiky v CNF, kde
v kazdé klauzuli jsou nejvyse tfi literaly.

Formule je splnitelna, pokud existuje takové ohodnoceni vyrokovych proménnych,
ze je hodnota formule TRUE.

Problém 3SAT je pro kazdou 3-cnf formuli rozhodnout, zda je splnitelna, tj.

3SAT = {¢ | ¢ je splnitelnd 3-cnf formule}.
Problém SAT je pro kazdou booleovskou formuli v rozhodnout, zda je splnitelna

SAT = {¢ | ¢ je splnitelnad formule}.

Theorem 14.4
3SAT je polynomialné prevoditelny na CLIQUE.
Proof.

o Kazdy vyskyt proménné - uzel grafu.

@ Hrany vsude, jen ne:

mezi uzly z téze klauzule
mezi proménnou a jeji negaci x a —x.

Casova slozitost 14 A = February 16, 2025 286



NP uplnost

Definition 14.11 (NP dplnost)

Jazyk B je NP uplny, pokud je NP a kazdy jazyk A € NP je na B polynomialné
preveditelny.

Theorem 14.5
Pokud B je NP-tpiny a B € P, pak P = NP.

Proof.

Ptimy disledek definice polynomialni prevoditelnosti a NP. O

Theorem 14.6
Pokud B je NP-iplny a B <p C pro néjaké C € NP, pak C je NP-diplny.

Proof.

Ptevod problému na B dale prevedeme na C, staci polynomialni Cas. O

v

B ¢....s ioritost 14
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Cook-Levin-ova véta

Theorem 14.7 (Cook-Levin-ova véta)
SAT je NP-dpliny.

na SAT.

J

@ idea diikazu dplnosti: prevedeme vypocet nedetrministického Turingova stroje

BT ¢....s ioritost 14
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Proof
e SAT is NP

Nedeterministicky TM uhodne spravné ohodnoceni a v polynomialnim Case
ovéFi, je je pro néj formule pravdiva.

@ SAT je NP-dplny

Vezmeme libovolny L € NP

necht M je nedeterministicky TM ktery rozhoduje jazyk L v &ase n* — 3 pro
néjaké k

(zde pro jednoduchost NTM s jednostrannou paskou)

Vytvorime tabulku (tableau) n* x n*, kazdy ¥adek odpovida konfiguraci M na

vstupu w
muZeme predpokladat (opatfit) kazdou konfiguraci ohraniéenou zardzkami #.
# g | w1 | wo | ... | wy | _ | _ 7#
# #
# #
# #
# #
Vypocet budeme sklddat po okynkach 2 x 3.

Automat

PRl  Casové slozitost 14 = February 16, 2025
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@ V/ybrana dovolena okénka, (a,b,c,d €T)

5((717 b) > (q27 c, L) 5(‘71, b) > (q2a c, R) 5(‘717 b) > (Q2, c, R)

a | q|b alq | b dla|q
Q@ | a|c al c | g d|la| c

prenos beze zmény 0(,_)3(q,_, L) o(,_)>(_cL)
#lal|b alb| c a|b|d
#1alb al|lb| g c|b|d

> PFenos beze zmény vSude, kde neni v okolf stav (hlava)

> prenos beze zmény pokud stav je prijimajici

> na kazdém Fradku nejvyse jeden stav

> okénko musi byt ¢asti povoleného pfechodu

> rozbor technicky, udélali za nas jini.

> Tvrzeni: Pokud je prvni Fadek tabulky pocatecni konfigurace a kazdé

sz

okénko je legalni, pak kazdy radek odpovida legéini konfiguraci
dosazitelné jednim krokem z predchoziho fadku.
* 'V hornim fadku neni stav, pak se prostfedni symbol musi opsat beze
zmény.
* 'V hornim Fadku stav vprostfed: okénko garantuje korektnost prepisu
obou stran. O

Casova slozitost 14 February 16, 2025
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Proof.

°Z tabU|ky VytVOFllme formuli ¢ = P & Gstart & Dmove & ¢accept-
@ pro kazdé poli¢ko tabulky (i,j) a pismeno a € ' U Q U {#} vytvofime
vyrokovou proménnou X; ; ,
¢cell = /\ \/ Xi.j,a & /\ (Xi,j,s \ Xi,j.,t) #préVé jE
1<i,j<nk aclTUQU{#} s#tETUQU{#}
¢start = X1’1’#&X1’2’q0&X1’3’W1&X1$4’W2& e &Xl,n+2,wn&xl,n+3,_& e &Xl,nk,#
Paccept = \/1§i,j§nk Xij,Qaccept
o Celkova formule ¢move bude konjunkce, Ze kazdé okénko s hornim stfedem na
pozici i, je legalni
Pmove = N o # okénko (i,]) je legalni
1<i<nk 1<j<nk
o legélnost okénka (i, ) zajistime disjunkci legalnich okének
bij = \/ (Xij—1,a1 87,2, 8 41,25 8 X141,j-1,2 8 X141, 25 & X111, )
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Automat

3 gramatik

Proof.

deenn € O(n** log n), prochazime dvojice bungk
¢move7 ¢accept S O(nZk |Og n),

e Tvrzeni: Pfevod m4 polynomialni sloZitost, konkrétn& O(n?* log n).
¢start € O(n? log n), prochazime prvni Fadek

poet bunék n?¥, pro kazdou konstantni velikost formule.

@ pro Stouraly log n pro zapis indexu proménnych, jehoz délka zavisi na n.

Casova slozitost 14
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3SAT je NP-tplny.

Theorem 14.8
3SAT je NP-dplny.

Proof.

@ Upravime predchozi pfevod na formuli 3SAT.
prevedeme do CNF

@ V CNF je skoro vse, kromé disjunkce okének pohybu, kterd jsou konjunkcf,
nikoli na délce vstupu

staéi polynomialni (konstantnfi) ¢as - velikost podformule zavisi jen na stroji N,
@ v kratkych klauzulich zkopirujeme proménnou

Automat

ramatik

@ dlouhé rozdélime zavedenim novych proménnych.

Casova slozitost
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Dnesni téma

Casova slozitost

14

co-NP, Prostorova slozitost

Marta Vomlelova

marta@ktiml.mff.cuni.cz
https://dI1.cuni.cz/course/view.php?id=5119
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co-NP, Tautologi¢nost

Definition 15.1 (co-NP)
Jazyk L C ¥* patti do tfidy co-NP pravé kdyz jeho doplnék ¥* — L patfi do NP. J

@ P je casti NP i co-NP.
@ Domnivame se, Ze NP-GplIné problémy nejsou v co-NP.
» pokud P = NP, tak jsou.

Definition 15.2 (tautologi¢nost)

Problém, zda je dana formule vyrokové logiky tautologie, nazyvame
tautologic¢nost TAUT.

Theorem 15.1
Problém tautologi¢nosti TAUT je co-NP.

e Dukaz z pozorovani, ze doplnék TAUT (do mnoziny korektnich formuli VL) je
snadno prevoditelny na SAT a SAT je v NP.

@ Doplnék SAT je otazka, jestli negace dané formule je tautologie.

@ Doplnék SAT je co-NP.

hodiiie videchnv formiile tedv i ieiich necace
co-NP, Prostorova slozitost 15
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NP N co-NP x

Example 15.1 (Celociselné délenf)

Méjme dvé prirozena Cisla m, n € N,.. Existuje d délitel m ktery je 1 < d < n? J

Lemma
Problém celociselného déleni je NP i co — NP. J

NP Délitel je certifikatem, vydélime a zkontrolujeme nulovy zbytek v
polynomialnim Case, tj. poblém je NP.
co-NP Za certifikdt vezmeme seznam prvoéiselnych déliteld (faktorti) m vétsich

nez n. Vlynasobenim ové¥ime rovnost m, AKS (Agrawal-Kayal-Saxena)
testem ovéfime prvodliselnost déliteld v polynomialnim case.

Automaty a gramatik co-NP, Prostorova slozitost 15
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Prostorova slozitost

@ Podobné jako casovou slozitost méfime prostor potrebny k vypoctu.

Definition 15.3 (prostorova sloZitost)

@ Pro deterministicky Turingiv stroj M, ktery zastavi na kazdém vstupu, je
prostorova slozitost M funkce f : N — N, kde f(n) je maximalni podet
bunék pasky, které M precte pti jakémkoli vstupu délky n.

@ Pro nedeterministicky Turinglv stroj M, ktery vSechy vétve vypoctu zastavi

na kazdém vstupu, je prostorova slozitost M je funkce f : N — N, kde f(n)
je maximalni pocCet bunék pasky, které M precte pri jakémkoli vstupu délky n

na libovolné vétvi vypoctu.

Pro logaritmickou slozitost musime modifikovat vypocetni model:

vstupni paska je pouze na Cteni

Vv

pracovni paska na psani i Cteni, na ni méfime prostorovou slozitost.

Automaty a gramatik co-NP, Prostorové slozitost 15 = February 16, 2025
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Tridy prostorové slozitosti

e SPACE(f(n)) =

Definition 15.4 (tfidy prostorové slozitosti)
Mg&jme funkci f : N — R™. Definujeme t¥idy prostorové sloZitosti

SPACE(f(n)) a NSPACE(f(n)):

o NSPACE(f(n))

{L | L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) deterministickym TM},

{L | L je jazyk rozhodnutelny v prostoru O(f(n)) nedeterministickym TM}.

co-NP, Prostorova slozitost 15
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P¥ijima NFA vse?

Example 15.2 (P¥ijima NFA vse?)

Méjme nedeterministicky konecny automat NFA. Prijima vSechny Fetézce?

ALLypa = {(A) | A je NFA a L(A) = T*}.

@ Oznalme g pocet stavii M. Pokud M nepfijima néjaky retézec, musi
nepfijimat i néjaky délky nanejvys 29

» Po precteni pismene si pamatujeme, v jakych stavech se M mize nachazet.

» pokud se nachazi ve stejné podmnoziné stavil, v jaké uz byl, mizeme 'smycku’
mezi témito stavy vynechat.

» pocet moznych podmnozin stavi M je 29.

> Potfebujeme prostor pro pamatovani ano/ne kazdého uzlu, jestli je dosazitelny
aktudlnim slovem, a ¢&itaé cyklu do 29 - staéi lineérni prostor.

* protoze Cisla zapisujeme v binarnim tvaru

> nedeterministicky ovéfime kazdy fetézec do 29 délky; pokud pri néjakém neni
ano pro zadny z pfijimajicich stavii, madme svédka L(A) # X*.
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Savitch-ova véta

Theorem 15.2 (Savitch-ova véta)

Pro libovolnou funkci f : N — R, pro kterou f(n) > n plati:

NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)).

@ Kdybychom simulovali NTM p#imo:
> musime si pamatovat aktualni vétev vypoctu

» vétev s f(n) prostorem miize bézet 2°0(") krokii, v kazdém z nich miize mit
nedeterministickou volbu.

> potfebovali bychom 20(f(n) prostor SI volby pamatovat.
» Mame dovoleno jen O(f2(n)) < 2°((M) (asymptoticky).
Dikaz Savitch-ovy véta pres CANYIELD(cy, ¢, t).
V kvadratickém case vyfe$ime problém dosazitelnosti (yieldability)
@ Pro dvé dané konfigurace NTM ¢, ¢ a éislo t € N,

@ Je v NTN z konfigurace ¢; dosazitelnd konfigurace ¢, v maximalné t krocich
a maximalné pouzivajici f(n) prostor?

@ Pak c¢; pocatecni konfigurace, ¢, prijimajici, t naximalni pocet kroki NTM.

Automaty a gramatik co-NP, Prostorova slozitost 15 =
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Méjme nedeterministicky NTM N.

dosazitelnost konfiguraci NTM

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

procedure CANYIELD( (N, ¢, ¢, t) )

if t =1 then
return ¢; = ¢, nebo dosazitelné N v jednom kroku?
end if
if t > 1 then
for kazdou konfiguraci ¢, stroje N na prostoru f(n) do
prvni < CANYEALD(c1, Cm, 5)
druha < CANYEALD(cm, c2, %)
if (prvni & druha) = TRUE then
return Accept
end if
end for
if pokud dosud neprijato then
return Reject
end if
end if

17: end procedure

m co-NP, Prostorova slozitost 15
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TM M simulujici NTM N v kvadratickém prostoru

@ Méjme nedeterministicky NTM N.

@ Modifikujeme ho, aby pred prijetim smazal pasku a posunul se na nejlevéjsi
poli¢ko (pfi jednostranné pasce).

@ VSechny prijimajici stavy slou¢ime do jednoho, pak stejné vic nedéla.
o Tim je prijimajici konfigurace Cyccept jednoznacna.

@ Najdeme d maximalni pocet Stépeni konfigurace v jednom kroku, tj. horni
odhad pro pocet konfiguraci 24 (") (kde n = |w]).

o Tim je 297(") i horni odhad ¢asu b&hu libovolné vétve N.

Savitch_ Simulace

1: procedure SAVITCH__SIMULACE( (w) )
7 return CANYIELD(Cstart, Caccept, 2777
3: end procedure
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Proof.

Slozitost simulace

CANYIELD potfebuje ukladat konfigurace a t, tj. O(f(n)) prostoru.
Pocet volani CANYIELD je logaritmicky vzhledem k t = 29f(")
Hloubka rekurze je O(log(27F(M)) tedy O(f(n)).

Celkem O(f(n)) - O(f(n)) = O(f?(n)) prostoru.

Zamlceli jsme, ze M potfebuje znat f(n)
bud zkousi postupné f(n) =1,2,3,...
nebo pfiddme do predpokladu Ze N rozhoduje jazyk v prostoru f(n).
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PSPACE

Definition 15.5 (PSPACE)

PSPACE je tfida jazykl rozhodnutelych v polynomialnim prostoru
deterministickym Turingovym strojem, tj.

PSPACE = | ) SPACE(n").
keN
o NSPACE ani nedefinujeme,

druhou je také polynom.
o SAT is SPACE(n), tj. PSPACE.

» protoze NPSACE = PSPACE, protoze mame Savich-ovu vétu a polynom na
(] ALLNFA je CONSPACE(H)

» dle Savitchovy véty i SPACE(n?)

zastavi - my jen obritime odpovéd).

co-NP, Prostorova slozitost 15
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Prostorové a casové tridy

Theorem 15.3

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME = | ) TIME(2").
k

P C PSPACE Stroj v Case t(n) navstivi maximalné t(n) poli¢ek, proto pro
t(n) > n stadi prostor t(n).

NP C NPSPACE = PSPACE stejné jako vyse.

PSPACE C EXPTIME Pro f(n) > n dosdhne TM M pracujici v prostoru f(n)
maximalné f(n) - 20((") raznych konfiguraci,

v kone¢ném deterministickém vypoctu se zadna konfigurace neopakuje

proto existuje TM My simulujici TM M v &ase f(n) - 20(F(")  tedy
PSPACE C EXPTIME.

@ Jedina nerovnost, co vime, je P # EXPTIME.

o VEétsina védcl si mysli, ze vSechny inkluze jsou neostré.

co-NP, Prostorova slozitost 15
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PSPACE
TQBF

co-NP, Prostorova slozitost 15

EXPSPACE
EQrext

rekurzivné
spocletné

‘COILU
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PSPACE — complete

Toto uz neni treba ke zkousce.
Definition 15.6

@ Problém je PSPACE-tézky, pokud je kazdy PSPACE problém na ngj
prevoditelny v polynomiélnim case.

o Problém je PSPACE-tiplny, pokud je PSACE-tézky a zaroveti PSPACE.

@ Jde o polynomialni ¢asovou prevoditelnost, chceme 'jednoduchou’.

Example 15.3

o TQBF true quantified boolean formulas Mé&jme plné kvantifikovanou

booleovskou formuli v prenexnim tvaru. Rozhodnout jeji pravdivost je
PSPACE-(plny problém.

@ Booleovska znamend, ze univerzum pro proménné je dvohodnotové
{TRUE, FALSE}.

TQBF = {(¢) | ¢ je pravdiva pIné kvantifikovana booleovska formule}

co-NP, Prostorova slozitost 15

February 16, 2025

307



TQBF € PSPACE

TQBF € PSPACE

1: procedure TQBF( (¢) )

2 if ¢ neobsahuje kvantifikatory then

3 ovéF dosazenou formuli vhodné accept/reject
4 end if

5: if prvni kvantifikator je existen¢ni ¢ = dxv then
6 zkus dosadit 0, pokud FALSE, dosad, 1, pokud TRUE, pfijmi
7 end if

8 if prvni kvantifikator je univerzalni ¢ = Vxv then
9: zkus dosadit 0 i 1, pokud oba TRUE, ptijmi
10: end if

11: return reject

12: end procedure

m co-NP, Prostorova slozitost 15
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TQBF € PSPACE-tézka

e Jazyk A rozhodovany TM M v prostoru f(n) = n* redukujeme na TQBF.

o Vytvaiime formule ¢, ., dosazitelnosti konfigurace v ase t.

o Stadi t < 29'F(n) = 2dn" pro &&pici konstantu d. Pro jednoduchost
predpoklddadme t je mocnina dvojky.

@ Formule pro jeden krok obdobné jako v diikazu Cook-Levin-ovy véty.

@ Obecné by byla ¢c,,c, ¢ = IM[dc; my £ &P pm, o, ¢] moc dlouha.

e Formule zdvojnésobi délku, tj. prostor pottebujeme O(t) = O(24F(").

@ PomuzZeme si univerzalnim kvantifikdtorem:

E|m1V(C3, C4) (S {(Cl, ml), (mlv CZ)}[¢C3,C4,§]}

o Kde 3mV(c3, ¢q) € {(c1,m), (m1, c2)} je zkratka pres kvantifikaci
proménnych reprezentujici konfigurace a cs=c Ve =mp — .. ..

e Formule zistava O(f(n)), pocet vnofeni je
O(log h) = O(log 24f(M) = O(f(n)), potiebny prostor je tedy O(f2(n)).
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Hra dvou hraci

FORMULA — GAME = {{(¢) | hra¢ E ma vyhrévajici strategii pro ¢}

» Existendni kvantifikator jsou moje tahy
> univerzalni jsou tahy oponenta.

® FORMULA — GAME je PSPACE-uplna. Je to prevletend TQBF.

co-NP, Prostorova slozitost 15
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EXPSPACE plnost

o UvaZujme regularni vyrazy.

Definition 15.7

konkatenace. Cislo k je zapsané v binarnim tvaru.

o P¥idadme funkci 1 k pro libovolné k € N ve vyznamu (ptesné) k-nasobna
reprezentuji stejny jazyk, tj.

Definition 15.8

Problém EQrex+ pro dané dva reguldrni vyrazy s moznosti 1 rozhodne, zda

EXPSPACE.

o Problém je EXPSPACE-tézky, pokud je kazdy EXPSPACE problém na néj
prevoditelny v polynomialnim case.

EQrext = {{Q, R) | Q a R jsou ekvivalentni regularni vyrazy s operaci 1 k}
Lemma

@ Problém je EXPSPACE-uplny, pokud je EXPSACE-tézky a zéroven
Problém EQrex+ je EXPSPACE-tplny.

co-NP, Prostorova slozitost 15
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Méjme dva NFA o g; a g» stavech.

NTM pro dva ne-ekvivalenti NFA

1. procedure NTMnpa( (N1, N2) )
2 Poloz znacky na pocate¢ni stavy Ny a N,
3: for opakuj 291192 krit do
4: nedeterministicky vyber vstupni symbol a posun znacky dle sim-
ulace Ny a N,

if Pokud je znacka na prijimajicim stavu jednoho automatu a u
druhého jen na nepfjimajicich stavech then

S

6 return Accept

7 end if

8: end for

9 if dosud nenalezen rozdil then
10: return Reject

11: end if

12: end procedure

Pokud existuje rozlidujici slovo, musi existovat i dlouhé max. 291%9 delsi Ize
zkratit, protoze se néjaka pozice znacek opakuje.
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© NTM_pnEga algoritmus b&Zi nedeterministicky v linedrnim prostoru.

@ Dle Savitch-ovy véty Ize simulovat deterministicky v O(n?) prostoru
@ Pro porovnani EQrexy vezmeme tu deterministickou variantu.
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EQREXT € EXPSPACE

1: procedure EQgrex+( (R1, R2) regularni vyrazy s 1)

2 Ve vyrazech R; a Ry nahrad 1 k rozepsdnim konkatenace > O(2%4)
3 Preved B; a B, na NFA Ny a N,

4: neq <—Pouzij deterministickou verzi NTMypa(N1, N>)

5 return —neq

6: end procedure

Nahrazeni 1 k miize zvysit prostor O(2%)
Pf¥evod dle diilkazu Kleeneho véty je v linedrnim Case i prostoru
Deterministicky NTM_:nFa je v kvadratickém prostoru.

Dohromady to dava exponencialni prostor O((n2")?) = O(n?22"), tj.
EQREXT € EXPSPACE.
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EQrex+ € EXPSPACE-tézky

Méjme jazyk A rozhodovany TM M v prostoru 2n pro néjaké k.

°
@ Prevedeme ho na dva fregularni vyrazy Ry, R».
o Ry + A* kde A =T U QU {#}.
@ R, bude reprezentovat 'nezamitajici vypocty'.
» Zamitajici vypocet je vypocet koncici ve stavu Greject, ze kterého nejsou zadné
prechody (tj. jako Gaccept, ale s opaénou sémantikou), tedy
1. zadina v pocatedni konfiguraci (délky 27", doplnénou B)
2. vzdy provede platnou instrukci
3. skonéi v greject-
@ Pro ne-zamitajici vypocet musi byt porusena néktera z podminek 1.-3.
° R2 = Rbad_start U Rbad_window U Rbad_repect-
° Rbad_reject = Aiq,eject-
-} Rbad_start =5US5...US,US, U 5#,

> S =AFA_, A*
nk
> Sp= A" AU{e})” T"2A_gA* % Jesté ze exponenty kédujeme binarng
nk
® Rbad_window = Upad(abe,dery D abcA®" ~2def A*

abcdef podobné jako u Cook-Levin-ovy véty, ale 'za sebou’.
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EXPSPACE C DECICABLE

@ Vsechny EXPSPACE problémy jsou rozhodnutelné

» z definice, pozadujeme, aby TM zastavil na kazdém vstupu v ¢ase omezeném
k
200,

> Vratime se k hranici rozhodnutelnych/nerozhodnutelnych problémi.

> Problém nalezeni slova do RE rekurzivné spocetného jazyka neni
rozhodnutelny.

Automat
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Nerozhodnutelné problémy o TM

Example 15.4 (Univerzalni jazyk)

Problém Univerzalniho jazyka (zde jinak zapsany) neni rozhodnutelny

Arv = {{(M,w) | M je kéd TM ktery prijima w}.
o Kdyby rozdodoval, rozhoduje i diagonalni jazyk Lg.

Example 15.5 (Prazdnost jazyka TM)

Problém prazdnosti jazyka daného TM neni rozhodnutelny

Erm = {(M) | M je kéd TM a L(M) # 0}.

co-NP, Prostorova slozitost 15
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Nerozhodnutelné problémy o TM

Example 15.6

rozhodnutelny

Regularnost jazyka TM Problém regularnosti jazyka daného TM nenf
Example 15.7

REGULARTy = {{(M) | M je kéd TM a L(M) je regulérni}.

Ekvivalence TM Problém ekvivalence jazykd dvou TM neni rozhodnutelny
EQT/\// = {<M1, M2> | Ml, M2 jSOU kédy TM a L(Ml) = L(Mz)}
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Linedrné omezené automaty

Example 15.8

Prijimani LBA Problém nélezeni slova do jazyka LBA je rozhodnutelny.
Example 15.9

Aga = {(M,w) | M je kéd LBA a w € L(M)}.

Prazdnost jazyka LBA Problém prazdnosti jazyka daného LBA neni rozhodnutelny
Eiga={(M) | M je kéd LBA a L(M) # 0}.
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Chomského Hierarchie

Automaty a gramatiky — dva zplsoby popisu
Turingovy stroje Lo
vicepaskové  nedeterministické
s jednostrannou paskou
linedrné omezené automaty

gramatiky Typu 0
Ly kontextové gramatiky
monoténni gramatiky
e Lo , .
zasobnikové automaty bezkontextové gramatiky
konecné automaty L3
DFA  NFA, “eNFA
Shrnuti na zavér 16

regularni gramatiky
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Definice

@ Pojmy z Figure Chomského hierarchie | jazyk rozpoznavany
automatem, jazyk generovany gramatikou

, a definice k tomu nutné.
regularni vyrazy  vztah k reguldrnim jazykiim

fetézcové operace | substituce
inverzni homomorfizmus

bezkontextové gramatiky (CFG, CFL): derivacni strom

jednoznaénost/viceznaénost gramatiky a CFL jazyka,
Chomského normalni tvar gramatiky

o ' zasobnikové automaty PDA,L(P), N(P), deterministické zasobnikové
automaty, bezprefixové jazyky
2024 ne Dvousmérné konecné automaty =« Dyckovy jazyky

o Turingiv stroj = rekurzivni 5 rekurzivné spocetné jazyky,

Diagonalni jazyk [, = {w; TM s kédem w nep¥ijima vstup w},
Univerzalni jazyk ( Univerzalni Turingiv stroj )

homomorfismus

o SAT = 3SAT (2024 ne PCP 5, nerozhodnutelné problémy pro CFG ).

o Tridy Casové sloZitosti ( TIME , NTIME ) P , verifikator NP ,
co— NP~ NP-iplnost jazyka t¥idy prostorové sloZitosti PSPACE

o Redukce 5 polynomiélni redukee rozhodovacich problémii.

Shrnuti na zavér 16
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Véty

o Mihyll-Nerodova véta ~ Pumping lemma pro reguldrni jazyky

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky == Kleeneho véta (algebraicka
definice regulérnich jazyka),
vztahy pojmii ve Figure 'Chomského hierarchie iy rimci rametku, i riiznych
rameckd,

nedeterminismus: nutny u zasobnikovych automati a linedrné omezenych
automatd, u konecnych automatd a TM ne,

o Cook-Levin-ova véta (3SAT je NP-iiplny), Postova véta

@ uzavérové vlastnosti — dikaz ANO, protiptiklad NE k Tabulce nize, uzavérové
vlastnosti regularnich a CFL jazyk( na Fetézcové operace.

Algoritmy

o Nedosazitelné a dosazitelné stavy konecného automatu (FA),

o RozliSitelné 5 ekvivalentni stavy FA, Ekvivalence FA,

o Nalezeni reduktu DFA,

o PodmnoZinova konstrukce DFA z NFA

o Redukce bezkontextové gramatiky
Pfevod CFG na gramatiku v Chomského normalni formé =~ CYK' (slovo
v CFL).

o Prevod CFG na zasobnikovy automat

Automaty
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Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL

sjednoceni Fi x QU® x F S — 515 ANB=AUB
L= {0"1"2"|n > 1}

priinik F=hxh = {0"172/|n,i > 1} N {0'1"2"|n,i > 1}
ﬁSRL F:F1><F2 F:F1><F2 F:F1><F2
doplnék F=0Q:—F ANB=AUB | F= Q1 — F, Z, cykly
homo- Kleene 4+  elem.

morfismus | 1azvky 1z a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U

Buffer

h(a)
Toput L,
Input a
Y

—
state reject

T

Input Y
Start h(a) o A
L AccepUreject
A Stack

. ,
inverzni

hom

R TP — .t o zver 16
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L3
regularni jazyky

bezprefixové
{0"1";n >0

. rekurzivné
kontextové (=CL)

spocetné
deterministické PDA ibici 'E—IO 1 Lo
{0170 < n < m} tebeli=0L b |1, = (M.w)

lowlw € {0,111 1 M prijima w)

bezkontextové (=CFL)
{wwR|w € {0,1}}
L

Ly = {w; TM s kédem w nepfijima vstup w}
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PSPACE
TQBF

Shrnuti na zavér 16

EXPSPACE
EQrext

rekurzivni
rozhodnu-

telné

rekurzivné
spocletné

‘COILU
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Prehled kapitol

@ Uvod, Itera¢ni lemma pro reg. jazyky

© Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

© Nedeterministické e~NFA, Operace zachovavajici regularitu

@ Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus
e Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

G Gramatiky, Chomského hierarchie, vicezna¢nost

0 Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — néalezeni do CFL
© Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

© Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

@ Turingiv stroj, rozsiteni

@ Linedrng omezené automaty, Univerzalni TM, Diagonalni jazyk
@ Nerozhodnutelné problémy, Postiiv korespondenéni p.

@ Casovi slozitost

@ co-NP, Prostorova slozitost

@ Shrnuti na zavér
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